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1 ATTEKINTES ES MOTIVACIO

I. rész

BEVEZETES

1. Attekintés és motivacio

Az Finstein-egyenletek 1915-0s felirasat kovetSen alig egy évvel kés6bb megsziiletett az egyen-
letek mai napig egyik legfontosabb megoldéasa: a Schwarzschild-megoldas [30]. Ez a megoldas egy
gombszimmetrikus (nem forgd) objektum koriili téridst ir le (lasd alabb). Ha egy nem forgo csillagot
vagy bolygot (vagy maéas anyageloszlast) gombszimmetrikusnak tételeziink fel és gy modelleziink,
hogy az objektum koriil vAkuum van, akkor az objektum geometriai sugaran kiviili vakuumban a
Schwarzschild-megoldas irja le a téridg szerkezetét (kiils§ megoldéas). Az objektum geometriai suga-
ran beliili (bels§) megoldast az objektum anyageloszlasanak (energiaimpulzus-tenzoranak) ismereté-
ben tudjuk (elvileg) meghatarozni.

Bar a Schwarzschild-megoldas metrikus tenzora bizonyos sugarakon szingularis (eseményhorizon-
tok és az r = 0 valodi szingularitas), a csillag koriili kiils6 megoldas esetében ez nem jelent fizikai
problémat, ugyanis az eseményhorizont a csillagon beliil helyezkedne el, ahol viszont a kiils6 megoldéas
nem érvényes. Eppen emiatt a szingularitasok vizsgalata (a Kerr- és a Schwarzschild-megoldas esetén
is) egy darabig pusztan matematikai szempontboél volt érdekes. Ma azonban méar kisérletileg elfoga-
dott tény, hogy léteznek olyan asztrofizikai objektumok, amelyek nem adnak le termikus sugarzast
(mint a neutroncsillagok és fehér térpék), mert nincs nincs felsziniik, tehat feltehetGen eseményhori-
zont veszi Gket koriil, valamint a fénypalyakat is pontosan ugy gorbitik el, mint ahogy az elméletileg
szamolhaté olyan objektumokra, amelynek a geometriai sugara kisebb a sajat eseményhorizontjuknél
[1, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 19, 25, 34]. Az ilyen objektumokat hivjuk fekete lyukaknak.

A Schwarzschild-megoldés forgd objektumokra érvényes altaldnositasa a Kerr-megoldas, amelynek
felirasara csak majdnem 50 évvel késbb keriilt sor [17]. Ez tengelyszimmetrikus, stacionarius vaku-
ummegoldas. Amikor a teljes téridén a Kerr-megoldés érvényes, Kerr-féle fekete lyukrol beszéliink.
Tobbféle modszerrel is tesztelhets a térid geometridja megfigyelhets fekete lyukak koriil (titk6zo fe-
kete lyukak gravitacios hullamai, akkretalo fekete lyukak rontgen-spektroszkopiaja stb.), és jelenleg az
Osszes megfigyelés 6sszhangban van a Kerr-megoldassal |2, 28, 29, 34, 35]. A dolgozatban a Kerr-féle
fekete lyukakkal foglalkozom.

A fekete lyukak létezésével fizikai kérdéssé 1épett el6 a Schwarzschild- és Kerr-megoldés szingulari-
tasszerkezetének vizsgéilata. Ennek egy fontos eszkoze a geodetikusan teljes téridévé vald kiterjesztés:
ez az alapveten matematikai fogalom azt jelenti, hogy a téridét egy olyan valédi téridébe agyazzuk
be, amelyben minden geodetikus vagy mindkét irdnyban végtelen, vagy (valodi) szingularitdson vég-
z6dik. (A geodetikusok azok a trajektoridk a téridében, amelyen fény vagy (kis t6megii) részecskék
mozognak.) A geodetikusan teljes Schwarzschild-térid6ben megjelenik egy, a mi, fekete lyukon kiviili
vildgunkkal azonos metrikus tulajdonsigokkal rendelkezd tartoméany: egy parhuzamos vildgegyetem.
Mindkét vilaghol beeshetnek objetkumok a fekete lyukba, és mindkét vilagba érkezhetnek objektu-
mok a fehér lyukbol. A fekete lyuk multjaban tehat nem egy csillag talalhatd, hanem egy fehér lyuk.
A két vilag kozott azonban idGszert trajektoria nem haladhat at, emiatt nem lehetséges kozottiik az
atjaras. A Kerr-megoldas esetén a kiterjesztett térids Osszetettebb (lasd részletesen a 2.4 részt): a
gylrid alaku szingularitas végtelen szama parhuzamos vilagegyetemet kapcsol 6ssze, és lehetségesek a
parhuzamos vilagegyetemek kozott athalado iddszert trajektoriak (s6t, geodetikusok is).!

Azt, hogy a kiterjesztett Kerr-fekete lyuk téridé valoban létezik-e, nem tudjuk. A sztatikus,

'Mivel a kiterjesztett Kerr-téridS esetében a téridé bizonyos régiéi lehetnek fehér vagy fekete lyukak is attol fiig-
gben, hogy a térid6 mely (masik) tartomanyahoz viszonyitjuk (ezért a dolgozatban egységesen a fekete lyuk elnevezést
hasznalom). A fekete lyukon athalado trajektoria olyan trajektoriat jelol, amely befelé athalad az eseményhorizontokon
(beesik a fekete lyukba), majd kifelé is ahalad rajtuk (a téridé egy méasik tartomanyan kibukkan a fehér lyukbol).
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gémbszimmetrikus, toltott Reissner—Nordstrom-féle fekete lyukak esetén — ami hasonlé kiterjesztett
téridével rendelkezik — ismeretes, hogy instabilitasok 1éphetnek fel, ami fényszert szingularitdshoz
vezethet a bels§ horizont koriil [31, 26, 27, 24, 21| (ezzel esetlegesen elzarva az utat az athaladd
trajektoriak elstt [6]). A forgo esetben kevésbé tisztazott a kérdés; Burko és tarsai szamitasai szerint
itt is hasonlo instabilitasok alakulnak ki [5, 4]. Kerr legtujabb allitasa szerint azonban forgo fekete
lyuk esetén az anyaggal vald kolcsonhatas a fekete lyuk belsejében megakadalyozhatja a szingularitas
létrejottét [18]. A szingularitas kornyezetében a kvantumeffektusok is lényegesen megvaltoztathajak
a téridd szerkezetét, ami hatéassal lehet az atjarhatosagra [3, 20]. A dolgozatomban a Kerr-fekete
lyuk kiterjesztett téridst a fizikai valosag (pl. az M87 és a Tejut kozepén megfigyelt szupermassziv
fekete lyuk [11, 10]) matematikai kozelitésének tekintem, és az ebben megvalosuld geodetikusokat
vizsgalom.”

A dolgozat célja az, hogy megfigyelésekkel ellendrizhets joslatot adjunk arra, milyen kévetkezmé-
nyei lehetnek a kiterjesztett Kerr-térids létezésének. Ehhez azokat a geodetikusokat fogom vizsgalni,
amelyek a fekete lyukon keresztiil athaladnak valamelyik parhuzamos vildgbol a mi vildgunkba. Meg-
hatarozom, hogy a mésik vilagban a legegyszeriibb, izotrop eloszlast feltételezve milyen eloszlast
mutatnak azok a geodetikusok, amelyek eljutnak a mi vildgunkban a fekete lyuktol tavol elhelyezke-
d6 megfigyel6hoz. Az igy kapott eredmények kisérleti joslatok lehetnek egy erre megfelels csillagaszati
teleszkoppal (pl. Event Horizon Telescope, EHT [11, 10] vagy egyéb aktivgalaxismag-megfigyelésekkel
[32]) végzett megfigyelés eredményeire.

1.1. A dolgozat felépitése

Az 1. bevezet$ hatralevd részében Osszefoglalom a dolgozatban hasznalt fontosabb jeldléseket és
konvenciokat. A II. részben ismertetem a Kerr-metrikaval kapcsolatos fontosabb elGismereteket, ame-
lyek felhasznélasra keriilnek a dolgozat késGbbi részeiben. Ez a rész nem a sajat eredményeimen alapul,
az itt olvashato ismeretek megtalalhatoak az irodalomban. A 2. fejezetben a leggyakrabban hasz-
nalt koordindtarendszerek attekintését kovetSen ismertetem a téridS szingularitasszerkezetét, majd
bemutatom a Kerr-téridg kiterjesztésének fontosabb 1épéseit; végiil a Kerr-téridg szimmetriaival fog-
lalkozom. A 3. fejezetben a Kerr-térid6 geodetikusat vizsgalom, bevezetem a geodetikusokon érvényes
mozgésallanddkat, végiil pedig ismertetem a geodetikus egyenlet irodalombél ismert megoldasait.

A TII. részben kovetkezik a sajat eredményeim bemutatasa: az el6z6 részben bemutatott eszkoz-
tarral vizsgalom a fekete lyukon dthaladé geodetikusok szorddasat a kiterjesztett Kerr-téridében. A
pontos problémakitiizést kivetGen a 6. fejezetben elemzem a probléma megoldasa szempontjabol
sziikséges kezdofeltételeket. A 7. fejezetben a geodetikus egyenletek altalanos alakjait alkalmazom az
altalam vizsgalt geodetikusokra. Diszkutélom az egyenletekben szerepld elGjeleket és a mozgés soran
felleps forduldépontok szerepét. Az egyenleteket numerikusan implementéalhaté alakra hozom. A 9.
fejezetben roviden attekintem a geodetikus egyenletek numerikus megoldasara irt programom felépité-
sét. A 10. fejezetben bemutatom a numerikus szimulécidk sordn kapott eredményeimet. Ismertetem
a fekete lyukon valé athaladas utan kialakulo szorasi képet. Abrazolom a tavoli megfigyel6hoz elju-
t6 nyalab intenzitéseloszlasat, valamint az arapéalyerd eloszlasat. Diszkutdlom az eredményeket. A
dolgozatot Osszegzés, koszonetnyilvanitas és irodalomjegyzék zarja.

A dolgozatban hasznalt jeclések és konvenciok

Indexek, a metrikus tenzor szignaturaja: Az abécé kozepérsl vett kis latin négyesindexek (k, 1, m
stb.) a 0,1, 2,3 értékeket veszik fel. A gg; metrikus tenzor szignaturaja (+,—, —, —).

2Természetesen a maximalisan kiterjesztett Kerr-téridé abban az értelemben is kozelités, hogy egy kozmologiai
tagulé univerzumba van bedgyazva, aminek lehet kezdete is (Osrobbanés) és tartalmazhat tobb, egyméstél nagyon
tavoli fekete lyukat és egyéb objektumokat.
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Meértékegységrendszer: A dolgozatban (az (1) egyenletet leszamitva) az asztrofizikiban gyakran
alkalmazott ¢ = G = 1 egységrendszert hasznalom, amelyben a tavolsag és idGegység GM/c?,
illetve GM /c3.

Paraméterek: A numerikus szimulaciok soran a fekete lyuk tomege M = 1, a spinparaméter pedig
a = 0,95. A geodetikus mozgést végzs részecskék tomegérdl feltételezziik, hogy sokkal kisebb
mint a fekete lyuk tomege, igy konkrét értékiik a tesztrészecske kozelitésben kiesik a szamolasbol
(Einstein-féle ekvivalenciaelv) tehat a megmaradd mennyiségek valojaban a tomegegységre juto

specifikus megmaradd mennyiséget jelolik.

Elliptikus integralok: Az elséfaja, inkomplett elliptikus integralt (a dolgozatban hasznalt konven-
ci6 szerint) az alabbi modon definialjuk:

¥ 1
F(y, k) = —dt. A
W k) /0 \/l—k:~sin2tt (&)
Inverzét a
Y =F 1 (F(y,k), k) (B)

egyenettel értelmezziik.
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II. rész

A KERR-METRIKA

Ebben a részben [23], [9], [15] és [33] alapjan, a teljesség igénye nélkiil 6sszefoglalom a Kerr-térids
e dolgozat szempontjabol legfontosabb tulajdonsagait. Az itt kozoltek tehat nem sajat eredményeim,
csupan a dolgozat megértéséhez fontos, az irodalomban megtalalhato elGismeretek 6sszegzése. ElGszor
a Kerr-téridgvel kapcsolatos altalanos ismeretek kovetkeznek: a gyakran hasznalt koordinatarendsze-
rek attekintése, a szingularitasszerkezet vizsgalata és a téridd kiterjesztése; végiil pedig a Kerr-téridé
geodetikusaival kapcsolatos fontosabb tudnivalok és egyenletek olvashatok.

2. A Kerr-metrika attekintése

Az Finstein-egyenletek Roy P. Kerr altal 1963-ban [17| felfedezett vakuummegoldésanak Boyer—
Lindquist-koordinatakban felirt alakja a kévetkezd :

2 2
ds® = <1 — TST) Adt? — pzalr2 — p?dy? — (7“2 +a%+ % sin? 19) sin? ¥ dp? + 2% sin? ¥ edt d,

2
(1)
ahol p? = 72 +a? cos®¥; A = r2 —r,r +a? és a Schwarzschild-sugér ry = Q%M . Az ivelemnégyzeteben

szerepl koordinatak ct,r, 9, ¢, paraméterek pedig M (toémeg) és a (spinparaméter).

Az (1) ivelemnégyzettel megadott Kerr-megoldéas az alabbi fontos tulajdonsagokkal rendelkezik:
(1) a metrikus tenzor kielégiti a homogén Einstein-egyenleteket (vakuummegoldés); (2) a metrika ten-
gelyszimmetrikus, de nem gémbszimmetrikus; (3) a metrika stacionér (nem fiigg a ¢ koordinataidstol,
de g1 # 0); (4) a metrika a végtelenben siméan tart a Minkowski-metrikdhoz; (5) a megoldas két
szabad paramétert tartalmaz (M és a); végiil (6) a Landau-Lifsic-pszeudotenzorral kiszamithato a
centrumban 16v6 objektum energidja és impulzusmomentuma: Ey = Mc?, J = Mca, az a paraméter
helyébe nullat irva visszakapjuk a Schwarzschild-megoldést.

E tulajdonsagok alapjan megallapithatjuk, hogy a Kerr-megoldas a Schwarzschild-megoldas forgd
fekete lyukakra torténd altalanositasa. A tovabbiakban az e megoldas altal leirt, Kerr-féle fekete
lyukakkal foglalkozom.

2.1. Koordinatarendszerek

Az (1) ivelemnégyzettel megadott Kerr-térids egy absztrakt négydimenzios sokaséag, igy (nyilt
részhalmazai) tetszés szerint koordinatazhato(k). A kiilonbozs koordinatazasokhoz az ivelemnégyzet
kiilonbo6z§ alakja tartozik; a végtelen szamu lehetséges koordinatarendszer koziil a vizsgalandd prob-
léma szempontjai alapjan tetszés szerint valaszthatunk. Az alabbiakban Gsszefoglalom a dolgozatban
hasznélt koordinatarendszereket.

A Kerr-metrika vizsgalatahoz érdemes attérniink az altalanos relativitaselméletben gyakran alkal-
mazott ¢ = G = 1 egységrendszerbe. Ekkor az id6koordinata ct helyett egyszertien ¢ lesz, valamint
rs = 2M; a Kerr-metrika esetében pedig a metrikat kelté objektum energidja Fy = M és impulzus-
momentuma J = Ma. Ebben az egységrendszerben az id6 (t; = r,/c) és a témeg (M = (¢*/G)rs)
egysége is megegyezik a tavolsag egységével (ry = GM/ c?). A dolgozat tovabbi részében kiilon utalas
hidnyaban ezt az egységrendszert hasznalom.

1. A BOYER—LINDQUIST-KOORDINATAK

Az ivelemnégyzet (1) alakja a ct, r, 9, ¢ Boyer—Lindquist-koordinatakban (réviden: BL-koordinatakban)

van felirva. Amint a koordinatéak jeldlése is sugallja, ezek bizonyos értelemben polarkoordinatéak:
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e Az objektumtol téavol (nagy r esetén), valamint az M = 0, a = 0 esetben a metrika a
Minkowski-metrika polarkoordinatakban felirt alakjat adja.

e Az a = 0 esetben a metrika a Schwarzschild-metrika polarkoordinatdkban felirt alakjét
adja.’

Az (1) ivelemnégyzet BL-koordinatédkban, a ¢ = G = 1 egységrendszerben felirt alakja a kévet-
kezé:

2M 2 Mra? M
ds? = <1 — p2r> dtQ—%drz—pZdﬁQ— <T2 +a®+2 p?;a sin? 19) sin? ) dg02+4% sin? 9 dt dep,
(2)

ahol p? =12 +a?cos?¥; A = r? — 2Mr + a?.

Szamos elénye ellenére a BL-koordinatarendszer — hasonléan a Schwarzschild-metrika esetéhez
— kevéssé alkalmas a térid6 szingularitasainak és horizontjainak vizsgélatara.

2. A KERR-KOORDINATAK

Vezessiik be a t*, r*, 9%, p* koordindtakat a kévetkezs definicidval:

=t +T(r)
r*=r
9 =9
"=+ A(r), (3)

ahol a T'(r) és A(r) fiiggvények teljesitik a
dT(r) 72+ a?

a A
dA(r) a
dr A (4)

feltételeket. Ezek megoldésaként

2M?
T(r)= A(r)+ Mn|Al +r
a M —r+VM? —a?
Ar) = In (5)
2VM? —a?> |r—M+VM?—a?

Az igy kapott t*,r*, 9%, ¢* koordinatarendszert Kerr*-koordinatarendszernek (réviden K*) ne-
vezziik (mivel r* = r és U* = U, ezért ezekrsl elhagyjuk a csillagot). A (3) koordinatat-
ranszforméacio végrehajtasaval és a (4) felhasznalasaval a (2) ivelemnégyzet K*-koordinatakban
kifejezett alakja:

oM Mra?
ds® = (1 — p2r> dr*? — p2dy? — <r2 +a2+2 /;a sin® 19> sin® 19dg0*2—|—

M
+4 p?z“a sin? 9 dt* do* — 2dt*dr 4 2asin® 9dp*dr. (6)

A (4) kovetelmény biztositja, hogy a radialisan, r’ = —1 kezddfeltétellel inditott nullgeodetiku-
sok (ingoing principal null geodesics) kielégitsék a t*' = 0, 7' = —1 és ¥ = ¢*' = 0 egyenleteket
(a vessz6 a sajatidd szerinti derivalast jeloli). Ebben a koordinatarendszerben tehét a centralisan
befelé inditott fénysugarak adjak a koordinatavonalakat.

3Fontos megjegyezni, hogy az a — 0 hatéaresetben a téridé nem analitikusan megy at a Schwarzschild-téridébe.




2 A KERR-METRIKA ATTEKINTESE

Lathatjuk, hogy az ivelemnégyzet ezen alakjaban a p-n kiviil nem szerepel olyan kifejezés neve-
z6ben, amely zérus lehet, ezért a K*-koordinatdkban a metrikus tenzor mindenhol értelmezve
van (kivéve a p = 0 valodi szingularitést; cserébe a metrikus tenzornak harom nemnulla nemdi-
agonalis komponense is van, ami rendkiviil kériilményessé teszi szamitasok elvégzését). Eppen
ezért ez a koordinatarendszer rendkiviil el6nyos lesz a Kerr-térid6 szingularitasszerkezetének
tanulmanyozasahoz és a téridg kiterjesztéséhez.

Az ivelemnégyzet e koordinatdkban felirt alakja az a = 0 esetben a Schwarzschild-metrika
Eddington—Finkelstein-koordinatakban felirt alakjaba megy at.
3. A KERR—SCHILD-KOORDINATAK (DESCARTES-KOORDINATAK)
Vezessiik be a tp, x, y, z koordinatédkat az alabbi definicioval:
t D = t* - T

x = (rcosp + asinp) sin

y = (rsinp — acos ) sin ¥

z =rcosv. (7)

Az igy kapott koordinatarendszert Kerr—Schild- (vagy Descartes-) koordinatarendszernek ne-

vezzik. A (6) ivelemnégyzet Kerr—Schild-koordinatékkal kifejezett alakja a kovetkezd:

2
r(zdx + ydy)  r(ydr — xdy) L ’
r2 + a? r2 + a? r

(8)

ahol r(z,y, z) nem koordinata, hanem a koordinatak (révidités céljabol bevezetett) fiiggvénye:

2
2y =rt 4 a? <1—22>.
r

2Mr3

2 _ 2 2 2 2

|:dtD +

E koordinatarendszer bizonyos értelemben Descartes-i, mert a forrastol tavol a metrika a Minkowski-
metrika Descartes-koordinatakban kifejezett alakjaba megy at. Az ivelemnégyzet e koordina-
takban felirt alakja az a = 0 esetben a Schwarzschild-metrika Descartes-koordinatakban felirt
alakjaba megy at.

2.2. A Kerr-téridd szingularitasszerkezete

A Kerr-térid§ szingularitasszerkezete Osszetettebb, mint a Schwarzschild-téridéé. Az ivelemnégy-
zet BL-koordinatakban felirt (2) alakjat tanulmanyozva az aldbbiakat allapithatjuk meg.

e A metrika A = 0 esetén szingularissa valik: a dr? egyiitthatoja divergal. Ha a < M, akkor a

A = 0 egyenletnek két valos gyoke van,*

re =M+ /M2 - a2 (9)

A dr? egyiitthatoja tehat az r > 7, és az r < r_ tartomanyokon pozitiv, az r_ < r < 74
tartoméanyon pedig negativ.

Az ivelemnégyzet K*-koordindtakban felirt alakjat tekintve lathato, hogy ez a szingularitas meg-
felels koordinatavalasztassal eltiintethetd (koordindtaszingularitds). Belathato tovabba, hogy az
r = ry hiperfeliiletek fényszertiek, ezért horizontok. Az r = r_ hiperfeliiletet bels§, az r = r4
hiperfeliiletet kiils6 horizontnak nevezziik.

‘Az a = M és az a > M esetekben a A = 0 egyenletnek egy vagy nulla darab valos gySke van, ezért a téridd
szingularitasszerkezete més. Ezek az esetek matematikailag kidolgozottak, azonban, mivel a megfigyelések alapjan a
természetben nem fordulnak els, ezért a dolgozatomban nem foglalkozom veliik.
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o p?> —2Mr = 0 esetén dt? egyiitthatoja nullava valik. Ennek az egyenletnek szintén két valos
megoldasa van. Mindkét megoldés térben zart hiperfeliilet; az egyik az r4 < r < 2M, a masik
pedig a 0 < r < r_ tartoméanyon helyezkedik el. A két feliilet kozott dt? egyiitthatoja negativ
(ezt a tartomanyt nevezziik ergoszféranak), mindenhol méashol pozitiv.

o A metrika p? = 0 esetén szingularissa valik. A p? = 0 egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha r = 0
és cost? = 0. (7) alapjan e tartomany térbeli vetiilete gytird alaki. Megmutathato, hogy az itt
fellépd szingularitas valddi szingularitds (nem sziintetheté meg koordinatatranszformécioval).

Az r4, r_ hiperfeliiletek, valamint a gytrtszingularitas térszerd vetiiletei az aldbbi, 1. abran
lathatoak.

North axis —» outer horizon
/ Hyir=ry

inner horizon
H:r=r_

/  Equatorial
£ plane

South axis—

1. abra. A ¢t = konst. térszerd hiperfeliilet sematikus abrazolasa (az r-koordinata e” fiiggvénye van abrazolva, tehat az
r = —oo pont az dbra kozepén lathatd). Az abran lathato a forgastengely (fiiggdlegesen) és a ¢ = 7/2 egyenlitsi sik
(szaggatott vonallal), valamint az r1 és r— horizontok. Lathato, hogy az r = 0, ¥ = 7/2 gytrtszingularitds nem zarja
el az utat az r < 0 tartomany el6tt. Az r < 0 tartoméany csak az exponencialis abrazolas miatt latszik térben
végesnek. Az abra forrasa: O’Neill [23].

2.3. A Kerr-téridé Penrose-diagramja

Vegyiik észre, hogy az ivelemnégyzet (2) és (6) alakjaban az r = 0 eset nem okoz szingularitast,
ezért az r koordinata értelmezési tartomanya kiterjeszthet§ —oo-ig. Az r < 0 tartomanyon a metrika
sehol sem szingularis, ezért ott nincsenek horizontok.

Az r = ry kiils6 és bels6 horizontok harom részre osztjak a Kerr-téridét. A harom tartoméanyra
a kovetkezd jelolést fogom hasznélni:

L. blokk: r > ry
IL. blokk: r— <r <rg
III. blokk: r < r_. (10)

Az 1. blokk felel meg a fekete lyukon kiviili tartoménynak, asztrofizikai szempontbol ez a ,mi
vilagunk”: minden, ami a fekete lyukon kiviil van. Fzen a tartoményon a fekete lyuktol tavol érvényes
a newtoni hatéreset. A II. blokk a két horizont k6zotti tartomany. Megmutathaté, hogy ha egy
geodetikus az egyik horizonton belép a II. blokkba, biztosan elhagyja azt a masik horizonton keresztiil.
A III. blokk szintén egy fekete lyukon kiviili vilag. Ez a tartomény igen egzotikus: innen nézve a
szingularitast nem takarja eseményhorizont (csupasz szingularits, naked singularity), lehetségesek
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zart idGszert trajektoriak, és a fekete lyuk taszitja a geodetikusokat (ezt a tartomanyt antiverzumnak
nevezem). Az I. és II1. blokk térben végtelen, a II. térben véges tartomany.

Ahhoz, hogy kénnyen vizualizalhatova tegyiik a Kerr-metrikat, szoritkozzunk a ¢ = 0 tengelyek-
re (amelyeken a ¢ koordinata nincs értelmezve). A dolgozat kés6bbi részeiben természetesen nem
szoritkozom ezekre a tengelyekre, a térid§ szingularitasszerkezetének megértése szempontjabol ez
azonban praktikus egyszeriisités, ezért ebben az alfejezetben ezt alkalmazom. Az igy kapott Penrose-
diagramok sematikus szemléltetését adjak a kiterjesztett téridének akkor is, ha nem korldtozédunk a
¥ = 0 tengelyekre. A tengelyeken a metrika BL-koordinatakban a kévetkezd alaki:

A r? + a? r? + a?
2 _ _
ds® = o <dt + A dr) <dt A dr> . (11)

Vezessiik be az u, v koordinatékat az I. és III. blokkon a

u=t—"T(r)

v=t+1T(r), (12)
a II. blokkon pedig a

u="T(r)+t

v=T(r)—t (13)

definicioval. Az (5) egyenletben szerepls T'(r) fliggvényt kényelmesebb alakra irva:

2 | 2 2 2
ri+a rZ +a
= In|r—ry| - ——1In|r—7r_|. (14)

T(r)=r+
ry —T— r —T—

Igy a tengelyeken érvényes (11) ivelemnégyzet az u, v koordinatakkal kifejezve

2 A
ds® = S dudv. (15)

Ezutéan megfelel koordindtatranszformacioval egy kompakt tartoményra képezziik le a végtelen
u, v tartomanyt (behizzuk a végteleneket). A Kerr-térids esetén ezt az 1. és III. blokkon a

V = tg 1(e™) (16)
a II. blokkon pedig a
U =tg 1 (e™)
V = tg (e (17)
transzformécioval valositjuk meg, ahol
. T4+ +1r_
2(r2 +a?)’

Az ivelemnégyzet az U,V koordinatakkal kifejezve

4 Al

ds? = —— 2L
s a? sin 2U sin 2V

dUdv. (18)

Mivel ez az ivelemnégyzet szingularis az U = 0 és V' = 0 helyeken, ezért végre kell még hajtanunk
a megfelel§
gt = QUU, V) - g (19)

10
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transzforméaciot (jelen esetben © = sin 2U sin2V'). A (19) alaku transzforméaciokat konform leképezés-
nek hivjuk. Ezek nem koordinatabéazishoz tartozé koordinatatranszformaciok (tehat a (19) alakban
kapott metrika nem elégiti ki a homogén Einstein-egyenleteket), mindazonaltal lokalisan szogtartoak,
ami a térids esetén azt jelenti, hogy (19) megérzi a térids kauzalis szerkezetét (a fénykupokat).

Ezzel tehat egy kompakt tartoményra képeztiik le a Kerr-téridé ¢ = 0 tengelyeit tigy, hogy meg-
oriztiik a téridd kauzalis szerkezetét. Az ilyen leképezések eredményét hivjuk Penrose-diagramoknak.
A Penrose-diagramok igen szemléletessé teszik a térid§ szingularitasszerkezetét és a téridében lehet-
séges geodetikusok tipusait, valamint kénnyen kezelhet&vé teszik a térbeli és idSbeli végteleneket. A
Kerr-téridé Penrose-diagramja a 2. abran keriil szemléltetésre.

2. abra. A K*-téridé Penrose-diagramja. A szaggatott vizszintes vonallal jelolt, befelé halado nullgeodetikusok
(ingoing principal null geodesics) mindkét horizonton athaladnak. A folytonos vonallal jelolt, kifelé haladd
nullgeodetikusok egyik horizonton sem haladnak &t. Az abra forrasa: O’Neill [23].

2.4. A Kkiterjesztett Kerr-térids

Egy sokasagot (térid6t) geodetikusan teljesnek neveziink, ha benne minden geodetikus szingulari-
tason vagy a végtelenben végzsédik. A 2. abran lathato, hogy a Kerr-téridé nem geodetikusan teljes,
mert vannak olyan geodetikusok, amelyek az r+ horizontokon végzddnek (a horizontok pedig, amint
lattuk, nem valodi szingularitasok). A Kerr-metrika azonban teljessé tehetd a téridé megfelelGen
konstrualt kiterjesztésével. Az igy kapott maximalisan kiterjesztett Kerr-térid6 olyan térids, amely
geodetikusan teljes, és részsokasigként tartalmazza a Kerr-téridét.

A Kerr-térids kiterjesztéséhez sziikségiink lesz egy tovabbi matematikai elemre, melyet az alabbi-
akban foglalok Ossze.

2.4.1. A *K-koordinatak
Vezessiik be a (*t,r,9,* ¢) koordinatakat (* K-koordinaték) a kovetkezd definicioval:
t=t—T(r)
o =p— A(r), (20)

ahol a T'(r) és A(r) a (4) egyenletben bevezetett fliggvények. Az ivelemnégyzet * K-koordinatakban
kifejezett alakja a kovetkezs:

oM Mra?
ds? — (1 _ p2r> 2 — p2d192 — <r2 +a’+2 pga sin? 19) sin219d*g02+
Mra

A

sin? 9 dt d* o + 2d*tdr — 2asin® Id*dr. (21)

11
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Ebben a koordinatazasban a radialisan, v’ = +1 kezddéfeltétellel kifelé inditott nullgeodetikusok (out-
going principal null geodesics) kielégitik a *t' = 0, ' = +1 és ¥ = *¢' = 0 egyenleteket. A
* K-koordinatarendszerben tehat a centralisan kifelé inditott fénysugarak adjak a koordindtavonala-
kat. Ebbdl kévetkezik, hogy ebben a koordindtarendszerben a geodetikusok athaladhatnak kifelé az
r4+ horizontokon; a befelé halad6 geodetikusok pedig a horizontokon végz&dnek.

r = - r=ry r=ry4
2 A *1T A *1T A *T 3
I +
Il Il
= > > e b
r=r_ T r=r_ T r = 400
H_ H,

3. abra. A *K-térid6 Penrose-diagramja. A fiiggsleges egyenessel jelolt, kifelé haladé nullgeodetikusok (outgoing
principal null geodesics) mindkét horizonton athaladnak, a fliggSleges egyenessel rajzolt, befelé haladok pedig egyiken
sem. Az abra forrasa: O’Neill [23].

Irjuk fel a K* és *K kozotti leképezést (koordinatatranszformaciot)! A (3) és (20) egyenletekbsl
leolvashat6, hogy

t* ="t+2T(r)
" ="+ 2A(r). (22)

Ez a leképezés megérzi az idGiranyitast az 1. és II1. blokkokon, és megforditja az idSiranyitast a
I1. blokkon. Ez az oka annak, hogy a K*-on a befelé, a *K-n pedig a kifelé haladé geodetikusok
haladnak at a horizontokon.

Bér latjuk, hogy a K*- és a * K-ivelemnégyzetek ugyanannak a téridének két kiilonb6z6 koordina-
tazasai, az el6z6 két bekezdésben megallapitottak miatt sokszor érdemes ket tgy tekinteni, mintha
két kiilonbo6z6 térid6 volndnak. Ennek megfelelen a K* és *K jelolés a tovabbiakban egyszerre je-
161 koordinatarendszert és téridét — mivel fontos megkiilonboztetni a kettét, ezért mindig igyekszem
utalni rd, melyik jelentésben szerepelnek ezek a jelolések.

$okok

A Kerr-térids kiterjesztéséhez induljunk ki a 2. &bran lathaté K*-térid6bsl. Az abran abrazolt
geodetikusok koziil a szaggatott vonallal jeloltek teljesek, a folytonos vonallal jeloltek nem teljesek:
valamelyik iranyban az ry vagy r_ feliiletrél végz6dnek. Ahhoz, hogy a teljessé tegyiik Sket, ezekbe
az irdnyokba kell kiterjeszteni a téridét. Ezt tgy tudjuk megtenni, ha a Penrose-diagram ezen oldalai
mellé helyezziik a * K megfelel6 blokkjait.

Az igy kapott térid§ azonban szintén nem lesz teljes, mert az Gjonnan megjelent blokkok 7 és r_
oldalain szintén végz&dhetnek geodetikusok. Emiatt ezekhez a oldalakhoz ismét a K* és * K megfelels
blokkjait kell illeszteni. Az Gj blokkok bizonyos oldalaihoz aztan ismét Gjabb blokkokat kell illeszteni
és igy tovabb. Véges lépés utan mindig marad olyan r és r_ oldal, amelyen geodetikusok végz&dnek;
a Kerr-téridé végtelen sok K* és *K blokk egymashoz illesztésével tehets csak teljessé. Az blokkok
igy kapott végtelen lancolatat nevezziik maximalisan kiterjesztett Kerr-téridének; ezt szemlélteti az
alabbi, 4. abra.

12
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4. dbra. A maximalisan kiterjesztett Kerr-téridé Penrose-diagramja. Az abran lathato blokkok vizszintesen K™- és

K*'-, fiigg6legesen pedig *K- és *K'-téridskké kapcsolodnak 6ssze. Az abran folytonos egyenes vonalakkal jeldlt

nullgeodetikusok mind teljesek. Az abra forrasa: O’Neill [23].

Néhany fontos megjegyzés a maximélisan kiterjesztett Kerr-téridével kapcsolatban:

o A blokkok Osszekapcsolésa az oldalaik és a csicsok mentén gondos matematikai megfontoléasokat
kivan, de véghezvihets. Igy végiil a blokkok nemcsak vizszintesen, hanem fiiggslegesen is Gssze-
kapcsolodnak K*, * K, illetve e ketts idétiikrozésével kapott térids (K*' és * K')® valamelyikévé.
Ez a horizontokon athaladé geodetikusok szamitasanal elengedhetetlen lesz: a K*, *K, K*' és
*K' koziil mindig tudunk (pontosan egy) olyan koordinatazast valasztani, amelyben a vizsgalt

geodetikus az adott horizonton at analitikusan folytathato.

A (10) egyenletet kovets diszkusszioban lattuk, hogy az I. blokk felel meg a ,mi vilagunknak”,
a III. blokk pedig szintén egy fekete lyukon kiviili, de igen egzotikus tartomany (antiverzum).
Fontos latni, hogy a kiterjesztett téridében felbukkané végtelen szamu 1. és III. blokk pontosan
ugyanolyan, mint az eredeti I. és III. blokk. Az Osszes I. blokk olyan vilagegyetemet jelol tehéat,
amelyik minden (metrikus) tulajdonsagaban pontosan megegyezik az altalunk latott vilaggal
(ezeket nevezziik parhuzamos vildgegyetemeknek).

Mivel ez a téridé geodetikusan teljes, geodetikusok csak a (térbeli és idgbeli) végtelenbsl (va-
lamint a gytrtszingularitasrol) indulnak és ott végzédnek. Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy
geodetikus belép egy II. blokkba valamelyik (kiils6 vagy bels6) horizonton keresztiil, azt el is
hagyja (a méasik horizonton keresztiil). (Arrol, hogy mitdl fiigg, hogy a II. blokkot a két, azonos
sugérhoz tartoz6 horizont koziil melyiken keresztiil hagyja el egy geodetikus, kés6bb lesz sz6
(lasd a 7.1. részt).

5 Az id6tiikrozott téridsket a t — —t transzformacioval kapjuk, és az eredeti téridé jele mogé irt aposztroffal jeldljiik.

A Kerr-téridé kiterjesztésének pontos matematikai leirasaban fontos szerepiik van, azonban a révidségre torekvés végett

részletes ismertetésiiket mell§zom. [23]

13
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2.5. Killing-mezdk

BEgy ismert metrikdju téridé szimmetriait a Killing-mez6k segitségével tudjuk vizsgalni. Egy &F
infinitezimalis vektormezd6t Killing-mez&nek neveziink, ha teljesiti az alabbi Killing-egyenletet:

vkel 4 vick =0, (23)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a F-iranyu eltolas nem véltoztatja meg a metrikus tenzor alakjat,
ezért szimmetria. Egy adott térid§ esetén a kiillonb6z6, egyméstol linedrisan fiiggetlen Killing-mez&k
a téridé kiilonbo6z6 szimmetriait irjak le (a szimmetriacsoport generéatorai).

Ha adott koordindtazasban a metrikus tenzor nem fiigg valamelyik koordinatatol, akkor az abba
az irdnyba mutatd vektormezd Killing-mez§. A Kerr-metrika BL-koordinatakban felirt alakjaban a
t és o koordinatakat eleve tgy vélasztjuk, hogy azok Killing-mez&k integralgorbéi legyenek. Ennek
megfelelGen a Kerr-metrika esetében a t- és @-iranyu eltolas két fliggetlen Killing-vektor. Belathato,
hogy a Kerr-metrika esetén csak ez a két fiiggetlen Killing-vektor van [23].

3. A Kerr-térid6 geodetikusai

Ebben a részben a Kerr-téridé geodetikusaihoz kapcsoldédd legfontosabb tudnivalokat foglalom
ossze. Mivel a dolgozatban id@szerd geodetikusokkal dolgozom, ebben a részben is az id&szert geo-
detikusokat ismertetem. A legfontosabb forrasok: |23, 9.

3.1. Mozgasallandék
A geodetikusokat meghatarozo egyenlet a

d?z* . datda™

S e 24
dr2 + m gr dr 0 (24)

geodetikus egyenlet. Ez egy bonyolult differencidlegyenlet-rendszer az (1) trajektoriara. Az egyen-
letrendszer megoldéasat jelentésen megkonnyitik a mozgésintegralok: olyan kifejezések, amelyek a
koordinataknak csak elsé derivaltjait tartalmazzak és konstansok egy geodetikus mentén.

Egy mozgésallandot mindig tudunk képezni: egy geodetikus mentén a négyessebesség ¢ := ugu”
abszolutértéke allando. IdGszertd geodetikusokon ¢ = 1, fényszertieken pedig ¢ = 0.

Lattuk korabban, hogy a téridé szimmetriait a hozzajuk tartozé Killing-mezskkel tudjuk lefrni.
Tudjuk tovabba, hogy a szimmetridkhoz megmaradé mennyiségek tartoznak. Es valoban: belathato,

hogy ha &* Killing-mez6, akkor egy geodetikus mentén az
urg® (25)

skalarszorzat mozgasalland6. Adott térid§ geodetikusain minden fliggetlen Killing-mez8hoz tartozik
tehat egy mozgésallandd. Korabban lattuk, hogy a Kerr-téridg esetén két fiiggetlen Killing-mezd van:
a t- és a p-irdnyu eltolés, ezért két tovabbi megmarad6é mennyiségiink lesz.

Az id&beli eltolashoz tartozé mozgasintegralt energidnak nevezziik. Kiszamitani (25) alapjan az

E = ug (26)

képlettel tudjuk (BL-koordinatédkban). A z tengely koriili forgatashoz tartozo megmarad6 mennyisé-
get impulzusmomentumnak nevezziik, és konvencié szerint a

L= —Uus (27)

képlettel definialjuk (BL-koordinatédkban). Ezzel tehat van harom megmaradé mennyiségiink: ¢, F
és L.

14
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A Kerr-metrika esetében azonban van egy negyedik megmaradé mennyiség is: a Carter-allando.
Mivel a Kerr-metrika nem gémbszimmetrikus (csupan tengelyszimmetrikus), ezért a metrika szim-
metriatulajdonsagaibol kozvetleniil nem kovetkeztethetiink ra.® Létezése viszont kulcsfontossagu a
geodetikus egyenlet megoldésa szempontjabol: a négydimenzios téridén négy darab fiiggetlen moz-
gasintegral létezése lehetdvé teszi a geodetikus egyenletek analitikus megoldasat (a mozgéasegyenletek
rendszere teljesen integrdlhato).

3.1.1. A Carter-allando

A metrika szimmetriaibol (az E és L mozgasallando létezésébdl) kovetkezik, hogy a t és ¢ koordiné-
takra vonatkozo differencialegyenletek szeparalhatoak a tobbitdl (lasd alabb [23]). Carter megmutat-
ta [8], hogy az r és ¥ koordinatékra vonatkozo csatolt differencidlegyenletek is bizonyos értelemben
szeparalhatoak. Az egyenletek szepardlasa soran szokas szerint megjelenik egy konstans, amelyet
Carter-allandonak neveziink.

k

Fejezziik ki a ¢ = upu” mennyiséget. A négyessebesség és a metrikus tenzor behelyettesitésével

némi szamolas utan a kévetkez6t kapjuk:

4 p? D? (¥
_quzgr/2+p4ﬁ/2_ (r) n )

, 28
A A sin? ¥ (28)
ahol a vessz6 sajatidg szerinti derivalast jelol, és
P(r) = (r* + a®)E — La,
D(¥) = L — Easin®9. (29)
A bal oldalra p? = 72 4 a? cos® ¥-t behelyettesitve az egyenlet a
4 2 2
P 2, P(r) 4,972 2.2 D*(9)
—Kr’ B iy el 9'* + qa” cos 19+sin219 (30)

alakra hozhat6. Az egyenletet megvizsgalva lathatjuk, hogy a bal oldalon majdnem csak r-tél, a jobb
oldalon pedig majdnem csak 9-t6l fiiggs tagok szerepelnek. Ha az egyenlet szeparalhato volna, a két
oldalnak ugyanazzal a konstanssal kellene egyenlének lennie. A p* azonban tartalmaz r és 9 valtozot
is, ezért ugy tinik, hogy az egyenlet nem szeparalhat6. Carter eredménye az, hogy megmutatta: az
egyenlet mégis szepardhato, és igazak az alabbi Gsszefliggések:

p'r'? = R(r)
Pl = 6(9) (31)

Ezzel a (30) egyenlet szeparalhatova valik; a szeparéacios konstanst K-val jelolve

R(r) = —=A(qr? + K) + P(r)

D?(¥
0(9) = K — qa’cos® ¥ — = g ) (32)
sin“ 1
Az itt definialt R(r) és O(¥) fiiggvények fontos szerepet jatszanak a geodetikusok leirasanal.
A K konstans helyett gyakran hasznaljak a
Q=K — (L —aE)? (33)

lehet leirni.
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3 A KERR-TERIDO GEODETIKUSAI

mennyiséget. Mivel a megmaradé mennyiségek barmely fiiggvénye is megmarad6é mennyiség, igy ez
is az. A dolgozatban ezt hasznalom és erre hivatkozom Carter-allandoként (K-ra pedig modositott
Carter-allandékeént).”
A Carter-allando6 is kapcsolatba hozhato a négyessebességgel. BL-koordindtakban
9 o d¥

Uy = Goou P (34)
ahova a (31), (32) és (33) egyenleteket behelyettesitve
Uy = j:\/Q— (a2(1 — E?) + L?/sin?¥) cos? 0. (35)

KKk

Ezzel tehat van négy darab megmaradoé mennyiségiink a geodetikus egyenlet négy darab z¥(r) is-
meretlenéhez. Ez lehetévé teszi, hogy a rendkiviil bonyolult metrika ellenére analitikus képletekkel
oldjuk meg a geodetikus egyenletet.

2. A geodetikus egyenletek
3.2.1. A Y¥-mozgas

A (31) egyenletbdl kapjuk, hogy

/ 1 19,
R(r) »p o)
Ez egy szeparalhato differencidlegyenlet, melyet integrilva kapjuk a 9-mozgést leiro
SO CACHR X
/ T, (37)
To 9o O(J)

egyenletet. A jobb oldalon 4ll6 elgjel € = sgn(r’ )-sgn(v¥'). Ez egy-egy olyan szakaszra érvényes,
amelyen R(r) > 0 és ©(J) > 0. Ahol R(r) = 0, ott az r koordinataban, ahol O(J) = 0, ott a ¢
koordinataban fordulépont van.

3.2.2. A t- és p-mozgas

A t- és p-beli szimmetria kévetkeztében az e koordinatédkra vonatkozd egyenleteket egyszert r és
1 szerinti integralok formajaban tudjuk felirni. Figyelni kell azonban arra, hogy a t és ¢ koordinatak
transzformélodnak a K* és * K kozotti attérésnél, ezért a rdjuk vonatkozo egyenletek is fiiggeni fognak
attol, hogy melyik téridén dolgozunk, konkrétan [23]:

w*(T)—wé—i/ﬂ %?mﬁdﬁ / L (i];((z))@1> dr

x . ) aD () r?+a? [ £P(r)
v t= [ / . ( R(T)®1> dr (39)

A 9 szerinti integralok el6tt allo + eljel sgn(d')-vel, az r-integralokban szerepls + elGjel pedig

sgn(r’)-vel egyenls. A @ elGjel K* esetén (+), *K esetén pedig (—) elGjelet jelent (ez kiilonbozteti meg
a kétféle téridében érvényes egyenleteket). Az egyenletek itt is egy-egy olyan szakaszon érvényesek,
amelyen R(r) > 0 és O(¥) > 0. Megmutathato, hogy a (38) egyenletben szerepld r-integralok a
@ elgjel megfelels megvalasztasaval minden horizonton at folytathatok anélkiil, hogy az integral
divergalna. (A @ elGjel megfelels megvalasztasa a megfelels, az adott horizonton atfeds K* vagy *K
koordinatarendszer véalasztasanak felel meg.)

"Az a = 0 Schwarzschild-hataresetben L a z-iranya impulzusmomentum-komponenssel, K pedig az
impulzusmomentum-vektor négyzetével egyenld.
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3 A KERR-TERIDO GEODETIKUSAI

3.3. A geodetikusok tipusai

A Kerr-térid6ben megvalosulé geodetikusok két csoportba sorolhatéak aszerint, hogy az energiajuk
kisebb vagy nagyobb, mint 1: elGbbieket kotétt, utdébbiakat szabad geodetikusoknak nevezziik. A
(31)-bol lathatjuk, hogy az r koordinata azon a tartomanyon valtozhat, amelyeken R(r) > 0. A (32)
egyenletet kiirva lathatjuk, hogy |r| — oo pontosan akkor lehetséges, ha F > 1. A dolgozatban a
szabad geodetikusokkal fogok foglalkozni. A szabad geodetikusoknak két tipusa van [23]:

e Tranzit (magyarul nagyjabol: athatold) tipustnak nevezziik azt a geodetikust, amelynek r
koordinata bejarja a teljes —oco < r < oo tartoméanyt. A tranzit geodetikusok r koordinataja
monoton csokken r = oo-t6l r = —oo-ig (K*-on beesnek a fekete lyukba) vagy monoton né
r = —oo-t6l = oo-ig (*K-n kirepiilnek a fekete lyukbol). Ezek a geodetikusok tehat vagy az
antiverzumbol (III. blokk) indulnak, vagy ott végz&dnek.

e Flyby (magyarul nagyjabol: elkeriil§) tipustinak nevezziik azt a geodetikust, amelynek r ko-
ordinataja a —0o0 < rpin < r < oo tartomanyon valtozhat (alulrél korlatos). (A —oo < r <
rmax < 00, feliilrél korlatos esetet is flybynak nevezziik, de ezzel az esettel a dolgozatomban nem
foglalkozom.) Az ilyen geodetikusok r = oo-bdl indulnak, r koordinatajuk monoton csokken
T = Tmin-ig, majd monoton nd és r = oco-ben végzddnek. Az ilyen tipusi geodetikusok tehét
behatolhatnak a horizontokon beliilre, de ez nem sziikségszeri (a dolgozat késGbbi részében
azokkal a flyby tipusi geodetikusokkal foglalkozom, amelyek behatolnak a horizonton beliilre,
tehat amelyekre rpy < 7—, lasd az 1. és az 5. abréakat) .
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4 A PROBLEMA RESZLETES ISMERTETESE

I11. rész
A FEKETE LYUKON ATHALADO GEODETIKUSOK
SZORODASANAK VIZSGALATA

Az el6z6 részben Osszefoglaltam a Kerr-metrikaval kapcsolatos azon elGzetes ismereteket, ame-
lyek szilikségesek az altalam vizsgalt probléma tanulméanyozasahoz. A dolgozat hatralevd részében
ezzel az eszkoztarral fogom vizsgalni a fekete lyukon athaladé geodetikusokat, azok szor6dasat és a
szorasi képet meghatarozd paramétereket. A célkitiizésem kézzelfoghato és egyszerd: csillagaszati
megfigyelésekkel ellendrizhets joslatot tenni arra az esetre, ha a kiterjesztett Kerr-téridé parhuza-
mos vilagegyetemei valéban léteznek. A dolgozat hatralevs részében sajat eredményeim kovetkeznek,
amelyek harom nagyobb részre oszthatéak:

e Az irodalomban megtalalhatd altalanos geodetikus egyenletek specifikaldsa és alkalmazasa a
dolgozatban vizsgalt esetre. Diszkutdlom és a vizsgélt esetre alkalmazom az egyenletekben
szerepld elGjeleket. Az egyenletekben szerepld kifejezéseket numerikusan implementalhatova
alakitom, és Gsszevonom a szakaszonként érvényes integralokat.

e A megfelel§ alakra hozott geodetikus egyenletek implementaldsa. A numerikus szamitasokra
irt programmal kiszamitom a megfelels kezd&feltételeket, a geodetikusok végss koordindtait és
a geodetikus mentén fellépé maximalis arapélyerdt.

e A kapott eredmények értelmezése, grafikonok készitése. A szorasi kép, intenzitéseloszlas és az
arapéalyerd eloszlasanak dbrazolasa. Az dbrak diszkutalédsa.

Ebben a fejezetben elszor részletesen foglalkozom a kiterjesztett Kerr-téridé szamunkra relevins
részével, az ezen lehetséges geodetikusokkal. Ezutan felirom az el6z8 részben térgyalt mozgéisegyen-
letek olyan alakjat, amelyek praktikusan implementalhatéak. Megfogalmazom a vizsgélt kezddfelté-
teleket, majd roviden ismertetem az altalam irt program felépitését. Bemutatom és diszkutélom a
kapott eredményeket.

4. A probléma részletes ismertetése

A kutatdsomban a célkitiizésem az, hogy megvizsgaljam, milyen, csillagészati modszerekkel ellen-
6rizhetd kovetkezményei lehetnek a kiterjesztett Kerr-térids létezésének. A 2.4. részben lathattuk,
hogy a Kerr-téridé geodetikusan teljessé torténd kiterjesztése matematikai szempontbdl magatol érte-
t6d6 és természetes torekvés, amely véghezvihets. Arrol, hogy a kiterjesztett térids valoban létezhet-e,
lasd részletesen az 1. fejezet utols6 két bekezdését.

A dolgozatomban a kiterjesztett Kerr-téridst a fizikai valosag (pl. az M87 és a Tejut kdzepén meg-
figyelt szupermassziv fekete lyukak [11, 10]) matematikai kozelitésének tekintem. Ekkor lehetségesek
a fekete lyukon keresztiil az egyik vilagbol a maéasikba atmend geodetikusok. A célom meghatéroz-
ni, hogy egy megfelel§ teleszkopot (pl. Event Horizon Telescope, EHT) valamely fekete lyukra (pl.
M87*, SgrA*) irdnyitva milyen intenzitaseloszlast mutatnak a parhuzamos vilagegyetemekbdl érkezd
geodetikusok (a geodetikus mozgast végzd részecskék vagy sugarzas).

Kok
Vizsgaljuk meg a kiterjesztett Kerr-térid6 Penrose-diagramjénak 4. abrajat. Az altalunk latott —

kiilsg, r > 0 — tartomény valamelyik I. blokknak felel meg. Helyezziik el magunkat ennek megfelelGen
valamelyik I. blokkon (jeldljiik ezt a blokkot Iy-vel), a térbeli végtelenben (mivel az abra felfelé és
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4 A PROBLEMA RESZLETES ISMERTETESE

lefelé folytatodik a végtelenségig, ezért nem szamit, melyik I. blokkot valasztjuk). Vizsgaljuk meg
ezutan, hogy a kiterjesztett téridé mely tartoményair6l érkezhetnek hozzank geodetikusok a fekete
lyukon keresztiil. Az abran jelolt jovSszertd fénykupot (futurecone) figyelmbe véve lathatjuk, hogy
ezek a geodetikusok csak az abrén vizszintesnek rajzolt r4 horizonton at érkezhetnek.

Forditsuk meg a kérdést: mi torténhet azokkal a geodetikusokkal, amelyek a mi vilagunkbdl, a
végtelenbdl indulva beesnek a fekete lyukba? Mivel a geodetikusokat a végtelenbdl inditottuk, ezért
ezek szabad geodetikusok (E > 1). A 3.3 részben megéallapitottak alapjan ezek vagy tranzit vagy
flyby tipustak.

e A flyby tipustak r koordinataja monoton csokken r = rpin-ig, majd monoton né r = oo-ig.
Ez csak tgy valosulhat meg, ha a Penrose-diagramon balra, majd felfelé haladva a kévetkezé 1.
blokk térbeli (és idébeli) végtelenjében végzédnek. (Ez kétféleképpen valosiulhat meg a Penrose-
diagramon, lasd az 5. abrat.)

e A tranzit tipusiak r koordinatdja monoton cstkken, és r = —oo végtelenben végzédnek. Ezért
ezek a geodetikusok a Penrose-diagramon balra haladva, a III. blokk r = —oo térbeli (és idébeli)

végtelenjében végzddnek.

Visszaforditva a gondolatmenetet lathatjuk, hogy a fekete lyukon keresztiil a mi vilagunk térbeli
végtelenjét eléré geodetikusok vagy

e a Penrose-diagramon t6liink jobbra lefelé elhelyezkedd I. blokkbol (jeloljiik ezt a blokkot Ipe-vel)
indultak és flyby tipusuak, vagy

e a Penrose-diagramon téliink lefelé elhelyezkedd I11. blokkbdl indultak és tranzit tipusaak.

A kiterjesztett téridének csak e két blokkjarol indulhat olyan geodetikus, amelyet mi megfigyelhetiink,

més tartoméanyrol nem.

kkk

Célom, hogy meghatirozzam: ha innen a Foldrél ranéziink egy Kerr-tipusi fekete lyukra, mi-
lyen eloszlast mutatnak a fekete lyukba a masik vilag(ok)ban beess, azon athalado, hozzank elérd
részecskék. A mi, Foldrél végzett megfigyeléseink az Iy; blokkon, a fekete lyuktol igen tavol, adott
¥ szogben (1at6szog) elhelyezkeds pontbol végzett megfigyelésnek felel meg; melyre egyszertien csak
megfigyel6ként fogok hivatkozni. A részecskék kozotti kolesonhatast elhanyagolom, mozgésukat geo-
detikus mozgéasként modellezem.® Ahhoz, hogy meghatéarozhassuk a megfigyel altal latott eloszlast,
természetesen feltételezni kell valamit arrél, mi a sz6g és a megmaradd mennyiségek szerinti eloszlasa
a beesd részecskéknek a masik vilag(ok)ban. Elsg kozelitésként feltételezem, hogy a beesd részecskék
energiaja adott, eloszlasa pedig izotrop: a fekete lyuktol elegendGen nagy sugara gémbon (végtelen té-
vol) a gomb (éggdmb) barmely pontjarol barmely iranyba azonos valoszintiséggel indulnak részecskék,
adott energiaval. (Gombi koordinatakban kifejezve ez azt jelenti, hogy az inditas vy, ¢o kezddkoor-
dinataira cos ) és ¢ eloszlasa, vgg, vo,, kezdGsebességére pedig cosvg g és vg, eloszlasa egyenletes.)
Jelen dolgozatban csak az Iy, blokkbdl érkezé geodetikusokkal foglalkozom, a III. blokkbol érkezok-
kel nem — ez kézenfekvd egyszertsités, hiszen az I. blokk a miénkhez hasonlé parhuzamos vilag (igy
feltételezhetiink egy izotrop eloszlast), a III. blokk azonban lényegesen kiilonb6z8 (antiverzum).

Az I, blokkbdl izotrép eloszlassal inditott geodetikusok egy része beesik a fekete lyukba. A
beesd geodetikusok egy része a III. blokk r = —oo-jén végzddik, a méasik résziik pedig a megfigyeld I
vilaganak r = oo térbeli végtelenjén. Mivel a megfigyels a fekete lyuktol tavolrol, igen kicsi térszoghen

8Ennek megfelelden a vizsgalt részecskékre sokszor egyszertien a geodetikus szoval utalok; pl. a geodetikusok
eloszlasa.
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5 A MEGFIGYELOHOZ ELJUTO GEODETIKUSOK VIZSGALATA

néz ra a fekete lyukra, igy ezek koziil azokat tudja megfigyelni, amelyek a fekete lyuktol elegend&en
tavol a latoszog iranyaba haladnak (ezek azok a geodetikusok, amelyek mentén részecske vagy sugarzas
érkezhet a fekete lyukbol a megfigyel6hoz). A dolgozatban a célom az ilyen geodetikusok eloszlasanak,
az eloszlas energiatol és latoszogtdl valo fliggésének meghatarozasa.

+00
IT I +00 : ]
I+ —00
4 futurecone
ry \
r_
iy T’ -0
I[f
+00
r:
| m I |
é

5. abra. Flyby tipust geodetikusok a kiterjesztett Kerr-téridén. Az abran lathato az ilyen tipusa geodetikusok harom
lehetséges esete: A (also), B (felss) és S (kozépsG). Az A esetben az r-beli fordulépont (iires karikaval jelolve) a IIL., a
B esetben a III.” blokkon van. A kétféle esetet az S eset valasztja el (ez az eset a dolgozat szempontjabol nem lesz
fontos). Az abra hatarara irt +oo-ek a térbeli végteleneket jelolik. A futurecone jeloli a jovszert fénykapot. Az abra
forrasa: O’Neill [23].

5. A megfigyel6hoz eljut6é geodetikusok vizsgalata

Az el6z6 részben vazoltak alapjan egyszertinek tiinik a feladat: vesziink sok, izotrop eloszlassal
inditott geodetikust az I, blokkon, meghatarozzuk a fekete lyukon valé athaladas utén, elegendGen
nagy sugaron a koordinatéiikat az I); blokkon, és kivalogatjuk azokat, amelyek a latészog iranyaba
haladnak. Ezzel azonban nehézségekbe titkoziink: mivel az a térszog, amelyben a megfigyels ralat a
fekete lyukra, nagyon kicsi, ezért tulsdgosan sok geodetikust kellene vizsgalnunk ahhoz, hogy legyen
koztiik elegendGen sok, amely ebbe a kis térszoghe esik. Ahhoz, hogy megoldjuk ezt a problémét,
forditsuk meg a vizsgalt geodetikusokat: Kovessiik idében visszafelé az Iy; blokkon, kellsen nagy su-
garon, az adott latoszog irdnyaba (adott energiaval) érkez6 parhuzamos, homogén nyalabot a fekete
lyuk felée. Az igy inditott geodetikusok koziil vizsgaljuk azokat, amelyek az Ipe blokk r = oo-jén
végzddnek. Visszaforditva a geodetikusok id6beli iranyat, ezek lesznek azok a geodetikusok, amelyek
a forditott estben eljutnak a megfigyel6hoz. Ezutdn megvizsgaljuk a geodetikusok eloszlésat az Iy
blokk térbeli végtelenjén. A nyalabot az itteni 9 és ¢ koordinaték szerinti stirtiségeloszlassal vissza-
normélva az I, blokkbeli eloszlés izotrop eloszlasba illeszkedik. Ha visszaforditjuk a geodetikusok
idébeli irdnyat, megkapjuk az Ipe blokkrol induld, az Iy; blokkbeli megfigyel6hoz eljuté geodetikusok
intenzitasbeli eloszlasat, ha a bees6 geodetikusok eloszlasa izotrop.

20



7 A GEODETIKUS EGYENLETEK MEGOLDASA

6. Kezdofeltételek

Ahhoz, hogy a fekete lyukon athalado geodetikusokat vizsgalni tudjuk, ki kell valasztanunk, milyen
kezddfeltétellel szeretnénk inditani a geodetikusokat. Ez a kezdeti hely (z¥) és négyessebesség (uz)
megadasat jelenti. A négyessebesség megadasa ekvivalens az (E, @, L) harom darab megmaradd
mennyiség megadéasaval (valamint a g rogzitésével). Ezt legegyszertibben BL-koordinatdkban tudjuk
megtenni. (26), (27) és (34) alapjan

FE
Uy
k= 2.9 (2 2 2/ ain2
:I:\/Q—cos ¥ (a?(1 — E?) 4+ L?/sin* )
—L

u (39)

Ezutan az u, komponenst az upu® = q feltételbsl tudjuk meghatérozni (iigyelve ra, hogy a ska-
larszorzast a metrikus tenzor megfelels, BL-koordinatakban felirt alakjaval végezzik). Az w, és uy
komponensek elGjelét tetszés szerint valaszthatjuk.

6.1. Parhuzamos nyalab

Egymaéssal parhuzamos sebességgel inditott geodetikusokhoz tartozo kezdéfeltételeket a legegysze-
riibben tigy tudunk felirni, ha a négyessebességeket Kerr—Schild-koordinatakban (Descartes-koordinatakban)
irjuk fel, majd attranszformaljuk ket BL-koordinatakba.” Kerr—Schild-koordinatakban az x— z sikkal
pérhuzamosan, a fiiggSlegessel a szoget bezard négyessebességet az

u?D) = (u, —vsina, 0, —v cos a) (40)

alakban tudunk felirni.'® Ezt, a Descartes-koordinatakban felirt, felsindexes négyessebességet a

oxm
Ay = g;(jf) 3 (lBL) (41)
(D)

métrixszal transzformélhatjuk BL-koordinatakban felirt, alsbindexes négyessebességgé. Az ebben sze-
replé derivaltmatrixot a (7) transzforméacios képletek invertalasaval kell meghataroznunk. A (7) kép-
letek sajnos analitikusan nem invertalhatéak, azonban az egyes egyenletek bal oldalon 4ll6 koordinéata
szerinti derivaltjat véve egyenletrendszert kapunk a dr/0z stb. derivaltakra. Az egyenletrendszert
a Mathematica szoftverrel oldottam meg. FEzzel megvan a (41) transzformacios matrix, amelyet a
(40) egyenletre hattatva megkapjuk a négyessebességet (39) alakban. A (40) egyenletben szerepls u
paramétert az uyu® =1 feltételbsl kapjuk.

7. A geodetikus egyenletek megoldasa

Ebben a fejezetben a célom a (37) és (38) geodetikus egyenletek specifikdlasa a dolgozatban vizsgalt
esetekre. Amit vizsgalni szeretnék, hogy az 1. blokkon t = tg, ro = 00, ¥ = ¥, © = ¢o pontbol adott
megmarad6 mennyiségekkel inditott, a fekete lyukon dthaladoé, flyby tipusa geodetikusnak mik lesznek
aty, ¥, py végs6 koordinatai az athaladas utan r = oco-ben.

9Mivel a horizontokon &thaladé geodetikusokkal foglalkozom, a geodetikusok szamitésa végig K*- és *K-
koordinatakban torténik. A megmaradé mennyiségek kiolvasésa azonban (39) alapjan a BL-koordinatdkban felirt
(als6indexes) négyessebességbdl praktikus.

100Mivel ezt az alakot a koordinatak derivaltjaként definialjuk, a felssindexes négyessebességet kapjuk.
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7.1. A flyby tipusi geodetikusok a Penrose-diagramon

Az altalunk vizsgalt, flyby tipusi geodetikusok befelé haladva athatolnak a horizontokon, majd
az r-beli fordulopont utan kifelé haladva ismét athatolnak a horizontokon. Ez azonban a Penrose-
diagramon kétféleképpen is megtorténhet attol fiiggden, hogy az 5. dbran melyik r4- és r_-oldalakon
haladnak &t. Az &bra szerint megkiilonboztetjiik az A és a B esetet.'! Az A eset feltétele, hogy
P(r_) < 0 (ami ekvivalens az L < 2M Er_ /M feltétellel); a B eset feltétele, hogy P(r_) > 0 (ami
ekvivalens az L > 2M Er_ /M feltétellel). Az A esetben a geodetikust két koordinatarendszerrel kell
térképezni: az 5. dbran jelolt iranyban haladva a geodetikus K*-on indul, majd a III. blokkon at kell
térniink a *K-ra. A B esetben négy koordinatarendszer kell a geodetikus térképezéséhez: K*-rol a
II. blokkon at kell térni a * K’-re, onnan a III.” blokkon a K*'-re, végiil a II.” blokkon a *K-ra.

7.2. Az r-mozgas

Az flyby tipust geodetikusok esetén az r-mozgast meghatarozo R(r) fliggvénynek két komplex és
két valos (jeloljiik ezeket 11 < ro-vel) gyoke van, és r — oo esetén R(r) — oo. Ez azt jelenti, hogy az
r koordinata r = oo, 1’ < 0 kezdéfeltétellel indulva monoton csokken az ryi, = ro minimalis sugarig,
ott fordulépontja van, majd monoton né r = oco-ig. Az, hogy a geodetikus behatol a fekete lyukba,
azt jelenti, hogy 7min < r4.'2 Ezzel megvan, mit kell a (37) bal oldalara frni: befelé haladva co-t6l
rmin-ig, kifelé haladva pedig rmin-t6l oo-ig kell integrélni.

7.3. A Y-mozgas

Ahogy a (37) egyenletben lattuk, a ¥-mozgast a ©(1)) fliggvény hatarozza meg: 9 azon a tarto-
manyon valtozhat, amelyen ©(9) > 0. ©(9) zérushelyeit meghatarozva a fordulopontokat alabb irom
fol.

Ahhoz, hogy megkapjuk ¥¢-t, a (37) egyenletet kell hasznalnunk. Ez az Osszefiiggés azt mondja,
hogy adott rg, ¥9-bol indulva, ha a bal oldalon adott r-ig integralunk, meghatarozhatjuk, milyen 9-ig
kell integralni a jobb oldalon, és ezzel megkapjuk ¥(r)-t. Az integral fels6 hatarat ha masképpen nem,
numerikusan meg tudjuk hatarozni.

A 1 szerinti integral felsd hataranak numerikus meghatarozéasa helyett azonban analitikusan is
dolgozhatunk. A (37) jobb oldalan szerepls integral kifejezhets ugyanis egy elliptikus integrallal [9].
Ehhez 9 helyett térjlink at a pu = cos® integralési véiltozora:

/19(7) do - /,uzcosﬁ du (42)
Yo @(?9) po=cos g \/ ®u7

0, = —ad*(E? = 1)u* — [L2 +Q - d*(E* - 1)] 1w+ Q. (43)

ahol

A részletes szamolasokhoz kiilon kell targyalni a @Q > 0 és a @ < 0 esetet.

7.3.1. A Q>0 eset

Ebben az esetben a ©,, zérushelyeit megvizsgélva beldthato, hogy a fordulopontokat a

1

1 = ey |V + Q=@ (B - 1P+ 42Q(B - D)3 (1P +Q- (- )| ()

1Az S esettel nem foglalkozom, mert az a geodetikusoknak csupan nullmértékii részhalmaza, ezért a numerikus
szimulacioban nem fordul elg.

1277 R(r) fiiggvény (32) alakjabol belathato, hogy ha rmin < 74, akkor rmin < r—, magyaran ha a geodetikus athatol
a kiils6 horizonton, biztosan athatol a belsén is; a kett6é kozott nem lehetséges r-beli fordulépont.
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7 A GEODETIKUS EGYENLETEK MEGOLDASA

egyenlet hatarozza meg [9], mellyel kifejezve
6, = (B2 = 1)1 — p2)( + mu?). (45)

Lathato, hogy 0 < p? < p?, vagyis ¥ a cos ™ (u+) < 9 < cos™!(—p4) tartoméanyon oszcillal, amely
szimmetrikus a 7/2 egyenlit6i sikra.
Ennek a megfelel integralja kifejezhets egy elliptikus integrallal:

/“+ == ; - F(y, k), (46)
b VO a\/(EQ—l)(uiJruQ_)

ahol F'(1, k) els6faju, inkomplett elliptikus integral (a elliptikus integralokkal kapcsolatban hasznalt

konvenciordl lasd az (A) egyenletet); a paraméterek
p2 + pt’

cos(th()) = ﬁ. (47)

Ennek segitségével a (42) jobb oldalan szerepls integralt két részre bontva és a (37) egyenletbe he-
lyettesitve az aldbbi formulat kapjuk:

/'r dr _6/H du _E/HJr d’u +€/M0 d’u (48)
ro \/R(T) Ko \/@u % \/®u Kot \/@/J

ahol € = sgn(r’)-sgn(¥’). A jobb oldalon szerepls Gsszeg els tagjat (46)-bol helyettesitve

dr

F(.k) = ay[(B2 = )42 + 12 )e / ' + F(to, k), (49)

ro /R(T)
ahol o = 9 (410)-

7.3.2. A Q <0 eset

Ebben az esetben a fordulépontokat a

oy [EVCL 11 (B2 = 1)~ 4a20Q) (B2 - 1) + (-1 1] + o (£ - 1)

2 _
Hi = 2a2(E2 _
(50)

egyenlet hatarozza meg [9], mellyel kifejezve

O, = a*(B? = 1) (k. — p®)(p2 —mus®). (51)

Lathato, hogy p? < p? < ;ﬁ_, vagyis ¥ vagy a cos 1 (py) < 9 < cos™!(u_) (északi félgdmb), vagy
acos H(—p_) <V <cos i (—p
sikot).
Ennek a megfelels integralja szintén kifejezhets egy elliptikus integrallal:
bodp 1

o \/@ = afir /7E2 1 : F<wa k)? (52>

+) (déli félgémb) tartoméanyon oszcillal (nem metszi a 7/2 egyenlitsi

ahol a paraméterek

n A (2 - p?)
(Y(n) = ”7u2(ui —7) (53)
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7 A GEODETIKUS EGYENLETEK MEGOLDASA

Ennek segitségével a (42) jobb oldalan szerepls integralt két részre bontva és a (37) egyenletbe he-
lyettesitve az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

/r dr /‘M du /H dM n /MO d'u (54>
= —¢€ - —€ € .

ro /R(T) ko Ou K- \/@u p— Y Ou

A jobb oldalon szerepls Osszeg két tagjat (52)-bol helyettesitve

F(, k) = —app VE? — 1e /

$okok

+F (Y0, k). (55)

Adott r (valamint ro és po kezdeti koordinatak) esetén a (49), illetve (55) egyenlet jobb oldalan
allo kifejezéseket ismerjiik, ezért a bal oldalon all6 elliptikus integralt invertalva megkaphatjuk 1-t,
amelybél (47), illetve (53) alapjan meghatarozhatjuk 9(r) = cos™!u-t.

A jobb oldalon all6 r-integral numerikus elvégzése a mi esetiinkben nem praktikus, mert az egyik
integralasi hatar, ro nagyon nagy (végtelen), a masik, r = rpi, pedig R(r) egyik zérushelye. Sze-
rencsére ezt az integralt is lehetséges elliptikus integrallal kifejezni. Az integrandus (32) és (29)
alapjan egy negyedfoku polinom —1/2-ik hatvanya. Az ilyen tipusu integréalok a 7] alapjan elliptikus
integralla alakithat6ak az alabbiak szerint.

Tmin dr

o VR VE

F(¢,m). (56)

Az itt szerepl$ paraméterek

1 (A — B)To +roB —1r1A (A + B)2 — (7‘2 — 7“1)2
g= =i cos = =
VvVAB (A+ B)rg —rmaB —mA 4AB
—(c—c*)? c+c*

A= (r2—61)2+a%; B = (7“1—b1)2+a%; a; = 5

(57)

ahol 71 és ry az R(r) fuggvény valos (r1 < re = rmin), ¢ és ¢* pedig a komplex gyokei.

Az egyenletben szerepls e = sgn(r’)-sgn(9’) elgjel azonban tovabbi nehézséget jelent a (49) és (55)
egyenletek alkalmazésanal. Ez ugyanis megvaltozik, valahanyszor fordulépont van 9-ban, ezért az
egyenletek csak az egyes fordulopontok kozotti szakaszokra alkalmazhatok kozvetlentil. Ha az dltalunk
vizsgalt, ro-tol ryin-ig tartod szakaszon van fordulépont, akkor a (37) jobb oldalan all integralt tobb
részletben kell elvégezni, tigyelve arra, hogy az € elGjel mas lesz a kiilonboz6 tagoknél. Vegytik példaul
azt az esetet, amikor @ > 0, az ry kezdSpontban sgn(9') > 0 (és természetesen sgn(r’) < 0), és egy
darab fordulépont van 9¥-ban, mielétt a geodetikus eléri az r;, sugarat. Ekkor a (37) egyenlet helyes
alakja a kovetkezé:

v d19
ro /9 vy \/ (58)

Attérve a p véltozora és felbontva az integrélokat

T dr /#+ du / m o dy . /u+ du (59)
0oV R( Ho M+ V GM K Vv @M

(46) segitségével a jobb oldalon all6 integralokat (az F-et (46)-ban szorzo tényezd erejéig) kifejezhetjiik

rendre F(g, k)-val, F(¢(—pu4), k)-val és F (1, k)-val. Ezeket beirva kapjuk a (49) helyébe 1ép6

F(u.k) = af(B2 = 10 +42) [ ﬁw — F(o,k) + 2F (1), ) (60)
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7 A GEODETIKUS EGYENLETEK MEGOLDASA

Osszefiiggést. (47) alapjan azonban ¢(—py) = 7. Jeloljik ¢e-vel a fordulopont el6tt érvényes (49)
invertalasaval szamitott, v,-val pedig a fordulépont utan érvényes, (60) invertalasaval szamitott i
értéket. Ezzel

F(y, k) = —F (e, k) +2 - F(m, k). (61)

Ez azt jelenti, hogy az els§ és méasodik fordulépont kozotti szakaszon v, a 0 < v, < 7 tartoményban,
P pedig a m < e < 27 tartoményban valtozik. Felhasznélva az elliptikus integralok periodicitasat
kifejezs

F Y=z +2F(m k), k) —n=n—F Ya,k)+2n (62)

képletet azt kapjuk, hogy ¥, = 2w — i, tehit cosy. = cos,.

Ebbdl kovetkezik, hogy a fordulépont utan is hasznalhatjuk az eredeti, (49) osszefiiggést a o
meghatarozasara: az igy kapott 1 értéke eltér attol, amit a (60) invertalasaval kapnank, mivel azonban
¥ szamitasdhoz a v koszinuszara van sziikség, ez az eltérés nem szamit. Ez rdadasul segiségilinkre
is lesz kés6bb: az alapjan, hogy a (49) invertalasaval kapott v érték 7 egész szamu tobbszorosei
szerint melyik tartomanyba esik, meg tudjuk allapitani, hdny fordulépont volt a mozgas soran. Ha
az sgn(1) < 0 esetet vessziik, a szdmolas analdg, csupan annyi a kiilonbség, hogy az integralok
felbontasanéal —uy helyett p-t kell venni.

Hasonl6 szamitasokkal igazoltam, hogy tobb forduldépont, valamint () < 0 esetén is hasznélhato
az eredeti képlet ¥ szamitasara. Ezen eredményekre tamaszkodva tehat 9-t a (49) és (55) egyenle-
tek invertalasaval szamolom. Ezen szamolasok sajat eredményeim, az irodalomban kordbban nem
szerepeltek.

Vizsgéaljuk most meg, mi torténik, amikor az r koordinata forduloponthoz ér r = rpp-nél. A (37)
egyenletben ekkor sgn(r’) elGjelet valt, ezzel egyid6ben azonban az integralasi hatéarok is felcserélgd-
nek: a fordulopont elstt befelé haladva integraltunk (r csokkent), utéana kifelé haladva integralunk (r
nd). Emiatt az rg — rmin — 1o folyamat szamitasanal az r szerinti integralt egyben kifejezhetjiik, és
(37) bal oldaléra, illetve (49) és (55) jobb oldalara a

Tmin - dp
o /ro R(r) (63)

integralt helyettesithetjiik. Ezzel megkaptuk, hogyan kell meghatérozni a 1 koordinatat az dthaladés

utan r = rg sugaron, ha adott a kezdeti J¢ az dthaladas el6tt r = rg-ban, valamint adottak megmaradd
mennyiségek és sgn(v)). Ha Q > 0, akkor a

= F~1 (2@\/(E2 —1)(p3 + p2) - sgn(vp) /Tmin dRr(r)

inverz elliptikus integrallal (ahol pi-t (44), k-t (47) adja meg) kapott 1)-bdl (47) alapjan; ha pedig
@ < 0, akkor a

+ F(vo, k), k) (64)

N A O 2 _1.q / fmin dr
p=F ( 2ap4\V/ E? — 1 - sgn(v)) : M+F(wo,k),k> (65)

inverz elliptikus integrallal (ahol u4-t (50), k-t (53) adja meg) kapott 1-bél (53) alapjan hatarozhatjuk
meg . = cosVs-t. Az r szerinti integralt mindkét esetben (56)-bol szamitjuk.
7.3.3. A vY-fordulépontok szamanak meghatarozasa

Jeloljiik m-mel a fordulopontok szamét. Amint fentebb utaltam ra, m értékét az elliptikus in-
tegralok invertalasaval kapott (64) és (65) ¥ mennyiségekbdl tudjuk meghatarozni. Tanulmanyozzuk
figyelmesen, mi torténik ezekben a kifejezésekben az inverz elliptikus integralok argumentumaban!
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7 A GEODETIKUS EGYENLETEK MEGOLDASA

A @ >0 eset

Az inditas pillanatdban az r-integrél zérus, ezért 0 < ¢y < w. A fordulépontokon cosv = +p,
ezért (47) alapjan minden alkalommal, amikor ¢ = n, fordulopont van. Ha sgn(d() < 0, amint az ro-
bol inditott geodetikus halad (r cstkken), tgy (64) argumentuma monoton nd, ezért az invertalasaval
kapott ¢ is monoton ng. Ha sgn(d) > 0, amint az r-bol inditott geodetikus halad (r csokken),
tgy (64) argumentuma monoton csokken, ezért az invertalasaval kapott ¢ is monoton csokken. A
fordulopontok szama tehat mindkét esetben

m = |\r|. (66)

Az abszolutértékben 4llo kifejezés 1 egész osztésa m-vel (a hanyados egész része).

A @ <0 eset

Ebben az esetben 0 < 1y < 7/2. A cos? = £u_ fordulopontokon (53) alapjan ¢ = nm, a
cos ¥ = +puy fordulopontokon pedig 1) = 7/2 4+ nw. Ha sgn(df) > 0, (65) argumentuma monoton né,
ezért ¢ is monoton ng. Ha sgn(d)) < 0, (65) argumentuma monoton csokken, ezért v is monoton
csOkken. A fordulopontok szama igy mindkét esetben

m = |{\(7/2)]. (67)

7.4. A t- és p-mozgas

A t- és p-mozgast meghatarozo egyenleteket a (38) alkalmazéaséval kaphatjuk az altalunk tanul-
méanyozott esetre. Az egyenletek alkalmazasiahoz harom dolgot kell diszkutélnunk: a -integralok
el6tt 4llo eljelet, az r-integralokban szerepld eljelet és az r-integralokban szerepls @)1 tagot.

7.4.1. A v-integralok

A ¥-integralok el6tt allo elGjelet sgn(v) adja, az elGjel tehat ellentétesre valtozik, valahanyszor ¢
forduloponthoz érkezik. Példaként vizsgaljuk a ¢ koordinatat (¢ esete teljesen analog). Ha tudjuk,
hogy héany fordulépontja van 9¥-nak a vizsgalt szakaszon, akkor a fordulépontok kozotti szakaszok
alapjan a teljes ¥-integralt felirhatjuk. Roviditsiik ®y-val a (38) elsd egyenletében szerepls ¢ szerinti
integral integrandusat. A teljes integral fiiggeni fog attol, hogy a fordulépontok m széma paros
vagy paratlan, illetve hogy sgn(v()) pozitiv vagy negativ. Az integral a teljes szakaszon a kiilonbozd
esetekben:

9y 0 9
/ Dydd + (m — 1)/ D ydd +/ Dydd, ha m paros és sgn(dy) > 0;
Y

0 — _
9_ 9. 9
/ Oydd + (m — 1)/ DydV — / ®ydvY, ha m paros és sgn(dy) < 0;
9 J

/@ﬁdﬁ - ,§+0 v 9 + (68)
/

LA
Sydd + (m — 1)/ D ydy — / D ydv, ha m paratlan és sgn(d;) > 0;
9

0 - +

9 i ¥
—/ Oydd + (m — 1)/ D ydv +/ ®ydY, ha m paratlan és sgn(d;) < 0.
9 - _

0
A ¢¥-tartomany 94 és J_ hatéarait a @Q > 0 esetben a (45), a @ < 0 esetben pedig az (51) utani
diszkusszi6 alapjan kapjuk. E képletek szintén sajat eredményeim.
7.4.2. Az r-integralok

Ahhoz, hogy a (38) egyenletben szerepls r-integralokat felirjuk, a benniik szereplé @) el§jel miatt
a geodetikusok pontos menete szerint az 5. dbran lathaté moédon meg kell kiillonboztetniink az A és
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B esetet. Tekintsiik itt is (38) ¢-re vonatkozo egyenletét (¢ analég modon adodik). Az aldbbiakban
felirom a két esetben érvényes r-integrélokat. Ehhez az egyes esetekben sziikséges koordinatazasokat
kell kovetni, és @ helyébe a megfelels elgjelet (K*-on és K*'-n (+), *K-n és *K’-n (—)) irni. A
koordinatarendszerek kozotti valtasnél végre kell hajtani a megfelel koordinatatranszformaciot is. A
K* + *K, valamint a K*' <> *K’ attéréseknél (22) megfelels alakjat kell alkalmazni.

Az A eset

Ebben az esetben a geodetikus a
K* ="K (69)

térképeken fut, igy a teljes r-jarulékot két részben tudjuk felirni:

/<I>rdr = /Om % <_];((:)) + 1) dr — 2A(rmin) + /mo % ( P}g) - 1> dr =

= —2A(rmin) + 2/7ﬂ0 % < P(r) 1) dr, (70)

R(r)

Tmin

ahol a —2A(rpin) tag a koordinatarendszerek kozotti (22) transzforméciobol jon. (A K* — *K
transzforméciot barhol elvégezhetjiik a III. blokkon, az eredmény nem fiigg t6le — az r = 1y, pont

praktikus vélasztas.)
A B eset

Ebben az esetben a geodetikus a
K*—*K' - K" - *K (71)

térképeken fut, igy a teljes r-jarulékot négy részben tudjuk felirni:
1 _P Tmin _P
/@,dr:/a () dr—l—/ e ) 1) art
ro & \WV/R(r) 1 A\VR(r)

+ 2A(7min) +/1 % ( P}g) - 1) dr+/lmg < P]S;i) - 1) dr =

Tmin

= 2A(rmin) + 2/1 % ( P]s;z,) + 1) dr+ Z/ITOZ ( P]E’;i) - 1) ar, (72)

Tmin

ahol a +2A(rmin) tag a *K’ — K* koordinatarendszerek kozotti transzformaciobol jon ((22) inver-
ze). (A masik két attérésnél az (5) egyenletben szerepls integracios konstans megfelels valasztasaval
A(1)=0.)

kkk

Ezzel a ¢ koordinatat a
o= [0+ [wiirs e (73)

modon szamithatjuk, ahol az egyes integralok a fenti jelOléssel Gsszhangban a - és r-jarulékokat
jelolik, és (68), illetve (70) vagy (72) alapjan kell behelyettesiteni Gket.

8. Az arapalyerd

Az eredmények értelmezéséhez érdemes nyomon koévetni, mekkora maximalis arapalyerd 1ép fel az
egyes trajektoriak mentén — ez ugyanis segithet kvalitative megérteni a kialakulo szorasi képeket, mert
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az arapalyer§ megmutatja, hogy az egymashoz kozeli geodetikusok mennyire tavolodnak el egymastol
(mennyire szoroédnak szét). A geodetikusokon halado, véges kiterjedésii testek (pl. részecskék) esetén
az arapalyerdvel aranyos erd igyekszik deformélni (széttépni vagy Osszenyomni) a testet. Nagyon
nagy arapalyer§ kvantumeffektusok kialakulasahoz is vezethet, ezért fizikailag értelmes lehet azokra
a geodetikusokra korlatozédni, amelyeken az drapélyerd nem halad meg egy bizonyos kiiszobértéket.
Vizsgaljuk egy G geodetikus adott x*(7) pontjanak kicsiny kérnyezetében haladé, 2* + n* geo-
detikusokat. 71 a deviacios négyesvektor; a geodetikushoz rogzitett Fermi-koordinatdkban n* =
(0,72, 1My, m-). Megmutathato, hogy a geodetikusokat leird devidcids egyenlet kovarians formaba irha-
t6; m-ban els6rendid pontossaggal
D27]k
dr?

= Rfmp ulu™nP, (74)

g

ahol Rfmp a Riemann-tenzor. Vezessiik be a kovetkezs kétindexes tenzort (drapdlytenzor) G-n:

TH (1) = Rj,p| ulu™ (75)
g
Lathato, hogy e tenzor hatarozza meg az arapalyerst: K+ = lenl. Ez az er§ (gyorsulas) adja

meg, hogy a G adott pontjahoz kozeli geodetikusok milyen gyorsulassal tdvolodnak G-t6l. A G adott
pontjéaban fellépd arapélyers nagysagat a le tenzor sajatértékeivel'® jellemezhetjiik. A négy darab
Ay sajatérték megadja, hogy a hozza tartozo sajatiranyban mekkora drapalyerd hat. Szemléletesen
ez ugy képzelhetd el, hogy a geodetikus adott pontjan halad6 kicsi, egyméstol fiiggetlen pontokbol
allo gomb hogyan torzul ellipszissé (illetve id6ben hogyan torzul).

A Kerr-metrika idgszert geodetikusai mentén felléps arapalytenzor analitikusan ismert. A [22]
cikkben szerepel az arapaytenzor egzakt alakja. Az ottani alakbol a Mathematica segitségével meg-

hataroztam a le tenzor sajatértékeit. A térszeri sajatértékekre a kovetkez§ kifejezések adddnak:

I, 3 \/(QK +72 —a2cos29)* I2 + 4(K + r2)(K — a2 cos? 9)I2

M=ot o2
! 2 2 (r2 4+ a? cos? ¥) ’
Ag = I,
\ I, 3 \/(QK + 72 — a2 cos?9)? I2 + 4(K 4 r2)(K — a2 cos? 9)I2
=140 , 76
3 2 T3 (r2 4+ a2 cos? ¥) (76)
ahol
2 _ 342 cos2 ) 312 — a2 cos2 ¥
I, = Mr ! a4 cos I, = Macos? U (77)

(r2 + a?cos? )3’ (r?2 + a2 cos? ¥)3’

K pedig a (33)-ban szereplé modositott Carter-allando, K = Q + (L — aFE)?. Ezek az egyenletek tgy
értenddk, hogy adott geodetikus esetén a megfelels K értéket behelyettesitve megkapjuk a geodetikus
r(7), ¥(7) pontjdban az arapalytenzor sajatértékeit.

9. A numerikus szimulacio attekintése

A 4. részben kittizott feladat megvalositasahoz a geodetikus egyenletek megoldasat numerikus
modszerekkel végzem. Az program Python nyelven keriilt implementélasra: ez rosszabb futési id6t
eredményez, cserébe rendkiviil praktikus az elliptikus integralokra és numerikus integralésra hasznal-
haté csomagok miatt. A geodetikusok szamitésa soran az r-beli végtelent numerikusan ro = 10”-nek
veszem; a geodetikusokat ettsl a sugartol inditom és itt is érnek véget. A program felépitése a
kovetkezd.

BMivel TF egy also- és egy felsindexes tenzor, van értelme a sajatértékeirsl beszélni.
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9 A NUMERIKUS SZIMULACIO ATTEKINTESE

o A kezddfeltételek implementalasa. Amint a 4. részben megéallapitottam, ahhoz, hogy a
megfigyel6hoz eljuto geodetikusokat tanulméanyozhassuk, a latoiranybdl inditott homogén (par-
huzamos) nyalab szorodasat kell tanulmanyoznunk. Ezen geodetikusok idében megforditva és
intenzitasban visszanormalva fogjék adni az izotrop kezddfeltétel esetén a megfigyel6hoz eljuto
geodetikusokat. A parhuzamos nyalab implementélasa a 6.1 rész alapjan torténik: Kerr—Schild-
koordinatakban az adott rg sugaron a ¥ = «, ¢ = 0 latéirany kornyezetében az x — z sikkal
parhuzamos kezdeti négyesimpulzusokat gyartunk (40) szerint, majd ezeket (41) alapjan BL-
koordinatakba szamitjuk at. (Amint emlitettem, a (41) transzformacios méatrixot a (7) alapjan
numerikusan lehet meghatarozni. Kiszamitasat Mathematicaval végeztem.) Az igy kapott né-
gyesimpulzusokbol (39) alapjan kiolvassuk a megmaradé mennyiségeket, valamint sgn(dj)-t.
Az inditas kezdeti t = 0, r = 19, ¥ = Yy, ¢ = g koordinatai, a megmaraddé mennyiségek és
sgn(v))) egyértelmien meghatarozzak a geodetikust.

o A fekete lyukon athaladé geodetikusok kivalasztiasa. A megmaradd mennyiségek isme-
retében (32) és (29) alapjan numerikusan meghatarozzuk az R(r) fiiggvény gyokeit (ehhez a
numpy megfelel programjat hasznalom). A 7.2. résszel dsszehangban a fliggvénynek vagy négy
komplex (tranzit tipus), vagy két valos (r; < r2) és két komplex (flyby tipus) gyoke van. A
tranzit tipusu geodetikusokkal ebben a dolgozatban nem foglalkozom. A flyby tipustiaknal az
r-beli fordulépontot az rpi, = ro nagyobb valés gyok adja. Ez alapjan ha ro < r4, akkor a
geodetikus athalad a fekete lyukon, egyéb esetben nem.

o Aty V5, py végsS koordinatak kiszamitasa (a geodetikus egyenletek implementalasa). A
Yo, po kezdeti koordinaték, valamint a megmarado mennyiségek és sgn(vJ) ismeretében megha-
tarozzuk a geodetikus ty, ¢, ¢ végs6 koordinatait, amikor a fekete lyukon val6 athaladéas utéan
ismét eléri az rg sugarat. Ehhez a 7. részben targyalt geodetikus egyenleteket implementélom.

Elgszor a (64) vagy (65) egyenletek segitségével meghatarozom -t (ahol py-t (44) vagy (50),
k-t pedig (47) vagy (53) adja meg). Az r-integralokat (56) alapjan szdmolom (ehhez sziikség
van R(r) gyokeire, amelyeket korabban mar meghataroztunk). Az elliptikus integralokat és
inverziiket a scipy csomag ellipkinc, illetve ellipj programjéval szamitom.

Y-bél (47) vagy (53) alapjan adodik ¥ = cos™! p.

(66) vagy (67) alapjan meghatarozom a d-fordulopontok m szamat. Ennek segitségével sgn(vy)
ismeretében a (68) megfelels képletét, valamint (70)-et vagy (72)-t (73)-ba helyettesitve megka-
pom @-t. t; ezzel analog modon adodik. Az itt szerepld integralokat numerikus integralassal
szamitom (scipy/quad).

e Az arapalyerd maximumanak kiszamitasa. Ahhoz, hogy a szérasi képeket jobban meg-
érthessiik, szeretnénk kiszamitani az egyes geodetikusok mentén fellép§ maximalis arapalyerst.
Ehhez a (76) képleteket hasznalom, amelyek megadjék az arapalytenzor térszeri sajatértékeit a
geodetikus adott pontjaban. A sajatértékek r szerinti sorfejtésébdl lathato, hogy az arapélyerd
maximuma az r = T'min fordulépont kodzelében lesz.

A maximumot numerikusan a geodetikus r < 1 szakaszén, felezéses moddszerrel hatérozom
meg.'? Ehhez a (64) és (65) képletekkel tudjuk kiszamitani az adott r-hez tartozo ¥-t. Eze-
ket (tovabba K)-t (76)-ba helyettesitve megkapjuk az adott r-hez tartozo sajatértékeket. Az
r-intervallum megfelels szamu felezésével (ligyelve a befelé és kifelé halado szakasz megkiilon-
boztetésére) aztan tetszéleges pontossaggal megkaphatjuk az drapélyerd maximumat.

1Az arapéalyers maximuméanak numerikus meghatarozasiban nehézséget jelent, hogy a maximum jellemz&en igen
éles csucsként adoédik a geodetikus mentén, illetve hogy az arapalyerének lokéilis maximumai is lehetnek. A scipy
feltételes szélsGértékkeres§ csomagja emiatt sok esetben kudarcot vallott, ellenben egy egyszerii felezéses modszerrel
megirt algoritmus megbizhatdéan adja vissza a valédi drapalyers-maximumot.
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10 EREDMENYEK

e Az intenzitas normalasa. Miutan megkaptuk a parhuzamos, homogén intenzitassal, az I
blokkon, 9 = « irdnybdl inditott nyalab szorési képét az Iy masik vildgban, a geodetikusok id&-
beli iranyat megforditva megkapjuk azokat a geodetikusokat, amelyek I,e-bdl indulva, a fekete
lyukon athaladva az o latoszogben, a fekete lyuktol tavol elhelyezkedd megfigyel6hoz jutnak.
Ahhoz, hogy megkapjuk a megfigyel6hoz jutd nyalab intenzitaseloszlasat az Ipe-ben feltételezett
izotrop eloszlas esetén, tgy kell visszanormélnunk a nyal4db intenzitasat, hogy a szoérasi kép egy
izotrop eloszlasba illeszkedjék Ipe-ben. Ehhez venni kell az Iy blokkon kialakult szérasi kép
p(Vy, ) strtiségeloszlasat, és minden geodetikust az adott geodetikus V¢, ¢y végpontjaban
kapott intenzitas 1/p(¥f, @) inverzével kell cimkézni.Az igy kapott intenzitaseloszlast abréazol-
va a kezdeti, parhuzamos nyaldbon megkapjuk a megfigyel6hoz eljuto, a fekete lyukon athaladé
geodetikusok intenzitaseloszlasat.

A p(Vy, @) stirtségeloszlast numerikusan gy hatédrozom meg, hogy veszem az egyes geodeti-
kusokat, és megszamolom az adott geodetikus ¥, ¢ végpontjdnak adott sugari kornyezeté-
ben végz6ds geodetikusokat (az azimut- és polarszogekben értelmezett tavolsag természetesen
\/ d¥? + sin® 9dp?). A geodetikusok koriili kis tartomanyt az éggémb feliiletének 10™4 részének
vettem.

e Ellendrzés. Az eredményeimet numerikusan ellenériztem. Ehhez egy adaptiv 16péskézi Runge—
Kutta-algoritmust irtam (ellenérzéprogram), amely a metrikus tenzor, valamint a kezdshely és
-sebesség megadasa utan kis lépésenként (sokkal rosszabb futési idével) hatarozza meg az adott
geodetikus gorbét. Az ellendrzéprogrammal szamitott geodetikusok végpontjai minden tesz-
telt esetben (kb. 100 darab trajektoria kiillonbozs kezdsfeltételekkel) megegyeztek a geodetikus
egyenleteken alapulé program eredményeivel.

10. Eredmények

Alabb az el6z6 részekben részletezett analitikus és numerikus szamitasok eredményei kbvetkeznek.
A numerikus szimulaciot kétféle energiaértékre futtattam: az E = 1/4/1 — 0,012 &~ 1,00005 esetben
a fekete lyuktol végtelen tavolsagra a nyalab sebessége a fénysebesség 1%-a; az E = 100 esetben pedig
99, 995%-a (tehat a Lorentz-faktor v = 100). Mivel az energia novelésével az idGszert geodetikusok a
fényszertiekhez tartanak, ezért az utobbi eset tekinthetd kozelitésnek a fekete lyukon dthaladéd fotonok
(pl. hattérsugarzas) esetére is. A latoszogre szintén kétféle értéket vettem: o = 10° és a = 60°. A
spinparaméter minden esetben a = 0,95. Minden esetben 10® darab atmend trajektoriat abrazolok.

Alabb az eredményeimet a megoldas logikai menete szerint prezentalom:

1. Az Iy blokkon (id6ben visszafelé), o iranybol centralisan befelé inditott, E energiaju parhuza-
mos nyalab szorodasi képe (p(Vf, ¢y) stirtiségeloszlasa) az I blokkon. (Léasd a 6. abrat.)

2. Az 1/p(Vy, py)-vel stlyozott intenzitaseloszlas abrazolasa a nyalab keresztmetszeti képén (az Ii;
blokkon). Ha a kiterjesztett téridg létezik (izotrop beesd eloszlast feltételezve), akkor a Foldrol
a szogben latszo fekete lyukra irdnyitva egy megfelelS teleszképot, ilyen eloszlast kell latnunk
a fekete lyukbol érkezs részecskékben vagy sugarzasban. (Lasd a 7. és a 8. 4bréat.)

3. Az athaladés soran felléps maximalis arapalyerd eloszldsanak abrézolasa a nyalab keresztmet-
szeti képén. Ezek az dbrak segitenek az intenzitéseloszlasra kapott eredmények értelmezésében.
(Lasd a 9. abrat.)

10.1. A szoérasi kép stirtiségeloszlasa parhuzamos nyalab esetén

Adott energiaju, o« iranybol inditott parhuzamos nyalabok p(0f,py) strtségeloszlasa a fekete
lyukon valé athaladés utdn a 6. abran lathato.
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10 EREDMENYEK

a = 10°-rél inditott homogén nyalab szérasi képe, északi félgomb, E = 1.00005

-100 -075 =050 -025 000 025 050 075 100
X

a = 10°-rél inditott homogén nyalab szérasi képe, déli félgdmb, E = 1.00005
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X

@ = 60°-rdl inditott homogén nyalab szorasi képe, E = 1.00005
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a = 10°-rdl inditott homogén nyalab szdrasi képe, északi félgomb, E = 100
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a = 10°-ral inditott homogén nyalab szérasi képe, déli félgomb, E = 100

cos(9)

—0.5 4

@ = 60°-rdl inditott homogén nyalab szorasi képe, E = 100
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6. abra. Az I blokkon (a megfigyels vilaga), o iranybol inditott, E energiaju homogén, parhuzamos nyalab p(d¢, )

stirtiségeloszlasa az Ine blokkon (parhuzamos vildgegyetem) a fekete lyukon val6 athaladas utén, logaritmikusan
szinezve. Az eloszlasokban kausztikdkat, valamint a ¢ = « és ¥ = 90° — « irdnyok koriil intenzitascsicsokat

figyelhetiink meg. Fent és kozépen: a = 10°, északi és déli félgdmb (projekciok); lent: ow = 60°. Balra: E = 1.00005,
jobbra: £ =100. M =1, a =0,95.
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Az o = 10° irdnybol inditott nyalabok esetén a siirtiségeloszléast az északi és déli félgdmbre kiilon-
kolon vetitve abrazolom, hogy a tengelyekhez kozeli tartomanyok jol kivehetSek legyenek. Ehhez az
x =sin? - cos p, y = sin - sin ¢ projekciot alkalmazom.

Az &brakon lathato, hogy a parhuzamos nyalab minden esetben az egész éggémbre szorédik (nin-
csenek tiltott iranyok). Intenzitéscsticsokat és kausztikdkat a ¢ = « és ¢ = 90 — « irdnyok koriil
mindegyik abran megfigyelhetiink. Ezen csticsok mellett a nagy stirtiségd tartomanyok savos elhe-
lyezkedést mutatnak. A ¢ koordinatat vizsgalva belathato, hogy a savok ismétlédését a kiilonbozo
szamu teljes p-beli korbefordulast elszenveds geodetikusok okozzak.

10.2. A fekete lyukbdl a tavoli megfigyel6hoz érkezé nyalab intenzitaseloszlasa

A 7. abran a parhuzamos nyalabok keresztmetszete lathato6 az Ii; blokkon a b, = ¢g-79-sin¥g,by =
(Yo — ) - ro impaktparaméter-sikon, 1/p(dy, ¢)-val szinezve.

a=10° latészog, E = 1.00005, intenzitaseloszlas a =10° latészdg, E = 100, intenzitdseloszlas
as (SgrA* as (SgrA*)
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7. abra. A fekete lyuktoél tavol, ¥ = « irdanyban elhelyezked6 megfigyel6hoz eljuté E energitju nyalab
intenzitaseloszlasa a nyalab keresztmetszetén abrazolva (a nyaldbra szembdl nézve) a b, by sikon, izotrép beesd
eloszlas esetén. A jobb oldali és fels§ tengelyeken lathato a latszo szogméret az SgrA* esetén (ivmasodpercben). A
megfigyeld altal észlelt nyalabok jo kozelitéssel kor keresztmetszetiiek, a nyalabok intenzitasa korkoros szerkezetd. Ha
a parhuzamos vilagegyetemek léteznek, akkor egy megfelels teleszkopot valamelyik fekete lyukra iranyitva (nulladik
kozelitésben) ilyen intenzitaseloszlast kell tapasztalnunk. Ahol relevans, lathaté az EHT felbontasa (19 pas). Fent:
a = 10°, lent: o = 60°. Balra: F = 1.00005, jobbra: £ =100. M =1, a = 0,95.
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A 7. arban lathato eloszlasok adjak a ¢ = « irdanyban, a fekete lyuktol tavol elhelyezkedd meg-
figyel6hoz érkez6 nyalab intenzitéseloszlasat. Nulladik kozelitésben ehhez hasonlé megfigyelésekre
szamithatunk az EHT-t egy fekete lyukra irdnyitva, ha a kiterjesztett Kerr-téridé valoban létezik,
és a masik vildgegyetemben izotrop eloszlassal esnek részecskék a fekete lyukba, majd a kidramlést
kovetSen szub-mm radidsugarzast generalnak. A jobb oldali (E = 100) abrak kozelitést adnak a
masik vilagegyetembdl érkezs fotonok (pl. hattérsugarzas) megfigyelhets eloszlasara.

Lathatjuk, hogy a megfigyel6hoz eljuté geodetikusok a by, b, impaktparaméter-sikon nagyjabol
kor alakt nyalabot adnak.'® Az E = 100 energia esetén a by = b, = 0 koriil azért nem latunk
geodetikusokat, mert erre a tartoményra az altalunk nem vizsgalt antiverzumbol (III. blokk) érkeznek
geodetikusok. Mivel az antiverzumban a szingularitas taszitohatast fejt ki a geodetikusokra [23], ezért
kis energia esetén onnan nem érkeznek geodetikusok: a részecskék energiaja nem elég nagy a taszitas
legy6zéséhez. Az energiat novelve ez az iires tartomany né. Az antiverzumban beérkezd geodetikusok
eloszlaséra feltételezéssel élve modellezhetjiik az erre a tartoméanyra érkezd geodetikusokat is — bar
erre vonatkozoan is vannak eredményeim, de e dolgozatban az antiverzumbol érkez§ részecskékkel
nem foglalkozom.

A kijovE nyalabok intenzitéseloszlésa gytrtszert struktarat mutat, egymast felvaltva kévetd na-
gyobb és kisebb intenzitasa gytriikkel. Lathatjuk, hogy a gy(riik szdma az energia novelésével csok-
ken. A tengelyhez kozelebbi, o = 10° latdszog esetén a gytris szerkezet tagoltabb. A legnagyobb
és legkisebb intenzitas kozotti kiilonbség koriilbeliil tizszeres. Hasonld gytirtiszerd struktiura a fekete
lyukba nem behatold, hanem azt elkeriils, végtelenbe tarté geodetikusok esetén a gravitécios lencse-
hatas miatt alakul ki nem forgé fekete lyuk esetén is. Ott a fekete lyukat IV egész szamszor megkeriilg
fotonok képei elkiiloniilé gytriként jelennek meg, ezek az N = oo hataresetben az instabil korpé-
lyanak megfeleld sugarhoz tartozo impakt paraméternél torlodnak. A Kerr esetben az igy kapott
gytirik torzitott D-bet alakuak [16]. A fekete lyukon athaladd geodetikusok is tetszélegesen sokszor
megkeriilhetik a fekete lyukat a horizonton kiviil, aszimptotikusan az N = oo esetén ezek szintén az
instabil korpalya sugaranak megfelel6 impakt paraméternél torlodnak.

Az abrak tehat azt mutatjak, hogy mit lat egy fekete lyuktol tavol elhelyezkedd megfigyels, ha
a fekete lyukra néz. Az dbrakon a megfigyel6hoz eljuté nyalab intenzitéseloszlésa, belsd strukturaja
lathato. Ezek az abrak a dolgozat legfontosabb eredményei, mert konkrét kisérleti joslatot jelentenek:
ha athaladhatnak geodetikusok a fekete lyukon keresztiil a parhuzamos vilagegyetembdl, akkor egy
megfelels teleszkopot valamelyik ismert fekete lyukra irdnyitva (nulladik kozelitésben) ilyen intenzi-
taseloszlast kell tapasztalnunk.

A 8. abran konkrétan is szemléltetem egy ilyen megfigyelés lehet&ségeit. Az abra két oldalan
az eddig az EHT-vel elkésziilt ketts feketelyuk-fénykép lathato: az M87T* és az SgrA* [11, 10]. Az
abra kozepén (a parhuzamos vildgegyetemek létezése esetén) a fekete lyukbol a teleszkopba érkezd
fénynyalab (a fekete lyukon athalado sugéarzas) intenzitaseloszlasa lathato o = 10° latoszog esetén (az
MB8T7* esetén a spinparaméter becsiilt értéke a ~ 0.9 & 1, a latoszog pedig o ~ 20° [10]). Az abran
kékkel jeloltem e nyaldb méretét az EHT-fényképekhez aranyositva. Ha a parhuzamos vilagegyetemek
léteznek, akkor az eredményeim alapjan a feketelyuk-fényképek kozepén (a fekete lyuk arnyékaban)
ilyen korkoros intenzitaseloszlast kell tapasztalnunk. Az EHT felbontéasat figyelembe véve lathato,
hogy a gytirts szerkezet keresése a kozeljovében lehetségessé valhat. (A kozépss nyalab Osszintenzité-
sanak becslése az akkretalo anyag altal kibocsatott sugarzéas Osszeintenzitasahoz viszonyitva a kutatas
jovébeli feladatat képezi.)

15 Az abrakon megfigyelhetjiik a fekete lyuk forgésabol ereds drag jelenségét: a magyarul hiizdsnak, vonszoldsnak
fordithaté jelenség azt a hatast jeloli, hogy a forgd fekete lyuk a kozelében elhaladé trajektoriak o-beli forgasat a
sajat forgasiranyaba igyekszik elterelni (ez intuitiv kép csupan, a pontos jelenség a geodetikus egyenletek segitségével
targyalhato). Lathatjuk, hogy az egyenlit6i sikhoz kozelebbi, o = 60° lat6szog esetében a nyalab kozepe jelentGsen
eltolodik by = b, = 0-hoz képest.
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8. dbra. A parhuzamos vildgegyetekbdl érkezd nyaldb megfigyelési lehetségei az EHT-vel. Az &bra két oldalan az
eddig elkésziilt két feketelyuk-fényképet latjuk, mindkettén megfigyelhets az akkretaloé anyag altal kibocsatott
sugarzas a fekete lyuk arnyéka koriil. Ha a parhuzamos vilagegyetemek léteznek, a fekete lyuk arnyékaban a kézépso
abranak megfelels intenzitaseloszlast kell tapasztalnunk. A kozépsd abra tengelyein feltiintettem a 1atszo szogméretet
az M8T* és az SgrA* esetén. A nyalab méretét az eredeti fényképekhez aranyositva kékkel jeloltem. Az EHT
felbontasat figyelembe véve lathato, hogy a gytirts szerkezet keresése a kozeljovében lehetségessé valhat. A kozépss
nyalab Osszintenzitdsanak (fényessége a fényképen) becslése a kutatas jovébeli targyat képezi.

Ahhoz, hogy a gytiriis szerkezet intuitiv megértéséhez kozelebb keriiljiink, érdemes megvizsgalni

Pl

az egyes geodetikusok mentén a fekete lyukon torténé athaladas kézben fellép§ maximalis arapélyerdt.

10.3. Az maximalis arapalyers eloszlasa

A 9. 4bran az adott « latoiranyba halado parhuzamos nyalab keresztmetszeti képén abrazolom
az athaladas sorén felléps legnagyobb arapélyerét. Az adbrédk megmutatjak, hogy a nyalab adott
pontjaba érkezs részecske vagy fény mekkora legnagyobb arapélyer6t szenvedett el a fekete lyukon
valo athaladés soran.

Az abrakon lathato, hogy az drapélyer6k maximuma az energia novelésével né. Ez intuitiven azzal
magyarazhatd, hogy nagyobb energia esetén a geodetikusok kozelebb haladnak el a gytriszingula-
ritashoz, és a (76) egyenlet alapjan az arapalyerd kis sugér esetén a sugar csokkenésével meredeken
né.

A maximaélis arapalyerd eloszlasat abrazolo 9. abrat az intenzitéseloszlast abrazolo 7. abréaval
Osszevetve lathatjuk, hogy az intenzitaseloszlas gy(rts szerkezete midegyik abra esetén erésen korrelél
az arapalyer§ maximuménak eloszlasaval. Intuitiven nehezen magyarazhat6 egybeesés azonban, hogy
a nyalabon az intenzitasnak ott is (lokalis) maximuma van, ahol a maximaélis arapélyerének (lokalis)
maximuma van, és ott is, ahol a maximalis arapalyerének (lokalis) minimuma van. Az abrakon
lathato gytirds szerkezet és az intenzitaseloszldsnak a maximélis arapalyerGvel valé egybeesésének
pontos értelmezése a kutatas kovetkezs szakaszanak feladata lesz. Lehetséges, hogy a gytirts szerkezet
nem a szingularitdshoz kothets, hanem egyszertien a fekete lyukat N-szer megkeriil§ geodetikusok
gravitacios lencsehatasaval kapcsolatos.
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10 EREDMENYEK

a = 10° latészdg, E = 1.00005, max. arapalyers eloszlasa a=10° latoszog, E = 100, max. arapalyerd eloszlasa
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a = 60° latdszog, E = 1.00005, max. arapalyerd eloszlasa a=060° latdszog, E = 100, max. arapalyers eloszlasa
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9. dbra. A fekete lyukon torténd adthaladéas sorén felléps maximalis arapalyerd eloszlasa a fekete lyuktol « iranyban,
tavol elhelyezked6 megfigyel6hoz eljutoé nyalab keresztmeteszetén dbréazolva, logaritmikusan szinezve. Az &dbrakon azt

latjuk, hogy szembdl tekintve a nyaldbra az adott pontba érkezd geodetikus (részecske- vagy fénypalya) mentén

mekkora maximaélis drapélyerd hat a fekete lyukon valé athaladas soran. Lathato, hogy a maximalis arapalyerd

haosnld, gytris szerkezeti eloszlast mutat, mint az intenzitas (lasd a 7. abrat). Jobbra: E = 1.00005, balra:
FE=100. M =1,a=0,95.
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IV. rész
OSSZEFOGLALAS, KITEKINTES

A dolgozatban a maximalisan kiterjesztett Kerr-téridében vizsgaltam a fekete lyukon athalado
geodetikusokat. A geodetikus egyenleteket implementalva numerikus modszerekkel, az altalam irt
program segitségével meghataroztam a fekete lyukon athaladé geodetikusok szérasi képét parhuza-
mosan inditott nyaldb esetén. Izotrop kezdeti eloszlas esetén meghatiroztam a fekete lyuktol téavol
elhelyezkeds megfigyel6hoz eljuté nyalab intenzitaseloszlaséat, valamint a fekete lyukon torténg atha-
ladas soran felléps maximalis arapalyerd eloszldsat a nyalabon.

A dolgozatom legfontosabb eredménye a 7. és 8. abra. KEzeken az &brakon lathatd, hogy a
parhuzamos vildgegyetemek 1étezése esetén milyen intenzitéseloszlast kell latnunk egy teleszképpal,
ha messzir6l egy fekete lyukra iranyitjuk. Az dbrakon a nyalab belsé strukturaja lathaté a nyalab
keresztmetszetén (szembdl) abrazolva. Ezek az abrak konkrét megfigyelési joslatok, amelyek segit-
hetnek eldonteni, hogy a parhuzamos vildgegyetemek léteznek-e. Bar ezek az abrak izotrép beesd
intenzitas feltételezésével késziiltek, mivel a kialakul6 gytriis szerkezet erGsen kontrasztos, ezért mas
beesd intenzitas esetén is hasonld intenzitaseloszlésra szamithatunk.

A fekete lyukak minden korabbinal részletesebb tanulméanyozéasat lehetévé tevé Event Horizon
Telescope segitségével a kozeljovében lehtEség nyilhat ezen joslatok megfigyelésekkel torténd ellendr-
zésére. A 8. abran konkrétan is adbrazoltam, milyen megfigyelések valhatnak lehetésgessé az ered-
ményeimre vonatkozéan az EHT-val, és hogy az eredményeim hogyan kapcsolédnak az eddig végzett
feketelyuk-megfigyelésekhez (feketelyuk-fényképekhez).

Kitekintés

A dolgozatban targyalt témakor és a bemutatott eredményeim a kutatas tobb iranyba térténd
kiterjesztését is lehet6vé teszik, amelyek koziil tobb esetében mér eredményeim is vannak.

A kutatas kovetkezs fazisaban bonyolultabb bees6 eloszlas (pl. pontforras) esetén is meghata-
rozzuk a tévoli megfigyel§ altal észlelt képet. Ehhez meghatarozzuk a szérdsméatrixot: a kiilonb6zé
Y (9, ©) multipolok szorasi képét. Altalanos forras esetén ezek megfelels linearkombinacidja adja a
megfigyelt képet. Jelen dolgozat az Ypg homogén eloszlast targyalja. Ezen eredményeket a késziilg
cikkiinkben fogjuk publikélni.

Megfelel6 becslésekkel szeretnénk meghatarozni a parhuzamos vilagegyetembdl érkezé nyaléb Gssz-
intenzitasat. Ez hatarozza meg, hogy az EHT-val késziilt feketelyuk-fényképeken milyen halvanyan
kell keresni a 9. abran lathatd struktirakat. A kutatas tovabbi részében szintén szeretnénk intuitiv
magyarazatot adni a gy(r{is intenzitaseloszlas kialakulaséra.

A dolgozatban targyalt témakdr tovabbi jelenségkorokkel kapcsolatban is érdekes lehet. Az ak-
tiv galaxismagokban megfigyelt asztrofizikai jetek (kifavasok) ismert megfigyelési eredmények. A
kiterjesztett téridében a fekete lyukon athaladd geodetikusok alternativ modellként szolgalhatnak e
jelenségkor targyalasara. A fekete lyukon dthalado masik (tranzit) tipusu geodetikusokkal kapcsolat-
ban érdekes részeredményeim vannak.

Koszonetnyilvanitas

Halas koszonetemet fejezem ki témavezetGim: Kocsis Bence, David Gyula és Cserti Jozsef al-
dozatos és kitartd tamogatasaért. T6liikk csak tanulhat az ember: a tudasukon tul a mindig lelkes,
motivalé és segit6kész, ugyanakkor pontos és szigord, megalkuvast nem ismerd hozzéallasukat.
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