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Kivonat

A szilícium-germánium nanostruktúrákban létrehozott spinkvantumbiteken alapuló
kvantumprocesszorok gyors fejlődést mutattak az utóbbi néhány évben, kis méretük mi-
att pedig a spinkvantumbitek lehetnek a jövőben a sokmilliónyi kvantumbitet tartalmazó
kvantumszámítógépek elemi építőkövei.

Ezekben a nanostruktúrákban végtelen sok energiaszintet találhatunk, amelyek kö-
zül a legalacsonyabb két állapotot használjuk kétállapotú rendszerként. A kvantumbitek
vezérlésének leírásánál figyelembe kell venni a magasabb energiaszintek hatását, erre a be-
vett módszer az ún. g-tenzor modulációs rezonancia, röviden g-TMR [1]. A kvantumbitek
létrehozása elektródákra adott DC feszültségekkel történik, ezek csapdázzák az elektront
(vagy lyukat), a vezérlés pedig az egyik elektródára küldött AC feszültséggel lehetséges.
A g-TMR mögé az a szemléletes kép tehető, hogy először figyelembe vesszük a DC feszült-
ség hatását, a végtelen dimenziós Hamilton-operátorból pedig egy kétdimenziós effektív
Hamilton-operátort származtatunk, amely a g-tenzort tartalmazza (a g-tenzor a giromág-
neses faktor általánosítása anizotróp esetre). A vezérlés úgy történik, hogy bekapcsoljuk
az AC feszültséget, ez modulálja a g-tenzort, így pedig egy alacsonydimenziós, időfüggő
Hamilton-operátort kapunk, amely a dinamikának egy kényelmes leírását teszi lehetővé.

Annak ellenére, hogy a g-TMR egy bevett módszer a spinkvantumbitek vezérlésé-
nek leírására, eddig csak a legegyszerűbb dinamika, a monokromatikus vezérlés esetén
volt bebizonyítva, hogy alkalmazható a módszer, bonyolultabb dinamika esetén nem. A
dolgozatban megmutatjuk, hogy az egy elektródával történő monokromatikus és bikro-
matikus vezérlés esetén a g-TMR jó közelítéssel az egzakt eredményre vezet, azonban
két különböző elektródával történő bikromatikus vezérlés esetén a g-TMR leírás nem al-
kalmazható. Emellett általánosítjuk a g-TMR formalizmusból származó eredményeket a
Rabi-frekvenciára és a Bloch-Siegert eltolódásra bikromatikus esetben. Végül egy konkrét
modellt vizsgálunk, egy kétdimenziós parabolikus bezárópotenciállal csapdázott elektront
Rashba spin-pálya kölcsönhatással, ahol az általános eredmények jól demonstrálhatóak.



1. Bevezetés
A kvantumszámítás egy új, nagyjából 30 éves területe a fizikának, mely az első kvan-
tumalgoritmusok felfedezésével született meg [2–4]. A kvantumalgoritmusok felfedezése
az erőfeszítéseket a kísérleti megvalósítások irányába terelte, így hamar különböző fi-
zikai rendszereket használtak qubitként, például csapdázott ionokat [5, 6], szupravezető
áramköröket [7, 8] vagy félvezető nanostruktúrákat [9, 10]. A Shor-algoritmus első de-
monstrálása már 2001-ben megtörtént magspineket használva [11], azonban ez egy olyan
triviális alkalmazás volt, amely a 15-ös számot faktorizálta 15 “ 3 ¨5 formában. A Google
2019-ben mutatta be a kvantumfölény kísérletet [12], amely egy olyan problémát oldott
meg, amire abban az időben, a rendelkezésre álló klasszikus algoritmusokkal egy klasszikus
szuperszámítógép nem lett volna képes. Ez a probléma viszont nem egy hasznos problé-
ma, arra a célra lett kitalálva, hogy a kvantumszámítógép meg tudja oldani a klasszikus
számítógéppel szemben. Annak ellenére, hogy egyre közelebb kerülünk a hasznos alkalma-
zásokhoz [13, 14], az igazán érdekes eredményekhez várhatóan több millió kvantumbitre
lesz szükség [15, 16]. Ehhez képest a jelenlegi kvantumszámítógépek a százas-ezres nagy-
ságrendben vannak.

Felmerül tehát a kérdés, hogy hogyan lehet egy kvantumprocesszorba integrálni mil-
liónyi qubitet. A jelenleg piacvezető szupravezető számítógépek qubitjei nagyméretűek
(nagyjából 100 µm [17]), amiből egy millió darab 100 cm2 területnek felel meg (nem
számolva a vezérlő és a kiolvasó vezetékekkel). Ezzel szemben a félvezető nanostruktú-
rákban létrehozott spinqubitek sokkal kisebbek, nagyjából 100 nm nagyságúak [18], ebből
egy millió csupán 100 mm2 területen elfér. Fontos azonban megemlíteni, hogy jelenleg a
félvezető kvantumprocesszorok erős lemaradásban vannak a szupravezető társaikhoz ké-
pest, de gyors fejlődést mutattak az utóbbi időben. Az első germánium lyukakra alapuló
qubitet 2020-ban demonstrálták [19], ugyanabban az évben kétqubites műveleteket [20],
2021-ben négyqubites processzort [21], 2024-ben pedig tízqubites processzort mutattak
be [22]. Egyszerűbb algoritmusokat is futtattak már félvezető processzorokon, például
háromqubites Grover-algoritmust [23], vagy ismétléses (phase flip code) hibajavító algo-
ritmusokat [24,25].

A jövő félvezető-alapú kvantumszámítógépére az elképzelés az, hogy qubit regisztere-
ket hoznak létre [26–28], amelyekben a qubiteket egyenként vezérelni tudják, illetve az
egymás melletti qubitek között kétqubites kapukat tudnak megvalósítani. Ha egy ilyen
regiszterben nincs elegendő számú qubit, akkor több regisztert összekapcsolnának, példá-
ul ún. shuttling műveletekkel, amely a qubit kvantumdotok közötti mozgatását jelenti,
így a regiszterek közötti kapcsolatot egy mozgó qubit tenné lehetővé [29–31]. Egy másik
elképzelés szerint hibrid félvezető-szupravezető technológiát használva szupravezető köz-
vetíthet kapcsolatot a spinqubitek között [32].

Az állapotok kiolvasása általában Pauli spin blockade technikával történik [33, 34],
amely szerint egy extra kvantumdotot használva lehetséges megmérni a qubit állapotát. A
segédkvantumdot spinje ismert, míg a mérendő spin ismeretlen. DC feszültség segítségével
az ismeretlen spint megpróbáljuk áttolni a másik kvantumdotba, ha a két spin különböző,
akkor ez lehetséges, ha viszont megegyeznek, akkor a Pauli-féle kizárási elv alapján nem
tudjuk ezt megtenni. Ezáltal a spin mérése helyett elég töltésállapotot mérni, amely
kísérletileg egyszerűbb feladat.

1.1. Egyqubites műveletek

A kvantumszámításhoz szükséges a megfelelő számú qubit, azok inicializálása, kiolvasá-
sa, illetve az egy- és kétqubites műveletek végrehajtása [35]. Ezek a folyamatok mind
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hibával terheltek, ezért az algoritmusok helyes futtatásához szükség lesz még kvantumos
hibajavításra is [36, 37]. Ezen dolgozat témája az egyqubites műveletek megvalósítására
korlátozódik.

A legtermészetesebb választás az egyqubites műveletek végrehajtására a rezonáns ger-
jesztés, vagyis mágneses térbe helyezett spin rezonáns gerjesztése például oszcilláló mágne-
ses térrel [9], ezt nevezik elektronspin-rezonanciának, röviden ESR. Ehhez egy kis antennát
kell a qubit mellé építeni, amelyen AC áramot folyatva létrejön az AC mágneses tér. Hát-
ránya a szükséges extra komponens, emellett a mágneses teret nehéz fókuszálni, illetve a
folyó áram melegedési problémákhoz is vezethet, hiszen a qubitek tipikusan 10-100 mK
hőmérsékleten működnek. Ezeket a problémákat küszöböli ki az EDSR (electric dipole
spin resonance), amely AC mágneses tér helyett AC elektromos teret használ [10,38,39].
Ebben az esetben használhatóak vezérlésre azok a kapuelektródák, amelyek magát a kvan-
tumdotot hozzák létre (ún. plunger elektródák), vagy azok, amelyek a különböző kvan-
tumdotok közötti kölcsönhatást vezérlik. A spin manipulációja csupán elektromos térrel
nem lehetséges, ehhez szükséges valamilyen extra effektus, amely összekapcsolja a spin
és hely szabadsági fokokat, ilyen például mesterségesen létrehozott mágneses tér gradi-
ens [40] vagy a félvezető anyagban természetesen jelenlévő spin-pálya kölcsönhatás [41].
Manapság az előbbit szilícium nanostruktúrákban csapdázott elektronok, utóbbit germá-
niumban csapdázott lyukak esetén használják [42,43].

A legelterjedtebb vezérlési módszer, vagyis a rezonáns gerjesztés mellett más lehetősé-
gek is léteznek, például nulla mágneses térben spin-pálya kölcsönhatás mellett mozgatva a
spint, a nem-abeli Berry-fázisnak köszönhetően kaphatunk dinamikát [44,45]. Egy másik
ötlet már a Loss-Divincenzo kvantumszámítógépet megalapozó cikkben [46] megjelent,
mely szerint azt kell kihasználni, hogy különböző kvantumdotokban különböző irányban
állhatnak a spinek, vagyis a pszeudospin iránya eltérő. Ekkor ha egy spint egy másik
kvantumdotba helyezünk, az eltérő pszeudospin irányok miatt a spin gyorsan precesszálni
kezd, amely megvalósítja az egyqubites műveletet. Annak ellenére, hogy a javaslat már
több, mint 25 éves, csak nemrég sikerült ezt kísérletileg megvalósítani, germánium lyuka-
kat használva [22].

2. g-tenzor formalizmus
A kvantumszámításhoz szükséges qubitek kétállapotú rendszereket jelentenek, valódi kí-
sérletekben viszont általában végtelen sok állapottal rendelkező rendszereket használnak.
Szupravezető qubiteknél ez a Josephson-átmenet miatt anharmonikus kvantumoszcillátor,
spinqubiteknél pedig a csapdázás következményeként megjelenő végtelen sok energiaszint.
Ha bizonyos feltételek teljesülnek a rendszer paramétereire vonatkozóan, akkor megvaló-
sulhat egy effektív kétszintes dinamika, így a rendszer mégis qubitként működhet. Az el-
méleti leírás során kényelmes a rendszert egy kétdimenziós effektív Hamilton-operátorral
jellemezni, amely figyelembe veszi a végtelen sok, magasabb energiájú állapot hatását.

A legegyszerűbb ilyen modell egy elektron spinje effektív z-irányú mágneses térben:

H “
1

2
gµBBσz, (1)

ahol g a g-faktor, µB a Bohr-magneton, B a külső mágneses tér és σz a harmadik
Pauli-mátrix. A vezérléshez kapcsolhatunk egy x-irányú mágneses teret, így az időfüggő
Hamilton-operátor:

Hptq “
1

2
gµBBσz `

1

2
gµBBac sinωtσx, (2)

ahol Bac az x-irányú mágneses tér, ω pedig annak frekvenciája. Ha a gerjesztés rezonáns,
vagyis ha a h̄ω “ gµBB rezonanciafeltétel teljesül, akkor egyqubites művelet valósul
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meg. Ez azt jelenti, hogy ha megmérjük a spint, akkor annak a valószínűsége, hogy a fel
állapotot mérjük Rabi-oszcillál:

P ptq “ sin2

ˆ

ΩRt

2

˙

, (3)

ahol ΩR a Rabi-frekvencia:

ΩR “
gµBBac

2h̄
, (4)

ha a Bac ! B feltétel (ún. weak-driving limit) teljesül.
Félvezető heterostruktúrákban jelenlévő egyéb hatások, például a spin-pálya kölcsön-

hatás miatt a rendszer nem írható le ilyen egyszerűen, hiszen a spin helyett pszeudospin-
ről beszélhetünk, amely nem feltétlenül párhuzamos a külső mágneses térrel. Feltételez-
ve, hogy az effektív Hamilton-operátor a mágneses térben lineáris, az effektív Hamilton-
operátor a ĝ g-tenzor segítségével írható fel [1, 47–49]:

HpV q “
1

2
µBσ ¨ ĝpV q ¨ B, (5)

ahol megjelöltük, hogy a g-tenzor függ az elektródára adott V feszültségtől. Felmerül a
kérdés, hogy ebben az esetben hogyan írható le a vezérlés. A [1,47] cikkekben vizsgálták a
kérdést, ahol a legegyszerűbb esetben, monokromatikus vezérlésre belátták, hogy érvényes
a módszer, amit g-tenzor modulációnak (röviden g-TMR) nevezünk. A g-TMR szerint
a sztatikus g-tenzor egy időfüggetlen transzformáció segítségével számolható a végtelen
dimenziós Hamilton-operátorból. A dinamikát leíró időfüggő Hamilton-operátor egysze-
rűen úgy adódik, hogy a sztatikus V feszültség helyett a vezérlés miatt modulált V ptq
feszültséget írjuk be expliciten a g-tenzorba:

Hptq “ HpV ptqq “
1

2
µBσ ¨ ĝpV ptqq ¨ B. (6)

A [47] cikk szerint az így adódó Hamilton-operátor helyesen leírja a monokromatikus
dinamikát. Monokromatikus vezérlés esetén a potenciál:

V ptq “ V0 ` Vac cosωt, (7)

illetve a rezonanciafeltétel:
h̄ω “ g˚µBB, (8)

ahol g˚ “ |ĝb| az effektív g-faktor, b pedig a mágneses tér irányába mutató egységvektor.
A monokromatikus dinamikát megkaphatjuk, ha a sztatikus V0 feszültség körül első rend-
ben sorbafejtjük a Hamilton-operátort [47] felhasználva a g-tenzor kapufeszültség szerinti
deriváltját:

Hptq “
1

2
µBσ rĝpV0q ` ĝ1

pV0qδV ptqsB, (9)

ahol δV ptq “ V ptq ´ V0 “ Vac cosωt. A Rabi-frekvencia meghatározható:

ΩR “
µBBVac

2h̄g˚
|pĝpV0q ¨ bq ˆ pĝ1

pV0q ¨ bq|, (10)

Szemléletesebb, ha bevezetjük a következő vektorokat:

Ω “
µB

2h̄
ĝpV0q ¨ B, Ω1

“
µB

2h̄
ĝ1

pV0q ¨ B. (11)

A Rabi-frekvenciába csak az Ω1 vektornak az Ω vektorra vett merőleges Ω1
K

komponense
ad járulékot, ΩR “ |Ω1

K
|Vac, ezt fejezi ki a (10) egyenlet.
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3. Floquet-elmélet
A g-tenzor formalizmus érvényességének vizsgálata során azt a kérdést is fel kell tennünk,
hogy milyen folyamatokat szeretnénk leírni a g-TMR segítségével. Egy az előbb ismerte-
tett, a [1] cikkben leírt monokromatikus eseten kívül vizsgálható a bikromatikus vezérlés
esete is. A bikromatikus vezérlés azt jelenti, hogy a modulált potenciál a következő alak-
ban írható:

V ptq “ Vac,1 cos pω1t ` ϕ1q ` Vac,2 cos pω2t ` ϕ2q. (12)

A rezonanciafeltétel pedig:

ω1 ` ω2 “
g˚µBB

2h̄
` ωBS, (13)

ahol ωBS az ún. Bloch-Siegert eltolódás, amely egy dinamikus korrekció, vagyis függ az
AC feszültségek nagyságától. A bikromatikus vezérlést azért érdemes vizsgálni, mert le-
hetővé teheti spinqubit architektúrában a qubitek szelektív vezérlését és az egyqubites
műveletek párhuzamos végrehajtását [50,51]. Ahhoz, hogy a g-TMR módszert alkalmaz-
zuk bikromatikus esetre, szükségünk lesz a Floquet-elméletre [52].

A Floquet-elmélet használható a Schrödinger-egyenlet megoldására abban az esetben,
ha a Hamilton-operátor időben periodikus. Ez monokromatikus vezérlés esetén teljesül,
bikromatikus esetben nem feltétlenül, itt először a monokromatikus esettel foglalkozunk.
A periodicitás miatt a hullámfüggvény, illetve a Hamilton-operátor is Fourier-sorba fejt-
hetőek, kiderül, hogy a Schrödinger-egyenlet egy végtelendimenziós időfüggetlen mátrix
sajátértékproblémájaként írható, ezt nevezzük Floquet-mátrixnak. A HF Floquet-mátrix
mátrixelemei:

xαn|HF |βmy “ H
pn´mq

αβ ` nh̄ωδαβδnm, (14)

ahol α és β az eredeti Hamilton-operátor állapotait indexelik, ω az eredeti Hamilton-
operátor T periódusának megfelelő ω “ 2π{T frekvencia, n és m pedig Fourier-indexek,
vagyis egész számok, és Hpn´mq az eredeti Hamilton-operátor n ´ m Fourier-indexhez
tartozó együtthatója (mátrixa). Shirley a [52] cikkben megmutatta, hogy a Floquet-
elmélet valójában a kvantum-elektrodinamika szemiklasszikus, vagyis nagy fotonszámú
határesete. Emiatt ezentúl a Fourier-indexekre fotonszámként fogunk hivatkozni, ez pedig
egy szemléletes képet is ad a Floquet-elmélethez.

Az egy fotonszám esete vonatkozik a monokromatikus vezérlésre, a bikromatikus ve-
zérlés leírásához két, különböző frekvenciához tartozó fotonszámra van szükség. Annak
ellenére, hogy ekkor a Hamilton-operátor nem mindig periodikus, a Floquet-elmélet al-
kalmazható [53], ekkor a Floquet-mátrix:

xαn1n2|HF |βk1k2y “ H
pn1´k1,n2´k2q

αβ ` pn1h̄ω1 ` n2h̄ω2qδαβδn1k1δn2k2 , (15)

ahol Hpn1´k1,n2´k2q az n1 ´k1 és n2 ´k2 fotonszámokhoz tartozó Fourier-koefficiens. Stan-
dard bikromatikus vezérlés esetén a Hamilton-operátor a következő alakban írható:

H “ H0 ` V1 cos pω1t ` ϕ1q ` V2 cos pω2t ` ϕ2q, (16)

ahol H0 az időfüggetlen rendszer Hamilton-operátora, V1 és V2 a gerjesztésekhez tartozó
operátorok. Az ehhez tartozó Floquet-mátrix:

xαn1n2|HF |βk1k2y “ H0,αβδn1k1δn2k2 ` pn1h̄ω1 ` n2h̄ω2qδαβδn1k1δn2k2`

`
V1,αβ

2
peiϕ1δn1´k1,1 ` e´iϕ1δn1´k1,´1qδn2k2 `

V2,αβ

2
peiϕ2δn2´k2,1 ` e´iϕ2δn2´k2,´1qδn1k1 .

(17)
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A Floquet-mátrix főátlójában megjelennek a perturbálatlan H0 blokkok eltolva az ω1 és ω2

vezérlési frekvenciákkal, ezeket a blokkokat pedig elektromos tagokat tartalmazó blokkok
csatolják össze, ha a két blokk csak egy fotonszámban különbözik.

Ahhoz, hogy a Floquet-mátrix segítségével Rabi-frekvenciát számoljunk, a végtelen
dimenziós mátrixból egy effektív 2 ˆ 2-es HF ,eff mátrixot kell származtassunk. A rend-
szer rezonáns gerjesztése degenerációt idéz elő a Floquet-mátrixban, bikromatikus vezérlés
esetén például a két degenerált Floquet-állapot az |e00y és |g11y, ahol e jelöli a gerjesz-
tett, a g pedig az alapállapotot. Schrieffer-Wolff transzformáció [54, 55] segítségével a
végtelen dimenziós Floquet-mátrixot erre a degenerált altérre vetíthetjük úgy, hogy a
Floquet-mátrixnak a diagonális részét tekintjük perturbálatlan résznek, a többit pedig
perturbációnak. A transzformáció után rezonáns gerjesztés esetén az effektív Floquet-
mátrix:

HF ,eff “

˜

h̄ωBS,1
h̄ΩR

2
h̄Ω˚

R

2
h̄ωBS,2

¸

, (18)

ahol a bázisállapotok sorrendben |e00y és |g11y, ΩR a komplex Rabi-frekvencia, ωBS,1 és
ωBS,2 diagonális korrekciók. A Bloch-Siegert eltolódás ezekből egyszerűen megkapható:

ωBS “ ωBS,1 ´ ωBS,2. (19)

4. g-tenzor formalizmus bikromatikus esetben
Tekintsünk el most attól a problémától, hogy nem ismert még, hogy a g-TMR érvényes-e
vagy sem bikromatikus esetben, analóg módon kiszámoljuk a monokromatikus esethez
hasonlóan a Rabi-frekvenciát bikromatikus esetre. Ekkor az effektív Hamilton-operátort
nem elég első rendben sorfejteni, másodrendig kell elmenni a sorfejtésben:

Hptq “
1

2
µBσ

„

ĝpV0q ` ĝ1
pV0qδV ptq `

ĝ2pV0q

2
δV ptq2

ȷ

B, (20)

Vezessük be a következő jelöléseket:

Ω “
µB

2h̄
ĝpV0q ¨ B, Ω1

“
µB

2h̄
ĝ1

pV0q ¨ B, Ω11
“

µB

4h̄
ĝ2

pV0q ¨ B. (21)

Ezekkel a Hamilton-operátor a következő alakban írható:

H “ h̄Ω ¨ σ ` h̄Ω1
¨ σδV ` h̄Ω2

¨ σδV 2. (22)

A perturbálatlan Hamilton-operátor ebben az esetben H0 “ h̄Ωσ, ami nem diagonális,
ezért végrehajtunk egy bázistranszformációt, hogy diagonalizáljuk. Paraméterezzük az Ω
vektort gömbi koordinátákkal:

Ω “ Ω

¨

˝

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

˛

‚“ Ωr̂ “ Ωb, (23)

ahol most a gömbi r̂ irány a mágneses tér b iránya. A perturbálatlan Hamilton-operátor
sajátértékproblémája ismert:

H0 |Ψ˘y “ E˘ |Ψ˘y , (24)

ahol az energiák E˘ “ ˘h̄Ω, illetve a sajátvektorok:
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|Ψ`y “

˜

cos θ
2

sin θ
2
eiφ

¸

, |Ψ´y “

˜

´ sin θ
2
e´iφ

cos θ
2

¸

. (25)

Ezek segítségével a bázistranszformáció elvégezhető. Bontsuk fel az Ω1 és Ω11 vektorokat
az Ω vektorral párhuzamos és arra merőleges komponensekre:

Ω1
“ Ω1

∥ ` Ω1
K, Ω2

“ Ω2
∥ ` Ω2

K. (26)

A párhuzamos komponensek az r̂ vektorral párhuzamosak:

Ω1
∥ “ Ω1

∥r̂, Ω2
∥ “ Ω2

∥r̂. (27)

A merőleges komponensek pedig a θ̂ és φ̂ vektorok lineárkombinációi lesznek:

Ω1
K “ Ω1

Kpcosχ1θ̂ ` sinχ1φ̂q, Ω2
K “ Ω2

Kpcosχ2θ̂ ` sinχ2φ̂q, (28)
ahol az egységvektorok:

θ̂ “

¨

˝

cos θ cosφ
cos θ sinφ

´ sin θ

˛

‚, φ̂ “

¨

˝

´ sinφ
cosφ
0

˛

‚. (29)

Ha áttérünk a perturbálatlan Hamilton-operátor bázisára, a teljes Hamilton-operátor (22)
a következő lesz:

H “ h̄

˜

Ω ` Ω1
∥δV ` Ω2

∥δV
2 Ω1

Ke
´ipχ1`φqδV ` Ω2

Ke
´ipχ2`φqδV 2

Ω1
Ke

ipχ1`φqδV ` Ω2
Ke

ipχ2`φqδV 2 ´Ω ´ Ω1
∥δV ´ Ω2

∥δV
2

¸

. (30)

A δV egy bikromatikus moduláció:

δV “ Vac,1 cos pω1t ` ϕ1q ` Vac,2 cos pω2t ` ϕ2q. (31)

A moduláció négyzete:

δV 2
“
V 2
ac,1

2
`

V 2
ac,2

2
`

V 2
ac,1

2
cos p2ω1t ` 2ϕ1q `

V 2
ac,2

2
cos p2ω2t ` 2ϕ2q`

` Vac,1Vac,2 pcos rpω1 ` ω2qt ` ϕ1 ` ϕ2s ` cos rpω1 ´ ω2qt ` ϕ1 ´ ϕ2sq .

(32)

Definiáljuk a V1 és V2 gerjesztéseket leíró mátrixokat:

V1 “ h̄

˜

Ω1
∥ Ω1

Ke
´ipχ1`φq

Ω1
Ke

ipχ1`φq ´Ω1
∥

¸

, V2 “ h̄

˜

Ω2
∥ Ω2

Ke
´ipχ2`φq

Ω2
Ke

ipχ2`φq ´Ω2
∥

¸

. (33)

Ezek segítségével a Floquet-mátrix:

xαn1n2|HF |βk1k2y “ pEα ` n1h̄ω1 ` n2h̄ω2qδαβδn1k1δn2k2`

`
Vac,1

2
peiϕ1δn1´k1,1 ` e´iϕ1δn1´k1,´1qδn2k2V1,αβ`

`
Vac,2

2
peiϕ2δn2´k2,1 ` e´iϕ2δn2´k2,´1qδn1k1V1,αβ`

`

ˆ

V 2
ac,1

2
`

V 2
ac,2

2

˙

δn1k1δn2k2V2,αβ `
V 2
ac,1

4
pe2iϕ1δn1´k1,2 ` e´2iϕ1δn1´k1,´2qδn2k2V2,αβ`

`
V 2
ac,2

4
pe2iϕ2δn2´k2,2 ` e´2iϕ2δn2´k2,´2qδn1k1V2,αβ`

`
Vac,1Vac,2

2
peipϕ1`ϕ2qδn1´k1,1δn2´k2,1 ` e´ipϕ1`ϕ2qδn1´k1,´1δn2´k2,´1qV2,αβ`

`
Vac,1Vac,2

2
peipϕ1´ϕ2qδn1´k1,1δn2´k2,´1 ` e´ipϕ1´ϕ2qδn1´k1,´1δn2´k2,1qV2,αβ.

(34)
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A Floquet-mátrixból másodrendű Schrieffer-Wolff transzformációval számolható a Rabi-
frekvencia, a komplex Rabi-frekvenciára a következő adódik:

ΩR “ Ω2
KVac,1Vac,2e

ipφ`ϕ1`ϕ2`χ2q
´ 2

ΩΩ1
∥Ω

1
KVac,1Vac,2

ω1p2Ω ´ ω1q
eipφ`ϕ1`ϕ2`χ1q. (35)

Ennek az abszolút értéke:

ΩR “

∣∣∣∣∣Ω2
K ´

2ΩΩ1
∥

ω1p2Ω ´ ω1q
Ω1

K

∣∣∣∣∣Vac,1Vac,2. (36)

A Bloch-Siegert eltolódás pedig:

ωBS “

ˆ

Ω2
∥ `

2ΩΩ12
K

4Ω2 ´ ω2
1

˙

V 2
ac,1 `

ˆ

Ω2
∥ `

2ΩΩ12
K

4Ωω1 ´ ω2
1

˙

V 2
ac,2. (37)

A számolások során feltételeztük, hogy a következő feltételek teljesülnek:

|ĝpV0q ¨ b| " |ĝ1
pV0q ¨ b|Vac,1 „ |ĝ1

pV0q ¨ b|Vac,2 " |ĝ2
pV0q ¨ b|V 2

ac,1 „ |ĝ2
pV0q ¨ b|V 2

ac,2. (38)

Az 1. ábra mutatja a numerikusan szimulált Rabi-oszcillációt összehasonlítva az ana-
litikus, perturbatív eredménnyel (36). A vezérlő frekvenciák megválasztásánál figyelembe
lett véve a Bloch-Siegert eltolódás, a kapott analitikus eredmény (37) volt használva.

1. ábra. A g-TMR bikromatikus analitikus formulájának (36) összehasonlítása a numerikus
számolás eredményével. A paraméterek: h̄Ω “ 10 µeV, h̄ω2 “ 8 µeV, Vac,1 “ 0.4 µeV, Vac,2 “ 0.3
µeV, ϕ1 “ ϕ2 “ 0, χ1 “ 1.7, χ2 “ 0.2, h̄Ω1

∥ “ 1, h̄Ω2
∥ “ 0.06 µeV´1, h̄Ω1

K “ 0.7, h̄Ω2
K “ 0.04 µeV´1. Az

ω2 frekvencia az ω1 ` ω2 “ 2Ω ` ωBS feltétel szerint lett megválasztva, ahol ωBS a (37) formula alapján
meghatározható, h̄ωBS “ 0.02375 µeV.

5. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformáció és g-TMR
Tekintsük át, hogy miért nem triviális, hogy a g-TMR formalizmus általában érvényes-e
vagy sem. A g-TMR szerint az elektródára adott DC feszültség hozza létre a kvantum-
dotot, így az effektív Hamilton-operátor (amely a g-tenzorral írható fel) egy időfüggetlen
Schrieffer-Wolff transzformációval (SW) kapható meg:

9



Hp0q
` HEpV q ` HB

SW
ÝÝÑ

1

2
µBσ ¨ ĝpV q ¨ B, (39)

ahol a Hp0q jelöli a perturbálatlan Hamilton-operátort, HEpV q a DC feszültségtől függő
elektromos tag, HB pedig a Zeeman-tag. Az időfüggő Hamilton-operátor úgy kapható,
hogy a sztatikus V helyett a modulált V ` δV ptq feszültséget írjuk be:

Hg´TMRptq “
1

2
µBσ ¨ ĝpV ` δV ptqq ¨ B. (40)

Ezzel szemben a korrekt eljárás az, hogy a végtelen dimenziós Hamilton-operátorba írjuk
be a modulációt, majd egy időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval (TDSW) származ-
tatjuk az effektív időfüggő Hamilton-operátort:

Hp0q
` HEpV ` δV ptqq ` HB

TDSW
ÝÝÝÝÑ

1

2
µBσ ¨ ˆ̃gpV ` δV ptqq ¨ B, (41)

ahol az előző ĝ-től különböző ˆ̃g g-tenzort kapunk. A fő kérdés tehát az, hogy a két esetben
ugyanazt kapjuk-e legalább közelítőleg, vagyis:

1

2
µBσ ¨ ˆ̃gpV ` δV ptqq ¨ B «

1

2
µBσ ¨ ĝpV ` δV ptqq ¨ B. (42)

A megoldáshoz az időfüggetlen és időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációk közötti kü-
lönbséget kell vizsgálni, ezért röviden összefoglaljuk az időfüggő Schrieffer-Wolff transz-
formációt, amelynek speciális esete az időfüggetlen. A részletek megtalálhatóak a [56]
cikkben. A TDSW egy időfüggő Uptq unitér operátorral leírható transzformációt jelent
az időfüggő Hptq Hamilton-operátoron:

Hptq Ñ UptqHptqU :
ptq ` ih̄ 9UptqU :

ptq. (43)

A transzformáció után kapott Hamilton-operátor a perturbációban adott rendig blokkdi-
agonális lesz, ami azt jelenti, hogy véges sok állapot független lesz a perturbációban adott
rendig az összes többi állapottól, így megkapjuk a kívánt effektív Hamilton-operátort. A
TDSW során az Uptq operátort exponenciális alakban keressük:

Uptq “ e´Sptq, (44)

ahol S egy antihermitikus operátor. A Hptq Hamilton-operátor egy Hp0q perturbálatlan
részből és HP perturbációból áll:

Hptq “ Hp0q
` HP , (45)

ahol Hp0q diagonális, tehát spektruma ismert. Érdemes a HP perturbációt felírni egy
blokkdiagonális H1 és egy blokk-offdiagonális H2 operátor összegeként:

Hptq “ Hp0q
` H1 ` H2. (46)

Ha a perturbáció kicsi, akkor az U operátor közel egységoperátor és az Sptq operátor sor
alakjában kereshető:

Sptq “ S1ptq ` S2ptq ` S3ptq ` . . . , (47)

ahol S1 a perturbációban elsőrendű, S2 másodrendű és S3 harmadrendű. Fontos kérdés
az, hogy az időderiváltas tagok milyen rendűek. Feltételezzük, hogy rezonáns gerjesztés
történik, monokromatikus esetben igaz lesz a következő:

9Sj « ωSj, (48)
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ahol Sj a j. rendű tag, ω pedig a gerjesztés frekvenciája. Rezonáns gerjesztés esetén h̄ω a
perturbáció nagyságrendjébe esik, ezért 9Sj nagyságrendje Sj`1 nagyságrendjével egyezik
meg. Ez az állítás bikromatikus esetben is igaz.

Ezeket figyelembe véve előírhatjuk, hogy a perturbációban adott rendig blokkdiagoná-
lis legyen az eltranszformált Hamilton-operátor, így pedig egyenleteket kapunk az S tag-
jaira. A későbbi számolásokhoz szükséges ötödrendű transzformációig az eredmények [56]:

rHp0q, S1s “ ´H2, (49a)

rHp0q, S2s “ ´rH1, S1s ` ih̄ 9S1, (49b)

rHp0q, S3s “ ´rH1, S2s ´
1

3
rH2, S1s

p2q
` ih̄ 9S2, (49c)

rHp0q, S4s “ ´rH1, S3s ´
1

3
rrH2, S1s, S2s ´

1

3
rrH2, S2s, S1s ` ih̄ 9S3, (49d)

ahol rH2, S1s
pjq többszörös kommutátort jelent, vagyis rH2, S1s

pjq “ rrH2, S1s
pj´1q, S1s és

rH2, S1s
p0q “ H2. Az S tagjainak ismeretében a H̃ effektív Hamilton-operátor tagjait is

felírhatjuk:
H̃ “ H̃p0q

` H̃p1q
` H̃p2q

` H̃p3q
` H̃p4q

` H̃p5q, (50)

ahol az egyes tagok:

H̃p0q
“ Hp0q, (51a)

H̃p1q
“ H1, (51b)

H̃p2q
“

1

2
rH2, S1s, (51c)

H̃p3q
“

1

2
rH2, S2s, (51d)

H̃p4q
“

1

2
rH2, S3s ´

1

4!
rH2, S1s

p3q, (51e)

H̃p5q
“

1

2
rH2, S4s ´

1

4!
rrrH2, S1s, S1s, S2s ´

1

4!
rrrH2, S1s, S2s, S1s ´

1

4!
rrrH2, S2s, S1s, S1s.

(51f)

6. Általános modell
Egy általános modell keretén belül megmutatjuk, hogy a g-TMR formalizmus valóban
alkalmas a standard monokromatikus vezérlés leírására, továbbá belátjuk, hogy bikro-
matikus vezérlésnél is használható, ha az egy elektródával történik. Abban az esetben
viszont, ha a bikromatikus vezérlés két elektródán keresztül történik, a g-TMR rossz
eredményre vezet.

Tekintsük a következő végtelen dimenziós időfüggő Hamilton-operátort, amely már
tartalmazza az elektromos vezérlést:

Hptq “ Hkin ` Hconf ` HSO ` HB ` HEptq, (52)

ahol Hkin a kinetikus tag, Hconf a bezáró potenciál, HSO a spin-pálya kölcsönhatás, HB a
Zeeman-kölcsönhatás, illetve HEptq az elektromos vezérlést leíró tag. Az általános állítá-
sok belátásához csupán azt tesszük fel, hogy az elektromos és mágneses terek perturbáci-
óként kezelhetőek, vagyis a perturbálatlan Hp0q Hamilton-operátor:

Hp0q
“ Hkin ` Hconf ` HSO, (53)
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a HP perturbáció pedig:
HP “ HB ` HE. (54)

Ez az effektív modell alkalmas szílicium kvantumdotokban csapdázott elektronok leírásá-
ra, amelyeknél a spin-pálya kölcsönhatás gyenge (tehát perturbációként kezelhető), viszont
az erős spin-pálya kölcsönhatást érzékelő germánium lyukakra is érvényes. A rendszert
illusztrálja a 2. ábra, ahol a mágneses tér által felhasított, eredetileg Kramers-degenerált
párok láthatóak egy elektródával történő bikromatikus vezérlés mellett.

2. ábra. Elektromosan csapdázott elektron (vagy lyuk) spin-pálya kölcsönhatás mellett,
bikromatikusan vezérelve, egy elektróda által. Az elektródára adott váltakozó feszültség a bezá-
rópotenciált bikromatikusan modulálja, ezáltal a spinben dinamikát indukál a spin-pálya kölcsönhatás
révén. A dinamika leírható a g-TMR formalizmussal.

Fontos, hogy a számolások során a perturbálatlan Hp0q Hamilton-operátor sajátbázisán
dolgozunk:

Hp0q |Ψkαy “ Ekα |Ψkαy , (55)

ahol α a Hp0q időtükrözési invarianciája miatti Kramers-degenerált párokban indexeli
az állapotokat, míg k a különböző orbitálokat, vagyis α P tÒ, Óu és k nemnegatív egész
szám (k “ 0 felel meg a qubit állapotainak). Később látni fogjuk, hogy az időfüggő és
időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációk közötti különbség függ attól, hogy milyen
bázison dolgozunk. Vezessük be a következő jelölést a gerjesztett állapotok és a qubit
állapotai közötti energiakülönbségre:

Ekα ´ E0β “ ∆k. (56)

A Hamilton-operátorban egyedül a mágneses tér töri meg az időtükrözési szimmetriát,
az elektromos tér viszont időtükrözésre invariáns. Ennek a következménye az elektromos
teret leíró HE operátor mátrixelemeire vonatkozóan:
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HE,kαlβ “ ´HE,lαkβ, HE,kαlα “ HE,lβkβ, (57)
ahol itt α és β különbözőek. A mátrixelemekre a következő jelölést használtuk (itt már
α és β lehetnek azonosak is):

xΨkα|HE |Ψlβy “ HE,kαlβ. (58)

Az időtükrözési szimmetriának egy triviális következménye, hogy a Kramers-degenerált
bázisállapotok között nincs direkt csatolás, emiatt legalább másodrendű perturbációszá-
mítást kell alkalmazni, hogy dinamikát kapjunk. A másodrendű időfüggő Schrieffer-Wolff
transzformációból adódik a másodrendű korrekciója az effektív Hamilton-operátornak:

H̃
p2q

αβ “ ´

8
ÿ

l“1

HP,0αlÒHP,lÒ0β ` HP,0αlÓHP,lÓ0β

∆l

. (59)

6.1. Monokromatikus vezérlés

A [47] cikkben már belátták, hogy monokromatikus esetben használható a g-TMR, mi ezt
itt is megtesszük a mi módszerünkkel, az itt használt jelölésekkel, hogy a bizonyítás bikro-
matikus esetben érthetőbb legyen majd. Monokromatikus dinamika esetén egy elektromos
térre van szükség, ehhez másodrendben egy mágneses tag társul, így a Rabi-frekvencia
arányos lesz az elektromos és a mágneses tér szorzatával. Ahhoz, hogy ezt megkapjuk, a
másodrendű effektív Hamilton-operátor offdiagonális mátrixelemét kell vizsgálnunk. Az
időtükrözési szimmetriának a következménye, hogy két elektromos tér mágneses tér nélkül
nem adhat offdiagonális mátrixelemet, vagyis a csupán elektromos járulékokat tartalmazó
H̃

p2q

EE offdiagonális tagok nullák:

H̃
p2q

EE,ÒÓ “ ´

8
ÿ

l“1

HE,0ÒlÒHE,lÒ0Ó ` HE,0ÒlÓHE,lÓ0Ó

∆l

“ ´

8
ÿ

l“1

HE,lÒ0ÓpHE,0ÒlÒ ´ HE,lÓ0Óq

∆l

“ 0.

(60)
Azok a tagok, amelyek esetlegesen két mágneses járulékből tevődnek össze irrelevánsak
lesznek a dinamikában, tehát csak azok maradnak, amelyek mind az elektromos térben,
mind a mágneses térben lineárisak. Egy másik felmerülő kérdés az, hogy két elektromos
járulékot tartalmazó tagok befolyásolhatják-e a rezonanciafeltételt vagy sem. A két elekt-
romos teret tartalmazó diagonális mátrixelemek:

H̃
p2q

ÒÒ “ ´

8
ÿ

l“1

HE,0ÒlÒHE,lÒ0Ò ` HE,0ÒlÓHE,lÓ0Ò

∆l

, (61)

illetve:

H̃
p2q

ÓÓ “ ´

8
ÿ

l“1

HE,0ÓlÒHE,lÒ0Ó ` HE,0ÓlÓHE,lÓ0Ó

∆l

. (62)

Szintén az időtükrözési szimmetria következménye az, hogy a (61) egyenlet első (második)
tagja egyenlő a (62) egyenlet második (első) tagjával, vagyis a két diagonális mátrixelem
megegyezik, a rezonanciafeltételt nem befolyásolják a két elektromos teret tartalmazó
tagok.

Másodrendben az időfüggő Schrieffer-Wolff transzformáció nem tartalmaz időderivál-
tas tagokat, ezért alkalmazható a g-TMR. Sztatikus elektromos teret feltételezve idő-
független Schrieffer-Wolff transzformációval (ami ebben az esetben megegyezik az idő-
függővel) levezethető egy másodrendű effektív Hamilton-operátor. Ezután a sztatikus
teret oszcilláló elektromos térre kicserélve megkapjuk a helyes időfüggő effektív Hamilton-
operátort.
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6.2. Bikromatikus vezérlés egy elektródával

Bikromatikus folyamatokhoz két elektromos tér járulékra van szükség, ezért a dinamika
leírásához legalább másodrendű Schrieffer-Wolff transzformációt kell használni. Láttuk
azonban, hogy a csupán két elektromos teret tartalmazó járulékok az időtükrözési in-
variancia miatt nem befolyásolják a dinamikát, vagyis a vezető bikromatikus járulékok
harmadrendűek. A harmadrendű Schrieffer-Wolff transzformációból adódó H̃p3q korrek-
ció:

H̃
p3q

αβ “
ÿ

l,δ,m,γ

HP,0αlδHP,lδmγHP,mγ0β

∆l∆m

´
1

2

ÿ

l,δ,γ

HP,0αlδHP,lδ0γHP,0γ0β

∆2
l

`

´
1

2

ÿ

l,δ,γ

HP,0α0γHP,0γlδHP,lδ0β

∆2
l

`
ih̄

2

ÿ

l,δ

9HP,0αlδHP,lδ0β ´ HP,0αlδ
9HP,lδ0β

∆2
l

,

(63)

ahol az l-re és m-re vonatkozó összegzések 1-től végtelenig, míg a δ-ra és γ-ra vonatkozó
szummák Ò és Ó állapotokra értendőek. Látható, hogy az utolsó szummában megjelennek
időderiváltak, azokat kell vizsgálni. Egy elektróda segítségével történő vezérlés esetén a
HE operátor:

HE “ pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tqQE, (64)

ahol QE dimenziótlan operátor. Az egy elektródával történő vezérlés eredménye az, hogy
az időderivált operátor önmagával arányos:

9HE9QE9HE, (65)

ahol az arányosság alatt nem az időfüggést, hanem az operátor alakját értjük. A bikro-
matikus dinamikába az időderiváltas tagok közül csak a két elektromos teret tartalmazó
tagok tudnak járulékot adni, azok viszont nem befolyásolják a dinamikát az időtükrözési
invariancia és a (65) egyenlet miatt, ezt láttuk a monokromatikus esetben is (ld. (60)
egyenlet).

Azt kaptuk tehát, hogy az időderiváltas, a bikromatikus dinamikát befolyásoló tagok
eltűnnek, a maradék releváns tagok pedig mágneses térben lineárisak (egy mágneses és
két elektromos teret tartalmaznak), vagyis a monokromatikus esethez hasonlóan bikro-
matikus, egy elektródával történő vezérlés esetén is működik a g-TMR.

6.3. Bikromatikus vezérlés két elektródával

A 3. ábra mutatja a két elektróda által vezérelt qubitet. Két elektródával történő vezér-
lésnél a HE operátor:

HE “ Ẽac1 sin pω1tqQE1 ` Ẽac2 sin pω2tqQE2 , (66)

ahol QE1 és QE2 különböző operátorok. Az előző esetben az időderiváltak amiatt tűn-
tek el, hogy a HE operátor deriváltja arányos volt önmagával, ebben az esetben viszont
ez nem igaz. Az időtükrözési szimmetráira alapozva könnyen ellenőrizhető, hogy a (63)
egyenletben megjelenő időderiváltakat tartalmazó szumma két tagja nem ejti ki egymást
és különböző diagonális mátrixelemeket adnak, tehát mind a Bloch-Siegert eltolódáshoz,
mind a Rabi-frekvenciához hozzájárulnak. Így sztatikus terekből kiindulva, időfüggetlen
Schrieffer-Wolff transzformációt alkalmazva ezek az időderiváltas járulékok nem kapható-
ak meg, vagyis a g-TMR rossz eredményt ad.
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3. ábra. Elektromosan csapdázott elektron (vagy lyuk) spin-pálya kölcsönhatás mellett,
bikromatikusan vezérelve, két elektróda által. Az elektródákra adott váltakozó feszültség a be-
zárópotenciált bikromatikusan modulálja, ezáltal a spinben dinamikát indukál a spin-pálya kölcsönhatás
révén. A dinamika nem írható le g-TMR segítségével.

Az időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációból származtatott effektív Hamilton-operátor
helyesen leírja a dinamikát, ehhez definiálhatunk egy időfüggő g-tenzort. Az állítás az,
hogy ez az időfüggő g-tenzor különbözik attól az időfüggő g-tenzortól, amit a sztatikus
elektromos tér modulált térre való lecserélésével kapunk. Az időfüggő effektív Hamilton-
operátor és az időfüggő g-tenzor kapcsolata:

H̃ “
1

2
µBBσigijbj, (67)

ahol az i-re és j-re való összegzést nem írtuk ki. Ebből kifejezhetjük a g-tenzort, ha
megszorozzuk az egyenletet σk-val és vesszük a nyomát:

TrpσkH̃q “
1

2
µBBgijbjTrpδikI ` iϵkilσlq “ µBBgkjbj, (68)

ahol kihasználtuk a σkσi “ δikI ` iϵkilσl tulajdonságát a Pauli-mátrixoknak. A g-tenzor
hatása a b vektorra:

gkjbj “
1

µBB
TrpσkH̃q. (69)

A (63) egyenletben megjelenő időderiváltas tagokat, mint korrekciókat hozzá kell adni
ahhoz a g-tenzorhoz, amit a g-TMR formalizmusból kapunk:

gptqijbj “ g
pg´TMRq

ij ptqbj `
ih̄

2µBB
σi,βα

ÿ

l,δ

9HE,0αlδHE,lδ0β ´ HE,0αlδ
9HE,lδ0β

∆2
l

, (70)
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ahol α-ra és β-ra is összegzünk. A g-TMR formalizmusból a gpg´TMRq tenzor úgy adódik,
hogy két sztatikus elektromos teret veszünk, amelyek különböző operátorral írhatóak le,
időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval egy effektív Hamilton-operátort származ-
tatunk, a sztatikus elektromos tereket lecseréljük modulált terekre, az így kapott effektív
Hamilton-operátornak megfelelő g-tenzor a gpg´TMRq.

7. Parabolikus kvantumdot Rashba spin-pálya kölcsön-
hatással

Az előző részben általánosabb keretek között bemutatott, a g-TMR érvényességére vo-
natkozó eredményeket itt egy egyszerű, konkrét modellen demonstráljuk. A Hamilton-
operátor:

H “ H0 ` HB ` HSO, (71)

ahol a H0 egy kétdimenziós, izotrop kvantumoszcillátort ír le ω0 frekvenciával:

H0 “
p2x ` p2y
2m

`
mω2

0

2
px2

` y2q “ h̄ω0pa:

1a1 ` a:

2a2 ` 1q, (72)

ahol bevezettük az x és y irányú oszcillátorokhoz tartozó keltő (a:

1, a
:

2) és eltüntető (a1, a2)
operátorokat.

HB írja le a kölcsönhatást egy külső, tetszőleges irányú B mágneses térrel:

HB “
1

2
gµBBbσ “

1

2
B̃bσ, (73)

ahol b a mágneses tér irányába mutató egységvektor, és bevezettük a B̃ “ gµBB energia
dimenziójú mennyiséget.

A HSO írja le az elektromos vezérléshez elengedhetetlen spin-pálya kölcsönhatást, amit
itt Rashba-típusúnak feltételezünk:

HSO “ αppxσy ´ pyσxq “ iα̃rpa:

1 ´ a1qσy ´ pa:

2 ´ a2qσxs, (74)

ahol ismét megjelentek az x és y irányokhoz tartozó keltő és eltüntető operátorok, és
bevezettük az α̃ “ α

b

mh̄ω0

2
energia dimenziójú mennyiséget.

A modell egyszerűsége lehetővé teszi, hogy analitikus eredményeket kapjunk a mono-
kromatikus és bikromatikus folyamatokra. Általános mágneses tér irány esetén a Zeeman-
tag (73) nem diagonális, ezért célszerű egy bázistranszformációt végrehajtani a spintéren.
A bázistranszformációt leíró U mátrix:

U “

˜

cos
`

θ
2

˘

sin
`

θ
2

˘

e´iϕ

´ sin
`

θ
2

˘

eiϕ cos
`

θ
2

˘

¸

, (75)

ahol θ és ϕ a b irányhoz tartozó gömbi polárszögek. Ezzel a HB diagonalizálása:

HB Ñ UHBU
:

“
B̃

2
σz. (76)

A spin-pálya kölcsönhatást is el kell transzformálni:

HSO Ñ UHSOU
:

“ αppxΣx ` pyΣyq, (77)
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ahol a Σx:

Σx “ ´ sin2
pθ{2q sin 2ϕ ¨ σx ` pcos2 ϕ ` cos θ sin2 ϕqσy ` sin θ sinϕ ¨ σz, (78)

a Σy pedig:

Σy “ psin2
pθ{2q cos 2ϕ ´ cos2 pθ{2qqσx ` sin2

pθ{2q sin 2ϕ ¨ σy ´ cosϕ sin θ ¨ σz. (79)

Így egy általános mágneses tér irány lehetővé teszi, hogy spinfordító (σx, σy) és spintartó
(σz) spin-pálya tagok is megjelenjenek, ez pedig szükséges lesz a bikromatikus folyamatok
megvalósításához.

7.1. Monokromatikus vezérlés

Monokromatikus folyamatokhoz alkalmazzunk egy x-irányú oszcilláló elektromos teret, az
ezt leíró HE tag a Hamilton-operátorban:

HE “ exEac sinωt “ Ẽac sinωtpa
:

1 ` a1q, (80)

ahol bevezettük az Ẽac “ eEac

b

h̄
2mω0

energia dimenziójú mennyiséget.

7.1.1. Analitikus számolás effektív Hamilton-operátor segítségével

A monokromatikus vezérlés leírására egy lehetőség, hogy harmadrendű TDSW segítsé-
gével egy időfüggő effektív Hamilton-operátort származtatunk. Kérdés, hogy miért van
szükség harmadrendű perturbációszámításra, miért nem elégséges egy másodrendű, amely
tartalmazza az elektromos teret és a spin-pálya kölcsönhatást. A válasz az, hogy mágneses
tér hiányában az időtükrözési szimmetria miatt a másodrendű járulékok kiejtik egymást.
Ha a HP perturbáció csupán az elektromos tag és a spin-pálya kölcsönhatás összege, ak-
kor:

HP “ HE ` HSO, (81)

ami időtükrözésre invariáns. A (60) egyenlet értelmében (itt HE helyett HP vehető) a
járulékok kiejtik egymást, nem járulnak hozzá a Rabi-frekvenciához.

Fontos kiemelni, hogy az általános modellben igazolt eredmények a g-TMR érvényes-
ségére vonatkozóan csak akkor helytállóak, ha a spin-pálya kölcsönhatás a perturbálatlan
Hamilton-operátor része. Ahhoz, hogy ebben a konkrét modellben az analitikus számolá-
sok elvégezhetőek legyenek, a spin-pálya kölcsönhatást perturbációnak kell tekinteni, emi-
att eltérések lesznek az általános állításoktól. Később egy félig numerikus, félig analitikus
számolással vizsgáljuk azt az esetet, amikor a spin-pálya kölcsönhatás nem perturbáció,
ez feleltethető meg az általános modellben kapott eredményekkel.

A Schrieffer-Wolff transzformáció során a perturbálatlan Hamilton-operátor csupán a
H0 kétdimenziós oszcillátor, a perturbációk pedig a spin-pálya kölcsönhatás, az elektromos
tér és a mágneses tér, ezáltal feltételezzük, hogy érvényesek a következők:

ϵ «
Ẽac

h̄ω0

«
B̃

h̄ω0

«
α̃

h̄ω0

! 1, (82)

ahol ϵ a perturbációt jellemző kis dimenziótlan paraméter.
A TDSW-ből adódó effektív Hamilton-operátor megtalálható a Függelék A. részében.

Az effektív Hamilton-operátorból adódó monokromatikus rezonanciafeltétel:

h̄ω “ B̃ ´
B̃α̃2p3 ` cos 2θq

h̄2ω2
0

. (83)
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A Rabi-frekvencia pedig:

ΩR “
2B̃Ẽacα̃

h̄3ω2
0

b

cos2 ϕ ` cos2 θ sin2 ϕ. (84)

Az egyszerűség kedvéért mostantól a monokromatikus vezérlés során tekintsünk egy z-
irányú mágneses teret, ekkor a Rabi-frekvencia (84) alapján:

ΩR “
2B̃Ẽacα̃

h̄3ω2
0

. (85)

Ezt az eredményt időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kaptuk. A 6. részben láttuk,
hogy monokromatikus vezérlés esetén az időfüggő és időfüggetlen Schrieffer-Wolff transz-
formációk ugyanarra az eredményre vezetnek, ha a spin-pálya kölcsönhatást nem kezeljük
perturbációként, itt viszont a spin-pálya kölcsönhatás is perturbáció. Jelöljük a helyes,
időfüggő transzformációból származó Rabi-frekvenciát ΩR,TDSW-nek, míg az időfüggetlen
transzformációból származó eredményt ΩR,SW-nek. A helyes ΩR Rabi-frekvencia:

ΩR “ ΩR,TDSW “
2B̃Ẽacα̃

h̄3ω2
0

. (86)

Kiderül, hogy az időfüggetlen transzformációval adódó eredmény ettől egy kettes faktor-
ban eltér:

ΩR,SW “
B̃Ẽacα̃

h̄3ω2
0

“
ΩR,TDSW

2
. (87)

Ebből láthatjuk, hogy nem alkalmazhatjuk a g-TMR módszert, ha nem a qubit bázi-
sán dolgozunk. Ha Ẽ sztatikus elektromos teret feltételezünk, az ebből adódó effektív
Hamilton-operátor:

Heff “

˜

B̃
2

´ 2B̃α̃2

h̄2ω2
0

B̃Ẽα̃
h̄2ω2

0
B̃Ẽα̃
h̄2ω2

0
´ B̃

2
` 2B̃α̃2

h̄2ω2
0

¸

. (88)

Ez kifejezve a megfelelő g-tenzorral:

HeffpẼq “
1

2
µBσ ¨ ĝpẼq ¨ B “

µB

2

`

σx, σy, σz

˘

¨

˝

0 0 g13
0 0 g23
0 0 g33

˛

‚

¨

˝

0
0
B

˛

‚, (89)

ahol a g-tenzor első két oszlopában nulla mátrixelemeket vettünk, hiszen azok irrelevánsak
z-irányú mágneses tér esetén. A másik három mátrixelem:

g13 “
2gẼα̃

h̄2ω2
0

, g23 “ 0, g33 “ g ´
4gα̃2

h̄2ω2
0

. (90)

A monokromatikus g-TMR [1] szerint a Rabi-frekvencia meghatározható:

h̄Ω “
µBBẼac

2g˚
|pĝpẼq ¨ bq ˆ pĝ1

pẼq ¨ bq|, (91)

ahol g˚ “ |ĝpẼq ¨ b|, ebben az esetben g˚ “ g. A sztatikus elektromos térnek nullát
vehetünk, ekkor:

ĝpẼ “ 0q ¨ b “

¨

˝

0
0
g

˛

‚, ĝ1
pẼ “ 0q ¨ b “

¨

˝

2gα̃
h̄2ω2

0

0
0

˛

‚. (92)
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A Rabi-frekvencia pedig:

Ω “
B̃Ẽacα̃

h̄3ω2
0

“ ΩR,SW. (93)

Tehát a g-TMR valóban arra az eredményre vezet, amelyet időfüggetlen transzformációval
kapunk, az időfüggő transzformációban megjelenő időderiváltas tagokat nem kapjuk meg,
ha nem a qubit bázisán dolgozunk.

7.1.2. Analitikus számolások a Floquet-mátrix segítségével

Az előbb ismertetett, effektív Hamilton-operátort használó számolás két lépésből állt. Az
első lépés az effektív Hamilton-operátor meghatározása, majd második lépésben Floquet-
elmélet segítségével származtatható a Rabi-frekvencia az effektív Hamilton-operátorból.
Monokromatikus esetben az utóbbi egyszerű feladat, hiszen a Floquet-elmélet alkalmazása
megfelel a forgóhullámú közelítés [57] használatának (rotating-wave approximation).

Egy alternatív módszert jelent a Floquet-mátrix megkonstruálása az eredeti, végtelen
dimenziós Hamilton-operátorból. Az így kapott időfüggetlen Floquet-mátrixból származ-
tathatunk egy effektív mátrixot, ami leírja a monokromatikus dinamikát. Azt várjuk,
hogy az így kapott eredmények megegyeznek az időfüggő transzformációval kapott helyes
ΩR,TDSW Rabi-frekvenciával.

A Floquet-mátrix a |αN1N2ny Floquet-bázison írható fel, ahol α a spin, N1 és N2 az
x és y irányú oszcillátorok kvantumszámai, míg n a fotonszám. A HF Floquet-mátrix:

xαN1N2n|HF |βK1K2ky “ xαN1N2n|H0 ` HE ` HB ` HSO |βK1K2ky , (94)

ahol xαN1N2n|H0 |βK1K2ky:

xαN1N2n|H0 |βK1K2ky “ rh̄ω0pN1 ` N2 ` 1q ` nh̄ωsδαβδN1K1δN2K2δnk. (95)

A Zeeman-tag:

xαN1N2n|HB |βK1K2ky “ ´
B̃

2
xα|σz |βy δN1K1δN2K2δnk. (96)

Az elektromos tér járuléka:

xαN1N2n|HE |βK1K2ky “
iẼac

2

´

a

K1 ` 1 ¨ δN1,K1`1 `
a

K1 ¨ δN1,K1´1

¯

ˆ

ˆ δN2K2δαβpδn´k,´1 ´ δn´k,1q.

(97)

A spin-pálya kölcsönhatás pedig:

xαN1N2n|HSO |βK1K2ky “

“ iα̃
´

a

K1 ` 1 ¨ δN1,K1`1 ´
a

K1 ¨ δN1,K1´1

¯

δN2K2 xα|σy |βy δnk`

´ iα̃
´

a

K2 ` 1 ¨ δN2,K2`1 ´
a

K2 ¨ δN2,K2´1

¯

δN1K1 xα|σx |βy δnk.

(98)

Mivel a végtelen dimenziós Floquet-mátrix sajátértékproblémája ekvivalens az idő-
függő Schrödinger-egyenlettel, ezért elvárjuk, hogy helyesen visszaadja a monokromati-
kus Rabi-frekvenciát. A monokromatikus Rabi-frekvencia tartalmaz időderiváltas és nem
időderiváltas tagokat, a Floquet-mátrix pedig időfüggetlen. Kérdés az, hogy hogyan kap-
hatjuk meg az időderiváltas tagokat az időfüggetlen Floquet-mátrixból.

A monokromatikus dinamika eddig is harmadrendű folyamat volt, ha alkalmazunk egy
harmadrendű Schrieffer-Wolff transzformációt a Floquet-mátrixon, akkor megkaphatjuk
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az időfüggetlen járulékokat. Az offdiagonális h̄Ω3

2
mátrixelem a harmadrendű transzfor-

mációból:
h̄Ω3

2
“

iB̃Ẽα̃

2h̄2ω2
0

. (99)

Kiderül, hogy az időderiváltas járulékokat másodrendű transzformációval kaphatjuk
meg. Az előbb láttuk viszont (ld. (60,81) egyenletek), hogy a spin-pálya kölcsönhatást
és elektromos tagot tartalmazó másodrendű járulékok nullák voltak az effektív Hamilton-
operátoros leírás esetén. Abban az esetben a bizonyítás fontos része volt, hogy a dinami-
kában résztvevő két állapot egymás Kramers-degenerált párjai, vagyis ebben a modellben
a |00Òy és |00Óy állapotok, ahol a két nulla az oszcillátorok kvantumszámai. A Floquet-
leírásban azonban ez a feltétel nem teljesül, hiszen a két állapot |Ó001y és |Ò000y, különböző
fotonszámmal rendelkeznek. Így kaphatunk olyan másodrendű járulékokat, amelyek egy
spin-pálya tagot és egy elektromos tagot tartalmaznak. Ezeket a másodrendű folyamato-
kat mutatja a 4. ábra. Az ezeknek megfelelő offdiagonális mátrixelem:

h̄Ω2

2
“

iẼacα̃

4h̄pω0 ´ ωq
´

iẼacα̃

4h̄pω0 ` ωq
“

iẼacα̃ω

2h̄pω2
0 ´ ω2q

. (100)

Kihasználva, hogy a rezonanciafeltétel közelítőleg h̄ω “ B̃, illetve, hogy ω ! ω0, megkap-
juk, hogy Ω2 “ Ω3, és a kettő összege pedig visszaadja a helyes Rabi-frekvenciát.

4. ábra. Floquet-elméletből származó másodrendű folyamatok, amelyek az időderiváltas
tagokat (100) adják. A végtelen dimenziós Hamilton-operátorból legyártható a Floquet-mátrix, amely-
ből másodrendű Schrieffer-Wolff transzformációval adódnak az időderiváltas tagok. A Floquet-állapotok
|αN1N2ny alakban vannak írva, ahol α a spin, N1 és N2 az oszcillátor kvantumszámok, n pedig a foton-
szám.

7.1.3. Számolások a qubit bázison

Láttuk, hogy ha a spin-pálya kölcsönhatást is perturbációként kezeljük, akkor TDSW
használata szükséges, időfüggetlen transzformáció esetén rossz eredményre jutunk. Ahhoz,
hogy demonstráljuk az általános modellben megmutatott állítást (6. rész), amely szerint a
g-TMR működik, a qubit bázisán kell dolgoznunk. Ez annyit jelent, hogy a perturbálatlan
Hamilton-operátorba beleértjük a spin-pálya kölcsönhatást is:

Hp0q
“ H0 ` HSO, (101)

míg az elektromos és mágneses tér perturbációként vannak kezelve:

HP “ HB ` HE. (102)

Azt is mondhatjuk, hogy a g-TMR módszer definíciójába beleértjük azt, hogy csak a mág-
neses és elektromos teret tekintjük perturbációnak. Ez kísérleti szempontból is logikus,
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hiszen adott a kísérletben a mágneses és elektromos tér nélküli eszköz, a külső elektro-
mos és mágneses tér általunk hangolható perturbációk. A spin-pálya kölcsönhatás viszont
adott, germánium lyukak esetében pedig jelentős, nem tekinthető perturbációnak.

Egy másik lehetőség, amit vizsgálni fogunk az az, hogy csak az elektromos teret te-
kintjük perturbációnak, erre azonban nem hivatkozunk g-TMR módszerként.

Az oszcillátor H0 Hamilton-operátora és a Rashba spin-pálya kölcsönhatás HSO együtt
nem diagonalizálhatóak egzaktul analitikusan, ezért konkrét paraméterekre numerikusan
diagonalizáljuk a perturbálatlan Hamilton-operátort. A perturbációt azonban analitiku-
san kezeljük, tehát az elektromos és mágneses terek (vagy csak az elektromos tér) pa-
raméterek lesznek. A perturbációt a diagonalizált qubit Hamilton-operátor Hp0q bázisán
írjuk fel, majd ezen végrehajtunk egy időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációt, amiből
Floquet-elmélettel számolunk Rabi-frekvenciát, így megkapjuk a helyes eredményeket. A
g-TMR érvényessége úgy vizsgálható, hogy az effektív Hamilton-operátort időfüggetlen
transzformációval is származtatjuk, az így kapott eredményeket pedig összehasonlítjuk.
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5. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott monokromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében. A kék görbe ábrázolja az időfüggetlen
transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (87), a narancssárga és magenta görbék mutatják
a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzfor-
mációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos és mágneses tér, vagy csak az elektromos
tér van perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a végtelen dimenziós Hamilton-operátor 30 legalacso-
nyabb állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását
jelenti, ott szintén ugyanez a 30 állapot volt használva. A paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 50 µeV,
Ẽac “ 40 µeV, és a mágneses tér z irányú.

Az 5. ábra mutatja az időfüggetlen transzformációval számolt monokromatikus Rabi-
frekvenciákat (fR “ ΩR{p2πq) a spin-pálya kölcsönhatás erősségének függvényében. Azt
láthatjuk, hogy a kék görbe (87), amely a spin-pálya kölcsönhatást is perturbációként
tekinti eltér az összes többitől, ahogy ezt vártuk is. A g-TMR módszer szerint számolt na-
rancssárga görbe gyakorlatilag megegyezik a numerikus számolás eredményével, hiszen az
alkalmazott mágneses és elektromos tér gyenge. A 6. ábra mutatja az időfüggő transzfor-
mációval kapott eredményeket, az egyedüli változás a kék görbében figyelhető meg, ebben
az esetben a helyes formula (86) lett alkalmazva. Így már gyenge spin-pálya kölcsönhatás
mellett mind a négy görbe közelítőleg ugyanazt az eredményt adja, csak nagyobb spin-
pálya kölcsönhatás esetén jelentős az eltérés a kék görbe és a többi között. Tehát sikeresen
visszakaptuk az általános eredményt, miszerint a g-TMR működik, feltéve, hogy a qubit
bázisán dolgozunk.
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6. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott monokromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében. A kék görbe ábrázolja az időfüggő transz-
formációval kapott teljesen analitikus eredményt (86), a narancssárga és magenta görbék mutatják a
numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő időfüggő Schrieffer-Wolff transzformáció-
val kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos és mágneses tér, vagy csak az elektromos tér
van perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a végtelen dimenziós Hamilton-operátor 30 legalacso-
nyabb állapota volt figyelembe véve. A numerikus számolás az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását
jelenti, ott szintén ugyanez a 30 állapot volt használva. A paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 50 µeV,
Ẽac “ 40 µeV, és a mágneses tér z irányú.

Hasonlítsük össze az 5. ábrán látható kék és narancssárga görbéket. Elsőre szokatlan
lehet, hogy a két görbe nulla spin-pálya kölcsönhatáshoz közeledve sem egyezik meg, a
kettő aránya nem egyhez, hanem kettőhöz tart. Ezt megmagyarázhatjuk azzal, hogy a
helyes (időfüggő) Schrieffer-Wolff transzformációban az időderiváltas és a nem időderivál-
tas tagok megkülönböztetése, vagyis az időderiváltat nem tartalmazó tagok kitüntetése
a g-TMR módszerben önkényes, vagyis nem kell meglepődnünk azon, hogy különböző
számolási módszerekkel különböző eredményeket kapunk a Rabi-frekvenciára. Felmerül
azonban itt egy másik probléma is. Ha az oszcilláló elektromos tér helyett egy sztatikus
teret alkalmazunk, akkor a kék és narancssárga görbéknek megfelelő időfüggetlen pertur-
bációszámítások különböző effektív Hamilton-operátorokat adnak, annak ellenére, hogy
ugyanaz a sztatikus elektromos tér mindkét esetben. A probléma feloldása egyrészt az,
hogy ebben a konkrét modellben egy sztatikus elektromos térnek nincsen hatása a dinami-
kára, hiszen az csak eltolja a harmonikus bezárópotenciál minimumát. Általános esetben
pedig a két Schrieffer-Wolff transzformáció eredménye azért különbözhet, mert a sztatikus
elektromos terek nem a perturbációszámítás adott rendjében (itt másod- vagy harmad-
rend) módosítják a kapott spektrumot, hanem csak magasabb rendben. Tehát különböző
effektív Hamilton-operátorokat kapunk, de a fizikai tartalmuk közötti különbség, vagyis a
kapott spektrumok közötti különbség vezető rendben nulla.

A 7. és 8. ábrák mutatják az időfüggetlen, illetve időfüggő Schrieffer-Wolff transz-
formációkkal kapott monokromatikus Rabi-frekvenciákat a mágneses tér függvényében.
Nagyobb mágneses tér esetén itt kijön a narancssárga és magenta görbék közötti különb-
ség, hiszen utóbbi egzaktul kezeli a mágneses teret, míg az előbbi perturbatívan.
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7. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott monokromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér függvényében. A kék görbe ábrázolja az időfüggetlen transzformációval
kapott teljesen analitikus eredményt (87), a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan
diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott
analitikus eredményeket, amikor az elektromos és mágneses tér, vagy csak az elektromos tér van per-
turbációként kezelve. A diagonalizálásnál a végtelen dimenziós Hamilton-operátor 30 legalacsonyabb
energiájú állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás az időfüggő Schrödinger-egyenlet megol-
dását jelenti, ott szintén ugyanez a 30 állapot volt használva. A paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 20
µeV, Ẽac “ 40 µeV, és a mágneses tér z irányú.
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8. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott monokromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér függvényében. A kék görbe ábrázolja az időfüggő transzformációval
kapott teljesen analitikus eredményt (86), a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan
diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott ana-
litikus eredményeket, amikor az elektromos és mágneses tér, vagy csak az elektromos tér van perturbáci-
óként kezelve. A diagonalizálásnál a végtelen dimenziós Hamilton-operátor 30 legalacsonyabb energiájú
állapota volt figyelembe véve. A numerikus számolás az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti,
ott szintén ugyanez a 30 állapot volt használva. A paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 20 µeV, Ẽac “ 40
µeV, és a mágneses tér z irányú.

7.2. Bikromatikus vezérlés egy elektródával

Bikromatikus, egy elektródával történő vezérlés esetén két oszcilláló elektromos teret kap-
csolunk ugyanabban az x irányban, az ezt leíró HE Hamilton-operátor:

HE “ expEac1 sinω1t ` Eac2 sinω2tq “ pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tqpa:

1 ` a1q, (103)
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ahol bevezettük a Ẽac1 “ eEac1

b

h̄
2mω0

és Ẽac2 “ eEac2

b

h̄
2mω0

energia dimenziójú mennyi-
ségeket. A vezérléshez tartozó rezonanciafeltétel:

ω1 ` ω2 “ ωsplit ` ωBS, (104)

ahol ωsplit a qubit felhasadása, ωBS pedig a gerjesztések Ẽac1 és Ẽac2 erősségeitől függő
Bloch-Siegert eltolódás.

Bikromatikus vezérlés nem lehetséges z-irányú homogén mágneses térrel, hiszen a qu-
bitet síkban mozgatva a Rashba spin-pálya kölcsönhatás által generált oszcilláló effektív
mágneses tér szintén z-irányú, ami nem tesz lehetővé spinfordítást. Emiatt síkbeli mág-
neses teret alkalmazunk, tehát θ “ π

2
esetet vesszük, a mágneses tér síkbeli irányát a ϕ

polárszög írja le.
A bikromatikus vezérlés analitikus leírásához ötödrendű időfüggő Schrieffer-Wolff transz-

formáció szükséges. Az effektív Hamilton-operátorból Floquet-elmélettel megkapható a
Rabi-frekvencia és a Bloch-Siegert eltolódás. A Schrieffer-Wolff transzformációból kapott
effektív Hamilton-operátor, illetve további részletek megtalálhatóak a függelék A.2. ré-
szében. A qubit felhasadási frekvenciája ötödrendig:

ωsplit “
B̃

h̄
´

2B̃α̃2

h̄3ω2
0

`
8B̃α̃4 ´ 2B̃3α̃2

h̄5ω4
0

. (105)

A Rabi-frekvencia:

ΩR “ ΩR,TDSW “
2B̃Ẽac1Ẽac2α̃

2 sin 2ϕ

h̄5ω4
0

. (106)

A Bloch-Siegert eltolódás pedig:

ωBS “
4B̃α̃2ω2

1 cos
2 ϕ

h̄3ω4
0pB̃2 ´ h̄2ω2

1q
Ẽ2

ac1
`

4B̃α̃2pB̃ ´ h̄ω1q
2 cos2 ϕ

h̄6ω4
0ω1p2B̃ ´ h̄ω1q

Ẽ2
ac2

. (107)

Ha időfüggő transzformáció helyett időfüggetlen transzformációt használunk, akkor a he-
lyes ΩR érték negyedét kapjuk meg:

ΩR,SW “
ΩR,TDSW

4
“

B̃Ẽac1Ẽac2α̃
2 sin 2ϕ

2h̄5ω4
0

. (108)

A monokromatikus esetben megvizsgáltuk, hogy hogyan lehet ezekre az eredményekre
jutni effektív Hamilton-operátor nélkül, a végtelen dimenziós Hamilton-operátorból szár-
mazó Floquet-mátrix segítségével. Ezt bikromatikus esetben nem tesszük meg, mivel ez
bonyolultabb lenne, célszerűbb az effektív Hamilton-operátoros leírást alkalmazni.

7.2.1. Számolások a qubit bázison

Ahhoz, hogy a g-TMR érvényességét vizsgálni tudjuk az oszcillátor bázisa helyett az osz-
cillátor és a spin-pálya kölcsönhatás bázisán kell dolgozni, a monokromatikus vezérléshez
hasonlóan (ld. (101,102) egyenletek). Ez ismét azt jelenti, hogy konkrét paraméterekre
numerikusan diagonalizáljuk a perturbálatlan Hamilton-operátort, a pertburbációnak pe-
dig mindig a mágneses és elektromos tereket tekintjük (vagy csak az elektromos tereket,
ekkor a mágneses tag is része a diagonalizálásnak). A perturbációt analitikusan, pertur-
batívan vesszük figyelembe, Floquet-elmélet segítségével.
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9. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében, egy elektródával történő vezérlés ese-
tén. A kék görbe ábrázolja az időfüggetlen transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (108),
a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán törté-
nő időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos
és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál
a végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás
az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A
paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 100 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró
szögek pedig θ “ π{2 és ϕ “ π{4. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a (104) rezonanciafeltételnek
megfelelően lett megválasztva.
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10. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében, egy elektródával történő vezérlés ese-
tén. A kék görbe ábrázolja az időfüggő transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (106), a
narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán tör-
ténő időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos
és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál
a végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás
az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A
paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 100 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró
szögek pedig θ “ π{2 és ϕ “ π{4. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a (104) rezonanciafeltételnek
megfelelően lett megválasztva.

A 9. ábra mutatja a bikromatikus, egy operátorral történő vezérlés Rabi-frekvenciáját
a spin-pálya kölcsönhatás függvényében. A numerikus eredményt leszámítva időfüggetlen
Schrieffer-Wolff transzformáció volt használva a számolásoknál. Látható, hogy itt is rossz
eredményt kapunk, ha a spin-pálya kölcsönhatást perturbációnak tekintjük (kék görbe).
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Ha viszont a perturbálatlan Hamilton-operátor része a spin-pálya kölcsönhatás, akkor idő-
független transzformációval is a jó eredményre jutunk (narancssárga és magenta görbék).
Ez azt jelenti, hogy a g-TMR működik, ezt általánosan is láttuk.

A 10. ábra mutatja ugyanezeket a Rabi-frekvenciákat, viszont időfüggetlen transzfor-
máció helyett időfüggő transzformációval történtek a számolások. Ez csak a kék görbét
befolyásolja, ebben az esetben a teljesen analitikus számolás is helyes, csupán nagy spin-
pálya kölcsönhatás mellett jelentős az eltérés a többi számolási módszerhez képest, hiszen
a többi módszer a spin-pálya kölcsönhatást egzaktul kezeli a teljesen analitikus számolás-
sal ellentétben.
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11. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér erősségének függvényében, egy elektródával történő vezérlés
esetén. A kék görbe ábrázolja az időfüggetlen transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt
(108), a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bá-
zisán történő időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az
elektromos és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagona-
lizálásnál a végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus
számolás az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot hasz-
náltuk. A paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 80 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret
leíró szögek pedig θ “ π{2 és ϕ “ π{4. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a (104) rezonanciafel-
tételnek megfelelően lett megválasztva.

A 11. és 12. ábrák mutatják a Rabi-frekvenciát a mágneses tér függvényében. Ismét
azt látjuk, hogy az időfüggetlen transzformációból származó analitikus eredmény (11.
ábra kék görbe) helytelen. Nagy mágneses tér esetén a narancssárga és magenta görbék
eltérnek egymástól, hiszen előbbi perturbatívan, utóbbi egzaktul kezeli a mágneses teret.
Érdekes viszont azt is megfigyelni, hogy a magenta és a piros görbék is eltérnek, pedig
mindkettő egzaktul kezeli a mágneses teret. Az eltérés oka az, hogy a magenta görbe
esetén az elektromos tér perturbatívan van figyelembe véve, a perturbáció erőssége pedig
a mágneses térrel nő, annak ellenére, hogy az elektromos tér erőssége konstans. Ez azért
van, mert a perturbáció nagyságát jellemző ϵ paraméter:

ϵ «
Ẽac1

h̄ω0 ´ B̃
«

Ẽac2

h̄ω0 ´ B̃
, (109)

a mágneses tér növelésével nő, tehát a perturbációszámítás pontatlanabb lesz.
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12. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér erősségének függvényében, egy elektródával történő vezérlés
esetén. A kék görbe ábrázolja az időfüggő transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (106),
a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán tör-
ténő időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos
és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál
a végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás
az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A
paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 80 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró
szögek pedig θ “ π{2 és ϕ “ π{4. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a (104) rezonanciafeltételnek
megfelelően lett megválasztva.

7.3. Bikromatikus vezérlés két elektródával

Két elektródával történő vezérlést modellezhetünk úgy, mint két különböző irányban be-
kapcsolt oszcilláló elektromos teret:

HE “exEac1 sinω1t ` eyEac2 sinω2t “

Ẽac1 sinω1tpa
:

1 ` a1q ` Ẽac2 sinω2tpa
:

2 ` a2q.
(110)

Az ötödrendű időfüggő transzformációból adódó Rabi-frekvencia:

ΩR “ ΩR,TDSW “
4Ẽac1Ẽac2α̃

2|h̄ω1 ´ B̃ sin2 ϕ|
h̄5ω4

0

, (111)

ahol először kapunk a gerjesztési frekvenciától függő Rabi-frekvenciát. A formulát úgy
kell érteni, hogy a frekvencia ω1-től függ, ω2 pedig a rezonanciafeltételt szerint van meg-
választva. Az időfüggetlen transzformációval a következő eredményre jutunk:

ΩR,SW “
B̃Ẽac1Ẽac2α̃

2 cos 2ϕ

2h̄5ω4
0

. (112)

Az időfüggő transzformációból adódó Bloch-Siegert eltolódás:

ωBS “
4B̃α̃2ω2

1 cos
2 ϕ

h̄3ω4
0pB̃2 ´ h̄2ω2

1q
Ẽ2

ac1
`

4B̃α̃2pB̃ ´ h̄ω1q
2 sin2 ϕ

h̄6ω4
0ω1p2B̃ ´ h̄ω1q

Ẽ2
ac2

. (113)
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13. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében, két elektródával történő vezérlés ese-
tén. A kék görbe ábrázolja az időfüggetlen transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (112),
a narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán törté-
nő időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos
és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a
végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás az
időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A pa-
raméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 100 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró szögek
pedig θ “ π{2 és ϕ “ 0. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a rezonanciafeltételnek megfelelően
lett megválasztva.

A 13. ábra mutatja a két elektródával történő vezérléshez tartozó Rabi-frekvenciát a
spin-pálya kölcsönhatás függvényében, az analitikus számolások során időfüggetlen transz-
formációt használva. A helyes frekvenciát a piros görbe mutatja, ami a numerikus szi-
muláció eredménye. A kék görbe a teljesen analitikus időfüggetlen perturbatív számolás
(112) eredményét mutatja meg, ami különbözik a numerikus eredménytől, hiszen az időde-
riváltas tagokat nem tartalmazza. Az újdonság itt az, hogyha a spin-pálya kölcsönhatást
a perturbálatlan Hamilton-operátor részeként tekintjük, akkor is rossz eredményt fogunk
kapni (narancssárga és magenta görbék), ezt beláttuk az általános modellben. Azt kaptuk
tehát, hogy a g-TMR (narancssárga görbe) rossz eredményre vezet.

Érdemes azt a kérdést feltenni, hogy a 13. ábrán a magenta görbe miért nem a
jó eredményt adja. Ha csak az elektromos tereket tekintjük perturbációnak, akkor azt
gondolnánk, hogy egy másodrendű Schrieffer-Wolff transzformációval leírhatjuk a bikro-
matikus vezérlést, másodrendű transzformáció esetén pedig az időfüggő és időfüggetlen
transzformációk megegyeznek. Kiderül azonban, hogy az időderiváltas tagok fontosak,
nem hagyhatjuk el azokat, így pedig egy harmadrendű időfüggő Schrieffer-Wolff transz-
formáció segítségével kaphatjuk meg a hiányzó időderiváltas járulékokat. Ez látható a 14.
ábrán, ahol a Rabi-frekvencia időfüggő transzformációval lett meghatározva. Az összes
számolási módszer a helyes eredményre vezet ekkor, egyedül a teljesen analitikus eredmény
(kék görbe) lesz pontatlan nagy spin-pálya kölcsönhatás esetén, hiszen azt perturbatívan
veszi figyelembe, az összes többi számolási módszer pedig egzaktul.
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14. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a spin-pálya kölcsönhatás függvényében, két elektródával történő vezérlés ese-
tén. A kék görbe ábrázolja az időfüggő transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (111), a
narancssárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán tör-
ténő időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos
és mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a
végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás az
időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A pa-
raméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, B̃ “ 100 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró szögek
pedig θ “ π{2 és ϕ “ 0. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a rezonanciafeltételnek megfelelően
lett megválasztva.
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15. ábra. Időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér függvényében, két elektródával történő vezérlés esetén. A kék
görbe ábrázolja az időfüggetlen transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (112), a narancs-
sárga és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő idő-
független Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos és
mágneses terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a
végtelen dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás
az időfüggő Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A
paraméterek: h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 80 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró szögek
pedig θ “ π{2 és ϕ “ 0. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a rezonanciafeltételnek megfelelően
lett megválasztva.

A 15. ábra mutatja az időfüggetlen transzformációból adódó Rabi-frekvenciát a mág-
neses tér függvényében. Itt is az a konklúzió vonható le, hogy a g-TMR rossz eredményt
ad (narancssárga görbe). Az is megfigyelhető, hogy a narancssárga és a magenta görbe
elválik egymástól nagy mágneses tér esetén, hiszen előbbi perturbatívan, utóbbi egzaktul
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veszi azt figyelembe. A 16. ábrán láthatóak az eredmények időfüggő transzformációkat
használva, ekkor a különbözően számolt eredmények mind megegyeznek, csak nagy mág-
neses tér esetén térnek el egymástól. Először is a piros-magenta és kék-narancssárga párok
térnek el, hiszen előbbiek egzaktul, utóbbiak perturbatívan kezelik a mágneses teret. Az
is látható viszont, hogy az egyes párok is szétválnak nagy mágneses tér esetén (legfőképp
a kék és narancssárga).
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16. ábra. Időfüggő Schrieffer-Wolff transzformációval kapott bikromatikus Rabi-
frekvenciák a mágneses tér függvényében, két elektródával történő vezérlés esetén. A kék
görbe ábrázolja az időfüggő transzformációval kapott teljesen analitikus eredményt (111), a narancssárga
és magenta görbék mutatják a numerikusan diagonalizált Hamilton-operátor bázisán történő időfüggő
Schrieffer-Wolff transzformációval kapott analitikus eredményeket, amikor az elektromos és mágneses
terek, vagy csak az elektromos terek vannak perturbációként kezelve. A diagonalizálásnál a végtelen
dimenziós Hamilton-operátor legalsó 20 állapota lett figyelembe véve. A numerikus számolás az időfüggő
Schrödinger-egyenlet megoldását jelenti, ott szintén ugyanezt a 20 állapotot használtuk. A paraméterek:
h̄ω0 “ 1000 µeV, α̃ “ 80 µeV, Ẽac1 “ 70 µeV, Ẽac2 “ 90 µeV, a mágneses teret leíró szögek pedig
θ “ π{2 és ϕ “ 0. A gerjesztés frekvenciája ω1 “ 0.7B̃{h̄, ω2 a rezonanciafeltételnek megfelelően lett
megválasztva.

A két elektródával történő vezérlés egyik újdonsága, hogy a g-TMR módszer rossz ered-
ményt ad, a másik újdonság pedig az, hogy a Rabi-frekvencia függ a gerjesztési frekvenciák
megválasztásától. Ennek oka a Berry-fázis [58], hiszen két elektródás vezérlés esetén az
elektron (lyuk) egy zárt görbén mozog. Ez azt jelenti, hogy nulla mágneses térben is lenne
spindinamika, ha két dimenzióban mozgatjuk a spint, ez a nem-abeli Berry-fázisnak [59]
köszönhető. Ebben a dolgozatban konkrétan a bikromatikus dinamikát, mint nem triviális
dinamikát vizsgáltuk, azonban általánosan is felmerül a kérdés, hogy tetszőleges vezérlés
leírható-e g-TMR módszerrel vagy sem. A válasz lehetséges, hogy a Berry-fázisban kere-
sendő, azonban ehhez további vizsgálatok lennének szükségesek.

8. Diszkusszió
A dolgozatban a g-TMR módszer érvényességével foglalkoztunk, hiszen eddig csupán
annyi volt ismert, hogy a g-TMR módszer alkalmazható a legegyszerűbb dinamika, a
monokromatikus vezérlés leírására [47]. Megmutattuk, hogy általános dinamika esetén
ez egyáltalán nem triviális kérdés, bikromatikus, egy elektródával történő vezérlés esetén
érvényes, viszont két elektródánál már nem. Egy konkrét modell keretén belül is vizsgál-
tuk ezt a kérdést, egy kétdimenziós parabolikus bezáró potenciállal csapdázott elektron
bikromatikus vezérlése során különböző módszerekkel kiszámoltuk a Rabi-frekvenciákat,
a kapott eredmények jól tükrözték az általános állításokat. A jelenleg elérhető spin-alapú
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kvantumprocesszorokban a több elektródával történő vezérlés lehetséges és releváns, ezért
fontos érteni, hogy hogyan írható le a dinamika ebben az esetben. Az eddig elvégzett
egyetlen kísérlet, amely során bikromatikus vezérlést használtak [51] azonban nem vizs-
gálható g-TMR módszerrel, hiszen nem egy spint, hanem két spint vezéreltek, emiatt a
dinamika nem írható le egy kétdimenziós effektív Hamilton-operátorral, hanem legalább
egy négydimenziós operátorra van szükség.

Az alapkérdés nem csak a spin-alapú kvantumszámításnál érdekes, hanem bármilyen
vezérelt kvantumrendszernél, ahol egy effektív leírást szeretnénk almalmazni. A dolgo-
zatban megmutattuk, hogy gyakran érvényes az a kényelmes eljárás, hogy a sztatikus
effektív Hamilton-operátorba illesztjük be az időfüggést, de ez nem magától értetődő, a
konkrét esetekben ezt meg kell vizsgálni. Akkor, amikor ez nem igaz, a teljes Hamilton-
operátorban figyelembe kell venni a vezérlést, és annak segítségével kell egy effektív leírást
készíteni.

9. Köszönetnyilvánítás
Köszönettel tartozom témavezetőimnek, Széchenyi Gábornak és Pályi Andrásnak a
munkában nyújtott sok segítségükért, útmutatásukért, hasznos ötleteikért.

A kutatás a Kulturális és Innovációs Minisztérium EKÖP-24 kódszámú Egyetemi Ki-
válósági Ösztöndíj Programjának a Nemzeti és Innovációs Alapból finanszírozott szakmai
támogatásával készült. A kutatás a Kulturális és Innovációs Minisztérium Nemzeti Kuta-
tási Fejlesztési és Innovációs Alapból nyújtott támogatásával, a 2022-2.1.1-NL-2022-00004
számú projekt finanszírozásában valósult meg

10. Függelék

A. Effektív Hamilton-operátorok
A 7. részben bemutattuk az analitikus perturbatív eredményeket a Rashba-modellben
történő monokromatikus és bikromatikus vezérlésekről. Itt közöljük a TDSW-vel kapott
effektív Hamilton-operátorokat, amelyek segítségével megkonstruálható a Floquet-mátrix,
amellyel a Rabi-frekvenciák, illetve a Bloch-Siegert frekvenciák kiszámolhatóak.

A.1. Monokromatikus vezérlés

Monokromatikus vezérlés esetén elégséges egy harmadrendű TDSW alkalmazása, hiszen
egy mágneses térre, egy elektromos térre, illetve egy spin-pálya tagra van szükség a vezető
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rendű dinamikához. Az így kapott H̃ effektív Hamilton-operátor:

H̃ “ H̃p0q
` H̃p1q

` H̃p2q
` H̃p3q, (114)

ahol a nulladrendű H̃p0q “ h̄ω0σ0 tag az egységoperátorral arányos, vagyis elhagyható. Az
elsőrendű korrekció:

H̃p1q
“

B̃

2
σz. (115)

A másodrendű korrekció:

H̃p2q
“ ´

Ẽ2
ac ` 4α̃2 ´ Ẽ2

ac cos p2ωtq

2h̄ω0

σ0, (116)

ami szintén egy konstans eltolás, tehát figyelmen kívül hagyható. A harmadrendű kor-
rekció:

H̃p3q
“ hp3q

x σx ` hp3q
y σy ` hp3q

z σz, (117)

ahol a három együttható:

hp3q
x “

B̃α̃2 cos θ sin θ cosϕ

h̄2ω2
0

`
Ẽacα̃ω sin2

`

θ
2

˘

sin 2ϕ

h̄ω2
0

cosωt`

`
B̃Ẽacα̃pcos2 ϕ ` cos θ sin2 ϕq

h̄2ω2
0

sinωt, (118a)

hp3q
y “

B̃α̃2 sin 2θ sinϕ

2h̄2ω2
0

´
Ẽacα̃ωpcos2 ϕ ` cos θ sin2 ϕq

h̄ω2
0

cosωt`

`
B̃Ẽacα̃p1 ´ cos θq sin 2ϕ

2h̄2ω2
0

sinωt, (118b)

hp3q
z “ ´

B̃α̃2p3 ` cos 2θq

2h̄2ω2
0

´
Ẽacα̃ω sin θ sinϕ

h̄ω2
0

cosωt. (118c)

A harmadrendű effektív Hamilton-operátorból megkonstruálható a Floquet-mátrix, a
monokromatikus Rabi-frekvencia pedig leolvasható a Floquet-mátrix |0Òy és |1Óy állapotai
közötti mátrixeleméből.

A.2. Bikromatikus vezérlés egy elektródával

Bikromatikus vezérlés esetén ötödrendű TDSW használata szükséges, az ötödrendű effek-
tív Hamilton-operátor:

H̃ “ H̃p0q
` H̃p1q

` H̃p2q
` H̃p3q

` H̃p4q
` H̃p5q. (119)

A páros rendű tagok, vagyis H̃p0q, H̃p2q és H̃p4q mind a σ0 egységoperátorral arányosak,
vagyis elhagyhatjuk őket, így itt ki sem írjuk a kapott formulákat. Az elsőrendű korrekció:

H̃p1q
“

B̃

2
σz. (120)

A harmadrendű korrekció:

H̃p3q
“ hp3q

x σx ` hp3q
y σy ` hp3q

z σz, (121)
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ahol a három együttható:

hp3q
x “

α̃ cosϕ sinϕ

h̄ω2
0

pẼac1ω1 cosω1t ` Ẽac2ω2 cosω2tq `
B̃α̃ cos2 ϕ

h̄2ω2
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq,

(122a)

hp3q
y “ ´

α̃ cos2 ϕ

h̄ω2
0

pẼac1ω1 cosω1t ` Ẽac2ω2 cosω2tq `
B̃α̃ cosϕ sinϕ

h̄2ω2
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq,

(122b)

hp3q
z “ ´

B̃α̃2

h̄2ω2
0

´
α̃ sinϕ

h̄ω2
0

pẼac1ω1 cosω1t ` Ẽac2ω2 cosω2tq. (122c)

Az ötödrendű korrekció:
H̃p5q

“ hp5q
x σx ` hp5q

y σy ` hp5q
z σz, (123)

ahol az együtthatók:

hp5q
x “

Ẽac1α̃ω1ph̄2ω2
1 ´ 3α̃2q sin 2ϕ

2h̄3ω4
0

cosω1t `
Ẽac2α̃ω2ph̄2ω2

2 ´ 3α̃2q sin 2ϕ

2h̄3ω4
0

cosω2t`

`
B̃α̃pB̃2 ´ 3α̃2q cos2 ϕ

h̄4ω4
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq`

´
B̃α̃2 cosϕ sin2 ϕ

h̄4ω4
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq
2, (124a)

hp5q
y “

Ẽac1α̃ω1p3α̃2 ´ h̄2ω2
1q cos2 ϕ

h̄3ω4
0

cosω1t `
Ẽac2α̃ω2p3α̃2 ´ h̄2ω2

2q cos2 ϕ

h̄3ω4
0

cosω2t`

`
B̃α̃pB̃2 ´ 3α̃2q cosϕ sinϕ

h̄4ω4
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq`

`
B̃α̃2 cos2 ϕ sinϕ

h̄4ω4
0

pẼac1 sinω1t ` Ẽac2 sinω2tq
2, (124b)

hp5q
z “ ´

B̃α̃2p4B̃2 ` Ẽ2
ac1

` Ẽ2
ac2

´ 16α̃2q

4h̄4ω4
0

´
B̃pẼ2

ac1
` Ẽ2

ac2
qα̃2 cos 2ϕ

4h̄4ω4
0

`

`
B̃Ẽ2

ac1
α̃2 cos2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω1tq `
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 cos2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω2tq`

`
Ẽac1α̃ω1p3α̃2 ´ h̄2ω2

1q sinϕ

h̄3ω4
0

cosω1t `
Ẽac2α̃ω2p3α̃

2 ´ h̄2ω2
2q sinϕ

h̄3ω4
0

cosω2t`

´
2B̃Ẽac1Ẽac2α̃

2 cos2 ϕ

h̄4ω4
0

sinω1t sinω2t. (124c)

A monokromatikus esethez hasonlóan itt is az effektív Hamilton-operátor segítségével
felépítjük a Floquet-mátrixot. Ebben az esetben viszont a Floquet-mátrixon egy másod-
rendű időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformációt is végre kell hajtani. Ennek az az
oka, hogy az ötödrendű Rabi-frekvenciához és Bloch-Siegert eltolódáshoz kétféleképpen
kaphatunk járulékot. Az egyik lehetőség, hogy a Floquet-mátrixban direkt mátrixelemet
kapunk a |00Òy és |11Óy állapotok között, ehhez vezetnek az ötödrendű korrekciókban
megjelenő sinω1t sinω2t-vel arányos tagok. Ezek a járulékok így triviálisan, a Floquet-
mátrixból elsőrendű Schrieffer-Wolff transzformációval kaphatóak meg.
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A másik lehetőség az, hogy a harmadrendű effektív Hamilton-operátor kapcsolja össze
közvetetten, a Floquet-mátrixban másodrendben a |00Òy és |11Óy állapotokat, emiatt szük-
séges a másodrendű időfüggetlen Schrieffer-Wolff transzformáció végrehajtása a Floquet-
mátrixon. A Rabi-frekvencia és a Bloch-Siegert eltolódás akkor kapható meg, ha ezeket
a különböző járulékokat összeadjuk, és csak az ötödrendű tagokat tartjuk meg (megjelen-
nek hetedrendű és kilencedrendű tagok is a Floquet-mátrix másodrendű transzformációja
során, azokat elhanyagoljuk).

A.3. Bikromatikus vezérlés két elektródával

A két elektródával történő vezérlés számolási lépései megegyeznek az egy elektródával
történő vezérlésnél használt eljárással, csak az eredmények lesznek különbözőek. Az ötöd-
rendű effektív Hamilton-operátor:

H̃ “ H̃p0q
` H̃p1q

` H̃p2q
` H̃p3q

` H̃p4q
` H̃p5q, (125)

ahol H̃p0q, H̃p2q és H̃p4q a σ0 egységoperátorral arányosak. Az elsőrendű korrekció:

H̃p1q
“

B̃

2
σz. (126)

A harmadrendű korrekció:

H̃p3q
“ hp3q

x σx ` hp3q
y σy ` hp3q

z σz, (127)

az együtthatók pedig:

hp3q
x “

Ẽac2α̃ω2 sin
2 ϕ

h̄ω2
0

cosω2t `
Ẽac1α̃ω1 sin 2ϕ

2h̄ω2
0

cosω1t `
B̃Ẽac1α̃ cos2 ϕ

h̄2ω2
0

sinω1t`

`
B̃Ẽac2α̃ sin 2ϕ

2h̄2ω2
0

sinω2t, (128a)

hp3q
y “ ´

Ẽac1α̃ω1 cos
2 ϕ

h̄ω2
0

cosω1t ´
Ẽac2α̃ω2 sin 2ϕ

2h̄ω2
0

cosω2t `
B̃Ẽac1α̃ sin 2ϕ

2h̄2ω2
0

sinω1t`

`
B̃Ẽac2α̃ sin2 ϕ

h̄2ω2
0

sinω2t, (128b)

hp3q
z “ ´

B̃α̃2

h̄2ω2
0

`
Ẽac2α̃ω2 cosϕ

h̄ω2
0

cosω2t ´
Ẽac1α̃ω1 sinϕ

h̄ω2
0

cosω1t. (128c)

Az ötödrendű korrekció:
H̃p5q

“ hp5q
x σx ` hp5q

y σy ` hp5q
z σz, (129)

és az együtthatók:

hp5q
x “ ´

B̃Ẽ2
ac1

α̃2 cosϕ sin2 ϕ

2h̄4ω4
0

`
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 cosϕ sin2 ϕ

2h̄4ω4
0

`
B̃Ẽ2

ac1
α̃2 cosϕ sin2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω1tq`

´
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 cosϕ sin2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω2tq `
Ẽac2α̃ω2ph̄2ω2

2 ´ 3α̃2q sin2 ϕ

h̄3ω4
0

cosω2t`

`
Ẽac1α̃ω1ph̄

2ω2
1 ´ 3α̃2q sinϕ cosϕ

h̄3ω4
0

cosω1t `
B̃Ẽac1α̃pB̃2 ´ 3α̃2q cos2 ϕ

h̄4ω4
0

sinω1t`
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`
3Ẽac1Ẽac2α̃

2ω2 cosϕ

h̄3ω4
0

sinω1t cosω2t ´
3Ẽac1Ẽac2α̃

2ω1 cosϕ

h̄3ω4
0

sinω2t cosω1t`

`
B̃Ẽac2α̃pB̃2 ´ 3α̃2q cosϕ sinϕ

h̄4ω4
0

sinω2t `
B̃α̃2Ẽac1Ẽac2

2h̄4ω4
0

psin 3ϕ ´ sinϕq sinω1t sinω2t,

(130a)

hp5q
y “

Ẽac1α̃ω1p3α̃
2 ´ h̄2ω2

1q cos2 ϕ

h̄3ω4
0

cosω1t `
B̃Ẽ2

ac1
α̃2 cos2 ϕ sinϕ

2h̄4ω4
0

´
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 cos2 ϕ sinϕ

2h̄4ω4
0

`

´
B̃Ẽ2

ac1
α̃2 cos2 ϕ sinϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω1tq `
Ẽac2α̃ω2p3α̃2 ´ h̄2ω2

2q cosϕ sinϕ

h̄3ω4
0

cosω2t`

`
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 cos2 ϕ sinϕ

2h̄4ω4
0

cos p2ω2tq `
B̃Ẽac1α̃pB̃2 ´ 3α̃2q sinϕ cosϕ

h̄4ω4
0

sinω1t`

`
3Ẽac1Ẽac2α̃

2ω2 sinϕ

h̄3ω4
0

sinω1t cosω2t ´
3Ẽac1Ẽac2α̃

2ω1 sinϕ

h̄3ω4
0

sinω2t cosω1t`

`
B̃Ẽac2α̃pB̃2 ´ 3α̃2q sin2 ϕ

h̄4ω4
0

sinω2t ´
B̃Ẽac1Ẽac2α̃

2pcosϕ ` cos 3ϕq

2h̄4ω4
0

sinω1t sinω2t,

(130b)

hp5q
z “ ´

B̃α̃2p4B̃2 ` Ẽ2
ac1

` Ẽ2
ac2

´ 16α̃2 ` Ẽ2
ac1

cos 2ϕ ´ Ẽ2
ac2

cos 2ϕq

4h̄4ω4
0

`

`
Ẽac2α̃ω2ph̄

2ω2
2 ´ 3α̃2q cosϕ

h̄3ω4
0

cosω2t `
Ẽac1α̃ω1p3α̃2 ´ h̄2ω2

1q sinϕ

h̄3ω4
0

cosω1t`

`
B̃Ẽ2

ac2
α̃2 sin2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos 2ω2t ´
B̃Ẽac1Ẽac2α̃

2 sin 2ϕ

h̄4ω4
0

sinω1t sinω2t`

`
B̃Ẽ2

ac1
α̃2 cos2 ϕ

2h̄4ω4
0

cos 2ω1t. (130c)
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