Nemlinearis kvantumprotokollok vizsgalata

Tudomaéanyos Diakkori Konferencia Dolgozat

Kiny6 Andras

Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem
Fizika BSc III. évfolyam

ELTE  HUN| GRener

UNIVERSITY

Témavezetsk:

Dr. Kalman Orsolya
tudoményos fémunkatars
HUN-REN Wigner Fizikai Kutatokozpont

kalman.orsolya@wigner.hu

Portik Attila
PhD hallgato
ELTE Fizika Doktori Iskola
tudomanyos segédmunkatars
HUN-REN Wigner Fizikai Kutatokozpont

portik.attila@wigner.hu

Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kar
Budapest
2024


mailto:kalman.orsolya@wigner.hu
mailto:portik.attila@wigner.hu

Tartalomjegyzék

Kivonat

1.

2.

8.

9.

Bevezetés

A kvantumbit paraméterezései

2.1. A Riemann-féle paraméterezés . . . . . . . ..o
2.2. Strtiségmatrix, u, v, w-reprezentacid . . . . . . . ..o
2.3. Qubitallapotok tisztasaga . . . . . . . .. L
2.4. A Bloch-gémb, sztereografikus leképezés . . . . . . . . ...

A vizsgalt protokoll bemutatasa

3.1. Tiszta allapotok . . . . . . . . L
3.2. Kevert allapotok . . . . . .
33. ApeReset . . . . . e
3.4. A kétféle dinamika megfeleltetése . . . . . ...

A komplex (tiszta) dinamika vizsgalata

4.1. A dinamikai rendszerekrdl altaldban . . . . . . ..o o000
4.1.1. Komplex, diszkrét idejd dinamika . . . . . . . . . . ...
4.1.2. Diszkrét idejd dinamika R3-ban . . . . . . . . .. ...

4.2. Fixpontok szdma . . . . . . ...

4.3. A Julia-halmaz . . . . . . . . e

4.4. A Julia-halmaz pontjainak meghatarozasa direkt modszerrel . . . . . . . . .. ... .. ..

4.5. A Julia-halmaz pontjainak meghatarozasa visszaiteralassal . . . . . . . .. .. .. ... ..

. A kevert dinamika, az invarians sik vizsgalata

5.1. A dinamika vizsgélata az invarians sikon, két vonzo tiszta fixpont esetén . . . . . . . . ..
5.2. A dinamika vizsgélata az invarians sikon, egy vonzo6 tiszta fixpont esetén . . . . . . . . ..
5.3. A dinamika tulajdonsagai p > p3 paraméterek mellett . . . . . . . . .. ... ... ... ..

Vonzastartomanyok vizsgilata az invarians sikon

6.1. Vonzéastartomanyok kett§ vonzo fixpont esetén . . . . . . . . ..o
6.2. Taszito fixpontok vonzastartomanyéanak vizsgalata . . . . . . . . .. . ... ...
6.3. Vonzéastartomanyok kett§ vagy harom taszité fixpont esetén . . . . . . .. .. ... ..
6.4. Az invarians sik vizsgalata: Osszefoglalas . . . . . . . . . ... Lo

A dinamika vizsgalata a teljes Bloch-gémbben
Osszefoglalas és kitekintés

Ko6szonetnyilvanitas

A. Fiiggelék: a kétféle dinamika megfeleltetése - bizonyitas

Hivatkozasok

18
18
19
22

24
24
24
26
28

29

31

31

32

34



Nemlinedris kvantumprotokollok vizsgdlata

Kivonat

A kapualapu kvantumszamitogépek kvézispinéallapotokkal, tigynevezett qubitekkel operalnak. Az egyes al-
goritmusok futtatasahoz a qubitek pontos allapotdnak ismerete elengedhetetlen, azonban a legtobb fizikai
kvantumprocesszor esetében a qubit-preparacié nagymértékben hibéaval terhelt.

A kvantuminformatikdban a qubitek id6fejlédése unitér operatorokkal irhato le, igy alapesetben linearis.
Megmutathato, hogy ha két azonos qubitre hattatunk egy "Controlled NOT" kaput (ez a kvantumalla-
potok kozott osszefonodast hoz létre), majd az egyik allapotot megmeérjiik, és a mérési eredmény fiigg-
vényében a masik qubitet megtartjuk, utobbi idéfejlédése Gsszességében nemlinearis lesz. Ha a qubiteket
un. Riemann-paraméterezéssel reprezentaljuk (egyetlen komplex szammal), ez az id6fejlédés egy komplex
raciondlis tortfiiggvénnyel irhato le. A fent leirt miiveletet iteralva, a megjelené komplex dimanika érdekes
tulajdonsdgokat mutat, példaul bizonyos tartomanyokon kaotikus viselkedést, illetve vonzd vagy taszitod
fixpontokat.

Kutatasomban az ilyen tipusu protokollok egy osztalyat vizsgéltam, melyben az 6sszefonas, mérés és poszt-
szelekcid utan egy valos paramétertsl fliggs operator hat a megtartott qubitre. A bemeneti allapotokat
stirtiségoperatorokkal abrazoltam - igy igen altalanosan modellezve a preparacios zajt. A stirtiségoperato-
rokat harom valds szammal feleltethetjiik meg, igy itt egy komplex fiiggvény helyett egy R3-beli leképezés
generalja a dinamikat.

F6 motivaciom az volt, hogy egy olyan paraméterhalmazt taldljak, mely mellett a dinamikdnak egyetlen
vonzo, tiszta allapotnak megfelel§ fixpontja van, igy az ezen paraméterekhez tartozo protokollok lehet&sé-
get adnak a kevert allapotok "desztillaciojara", vagyis a preparécios zaj szlirésére.

A fent leirt dinamikat numerikus és analitikus eszkozokkel vizsgaltam, koztiik olyan megkozelitésekkel,
melyeket eddig még nem hasznaltak a szakirodalomban. A Bloch-gomb egészére vonatkozo leképzés Gsszes
fixpontjat meghataroztam. A fixpontok kiilonb6z6 osztalyokba sorolhatoak aszerint, hogy a kornyezetiik-
ben levé pontok hogyan viselkednek. Ez alapjan a paramétertartoményban meg tudtam kiilonboztetni
olyan részeket, amelyekre vonatkozoan a leképezésnek kettd vagy egy vonzé fixpontja, illetve egy von-
76, két hosszu ciklusa van. A fixpontok vonzastartomanyét numerikusan meghatéroztam, és talaltam a
paramétertartomanyon olyan intervallumot, melyre nézve a leképezésnek egyetlen vonzé fixpontja van,
vonzéastartoméanya pedig a teljes Bloch-gomb. Ezt azt jelenti, hogy ilyen paraméter mellett a protokoll
potencialisan alkalmas lehet arra, hogy tetszdéleg mértéki kezdeti zaj esetén is kitisztitsa a bemeneti qubit
allapotat.

Konstrualtam egy modszert annak vizsgalatara, hogy a tiszta allapotok koézott minden iranybol taszito
fixpontoknak lehet-e vonzo sajatirdanya a kevert allapotokra vonatkozoan. Ez a modszer hasznos eszkozt
jelent a kiilonbo6z6 dinamikék vizsgalata soran arra vonatkozoéan, hogy a kaotikus allapotok kevert el6képeit

meghatarozhassuk.
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1. Bevezetés

A kvantuminformatika napjainkban fontos kutatési teriilet, mely amellett, hogy a kvantummechanika
alapvetd sajatossagainak (példaul szuperpozicio, 6sszefonddas, mérés) mélyebb megértéséhez vezethet, a
jovében technikai alkalmazésokra is lehetGséget adhat.

A teriilet egyik nagy aga az un. kapualapi kvantumszamitogépekkel foglalkozik. Ezek olyan eszkozok,
melyek kvantumbitekkel (qubitekkel) operalnak. A kiilonb6z6 kvantumos algoritmusok megfelel mikodé-
sének sok alapvetd feltétele van, ilyen példaul a qubitek megfelel preparacioja, a kiilonbo6z6 zajforrasok
csokkentése, a kvantumbitek kozotti megfelels Osszekottetés, sth. A felsorolt feltételek egy fizikai kvantum-
processzor esetében tipikusan nem tokéletesek; igy a kvantumalgoritmusok eredménye zajjal terhelt [1].
Ennek vizsgalatara alkalmasak az in. benchmark algoritmusok, melyekkel beazonosithatéak a hibaforra-
sok, és altalaban szamszertsithet§ a kvantumprocesszorok teljesitéképessége.

Mara sokféle benchmark protokoll létezik, egyesek célja a kvantumszamitogépek miikodésének minél altala-
nosabb jellemzése (valamilyen modon atlagolva a kiilonb6z6 hibaforrasok jarulékait) [2; 3; 4]; mig masok a
processzorokat alkoté komponensek (qubitek preparalasa, a chip topologidja, a kvantumkapuk pontossaga
[5]) valamelyikét vizsgaljak részletesebben. A benchmarkolas tagabb értelemben vett célja, hogy vissza-
jelzést adjon arra vonatkozoéan, hogy az adott hardver milyen tovabbi fejlesztésre, tokéletesitésre szorul.
Ugyanakkor a fizikai rendszer tovabbfejlesztésén tul, érdemes lehet olyan algoritmikus megoldasokat is
kidolgozni, amelyek a hibak hatéasat képesek lehetnek kikiiszobolni [6].

Kutatasomban kvantumprotokollok egy olyan osztélyaval foglalkoztam, mely megfeleléen hangolva alkal-
massa tehetd a qubitpreparacios hibak csokkentésére.

A preparacios zajt modellezhetjiik tigy, hogy tiszta kvantumallapotok helyett kevert allapotokat vesziink
a bemeneti regiszteren. Célunk egy olyan protokoll kifejlesztése, mely széles tartomanyon képes a pre-
paracios zaj eliminalaséara. Erre lehetfséget ad, ha egy megfelel§ miiveletet iteralva a regiszteren lévg
allapotok tisztasigét fokozatosan noveljiik. Masrészt az eljarasunk arra is alkalmas lehet, hogy tesztelje a
kvantumszamitogép alapvets miiveleteinek pontosségét, hiszen az alkalmazott unitér mtveletek, valamint
aramkorkozi mérések tokéletességétsl nagyban fiigg az eredmény.

Az altalam vizsgalt algoritmus méréshez kotott posztszelekeid segitségével nemlinearis idéfejlgdést generéal
a bemeneti allapotokon (igy a hagyomanyos linearis dinamikatol egészen eltérd viselkedést eredményez)
[7; 8; 9; 10; 11]. Ezt a dinamikat igyekeztem minél jobban feltérképezni, numerikus és analitikus modszerek
segitségével. A fent emlitett miivelet tartalmaz egy unitér forgatast, melyet egy valos szammal paraméte-
rezhetiink, ezt valtoztatva hangolhatjuk a protokollt.

Dolgozatom & motivacidja egy olyan paraméter - vagy paraméterhalmaz - megtalalasa, melyhez tartozo
dinamika a bemenetre érkezé kevert kvantumaéllapotok (stirtiségoperatorok) minél nagyobb részét - ele-
gendd iteracid utén - tiszta allapotokba transzformaélja. Egy ilyen, jol finomhangolt protokoll izgalmas

alkalmazasokkal rendelkezhet a kvantumallapot-preparéacié és a kvantumos benchmarkok tertiletén.
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2. A kvantumbit paraméterezései
2.1. A Riemann-féle paraméterezés

A kapualapi kvantumszamitogépek tgynevezett qubitekkel operalnak. Ezek olyan fizikai rendszerek, me-
lyeknek van két, egymastol és a tobbitdl jol elkiilonithets allapota. Egy kvantumbit konkrét fizikai realizaci-
6ja lehet példaul egy foton, kétféle polarizacioval, egy csapdazott ion, két jol beazonosithaté energiaszinttel,
szupravezet$ transzmon, stb.

Ezeket az allapotokat szokas {]0),|1)}-el jelolni, melyek - mivel valamely fizikai mennyiség Hermitikus
operatordnak sajatvektorai - ortonormaltak: (i|7) = ;. A |0, |1) llapotok a H(? kétdimenziés komplex
Hilbert-téren bazist alkotnak (un. szamitasi bazis), igy a kétallapott rendszer minden allapota elGall a
kovetkezd linearkombinacioként:

) =al0)+ 81, apfeC (2.1)

A Hilbert-teret faktorizaljuk, agy, hogy két allapotot ekvivalensnek tekintiink, ha egyik a masiknak szam-
szorosa: |11) = A|iha). Ez azért hasznos, mert az "azonos iranyu", vagyis azonos Hilbert-térbeli sugarban
1évé vektorok egyazon fizikai allapotnak felelnek meg. A valoszintiségi értelmezés miatt az allapotvektorokat
egységnyire norméljuk, vagyis a fenti jeldléssel:

la? + 18] = 1. (2.2)

Mindezek alapjan (2.1) atirhat6 az alabbi modon:

wr=a- (100510 = o1l 42 ). 23

Vagyis a [¢) allapotot egyértelmtien megfeleltethetjiik egy z = g € C*™ komplex szamnak (C* a komp-
lex szamtest lezartja, az tgynevezett Riemann-gomb, mely a komplex szamok mellett tartalmazza a oo
szimbolumot, az algebrai alapmitveletek kiterjesztésével a végtelenre nézve). Ezt nevezziik Riemann-féle
paraméterezésnek.

2.2. Sdrtiségmatrix, u, v, w-reprezentacid

Vannak olyan esetek, amikor nem ismerjiik bizonyosan egy qubit allapotat, csak azt tudjuk megmondani,
hogy bizonyos allapotokban milyen valoszintiséggel taldlhato. Ilyenkor a |1¢;) allapotokbdl és a hozzéajuk
tartozo py valoszintiségekbdl elkészithetjiik az un. stirtiségoperatort, mely minden informéaciot tartalmaz a
qubitrél:

p=>prlvw) (Wl (2.4)

Mivel a py valoszintiségek Osszege 1, ezért Tr p = 1 (minden bazisban), valamint p 6nadjungélt.
Belathato, hogy kétallapottu rendszer esetén barmilyen stirtiségoperéator felirhatd az identitas és a harom
Pauli-méatrix linedrkombinéci¢jaként:

1
p=;1+a-6), (2.5)
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ahol a = (u,v,w)" € R® és 6 = (6,,6,,0,)". Komponensenként kifrva a métrixelemeket:

.1 10+0u+0 —iv+w 0 T+ w u—iv (2.6)

P=5\lo 1| 7w 0] " liv o0 0 —w|) 2 |utiv 1—w| '
Ily moédon egy tetszdleges stirtiségmétrixot megfeleltethetiink egy R3-beli vektornak, ezt nevezik u, v, w-
paraméterezésnek. Fontos, hogy mivel a stirtiségoperator pozitiv szemidefinit, ezért ||a|| < 1, azaz u? +

v? + w? < 1. Tehat a fizikailag értelmes allapotok az origd koriili egységgdmbben (és annak felszinén)
reprezentalhatoak.

2.3. Qubitallapotok tisztasaga

Gyakran hasznalt fogalom a qubitallapotok tisztasidga, melyet a kovetkezSképpen definidlhatunk:

e R
N 2

P = Tr p?, (2.7)

vagyis minél kozelebb van egy pont az origbhoz, annél kisebb a tisztasidga, és forditva. A tiszta allapotok
(azaz olyan allapotok, melyek p = |¢) (1] alakiuak) esetén P = 1; a teljesen kevert allapotra pedig P = 1/2.

2.4. A Bloch-gomb, sztereografikus leképezés

A siirtiségmatrixok 2.2. bekezdésben bevezetett paraméterezéséhez sokszor hasznos geometriai képet is
rendelni. Erre alkalmas a Bloch-gomb, mely egy egységgdémb a hdromdimenzios térben:

S?={aelR’: |al <1} (2.8)

A tiszta qubitallapotok a Bloch-gémb felszinén helyezkednek el, érdemes 6ket polarkoordinatdkkal meg-
adni:

1) = cos(0/2) |0) + €' sin(6/2) [1). (2.9)

Ennek segitségével egyszeriien beazonosithatjuk a Bloch-gémb legfontosabb pontjait: z iranyd polusai fe-
lelnek meg a bézisallapotoknak, = és y iranyban pedig rendre a &, és ¢, Pauli-méatrixok sajatallapotok
talalhatoak (1d. 1. abra).

Ko6nnyt ellendrizni, hogy a tiszta allapotokbol képzett |1) (¢| diadok az u, v, w paraméterezéssel ugyanoda
kertilnek, mint a (2.9) egyenletben definialt polarkoordinatak szerint, vagyis a kevert allapotok természetes
modon beagyazhatoak a Bloch-gombbe.

Emellett a Riemann-féle paraméterezésnek is igen szemléletes geometriai jelentése van. A Bloch-gémbbeli
polarkoordinatakkal (2.3) atirhaté az alabbi modon:

1) = cos(6/2) (|0) + tan(/2)e" [1)) , (2.10)
ebbdl az allapotot reprezentald z € C is felirhato6 polarkoordinatakkal:

z = tan(f/2) cos ¢ +itan(6/2)sin ¢ = a + ib. (2.11)
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0)
T2 W) 10)+id1)
o /|
W4
0) = 1) L L 10) +1]1)
V2 T V2
0) —i[1)
V2
1)

1. abra. A Bloch-gémb abrézolésa, és a Pauli-méatrixok sajatallapotai. |forras|

Ezt a Bloch-gombre egy un. sztereografikus leképezéssel vihetjiik at:

2, 12
:22—(17 U:2—67 w:Lb_l. (2.12)
a?+b*+1 a?+ 0% +1 a?+b%+1
Ennek geometriai jelentése a kovetkezd: a Bloch-gomb v = 1,v = w = 0 pontjdban vegyilink egy érintd
sikot. Az érintési ponttal atellenes (azaz az u = —1,v = w = 0) pontbdl elinditva egy félegyenest, ez
kimetsz egy pontot a gobmbbdl és a sikbol (1d. 2. dbra). Ezt a két pontot feleltetjiik meg egymasnak, melyet
éppen a (2.12) egyenletek irnak le.

0)
CDO

2. abra. A sztereografikus leképezés szemléltetése. |forras|

3. A vizsgalt protokoll bemutatasa

Az éltalam vizsgalt kvantumprotokoll egy 1épése egy kétbites kvantuméramkorén alapul. Vegyiink két,
azonos allapotban 1év6 qubitet. Ezekre hattassuk a 3. dbran lathato aramkort. Ez a kovetkezd miiveleteket
tartalmazza: elgszor egy CNOT kapuval 0sszefonddéast hozunk létre a két qubit kozott. Ezutan a masodik
qubitet megmeérjiik. Ha a mérési eredmény 0, az els6 qubitre hattajuk az ﬁp operatort, mely a kévetkezd

alaku: X
U——(l p), peC. (3.1)

P pp\-p 1

7


https://www.researchgate.net/figure/The-Bloch-sphere-representation-of-a-qubit-state-The-north-pole-is-the-ground-state-0_fig1_335845744
https://www.researchgate.net/figure/Stereographic-projection-from-the-sphere-to-the-inversive-plane_fig4_220533495
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q : %) Up— |th1) _ |%0) —
a1+ o) ——FAF 20 o) —

3. dbra. A protokoll alapjaul szolgalo két qubites d&ramkor. A bemeneti regiszter két azonosan preparalt
qubitet tartalmaz, jeloljiikk ket [¢g)-val. Ezekre hattatunk egy CNOT kaput, mellyel 6sszefonodast ho-
zunk létre, majd a masodik qubitet megmeérjik. A mérés eredményétsl fiiggden az elsé qubitet (qo) vagy
eldobjuk, vagy hattatunk ra egy egyqubites unitér operatort. Az abra jobb oldalan lathaté az iteracios
lépés aramkorére bevezetett egyszertsits jelolés.

— [1)

Ty

Az aramkor kimenetén egy kvantumbit és egy klasszikus bit lesz. Ha a klasszikus bit értéke 1, a kvantum-
bitet eldobjuk, ellenkezs esetben pedig megtartjuk, nevezziik ezt az allapotot |¢;)-nek.

Tegyiik fel, hogy két regiszteren futtatjuk le ezt az aramkort, és mindketts kimenetén a (0, [¢)1)) bit-qubit
part kapjuk. Ekkor a két |¢4) allapoton tdjra futtathatjuk az aramkort. Igy a protokoll iteralhato lesz,
idealis esetben (ha mindig 0-t kapunk a klasszikus biten) 2" darab azonosan preparalt qubiten n iteraci6
végezets el. Ezt szemlélteti a 4. abra.

<-
=

<-
=

V3)

”¢’2) o o

<-
=

<-
=

<-
=

V2) —

Ty

<-
=

o

<-
=

4. dbra. Harom iteracios lépés dramkori rajza. A T, miveletek a 3. abran bevezetett moédon értenddsk.

3.1. Tiszta allapotok

Szamoljuk ki, hogy egy tetszdleges |1)g) allapot milyen |¢;) allapotba keriil egy iteracio utan! Ehhez érdemes
a kvantumbiteket az an. Riemann-féle paraméterezésben reprezentélni (1d. 2. fejezet). Legyen a kiindulési
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allapotunk
1
o) === (1) (3.2

V1422 \#
modon a z € C* komplex szammal jellemezve.
A kétqubites regiszter allapotat a qubitallapotok tenzorszorzataként kapjuk:

1
z
= . 3.3
|¢0> ® |1/)0> 1+ |Z|2 P ( )
52
Erre hat a CNOT kapu, ezt a kovetkezSképpen irhatjuk:
1 000 1 1
. 1 0100 z 1 z
Ucnor (|tho) @ [0)) = [¥o) ® |¢o) = THlE [0 0 01 S TTEEE 2| (3.4)
0010 22 z

Ezutan megmérjiik a masodik qubitet. Ha 0 az eredmény, az els6 qubit a mérés utan a kovetkezs allapotban
lesz:

. 1 1
(I ® (0))Uenor(|o) @ |¢o)) = NEaE (ZQ) : (3.5)
(A meérés utan az allapotot tjranormaltuk.)
Erre az allapotra hat végiil a (3.1) egyenletben definialt operator:
~ ~ 1 1+ p2?
W1> = Up [(]l ® <0|)UCNOT<|¢O> ® W(ﬁ)] - |Z|2 ] \/TW (22 fﬁ) : (36)

Irjuk fel a |¢;) allapotot is Riemann-reprezentaciéban:

— 1 . 1 z) = 22_1_)
= () 9= s 37

Azt kaptuk, hogy ha a protokoll soréan el6fordulé allapotokat a Riemann-paraméterezéssel kovetjiik le,
egy iteraciot egy komplex racionélis tortfiiggvény, az id6fejlédést pedig egyszertien ennek 6nmagéval vett
kompozicioi irjék le:

20— f(z0) =21 = (fof)z0) =220 = ... = [T(20) = 2n,

Azaz
Zn = [ (20). (3.8)
Az ezekhez tartozo allapotok pedig:

B 1 _ 1
) =13 [for(2)]2 (f"”(Z)) ' 39
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3.2. Kevert allapotok

Ezt és mas, ehhez hasonlé protokollokat sokan és sokféleképpen vizsgaltak tiszta allapotok esetén. Erdekes
azonban megnézni, mi torténik, ha a fent bemutatott protokoll bemeneti regiszterén nem tiszta allapotban
1év6 qubiteket preparalunk, hanem valamilyen stirtiségoperatorral jellemzett kevert allapotokat. Tudjuk,
hogy a stirtiségoperatorok hermitikusak és nyomuk 1. Belathato, hogy 2 dimenzidéban barmely ilyen matrix
el6all az identitas és a harom Pauli-matrix linedrkombinécidjaként:

p=1+uo, +vo,+wo,=14+a-6& (3.10)
Ezt matrixos alakban is irhatjuk:
. L 1+w u—iv
po_ﬁ{u—l—iv 1—w] (3.11)

Ha a bemeneti regiszteren két azonos stirtiségoperatort preparalunk, az egyiittes allapotuk a két stirtiség-
operator tenzorszorzata, mely matrixos alakban a Kronecker-szorzatuknak felel meg:

(1 +w)? 1+ w)(u—w) (1+w)(u—iv) (u — iv)?
(1+w)(u+ iv) 1 —w? u? + v? (1 —w)(u —iv)

R R 1
POP=1 1 fuw)utiv) w40 L—w? (1= w)u—iv) (3.12)
(u + iv)? (1—w)(u+iv) (1—w)(u+iv) (1—w)?
A CNOT kapu hatéasa: R A
Uenor(po @ po)Ulnor- (3.13)
A mérés és a posztszelekcid az allapotok terén a kovetkezd miveletnek felel meg:
. A AP L1 4+w)? (u-—iv)?
(18 () Dol @ i)0sor] (110 = 1 |G T, (2000 (3.14)

Lathato, hogy itt is megjelent a nemlinearités, hasonléan a tiszta allapotok esetéhez. Ezutan mér csak a
paraméteres U, forgatas van hétra:

=0, { (1@ (0]) [Tenor(o ® po) Vo | (12 10)} OF =

(L +w?)(1+ |p*) + 2w(l — [p[*)+ (1= p)(u® —v?) — dpw
1 +2(u* — v*) Re(p) — 4uv Im(p) —2uv(1 + p?)i
-2 (3.15)
(1 =p*)(u? = v*) — 4pw (1+w)(1+ |p*) = 2w(1 — |p|*)
+2uv(1 + p*)i —2(u? — v?) Re(p) + 4uv Im(p)

Megmutathato, hogy a kapott eredmény megfelel egy stirtiségmatrixszal szemben tamasztott minden kdo-
vetelménynek, a normaléstol eltekintve. Osszuk el tehat a nyomaval:

Trp) = (1 + w?)(1+ [p]*). (3.16)
~
A normaélas utan p; = AL intén paraméterezhetd (3.11) szerint. Ez harom egyenletet jelent, vagyis

Tr )

10
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megadhatjuk a pi-hez tartozo u, v, w paramétereket:

1 1+W  U—-y
Uu-+1iv 1-WwW

(

A1t ~ 2w(1 — [p]?) + 2(u? — v*) Re(p) — 4uv Im(p) N

P11 — [Pl =W = W= A+ w50+ o) , (3.18.a)
R L (v —v*)Re(1 — p?) + 2uv Im(1 + p?) — 4w Re(p)

prlie+ [l =U = U= A+ )1+ PP , (3.18.b)

Ml — _ —(u?* — v*) Im(1 — p?) + 4w Im(p) + 2uv Re(1 + p?) .

\ (P12 — [p1]or = =1V = V e . (3.18.c)

3.3. A pcReset

A fent levezetett transzformécios szabély igen bonyolult, és - mint azt latni fogjuk - ennek speciélis esete
is elég érdekes és valtozatos dinamikakat tud generédlni. Foglalkozzunk tehat a p € R esettel, amikor a
transzforméacios formulédk a kovetkezGképpen egyszertisodnek:

(@ =01 —p?) — dwp
U= Axudisp9) (3.19.a)
2uv
_ 2wl —p?) + 2w —v')p
W = 15w+ ) (3.19.c)

\

Ebben az esetben tehat egy iteracio a fenti leképezést hajtja végre. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

u U(u, v, w) U(a)
v | =a, V(u,v,w) | = | V() | =F(a). (3.20)
w W(u, v, w) W(a)

Vagyis a protokoll vezérelte idéfejlédést a paramétertéren a kovetkezd dinamika irja le:

a, = F"(ay). (3.21)

3.4. A kétféle dinamika megfeleltetése

Lathattuk, hogy a tiszta allapotokon (3.8) szerint, mig a kevert allapotok esetében (3.21) szerint folyik az
idsfeljodés. Azt is tudjuk, hogy a tiszta allapotok is reprezentalhatéak stirtiségoperatorként, az oGnmagukkal

11
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vett diadjukkal:
Py = 1) (¥ (3.22)

A stirtiségoperatorokkal vett protokoll vizsgalatakor fontos, hogy az egyes eredményeket ellendérizni tudjuk
a tiszta éllapotok hataresetében, igy kézenfekvd, hogy szeretnénk egy leképezést a két paramétertér, vagyis
C*> és R3 kozott, "dinamikatarté" modon, vagyis a kévetkezd megszoritasokkal:

o ) € Hr— 2y € C=,
o [¥) € H — piyy = |¥) (Y| € LinH — oy € R?,

o 2y — tlzy] = oy o t[f(z)] = F(tzp)])-

Szémoljuk ki, hogy a pjy stiriségoperdtorhoz milyen oy szimhérmas tartozik:

1 1 z Lf14+w u—iv
) (] = 1+ |z [z |z|2] T2 (u +iv 1-— w> — (3.23)
( Z+7Z (3.24.0)
Uy = ———, 24.a
1+ 2|2
—i(z —2)
: = g 24.b
1T TP (3:24.5)
1— |z
L= . 3.24.
\w 1+ |22 ( 9
Belathato, hogy a fenti egyenletekkel definialt t : C*° — R? fiiggvény valéban dinamikatart6, azaz:
t[f(2)] = F(t[z]) (3.25)

teljesiil minden z € C*™-re. Ennek bizonyitasa megtalalhato az A. fiiggelékben. Innen valéban kovetkezik
(teljes indukcioval), hogy az f fliggvényt iteralva, majd a t leképezéssel attérve az u, v, w térbe, ugyanazt
kapjuk, mint az F fiiggvényt iteralva a kezdeti z paraméter képére:

F(t[2]) = ¢/ (2)]. (3.26)

Valamint egy masik fontos kévetkezmény, hogy a két dinamika fixpontjai is megegyeznek; vagyis ha zy
fixpontja f-nek, akkor t[zf] is fixpontja F-nek, mert:

f(zr) = 2z = F(tlz]) = t[f(zf)] = tz]. (3.27)

Ezeket az eredményeket a kés6bbiekben igen sokszor felhasznaljuk.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a kevert allapotokra vonatkozo dinamika egy természetes kiterjesztése a tiszta
allapotokra vonatkozo dinamikanak; vagyis F ugyantgy mozgatja a pontokat a Bloch-géomb felszinén, mint

f.

12
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4. A komplex (tiszta) dinamika vizsgalata
4.1. A dinamikai rendszerekrél altalaban

Kutatasom koézponti részét képezi a diszkrét ideji dinamikus rendszerek vizsgélata. Egy dinamikai rendszer
egy allapottérbdl (a rendszer lehetséges allapotainak halmaza, S), a megengedett idépontok halmazabol
(T'), és egy folytonos fliggvénybdl (@) all. Esetiinkben két specidlis dinamikai rendszerrel foglalkozunk:

1S:(C, T:N7 (I):f7
2. S={aeR:|ja*<1}, T=N, &=F.

El6bbi a tiszta, utoébbi a kevert allapotok reprezentacioira vonatkozik. A diszkrét idejiiség azt jelenti, hogy
T mindkét esetben megszamlalhato.
A dinamikai rendszerek vizsgalatanak f6 targya a palyak geometriai jellemzése. Egy p € S pont palyaja a

{(B(t,p): t € T}

halmaz, mely diszkrét esetben egy pontsorozat a fazistérben [12].

A kiilonbo6z6 palyak kozil szamunkra a fixpontok, illetve a ciklusok a legérdekesebbek. Azt mondjuk,
hogy a p € S pont a ® leképezésnek fixpontja (egyenstlyi pontja), ha ®(p) = p. A fixpontokat osztéa-
lyozhatjuk aszerint, hogy egy kis kornyezetiikben 1év6 fazistérbeli pontok hogyan propagalnak. Ez alapjan
beszélhetiink taszito-, semleges- és vonzo fixpontokrol (utobbiakat szokas attraktornak is nevezni).

4.1.1. Komplex, diszkrét idejii dinamika

Ha a fent bevezetett jelolések mellett & : C* — C*, akkor komplex dinamikarél beszéliink. Az ilyen
dinamikai rendszereket széleskortien vizsgaltak, és sok, szamunkra hasznos tétel ismert veliik kapcsolatban
[13].

Legyen egy zy € C* pont fixpontja egy f : C>* — C* fiiggvénynek. Legyen ., = [f'(zf)|. Belathato,
hogy igazak az alabbiak:

e z; vonzé fixpont, ha 0 < A, < 1, ekkor létezik olyan kornyezete, mely pontjaibol inditott minden
palya z;-be konvergal.

e z; semleges fixpont, ha A, = 1.
e 2; taszito fixpont, ha A, > 1, ekkor semelyik, z; kis kornyezeté¢bdl inditott palya nem konvergél
z f—be.
4.1.2. Diszkrét idejii dinamika R3-ban

Ha ® : R? — R3, akkor bonyolultabb a fixpontok osztélyozésa. A dinamikat generalo fiiggvény ekkor is
sorbafejthetd a fixpont koriil, a linearis rendet egy 3 x 3 matrixszal, a Jacobi-matrixszal irhatjuk le. Ennek
van 3 sajatvektora, hozzajuk tartozo sajatértékekkel. Egy fixpontot gy jellemezhetiink, hogy megadjuk a
fliggvény e pontban felvett Jacobi matrixdnak sajatvektorait (sajatiranyait), és az ezen irdnyokhoz tartozo
sajatértékek toltik be A szerepét.

13
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4.2. Fixpontok szama

Keressiik meg a 3.1. bekezdésben levezetett

Z2—p

f(Z):rpZQ7

peR zeC™

fiiggvény fixpontjait. Ehhez a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

f)=2z = pP—2+z2z+p=0.

Melyhez felhasznalhatjuk a Cardano-képletet. Vezessiik be a kovetkezs helyettesitést:

1

=z— —.
Y 3p

Ekkor az eredeti harmadfoki egyenletiink a kdvetkezd alaki lesz:

3 3p—1 9p — 2

1=0.
vt 3p? 4 27p3 +
Legyen:
—1
a1
3p?
27p3

A harmadfoki egyenlet diszkriminansa:

A BQ+A3_1+1_ 1
S\ 2 3/ 4 6p2  108p*

Ennek elGjele hatarozza meg, hogy milyen tipust gyokei vannak a polinomnak:
e Ha A > 0, az egyenletnek egy valos és két konjugalt komplex megoldasa lesz,

e Ha pedig A < 0, az egyenletnek harom valés megoldasa lesz.

Vizsgaljuk meg a A(p) fliggvényt (1d. 5. dbra). Zérushelyeit a kovetkezd egyenlet adja meg:

27p* +18p* —1

A=0 & 0.
108p*
Ennek megoldasai:
2 _ —18 + /432
54 ‘
Kozelitsleg:
—18 + /432
Do = 2—4 ~ 0,22708.
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Tehat:
e A >0, hap € [—o0, —po] U [po, ],

e A <0, hapée[—po,po

1.5

1.0

0.5 / \

0.0

-0.5

1.5 -1 -p1 -po 0  po p1 1 1.5
o}

5. abra. A fixpontokat megadd harmafoki egyenlet diszkriminansa, a protokoll paraméterének fliggvényé-
ben. £p, a fiiggvény két zérushelye, p; értékét a 6. abran definialjuk.

Vizsgaljuk meg most azt hogy a harom fixpont milyen tulajdonsagi. Ezt analitikusan nehéz vizsgalni, hi-
szen a Cardano-képletet kellene behelyettesiteni a fiiggvény derivaltjaba. Numerikusan azonban kénnyedén
elvégezhets az analizis, a kovetkezd 1épéseket kovetve:

1. Mintavételezziink egy Z C R intervallumot: {p; € Z : i € [0,n] NN, n € N}.
2. Ezen minden p; értékre helyettesitsiink be a Cardano-képletbe, igy kapunk harom fixpontot.
3. Szamitsuk ki ezekre az A\, = | f(2x)| értéket.

A fenti lépéseket elvégeztem, az eredmény a 6. dbréan lathato.

Lathato, hogy p szerint szimmetrikusan, 5 tartomény kiiloniil el. Ezek koziil minket leginkabb azok érde-
kelnek, ahol pontosan 2 taszito (és egy vonzo) fixpont talalhato. A kézépsd intervallum (ahol 1 taszito,
és két vonzo fixpont van) éppen a fent kiszamolt intervallummal egyezik meg, ahol tehat a harmadfoka
egyenlet diszkriminansa negativ. Azt, hogy mely p; paraméternél valik mindharom fixpont taszitova, ana-
litikusan nem lehet csak a diszkriminans vizsgélatdval meghatarozni, mint az 5. abran lathatjuk, a A(p)
fiiggvénynek nem kitiintetett pontja p;. Ertékét numerikusan meghataroztam: p; ~ 0.68169.

4.3. A Julia-halmaz

Komplex dinamikak targyaldsakor fontos az tn. Julia- és Fatou-halmazok vizsgalata. A dinamikat generalo
fiiggvény Fatou-halmaza azon pontok halmaza, melyek regularis viselkedést mutatnak a fiiggvény egymaés
utani iteracioja soran, vagyis a kezdetben kozeli pontok sok iterécié utan is kozel maradnak. Ezzel szemben
a Julia-halmaz olyan pontokat tartalmaz, melyek bizonyos értelemben kaotikus viselkedést mutatnak,
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taszitoé fixpontok szama

-1.5 -1 —P1 —po O Po P1 1 1.5

p

6. abra. A taszito fixpontok szama a paraméter fiiggvényében, py ~ 0.22708, p; ~ 0.68169.

vagyis a kezdetben hozzajuk kozeli pontok a fliggvényt iterdlva mer6ben mas orbitokon mozognak. Mivel
a leképezés nem vezet ki sem a Julia-, sem a Fatou-halmazbdl, ezen halmazok unidja kiadja a dinamika
teljes alaphalmazat.

A Julia-halmaz pontjainak felderitésére tobbféle megkozelités is 1étezik, én ezek koziil kétféle modszert
hasznaltam.

4.4. A Julia-halmaz pontjainak meghatarozasa direkt moédszerrel

A Julia- és a Fatou-halmaz egyméas komplementerei, igy el6bbit megkaphatjuk tugy is, hogy feltérképezziik,
a komplex sik mely tartomanyain viselkedik a dinamika regularisan, és a kapott halmaznak vessziik a
komplementerét. Ez numerikusan koltséges, hiszen a sikon fel kell venniink egy elegendGen finom racsot a
megfelels felbontas elérése érdekében.

Azokra az esetekre probaltam ki a modszert, ahol a dinamikanak volt legalabb 1 vonzo fixpontja, ugyanis
az ebbe konvergéld pontok biztosan a Fatou-halmazban vannak.

Egyetlen vonzo6 fixpont esetén a racson megnéztem, hogy az egyes racspontok ide konvergalnak-e, vagy
sem, és ez alapjan szineztem Gket. Mivel ilyen esetben a Julia-halmaz porszert, igen nehéz "beletalalni",
vagyis nagyon nagy felbontasu racsra van sziikség, ezért a [0.3,0.5] +1i - [0.4, 0.6] négyzeten, 4000 x 4000-es
raccsal szamoltam. A 7. (¢) abréan latszik, hogy ez a modszer porszert Julia-halmaz esetén aligha alkalmas
annak feltérképezésére.

Két vonzo fixpont esetében egyszeriibb dolgunk van, hiszen ilyenkor a két fixpontba konvergélé orbitok
kezdpontjait kétféle szinnel szinezve, a hatarvonal épp a Julia-halmaz lesz. Itt a [—2, 2]+i-[—2, 2] négyzeten
szamoltam, szintén 4000 x 4000-es felbontassal. Az eredmények a 7. (a) és (b) dbran lathatoak.

4.5. A Julia-halmaz pontjainak meghatarozasa visszaiteralassal

A mésodik modszer abbol az allitdsbol indul ki, hogy a Julia-halmaz a dinamika taszité fixpontjainak
lezartja. Ha tehat kiindulunk egy taszito fixpontbol, a fiiggvényt "visszafele iteraljuk", azaz egy pont-
nak megkeressiik az Gsképeit, az igy kapott pontoknak ismét, és ezt az eljarast ismételjiik, mindig Julia-
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2.0 2.0 0.600
L5 15 0.575
1.0 Lo 0.550
0.5 0.5 0.525
N N N
£ 00 T 00 F 0.500
= =S =S
-0.5 -0.5 0.475
-1.0 -1.0 0.450
-1.5 -1.5 0.425
-2.0 -2.0 0.400 -
00 —-15 —-10 —05 00 05 10 15 20 030 15 —10 =65 o0 o5 10 15 20 0.300 0325 0350 0375 0400 0425 0.450 0.475 0.500
Re(2) Re(2) Re(2)
(a) p = —0.22, direkt modszer (b) p = 0.13, direkt modszer (c) p = 0.5, direkt modszer
0.600 T
&5 o
15 15 0575 ;:‘Q? il
£ ol
5
1.0 ol f\'\/—,\ 10 0.550 <
05 05 / 0.525
o) ) D
£ 00 £ 00 2 0500
N N S
-0.5 -0.5 \\‘ 0.475
-1.0 e -10 -\\ 0.450
-15 -15 0.425
0.400
20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 0.300 0325 0350 0375 0400 0425 0.450 0.475 0.500

Re(2)

(d) p = —0.22, visszaiteralas

Re(2)

(e) p = 0.13, visszaiteralas

Re(2)

(f) p = 0.5, visszaiteralas

7. abra. A Julia-halmaz kiilénboz6 p értékek esetén. A felss sorban [(a), (b), (¢)] a direkt modszerrel, az
alsoban [(d), (e), (f)] a visszaiteralassal kapott eredmények lathatoak.

halmazbeli pontokat kapunk.
Egy z € C pont yy € C 6sképeit a kovetkez6képpen kaphatjuk meg:

2
Yy — D
2= flys) = —~ 4.11
()= 1"z (411)
p+=z
=+ . 4.12
Y+ Hl—pz ( )

Ezen képlet segitségével meghatarozhatjuk a Julia-halmaz pontjait. A 6. abra 6t tartomanyabol valasztot-
tam egy-egy p paramétert, mindre elvégeztem az (4.12) egyenlettel adott "forditott" iteraciot, 18 lépésben.
A kapott eredményeket a 8. és a 7. (d), (e), (f) abran lathatjuk.
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8. abra. A Julia-halmaz kiilonb6z6 p értékek esetén, visszaiteralassal meghatarozva. Minden abra elkészi-
tésekor 18 lépést végeztem. Az (a) és (c¢) abrakon Osszefliggs Julia-halmazt lathatunk, mig a (b) dbran a
Julia-halmaz porszert.

5. A kevert dinamika, az invarians sik vizsgalata

Miutan megismerkedtiink a tiszta allapotok dinamikajaval, térjiink at a kevert allapotokra, melyekre a 3.2.
bekezdésben levezetett (3.19.a)-(3.19.c) egyenletek érvényesek. Lathato, hogy a v = 0 sik invarians, tet-
sz6leges valos p mellett. Ez a komplex sikon a valos egyenesnek felel meg. Erdemes el6szor ezen az tn.
invarians sfkon megvizsgéalni a dinamika tulajdonsagait, mert az itt megszerzett ismeretekbdl fontos ko-
vetkeztetések vonhatok majd le a teljes dinamikara vonatkozoan.

Eszrevehetd, hogy az a = (0,0,0)” pont minden p esetén fixpont, ezt késsbb kiilén megvizsgaljuk.
Lattuk, hogy a tiszta dinamika fixpontjai biztosan fixpontjai a kevert dinamikanak is, ezek a Bloch-gémb
felszinén taldlhatoak, és mas tiszta fixpont nincs; azonban semmi nem garantélja, hogy nincsenek mas
kevert egyensilyi pontok (a Bloch-gomb kézéppontjan kiviil). Erre fokuszalva térképezziik fel tehéat a
dinamika viselkedését, p értékét valtoztatva. Megjegyzends, hogy az egyes példakban, dbrédkon szerep-
16 paraméterértékeket tgy valasztottam meg, hogy a dinamika viselkedését a lehets legjobban tudjam
szemléltetni az adott tartomanyokon; mas fizikai relevancidja a konkrét értékeknek nincs.

5.1. A dinamika vizsgalata az invarians sikon, két vonzoé tiszta fixpont esetén

Lathattuk hogy a [—po, po] tartomanyon 1 taszito, és két vonzo fixpontja van a tiszta dinamikanak. Legyen
a tiszta dinamika harom fixpontja z](cl),z](?) és zj(cg). A sikbeli koordinatéikat a agf) = t[zj(f)] képlettel
szamithatjuk ki, a (3.24.a)-(3.24.c) egyenletek szerint. Mivel ezen a tartomanyon A(p) < 0, mindharom
fixpont valds, vagyis mindegyik a v = 0 sikon helyezkedik el.

Ahhoz, hogy a tobbi kezddallapot viselkedésére vonatkozoan is tehessiink megallapitasokat, elsé 1épésként
valasztottam néhany pontot a sikrol, és megvizsgaltam, milyen orbitok indulnak ki belsliik. Az eredmények
a 9. abran lathatoak. Erdemes megfigyelni, hogy a taszito fixpont p-t névelve egyre kozeledik az egyik vonzo
fixponthoz. A p = pg esetben A(p) = 0, tehat az egyik gyok degeneralt, ilyenkor a taszito és az egyik vonzo
fixpont egybeesik (valojaban ekkor mindkettd taszitova valik).

A pontok tisztasidgat is nyomon kovettem a folyamat soran. Ezt csak egyetlen p érték esetén mutatom be
(10. &bra), mivel az egész tartomanyon nagyon hasonlo viselkedést tapasztaltam.
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9. abra. Néhany véletlenszerten vélasztott pontbol induld orbit, kiilonbo6zs p € [—po, po] értékek esetén az
invarians sikon. A fekete pontok a tiszta leképezés fixpontjait jelolik, A; = | f/ (zj(f))] a vonzasi tényezdjik.
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10. abra. Az egyes pontok tisztasiaga a fiiggvény iteracioi soran, p = 0.2 paraméter mellett.

5.2. A dinamika vizsgalata az invaridns sikon, egy vonzo6 tiszta fixpont esetén

Lattuk, hogy a tiszta dinamikanak p € [—p1, —po] U [po, p1] esetén egyetlen vonzo fixpontja van. Az el6z6,
5.1. bekezdéshez hasonloan vizsgaltam ezt a tartomanyt. A tiszta fixpontok kozil ilyenkor ketté komplex
(nincsenek a v = 0 sikon), ezek egymaés konjugéltjai, de u és w koordinataik megegyeznek, ezért az abrakon
egy pontba vetitédnek. A kovetkezd alfejezetekben latni fogjuk, hogy ezen a tartoményon igen valtozatos
viselkedés figyelhetd meg a dinamikéban.

Erdemes a [py, p1] tartomanyt tovabbi részekre bontani, ugyanis érdekes jelenségek mutatkoznak py ~ 0.4

kornyékén. A 11. dbran lathato, hogy p értékét fokozatosan novelve milyen orbitok jelennek meg.

A taszito fixpontok (agcl),agf)) vetiiletei egyre beljebb mozognak az egységkoron. Lathato az is, hogy

p & po kornyékén még minden pont bekonvergal a vonzo fixpontba (a?)), de az origd kozelébdl inditott
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11. abra. Néhény pontboél induld orbit, kiilonbozs p € [0.228, py| értékek esetén. A fekete pontok a tiszta
leképezeés fixpontjait jelolik, A; = | f/ (z](f))| a vonzasi tényezdjik.

orbitok jellegzetes, hurokszerit gorbe mentén kozelitik meg agg)—t (11c abra). Ez a hurok py = 0.402 értéknél
"lecsatolodik", egy vonzo ciklust kapunk (11d abra).

A 12. 4bran az orbitok pontjainak tisztasagat vizsgaltam a p € [pg, pe] tartomanyon. A 12a. abran azt
lathatjuk, hogy bizonyos pontok (melyek az el6z6 szakaszban ahhoz a fixpontok konvergaltak, mely most
taszitova valt, a;l)) lassabban tisztulnak ki, mint eddig. A 12b. és 12c. abrakon megjelennek olyan pontok,
melyek tisztasiga visszaesik (ekkor keriilnek arra a gorbére, ami a 11c és 11d dbrakon kirajzolodik). Végiil
a 12d. abran latszik, hogy azon pontok tisztasdga, melyek a vonzoé ciklushoz konvergélnak, periodikusan
valtoznak, ahogy az emlitett gérbe mentén "végighaladnak".

Ahhoz, hogy felderitsem, mely p paraméterek mellett jelenik meg vonzo ciklus, illetve, hogy a ciklus nem
"omlik-e Ossze", azaz nem egy vonzo fixpontrél van-e szo, ahova a pontok nagyon lassan konvergalnak;
elss lépésként valasztottam 10 tetszéleges pontot a [—0.1, —0.12] x [—0.07,0.07] téglalapbol, és kiszamol-
tam az palyajukat n = 50000 iteraciora. Azokat, melyek kitisztultak (vagyis nem voltak benne a ciklus
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30

(a) p=10.228 (b) p=0.32

(d) p = 0.402

12. abra. A 11. abran lathaté orbitok pontjainak tisztasaga.

vonzasi tartoméanyaban), eldobtam, hiszen csak a ciklusba konvergélo orbitokat szerettem volna vizsgélni.
Megnéztem, hogy egyaltalan valodi ciklusrol van-e sz6: ehhez n = 107 iteracié utan kiszamoltam az utolsé
2 pont tavolsagat. Ez numerikus hiban beliil sem adodott O-nak, tehat feltételezhetjiik, hogy valéban egy
vonzo ciklusrél beszéliink, és nem egy vonzo fixpontrél. p-t tovabb noévelve azt tapasztaltam, hogy ez a
ciklus egyre kisebb atmérgji, és folytonosan atmegy egy vonzoé fixpontba.

Annak megbecsléséhez, hogy hol torténik ez az dtmenet, megvizsgaltam, hogy p-t6l hogyan fiigg a tisz-
tasagok alakulasa. Minden orbit utolso két pontja tisztasdgénak kiilonbségét atlagoltam (AP). A AP(p)
fiiggvény zérushelye megadja, hogy mely paraméterig 1ép fel vonzé ciklus, és mikor jelenik meg a vonzo
kevert fixpont. Ezt lathatjuk a 13. dbran. A fiiggvény zérushelyére ps = 0.4307 +0.0005 adodott. A becslés
bizonytalansaganak két {6 forrasa van: egyrészt a paramétertartomany finomsaganak pontossaga, masrészt
az elinditott orbitok hossza. Mindkettst igyekeztem finomhangolni, és a kapott eredmények alapjan ki-
jelenthetjiik, hogy 1073 nagysigrendig pontos a becslés. A 14. abra néhany, a vonzo ciklusba konvergélo
orbitot mutat be, kiilonbo6z6 p paraméterek esetén.
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13. abra. A AP(p) fliggvény és zérushelye, p; = 0.4307.

5.3. A dinamika tulajdonsagai p > p3; paraméterek mellett

A teljesség igénye végett (bar a kutatasunkban f6ként a [po, po] tartomanyra vagyunk kivancsiak) érdemes
kvalitative megvizsgalni, mi torténik, ha a paramétert tovabb noveljiikk. Néhany ilyen orbit lathato a 15.
abran. Amig p < p1, vagyis van vonzo tiszta fixpont, addig bizonyos pontok ide konvergalnak, mig méasok
egy kevert fixpontba (melynek tisztasidga p-t névelve egyre csokken). Azon a tartomanyon, ahol a tiszta
dinamikaban nincs vonzo fixpont (p > p1), a legtébb pont vagy bekonvergal a kevert fixpontba, vagy az
egységkor peremén kezd mozogni. Ez a viselkedés arra utal, hogy a dinamikaban ilyenkor egy tiszta, 2
hosszi vonzo ciklus van jelen [10]. A p = 1 esetet vizsgaltak meg [7]-ben.
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15. abra. Kiilonbo6z6 kezdSpontokbol induld orbitok p > p; paraméter esetén.
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6. Vonzastartomanyok vizsgalata az invarians sikon

Az el6z6ekben kvalitative megvizsgaltuk, hogy a kiilonb6z6 paramétertartomanyokon milyen palyak ala-
kulnak ki, azonban nem tudjuk, adott esetben az egyes kezd6pontok hova propagéilnak. Hatarozzuk meg
tehat, hogy adott p mellett az egyes fixpontoknak mi a vonzastartoménya. Ehhez a v = 0 sfkon felvesziink
egy racsot, minden racspontbdl inditunk egy orbitot, és a végpont helyzetétsl fliggben szinezziik az adott
pontot. Az igy kapott abrakrol leolvashatoak a kiilonb6z6 vonzastartomanyok.

6.1. Vonzastartomanyok ketts vonzé fixpont esetén

A vonzési tartoméanyok vizsgalatakor talan a legkritikusabb paraméter a récs felbontésa. Az el6z6 sza-
kaszban lattuk, hogy az orbitok tipikusan 20-30 iteraci6 utan bekonvergélnak a fixpontba (1d. 10. abra).
Emiatt az iteracioszamot elegendé n = 200-ban maximalizalni. A szamitasi id6 a felbontassal négyze-
tesen ng, ezért érdemes elGszor nagyjabol felmérni a vonzési tartoméanyokat (alacsonyabb felbontassal),
majd a szamunkra érdekes részeken (pl. a fixpontok kis kornyezetében) egy kisebb téglalapon, nagyobb
felbontasban megnézni, mi torténik. A 16. dbran lathato, hogy p < py esetén a v = 0 sikon az egységkor
feloszlik két részre: a két vonzo fixpont vonzastartomanyai lefedik az egész kort. Erdemes kihangstlyozni,
hogy a taszitoé fixpont épp a két tartomany hataranak és az egységkornek a metszéspontjaban helyezkedik
el. Erdekes jelenség figyelhetd meg azonban p = 0.227 kornyékén, ahol a két tartomany hatéran bizonyos
pontok nem konvergalnak, mig masok a taszito fixpontba tartanak. Ezt nézziik meg nagyobb felbontasban
is.

A 16b. dbra taszito fixpontja koriili £0.1, majd £0.01 méret négyzetet szintén felosztottam 2000 x 2000
racspontra, majd elkészitettem ugyanezeket az adbrakat (ld. 17. abra). Megfigyelhets, hogy a tiszta di-
namika taszité fixpontja a kevert allapotok ko6zott vonzo, a két vonzod fixpont vonzasi tartoményanak
hatérvonalan, ahonnan a pontok a taszité fixpontba konvergalnak. Ez igen érdekes, és eddig nem vizsgalt
eredmény, probaljuk meg megfelel§ eszkozokkel koriiljarni.

6.2. Taszité fixpontok vonzastartomanyanak vizsgalata

Az el6z6ekben lathattunk egy érdekes szituaciot: egy a tiszta dinamikaban taszité fixpont képe a kevert
allapotok kozott vonzova valhat. Vizsgaljuk meg ezt, specidlisan a p = 0.227 paraméter mellett.
Legyen a taszito fixpont a (tehat F(ag) = ay), és vegyiink egy x pontot ay egy kis kornyezetébsl. Ekkor
x felirhato

X=0p+¢c-n, e 1,n|=1 (6.1)

alakban. Fejtsiik sorba a leképezést linearis rendig, és irjuk fel F(x)-t, vagyis a kivalasztott pont helyét
egy iteracios 1épés utén:

F(x) =F(ap+ec-n)=ag+e-J(a) - n+ O2). (6.2)

Most szamitsuk ki, hogyan fligg n-t6l, hogy a kivalasztott pont kozeledik, vagy tavolodik a fixponttol.

ji(c,n) = 'F’;XE;ZTO‘ - '5"T£?:l)"“| — |3(cw) -m| = \/ﬁi(ao)j<a0)n, (6.3)

ahol J (ag) az F leképezés Jacobi-matrixa az o pontban, J ennek a transzponaltja, n pedig egy egység-
vektor. Ha p(ag, n) kisebb, mint 1, akkor azt mondhatjuk, hogy n irdnyban a leképezés vonzo, ellenkezs
esetben taszito. (o, n) nagyon hasonlo az an. Lyapunov-exponenshez |link].
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16. abra. Vonzastartoméanyok 2 vonzo tiszta fixpont esetén. Minden orbit n = 100 hosszi, a racs 2000 x 2000
felbontast. A kék, sarga és zold szinek rendre a két vonzo (A, Ao < 1) és a taszito (A3 > 1) fixpontok
vonzastartomanyait jelolik, mig a fekete pontok nem konvergalnak egyik fixpontba sem ("n.k."), ezek a
Julia-halmaz kevert megfelelGjének vetiiletét rajzoljak ki. A sziirke vonal az egységgdmb vetiiletét mutatja,
mig az ezen kiviili pontoknak nincs fizikai jelentése ("n.f."), ezeket fehérre szineztem. Pirossal tiintettem

fel a (0,0,0)T fixpontot.
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17. abra. A 16b. abra taszito fixpontjanak kornyezetei. Az (a) abran 0.2 x 0.2 méretd, mig a (b) abran
0.02 x 0.02 méretd négyzeten szamoltunk. Mindkét racs 1000 x 1000 felbontasu.
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Irjuk fel az F leképezés Jacobi-matrixat:

[ 2u(1 — p?) 20 dup
(1+w?)(1+p?) 1+ w? (1+w?)(1+p%)
_ — 2 _
5 2v(1 — p?) 2u 4vp (6.4)
(14 w?)(1+p?) 1+ w? (1+w?)(1+p%)
—2(u? — v?)w(l — p?) — 4p(1 — w?) —4duvw 2(1 = p?)(1 —w?) — 4p(u® — v*)w
i (14 w?)?(1 +p?) (1+w?)? (1+w?)*(1+p?)
Mivel ag a v = 0 sikon talélhato, a Jacobi-matrix alakja jelent&sen egyszertisodik:
i 2u(1 — p?) 0 dup ]
(14 w?)(1+ p?) (14 w?)(1+p?)
A 2u
Jo—o = 0 T 0 (6.5)
—2(u? — v*)w(l — p?) — 4p(1 — w?) 0 2(1 — pH)(1 — w?) — 4p(u? — v?)w
5 (1+w?)?(1 +p?) (1 +w2)2(1 + p?) i
Belathato, hogy egy ilyen alakti matrixnak van egy az u, v sikra merdleges sajatvektora:
0
2u
_ M _ (1 6.6
=T X a (6.6)

valamint a masik két sajatvektora az u,v sikban van. Jeloljiik ezeket x®-vel és x®)-mal, a hozzajuk
tartozo sajatértékeket pedig rendre ps-vel és pug-mal. Ekkor a fenti jelolést konzisztensen hasznalhatjuk,
mint a "sajatértékek természetes kiterjesztése":

X(k)
] = 1 (ao, W) | (6.7)

Megjegyzés: lathato, hogy a x (! sajatirany akkor vonzo, ha 2u < 14 w?, ez mar a (3.19.b). egyenletbdl is
latszik.

Szamitsuk ki pu(ag, n)-t kiilonb6zs n irdnyok esetén a fixpontban. Az eredmény a 18. dbran lathato. A
fixpont koriili kiszinezett korongon pirossal jeloltem azokat az iranyokat, melyekre p(ap,n) < 1 (vonzo
iranyok), és feketével azokat, melyekre pu(ag, n) > 1 (taszito iranyok). Megfigyelhetjiik, hogy az egységgémb
vetiilete a taszitoé tartoményon metsz at, ez 6sszhangban van azzal, hogy « a tiszta dinamikidban taszitod
fixpont. A két vonzé fixpont vonzastartoméanyanak hatarvonala (melynek pontjait zold szinnel jeloltem)
pedig egy vonzo6 irany mentén halad, amely szintén aladtdmasztja a tapasztalatainkat.

6.3. Vonzastartomanyok ketts vagy harom taszité fixpont esetén

Szamunkra a legérdekesebb eset az, amikor egyetlen vonzo fixpont van a tiszta dinamikaban, mint lattuk,
ez a p € [po, p1] tartoméanyon igaz. Az el6zGekhez hasonloan itt is deritstik fel a fixpont vonzastartomanyét,
olyan paramétereket keresve, ahol az egész v = 0 sik (kivéve persze a teljesen kevert allapotot) a vonzo,

26



Nemlinedris kvantumprotokollok vizsgdlata 6. Vonzastartomanyok vizsgalata az invarians sikon

A3=1.023
A =0.392
S

/\1 =0.977
n.k.

. =037

- -1175

0.735 0.740 0.745 0.750 n.f.

u

18. abra. A p = 0.227 paramétertd leképezés taszito fixpontjanak 0.002 x 0.002 méret kornyezete, 200 x 200
felbontasu felosztassal. A sérga és kék tartoményok pontjai a dinamika vonzo fixpontjaihoz konvergalnak
(A1, Ay < 1). A fekete pontok nem konvergéalnak egyik fixponthoz sem ("n.k."), mig a z6ld pontok a taszito
fixpontba (A3 > 1) tartanak. A sziirke vonal az egységkort jeldli, az ezen kiviili pontoknak nincs fizikai
jelentése ("n.f."), ezért fehérre szineztem Gket. A piros és a fekete nyil a fixponthoz tartozé Jacobi-matrix
sajatvektorait jelolik, melyekhez a jelmagyarazatban szerepls sajatértékek (pq, o) tartoznak. A fekete és
piros szinnel szinezett kor azt abréazolja, hogy az egyes iranyokban a fent bevezetett u(ag, n) mennyiség
milyen értéket vesz fel: piros, ha kisebb, mint 1 és fekete egyébként.

tiszta fixpontba konvergal.

A sikon 2000 x 2000 felbontést racsot vettem, n = 100 iteraciot végeztem minden pontban, és elkészitettem
az el6zéekhez hasonld abrakat (19. abra). A p < py = 0.402 paraméterek esetén (19a. abra) a varakozasa-
inknak megfelel6en minden pont kitisztult, a vonzo tiszta fixpont vonzastartomanya a teljes invarians sik.
Ha py < p < p; (19b. és 19c. abra), megjelenik egy Osszefiiggd tartomany, ahonnan a sik pontjai nem a
vonzoé fixpontba tartanak. A ps kornyékén megfigyelhets érdekes viselkedés nem mutat latvanyos kiilonbsé-
geket a vonzastartomanyok tekintetében, akar ciklusrol, akar kevert fixpontrol van sz6. Végiil p > p; esetén
(19d. abra) megjelenik egy c1, ¢ elemekbdl all6 két hosszi vonzo ciklus. Ennek vonzéastartoményat sargaval
és zolddel tiintettem fel. A zdld- és sarga tartomanyokban 1évé pontok mind a ciklusba konvergalnak, csak
eltérg "paritassal": paros iteracio utan a sarga tartomanyboél induld orbitok végpontja a ¢; pontban, mig a
z6ld tartomanybol induléd orbitok végpontja a ¢ pontban van (paratlan szamu iteraci6é utan épp forditva).
Megjegyzendd, hogy az utols6 dbranal n = 1400 iteracidig szamoltam, mivel a fix ciklusba tart6 pontok
igen lassan konvergélnak.
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—0.25 M =1.307 ~0.25 M =1.308
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n.k. n.k.
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1.00 1.00
0.75 0.75
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0.50 0.50
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= 0.00 2 0.00
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-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 * -1.0 —05 0.0 0.5 10 "f
u u
(c) p=0.55 (d) p = 0.69

19. abra. Vonzéastartoméanyok p > p; paraméterek esetén. A p; < p < po értékekre az (a) abran lathato
szituécio jelenik meg, ilyenkor a teljes invaridns sik a vonzo6 tiszta fixpont vonzastartomanyéaba esik. ps <
p < p1 értékek esetén a (b) és (c) dbrahoz hasonld vonzastartomanyok fordulnak eld, a kevert vonzo fixpont
(esetenként ciklus, 1d. 5.3. fejezet) egyre kozelebb kertil a teljesen kevert ponthoz. Végiil a (d) 4bran lathato,
mi torténik p > p; értékeknél: a pontok nagyrésze egy két hosszu, vonzo ciklushoz (¢, o) konvergal.

6.4. Az invarians sik vizsgalata: Osszefoglalas

Az eddigiekben felderitettiik, hogy a tiszta dinamikanak p fliggvényében hany fixpontja van, valamint ezek
milyen tipusiak, ez alapjan a paramétertartoményt 5 részre bontottuk. Ezutan megvizsgaltuk a kevert
dinamika viselkedését a v = 0 sikon, és az eddig behatarolt 5 tartomanyt tovabbi részekre osztottuk. Ta-
pasztalatainkat az 1. tablazatban foglaljuk ssze. A szaimunkra érdekes paraméterek a [pg, p2| tartomanyba
esnek, ekkor egyetlen vonzo tiszta fixpont van. A Riemann-paraméterezéssel hozza rendelt szam valds, igy
az (u,v,w)-térbeli képe a v = 0 sikon van, vonzastartomanya pedig a teljes invarians sik.
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p [07p0] [p07p2] [p27p3] [p?npl] [ph OO)
Vonzo tiszta
fixpontok szama 2 I 1 I 0
Vonzo6 kevert 0 0 cikdus 1 1

fixpontok szama

Vonzastartomanyok

7N

, Po P2 P3 4!
pi 0.227 0.402 | 0.4307 0.681

1. tablazat. Osszefoglalo tablazat. Az egyes p-tartoméanyok, a megjelend fixpontok szama és tulajdonsagai,
valamint a vonzastartomanyok vazlatai.

7. A dinamika vizsgalata a teljes Bloch-gombben

Az eddigiekben megvizsgéaltuk a tiszta allapotokra vonatkozé komplex dinamikat, valamint a kevert al-
lapotokra vonatkozo R3-dinamika viselkedését az invarians v = 0 sikon. Természetesen ezzel még nem
zarhatjuk ki, hogy létezik egy vonzo kevert fixpont vagy fix ciklus az invaridns sikon kiviili tartoményban,
ezért meg kell nézniink, milyen orbitok jelennek meg adott p mellett a Bloch-gomb belsejében. Ehhez a
Bloch-gémbben véletlenszertien valasztottam 2000 pontot, és kiszdmitottam az ezekbdl indulé n = 200
hosszu orbitok végpontjait. Ezek kivétel nélkiil mindig az invaridns sikon voltak, az el6z6 fejezetben meg-
hatarozott fixpontokban vagy ciklusokban. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a belsé pontok el6szor
bevonzédnak az invarians sikra, ahol ezutan a paramétertdl fiiggéen a fent leirt palyakon mozognak.
Olyan p paramétert keresiink, mely esetén a Bloch-gémb minden pontja kitisztul, és lehetéleg minden orbit
végpontja azonos, hiszen ilyenkor pontosan meg tudjuk mondani, hogy kell6en sok iteracié utan a kimeneti
qubit milyen allapotban van. Ennek szamszertsitéséhez tekintsiik a kévetkezdket.

e Vegyiink egy A = {a®}Y, N € N pontfelh6t a Bloch-gémbben.
e Legyen egy pont képe j iteracid utan

ol =F7 (), Vi

e A pontfelhd tisztasagénak atlaga a j. 1épésben:
1 & > 2
- "
Pivg. = WZ <1+Z(Uk) ) :
=1 k=1
e A pontfelh6 méretét pedig jellemezhetjiik az u, v, w irdnyokban vett kiterjedésének atlagaval:
1

3
& = EZ (m;ax {u?} — miin {uzj ) )

k=1
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Ezen mennyiségek segitségével konnyedén beazonosithatjuk az el6z6 fejezetekben megjelend szituaciokat.
Lathato, hogy PJ,, € [0.5,1] és &’ € [0,1] minden esetben. Ha P}, =1, az azt jelenti, hogy minden pont
kitisztult j iteracid utan. Ha d” = 0, akkor a pontfelh$ kiterjedése minden iranyban 0, vagyis az Osszes
pont egy fixpontba konvergalt. Abrazoljuk ezeket a mennyiségeket kiilonbozs p értékek esetén (1d. 20.

abra). Minden gorbepar (P, , d) elkészitésekor 1j pontfelhSt generaltam. Lathato, hogy altalanossagban

1.00 1.0
0.95 [[ 0.8

0.6
5 0.90
o ©
Q.
0.4
— p=01 0.2
0.80 — p=0.3
— p=0.5
0.0
— p=0.7
0.75
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
n n

20. abra. Véletlenszertien generalt pontfelhSk atlagos tisztasaga (Payg.) és kiterjedése (d), maximum 100
iteraciora (n), kiilonbo6zé paraméterek (p) esetén. Az egyes p értékekhez tartozo gorbéket kiilonbo6zé szinnel
abrazoltam.

a konvergencia lassabb, mint az invarians sikon, ennek az az oka, hogy a pontok elGszor eljutnak a v = 0
sikra, és azutan futjak be ugyanazokat a palyakat, melyeket az el6z6 fejezetben jellemeztiink. A kék gorbe
(p = 0.1) esetén minden pont kitisztul, de az atlagos tavolsag nem 0. Ez 6sszhangban van az elvarasainkkal,
hiszen p = 0.1 értéknél a két vonzo fixpont

0.223 —0.182
a?) = 0 , a?) = 0
—0.975 0.983

Ha feltételezziik, hogy a pontfelhé minden pontjabol inditott orbit végpontja ezen fixpontok valamelyike,
az atlagos kiterjedésre d'% = 0.394 adodik, ezt olvashatjuk le a 20. abra kék gorbéjérdl is.

Leolvashatjuk azt is, hogy a p = 0.5 és p = 0.7 értékeknél vannak kevert fixpontok (vagy ciklusok) is, hiszen
az atlagos tisztasag nem 1-hez tart. Valamint lathato, hogy a p = 0.7 > p; paramétert protokoll esetében
a pontok egy része kitisztul, mig vannak olyan pontok, melyek egy vonzo kevert fixponthoz tartanak (P
nem egyhez konvergal). Emellett megfigyelhetjiik, hogy a kitisztult pontok igen lassan konvergalnak a
tiszta ciklusba (n = 100 iteracio alatt még nem konstans a pontfelhd d atlagos kiterjedése.)
Osszefoglalva: numerikus szimulaciéink alapjan feltételezhetjiik, hogy az 5. és 6. fejezetekben targyaltak
érvényesek a teljes Bloch-gombre, és a [po, po] tartomanyon beliil hangolva a protokollt, tetszéleges kevert
allapot (kivéve persze a teljesen kevert allapotot, mely ilyenkor taszito fixpont) egy jol meghatéarozott, tiszta
allapotba konvergal, azaz ilyen protokollt alkalmazva tetszsleges preparacios zaj eliminalhato (feltételezve,
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hogy a posztszelekciora hasznalt mérések és az unitér miiveletek ideélisak).

8. Osszefoglalas és kitekintés

Dolgozatomban azt vizsgaltam, hogy nemlineéaris kvantumprotokollok egy konkrét osztalya alkalmas lehet-e
tiszta qubitallapotok desztillalasara, vagyis a preparacios zaj csokkentésére. A zajos allapotokat strtiség-
operatorokkal reprezentalhatjuk, és feltessziik, hogy ezekbdl tetszdlegesen sok azonosat tudunk létrehozni.
Az algoritmus iterativ médon miikodik, mérés és posztszelekcio alkalmazéasaval, igy nemlinearis idéfejls-
dést eredményez.

Ennek dinamikajat vizsgaltam elGszor a tiszta allapotok kozott, majd a kevert allapotok paraméterteré-
nek egy invarians sikjan, végiil a teljes Bloch-gombdn. A protokollt jellemzé valds paraméter szerint négy
intervallumot! azonositottam be, melyeken kiilénbozs dinamikai viselkedés tapasztalhato. Megtalaltam a
paraméterek egy olyan tartomanyat, melyre nézve tetszéleges kevert allapot (kivéve a teljesen kevert al-
lapotot) véges szamu iteracio utan kitisztul, és a kimeneti allapotot egyértelmtien meg tudjuk hatarozni.
Igy a konkluzi6 az, hogy ez a protokoll - megfelelGen hangolva - valoban alkalmas lehet a preparacios zaj
kikiiszobolésére.

A kutatés folytatasaként érdekes lehet megvizsgalni, hogy a beazonositott tartomanyon mely esetben leg-
gyorsabb a konvergencia, valamint a protokollokat megvaldsithatjuk fizikai kvantumszamitogépeken is.
Tovabbi vizsgalatainkban az alkalmazott unitér mtveletek, valamint a mérések hibdinak figyelembe véte-
lét is célul tiztiik ki, hogy még realisztikusabb képet kaphassunk a protokoll zaj-eliminaciés képességére
vonatkozoban.

A kevert allapotok vizsgalata soran talaltam egy érdekes szituaciot amelyet ugyan sejtettek mar korabban
[7; 9; 10| is, de amelynek eddig nem létezett megfelels matematikai leirasa a szakirodalomban: a tiszta
allapotok kozott taszitd fixpontoknak valoban lehetnek kevert el6képei a kevert dinamikaban. Az altalam
kidolgozott leiras (6.2. fejezet) alkalmas lehet arra, hogy a kaotikus allapotok kevert elSképeit egzaktul
meghatarozhassuk.

9. Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt koszonettel tartozom témavezetGimnek, Dr. Kalman Orsolyanak és Portik Attilanak, akik
faradhatatlan munkajukkal, épit6 kritikaikkal, tanacsaikkal és 6tleteikkel lehet6vé tették e dolgozat elké-
sziiltét.

Eztiton szeretném megkoszonni Dr. Kiss Tamasnak a lehetSséget, hogy a kutatocsoport? munkajaba be-
kapcsolodhattam; az elmult masfél évben rengeteg szakmai tudast és tapasztalatot szerezhettem.

'Valojdban négy par intervallumot, melyek a 0-ra szimmetrikusan helyezkednek el.
2HUN-REN Wigner Fizikai Kutatokézpont, Kvantumoptika és Kvantuminformatika osztaly, Kvantuminformatika és Komplex
Rendszerek Kutatocsoport. [honlap|
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Bizonyitando, hogy a 3.4. bekezdésben definialt t, a 3.2 bekezdésben bevezetett F fiiggvényekre, valamint
a 3.1. bekezdésben bevezetett f fiiggvényre igaz, hogy

F(t[2]) = t[f(2)]. (A1)
Szamitsuk ki elGszor a bal oldalt.
1 z+7z
tz] = EpEE : _12(_2 |;|§) . (A.2)

(1 —p?)(u? —v*) — dwp
(1+p>)(1 + w?)

2uv
(1+w?)

2w(1 — p?) + 2(u* — v?)p
(1+p?)(1 +w?)

f(2) = 1’1;52. (A.4)

Behelyettesitve, komponensenként:

FL(t]]) = o ([ﬁ% LTJ) Y E : m =) +7) = 2p(1— |2

(141%)- (1 ++E+ m) A+ )1+ =) ’
(A.5)
Rt = - {%J {zzﬁ} = —if2+_|j|i’ (A.6)
N

B 1—|z |2 z -z ]
2 )[ ( {HIZIQ} ) _ A=) = o) 22> + 7).

1+
Fw(t[z]): 212 - 2 24
145 ( [ m]) (1+p2) (1 +[2]*)

(A7)
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Most hasonléképpen irjuk fel a jobb oldalt is:

22—p Z2—p

@+ fGE) 1p? 142 A-p)EPHE) - 2p(1— 2
tulz] = L+ f(2)? L |:z2_p:| . {zz_p} = L+ ) (L 29 : (A.8)
1+ pz? 1—|—p22
22—p Z2—p
___f(Z)—f(Z)__. 1—|—pz2_1_|_p22 __'22_52
tylz] = T fR Z1+ {Zz_p} | {52_10} =~ (A.9)
14 pz? 1+ pz?
erl )
1= f(x)P L+p22| [1+pz°]  (1—p*)(1 - |2[*) + 2p(* + 7°)
tw[Z]_1+\f(z)\2_1+[z2_p}.[32_29} DD . (A.10)
1+p22| |1+pZ*

Lathatolag a két oldal komponensenként megegyezik, ezzel kész vagyunk.
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