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1. Bevezetés

Dolgozatom témajat egy a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban
(KoMaL) megjelent érdekes felvetés [1] ihlette. A szerzét az a kérdés fog-
lakoztatta, hogy egy tetszéleges elektrosztatikus térbe tetszélegesen elhelye-
zett gombfeliiletre atlagolt potencial, illetve térersség milyen értéket ad,
levonhato-e valamilyen altalanos konklizié. Hasonld kérdéskort boncolgat-
nak a [2-4| kozlemények.

[1]-ben magat a problémat kétféleképpen kozelitette meg a szerzs. Az
egyikre tugy hivatkozik, mint a ,nyers er§” modszere, amely egy mechani-
kus szdmolast jelent. A részletes levezetés [1]-ben megtalalhato, erre most
itt nem térek ki, pusztan annak lényegét vazolom. A szerzd kiindulasként
olyan elektrosztatikus teret tekintett, amit egyetlen ) ponttdltés kelt. A
t6le [ tavolsagra felvett R sugaru, virtudlis gomb feliiletén a ponttoltés altal
keltett potencidlnak az atlagat el6szor az integréalas-atlagolas direkt mod-
szerével (,nyers erd”) hatarozta meg. Technikailag ez tgy tortént, hogy a
gombfeliiletet a ponttoltés-gombkozéppont tengelyre merélegesen szeletelte.
A hengerszimmetriat kihasznélva az integralas viszonylag konnyen elvégez-
het§ volt. Eredményiil
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(1.1)

adodott, ahol r- [ és R koziil mindig a nagyobbat jelenti. [ > R felel meg a
kiilso, R > [ pedig a belsd toltéseknek.

A szerz6 ezutén egy roppant szellemes, elemi modszerrel allt el6 a problé-
ma megoldaséra. Az R sugart gombot gondolatban toltéssel latta el: egy egy-
ségnyi toltéssel egyenletesen feltotott, szigetels gombhéjat tekintett. Energia-
viszonyok szempontjabol a kovetkezs kérdést fogalmazta meg. Vajon mekko-
ra a fenti modon értelmezett szigetel6 gomb és annak kdzéppontjatol [ tavol-
sagra 1évs @) toltéstd ponttoltés elektrosztatikus kolecsonhatasi energiaja? A
problémat két kiilonbozs felfogassal kozelitette meg. Az egyik szerint: mivel

)



a () ponttoltés az egyenletesen toltott gombhéj elektrosztatikus terében van
a kolcsonhatési energia a gombhéj altal a ponttoltés helyén keltett potencial
(ami jol ismert Osszefliggés mind kilsd, mind belsd toltés esetén) szorozva Q-
val. Ugyan ezt a kolcsonhatéasi energia-értéket kell kapnunk, ha a ponttoltés
altal keltett potencialt kiintegraljuk a gombhéj feliiletére (melynek toltését
egységnyinek vélasztotték). Az egyenléség fennélta miatt pont az integralas
elvégzését sporoljuk meg, és (p)-re a valasz (az (1.1) Osszefliggés) egyszertien
adodik.

A frappans energetikai megfontolas mogott hallgatolagosan az elektro-
sztatika szakirodalméban mar az 1930-as évektdl ismert Green-féle recipro-
cités tétel huzodik.

Egy lehetséges megkozelités szerint [5] a tétel allitasa a kovetkezs: Ha
egy p(7) toltéssirtseggel leirhato toltéseloszlas ¢(7) potencialt kelt, egy tdle
fiiggetlen p*(7) toltésstrtséggel jellemezhetd toltéseloszlas pedig ¢*(7) po-
tencialt kelt, akkor teljesiilnie kell a

/ o7 (7) AV = / o (F() AV (1.2)

Osszefiiggésnek, ahol az integralés a teljes térre terjed Kki.

A tétel allitasanak szemléletes fizikai tartalmat a kovetkezSképpen lehet
megragadni. Adott p(r) tetszbleges (akar diszkrét, akar folyotonos) toltés-
stirtiség és egy tole fiiggetlen, végtelen tavoli p*(r) toltéssirtség. Mindkét
toltéseloszlas toltéseit egymashoz képest rogzitettnek tekintjiik, kontinum
esetén merev testként képzeljik el. Feltételezziik azonban, hogy a két tol-
tésrendszer egymés szamara atjarhatd. A két toltésrendszer egyesitésénél az
elektrosztatikus tér (mint konzervativ tér) ellenében végzett munka fiiggetlen
attol, hogy eleinte melyik toltéseloszlast tekintjiik nyugvonak, hiszen egyik
sincs kitlintett helyzetben a méasikhoz képest. Az (1.2) képletben szerepld t61-
tésstriségek és térfogatelemek szorzata éppen az adott térrészben 1évs elemi
toltésmennyiségeket adjak. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenlet bal oldala
a p(r) toltésrendszer elektrosztatikus potenciélis energidja a p*(7) toltések
altal keltett térben. Az egyenlet jobb oldala pedig hasonlo gondolatmenettel
a p*(7) toltésrendszer elektrosztatikus potenciélis energiajat fejezi ki a p(r)
toltések altal keltett térben.

A tétel allitasat felfoghatjuk a kovetkezd egyszerid ténymegallapités kiter-
jesztéseként. Vegyiink két, egyméstol végtelen tavol 16v6 ponttoltést: gi-et és
qo-t. JOl ismert, hogy rogzitett ¢ esetén a go-n végzett W munka, mikézben
azt a végtelen tavolbol a ¢1-t6l r tavolsagra lassan, egyenletesen behozzuk



ugyanakkora, mintha forditva jarunk el, azaz qo-t rogzitjiik, és ¢;-t mozgat-
juk. Tehéat

I qiqe ¢ 72
W = = = 1.3
dmeg T dmegr ? dmegr ! (1.3)
—— ——
p1(r) wa(r)

azaz a munka felfoghato gy is, mint a ¢; ponttoltés altal a g, helyén keltett
©1(r) potencial és g szorzata, és ugy is, mint a ¢, ponttoltés altal a ¢; helyén
keltett @o(r) potencial és ¢q; szorzata. E szemlélet még jobban ravilagit a
Green-féle reciprocitési tétel 1ényegére.

A szakirodalomban leginkabb elterjedt a tételnek az a megfogalmazésa,
melyben megkiilonbozetetnek p(7) térfogati és o(7) feliileti toltésstrtiségeket.
Ekkor ezen toltésstirtiségek egyiittese kelti a (7)) potencialt. A tételnek ezen
megfogalmazasra is ugy szokas hivatkozni, mint Green-féle reciprocitas [6, 7],
noha az Elméleti Fizika Példatéar [8] Gauss reciprocitasi tételeként emlegeti.

Az alabbiakban a Green-féle reciprocitasi tétel kiillonb6z6 tankonyvekben,
példatarakban kozolt formait és azok nyomtatésban és interneten elérheté
példatarakban, feladatgytjteményekben fellelhets | hivatalos” bizonyitasait
mutatom be kritikai észrevételeimmel. E szerzék altal adott bizonyitésok
ugyanis meglehet&sen formélisak, mindegyik egy kényes ponton elsiklik, amit
kegyes csalassal vagy egy johiszemi korrekcioval allitanak helyre.

A tétel és annak bizonyitasanak szovegét szo szerint idézem, pusztédn a
jeloléseket modositom az altalam hasznaltakra a jobb atlathatosag kedvéeért.

e A tétel [8] alapjan:
,Bizonyitsuk be Gauss reciprocitési tételét: Ha a ¢ potencialt a V' térfogatban

elosztott p térfogati, és a hatarolod A feliileten elosztott o feliileti toltésstirtiség
hozza létre, és ha ¢*-t ugyanebben a tartoményban p* és o* hozza létre,

akkor:
/pgo*dV—l—/mp*dA:/p*gpdV—I—/a*godA.” (1.4)
1% A 1% A

Bizonyitas [8] alapjan: Induljunk ki a

Vip = —ﬁ, Vipr = - (1.5)
€0 €0
Poisson-egyneletekbdl, valamint a feliileti toltésstirtiség és a térerGsség kap-

csolatébol
E,=—, Ef=—. (1.6)



A Green-tételt alkalmazva:

/ (—go*ﬁ + gop—) dVv = / (" V2 — V") dV = (1.7)
1% €o 1%

€o

= / (¢" grad ¢ — pgrad p*) dA = / (= B+ pE") dA =
A A

A €0 €0

Ebbdl atrendezéssel kovetkezik a tétel.

Kritikai megjegyzésem:

Mivel a felilletnek semmilyen tulajdonsagat nem emliti (vezetd/nem vezetd)

a térerdsségek (E) normal komponenseinek csupéan az ugrdsa azonos o) /eq-

lal a feliilet atlépése sordan, nem maguk a térerGsségek, ahogy azt feltételezték.

Az utolso lépésben az (1.6) Osszefliggéseket elGjelhibasan alkalmazta.
Szamos internetes példatarbeli megoldasban hasonlé médon elsinkofaljak

az elGjelet. Egy alabb bemutatott megoldasban [9] azonban kifejezetten kitér

az elGjelbeli problémara, viszont helytelen magyarazatot ad.

e A tétel [6] alapjan:
,Ha V térfogaton beliili p (térfogati) toltéssiirtség és a V' térfogatot hatérolo
A vezetd feliilet o (feliileti) toltésstirtisége altal egyiittesen keltett potencial ¢,
a p* és o™ toltéssirtiség altal keltett potencial pedig ¢*, akkor (1.4) teljesiil.”
Ez a megfogalmazas annyiban kiilonbozik a [8]-beli el6z6 megfogalmazas-
tol, hogy a feliilethez vezetd tulajdonsagot tarsit.

Bizonyitas [9] szerint: A bizonyitas hasonléan torténik, mint [8]. A rész-
letes bizonyitas a Fiiggelékben (8. fejezet) talalhato.
Kritikai megjegyzésem:
Szerz6 az elGjelbeli problémat felismerheti, ugyanis ugy érvel, hogy a zart
feliilet normalisanak iranyitésa vezetd feliillet esetén befelé mutat. Igy helyes
végeredményre jut. A feliilet normélisanak ilyen iranyitasa viszont ellent-
mondéasban &ll [6] 1.8 fejezetében foglaltakkal.

Fenti kritikai észrevételeim Osztonoztek arra, hogy a tétel bizonyitasaval

mélyebben foglalkozzak. Sajat bizonyitasomat a 4. fejezetben mutatom
be.



2. El6zmények

Ebben a fejeztben a tétellel kapcsolatos szakirodalomnak az esszenciajat fog-
lalom 0ssze kiilonos hangsulyt fektetve az ezzel kapcsolatos kutatasok intéz-
ményi (PTE Fizikai Intézet) el6zményeire. Erdsen tdamaszkodom a [10-12]
cikkekre melyekben a Green-féle reciprocitési tétel és a kozépérték-tételek
kapcsolatarol, és a reciprocitasi tétel néhany folyomanyéarol van sz6. E téma
kidolgozasahoz a [10-12| kozlemények szerzSinek a motivaciot a jelen dolgo-
zat Bevezetjében is emlitett azon tény adta, ami szerint az [1]| cikk ener-
getikai megfontolasai mogott a Green-féle reciprocitasi tétel hizodik meg.
A kozépérték-tételekkel kapcsolatos ezen eredmények kiemelten fontos kiin-
dulépontok lesznek az 5. fejezetben (Reciprocitéasi- és kozépérték tételek a
magnetosztatikdban) bemutatasra keriils sajat eredményeimhez.

A KéMaLban [1] felvetett problémék a gémb feliiletére valo atlagolasra
csucsosodnak ki. A [11, 12| kozleményekben azonban a térfogatra vonatkozo
atlagokat is meghatarozzak. Ez nyolc darab kozépérték tételt jelent: négy
feliileti, négy térfogati atlagra vonatkozot, melyekbdl ketts-ketts térerdsségre
ketts-ketts potencidlra vonatkozik. Mindegyik alesetben megkiilonboztetiink
gémbon kivili, illetve azon belili toltéseket.

Mig a potenciallal kapcsolatos megallapitasok mogott az (1.2) energetikai
Osszefiiggés all, addig a térerGsség esetén a p és p* toltésrendszerek kozti
erGhatést kell vizsgalni. A toltésrendszereket alkotd toltések egymasra erdt
gyakorolnak, melynek értékét a megfelel6 toltésmennyiségek és térerdsség
értékek szorzatanak teljes térre valo integralja adja. Teljesiilnie kell a hatas-
ellenhatés torvényének, azaz:

/ E(Rp* (M v = — / E+(P)p(7) AV, (2.1)

Az egyszertiiség és a konnyen kovethetsség érdekében a [11, 12]-beli jelo-

léseket fogom hasznalni. A felileti atlagot a (...),—r = ﬁ §...dA-ként , a



térfogatit, pedig (...)r<r = Vlo [ ...dV-ként fogom jeldlni és értelmezni (lasd a
2.1 tablazat).

A nyolc keresett atlagérték (1.2) és (2.1) reciprocitési tételek alapjan tor-
téné meghatarozasihoz elsédleges, alapvetd fontossagu 1épés egy alkalmas p*
segédtoltés-eloszlas megtaldlasa. Ez a nyolc kiillonb6z6 esetben négy kiilon-
boz6 p*(r) eloszlast jelent (lasd a 2.1. abrat). K index jeldli a kilsd, B a
belsd toltések esetét.

Kiilsé toltések Belsé toltések

n

< Px Zren < Py ren

< Ex >rex . <Ep >ren

0*

2.1. abra. A kivant atlagérték-szamitasahoz tartozo segédtoltés-eloszlas 11,
12].

Helytakarékossiag miatt itt nem fogom mind a nyolc eset levezetését meg-
ismételni. A kapott eredmények viszont fontos kiindulépontjai azon fejezetek
egyikének (5. fejezet), melyekben sajat munkadmat mutatom be. Ezért ta-
nilsdgosnak gondolom, hogy a nyolchol egy kiragadott esetnek (az [1]-ben is
targyalt (p),—g-nak) a levezetését itt bemutassam.

Tekintsiik azt az esetet, amikor a p(7) toltéseloszlas az R sugaria gombon
kiviil helyezkedik el. Ekkor a segédtoltés eloszlast egy a gomb kdzzépontjaban
1evs Q* és a feliiletén egyenletesen eloszlatott —Q* toltés alkotja (2.1. &bra).
Ezt a kovetkez6 Osszefiiggés adja meg:



) Q" Q"

prr) = 47rr25(r) 42

ahol az els6 tag a ponttoltés, a masodik a gémbhéj jarulékat adja meg.

Konnyen belathato, hogy erre az esetre felirt (1.2) egyenletnek bal oldala

zérus, hiszen a konstrukcié miatt a p toltéstrtség a gémbon kiviil helyez-

kedik el és a p*-hez tartoz6 ¢* potencial a gémbon kiviili értéke mindenhol

nulla, igy az integralds soran mindig nulldkat adunk 0ssze. Most mar csak
be kell helyettesiteni és mechanikusan végigszamolni a jobb oldalt:

5(r — R), (2.2)

R @ :
/o /o /_1 {47T7’25<T) B 47Tr25(r N R)} ~(r,0,0)r*d(cos @) de dr = 0.

(2.3)
A zéarojel felbontésa és az r valtozo szerinti integralast elvégezve a kdvetkezs
teljestil:

* 2 1 * 27 1
% ; /_190(0,9,¢)d(6039)d¢ = % i /_lgo(R,G,@ d(cosf)do (2.4)

Az egyenlet bal oldalan elvégezve az integralasokat, tovabbéa a jobb oldalt
R?/ R?-tel valo szorzéas, illetve egyszertisitések utan megkapjuk az elsé kozép-
érték tételt:

(00,0 =90 = 1 [ [ R00 B Acostdg.  (25)

da

A kapott egyenlet jobb oldala éppen a potencidlnak a gombfeliiletére vett
atlaga, tehat
(pr)r=r = ¢(0), (2.6)

ami Osszhangban van az [1] cikkben 16v6 eredménnyel, azaz kilsd p toltésstirt-
ség altal keltett potencidlnak a gombfeliiletére vett atlaga valoban megegyezik
a kozéppontbeli potencial értékével.

A térerdsségre vonatkozo kozépérték tételek megkaphatok, ha a (2.1) kép-
letet hasznaljuk. Kuilsd p toltésstiriiség esetén a gombfeliiletére vett atlag tel-
jesen hasonl6 modon adodik, mint a ¢ potencialnal. A rendszerhez tartozo
segédtoltés-eloszlast ugyanaz a (2.2) egyenlet irja le. A behelyettesitések és
atalakitasok utan megkaphatjuk a térerGsségnek feliileti atlagat, ami

(Ex)r—r = E(0) (2.7)
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szintén osszhangban az [1]-ben 1év6 meggondoléssal.
A nyolc kiilonb6z6 esetbeli atlagértékeket, melyek részletes levezetése
megtalalhato [11, 12]-ben a 2.1. tablazat foglalja Gssze.

2.1. tablazat. Az els§ oszlop a térerdsség/potencidl feliileti/térfogati atla-
gait tartalmazza kiilsd/belsd toltések esetén, a masodik oszlopban pedig a
segedtoltésstriség lathato [11, 12]. H az egységugras fiiggvényt jeloli.

Keresett atlagmennyiség

Segédtoltésstirtiség

p*(7)

42:2(5(7") — %5(7’ —R)

10(r) = 7 d(r = R)

4("73:25(7’) — QV;[H(T) — H(r — R)]

4(;3:25(7’) - %[H(T) — H(r — R)]

(Pp)r—r = £ 12=0(r — R)

(Ep)rer =0 256(r — R)
(eB)r<r = gaw J p(1,0,0)(BR? — r*)dV TIH(r) — H(r — R)]
(Ep)rer = —3=(P) GH(r) — H(r — R)]

A nyolc kozépértéktétel magnetosztatikai megfelelGjéhez analogiak alap-
jan jutok el. Ezeket, mint sajat eredményeimet az 5. fejezetben fogom

1smertetni.




3. Célkittizés

Jelen dolgozattal célom egy olyan munka elkészitése, mely hasznos segitsé-
get nyujt a kozépiskolai és a felsdfoki fizikaoktatasban. A probléma gyokere
egy Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban kozolt cikkbdl [1] eredt.
Noha e dolgozat matematikai eszkoztara tobb helyen meghaladja a (még ha-
ladobb) kozépiskolai szintet, maganak a problémanak, illetve a konkluzionak
az absztrakcios szintje viszont nem lépi meg azt. Igy hasznos segitség le-
het szamos 1j problémama megoldasa sordn. Példa ilyenre a dipdlus téavoli
zonabeli potencialjanak meghatarozasa, ahogy az a 6. fejezetben lathato.

A kovetkezd — szakirodalomban hianypotld — célokat ttiztem ki vizsgélni
TDK munkamban:

e A kizardlag térfogati toltéssiriséggel leirt Green-féle reciprocitasi tétel
bizonyitasa diszkrét és folytonos toltéseloszlés eseteire.

e A térfogati és feliileti tagot egyarant tartalmazo Green-féle reciprocitéasi
tétel bizonyitasa tetszdleges tulajdonsagn és vezetd feliiletek eseteire.

e A magnetosztatikai kozépérték tételek levezetése az elektrosztatikai ko-
zépérték tételek alapjan.

e A pontszeri elektromos dipélus potencidljanak levezetése a Green-féle
reciprocitasi tétel alapjan.

Témavezetém korabbi tanitvanyaval személyes diszkussziot folytatott Da-
vid J. Griffiths professzorral, az Introduction to FElectrodynamics c. tan-
konyv szerzéjével. A magnetosztatikai probléma kidolgozaséra a Professzor
Osztokélt benniinket abban a levelében, melyben a [12] cikket méltatta.

A fenti pontokba szedett célkittizéseim megvalositasat a 4., 5. és 6.
fejezetekben fejtem ki. Ezen fejezetek képezik sajat munkimat.

10



4. A Green-féle reciprocitasi tétel
bizonyitasa

A 4.1 és 4.2 alfejezetekben a Green-féle reciprocitési tétel feliileti tagokat
nem tatalmazo (1.2) Osszefiiggésére fogok sajat bizonyitast adni a toltést-
riiség diszkrét, illetve folytonos eseteire vonatkozdan. A 4.3 és 4.4 alfejeze-
tekben, pedig a feliileti toltéseket is tartalmazo (1.2) tételre vonatkozo sajat
bizonyitasomat fogom bemutatni tetszdleges toltéseloszléasi, illetve vezetd
feliiletek eseteire egyarant.

4.1. Bizonyitas diszkrét toltéseloszlas esetére

Emlékeztetdiil, a |6, 7] hivatkozasok szerint a tétel éllitasa a kovetkezd: ha
egy p(7) toltéssiirtseggel leirhato toltéseloszlas ¢(7) potencialt kelt, egy tdle
fiiggetlen p*(7) toltéssirtséggel jellemezhetd toltéseloszlas pedig ¢*(7) po-
tencialt kelt, akkor teljesiilnie kell az (1.4) egyenletnek.

A bizonyitast el@szor diszkrét toltéseloszlasra (a toltéseloszlast ponttol-
tések alkotjak) végzem el. A bizonyitast direkt modon teszem meg, azon
intuitiv gondolatok alapjan, amiket a bevezetérészben is megfogalmaztam.
A két toltéseloszlas egyesitéséhez sziikséges munkat kétféleképpen ragadom
meg. Egyik esetben gondolatban p-t rogzitem, és p*-t mozgatom, azaz a
munkavégzést tgy fogom fel, mint p* potencialis energidja a p altal keltett
pontencialban. A masik esetben pedig forditva jarok el.

p(7)-t alkossa N darab q;, p*(¥)-t pedig N* darab q; ponttdltés. Az
egyes toltésrendszerek konfiguracidit meg tudom adni toltései helyvektorai
segitségével. Rendre jeldlje a ¢; és ¢; ponttoltésekhez tartozo helyvektorokat

7;, illetve 77;-‘, ahogyan a 4.1. 4dbra is mutatja.
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4.1. dbra. A diszkrét toltéseloszlasokat szemléltets abra.

A toltésstiriiségeket a kovetkezd Osszefiiggésekkel adhatjuk meg:

N
p(F) =) qid(F = 75), (4.1)

i=1

illetve

N*
(1) = 3 g — 1), (4.2)

j=1
A toltésrendszerekhez tartozo potencialok az Gket alkotod ponttoltések al-

tal keltet potencidlok Gsszegeként all el a szuperpozicio elve szerint. FEz
matematikailag igy fejezhetd ki:

() = 41 2 |7fﬁ , (4.3)

TEQ i1
hasonléan
1 & q;
(7) = A 4.4
O = g (4.4)

A fenti toltésstriiségeket és potencidlokat kell az (1.2) egyenletben figye-
lembe venni. Az egyenlet bal oldala fejezi ki a p energiajat p* terében azaz
azt a W munkat, amit rogzitett p* esetén p-n végeznénk a gondolatbeli egye-
sitéskor:
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W= [ ot v (4.5)

Figyelembe véve a megfelels toltésstiriiséget és potenciélt

W= / Zqié(F 47T€()Z| = (4.6)

Jj=1 J

*

N N* q
47T€0 /; Z —rdv

j1|7’—7’|

*

N N*
47T€0 ZIZI _’?

J

adodik. Kihasznaltuk, hogy az Osszegzések és az integralas sorrendje felcse-
rélhetd, illetve felhasznaltuk a Dirac-delta definici6jat.
Most kovetkezzen az (1.2) egyenlet jobb oldala, azaz

W= [ 0@t av (4.7)

Ebbe a képletbe behelyettesitve a megfelels Osszefiiggéseket kapjuk, hogy:

N
/Zq*(s (7 —r%) 47T€0 Z (4.8)

Ertelmeszerten a két 6sszefiiggés ekvivalens, ezzel a tétel allitasat diszkrét
esetre belattam.
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4.2. Bizonyitas folytonos toltéseloszlas esetére

A potencialok (4.3) és (4.4) kifejezéseiben az dsszegzéseket integralasok fogjak

felvaltani:
dV’ 49
T 4r €0 / |7 — (4.9)

* p r /
= =-dV'. 4.10
(1) 4me / 7 — 7| (4.10)

El6szor a p*(7) toltéseloszlast rogzitem a térben, ekkor az egyesitéshez szii-
késges munkat (4.5) adja meg:

W = / / dV AV = 4.11
<4MO - ) p(r’) (4.11)
- //“pfdv’dv.
dreg |7 — 7|

Ha pedig a mésik toltéseloszlast rogzitem, a kovetkezd teljesiil:

1 p(r7) .
W :/ / —dV' | p*(r)dV = 4.12
(WO |F_r,| )p (7) (4.12)
d "d
47?60// Vv

Az egyenletekben a 7 és r teljesen szimmetrikus, igy a két munka valoban
megegyezik, W = W*. Igy a tétel ezen megfogalmazasat bizonyitottam
folytonos toltéseloszlas esetére is.

4.3. Bizonyitas nemvezets feliilet esetére

Ahogy annak a Bevezetésben kell6 hangsulyt szenteltem, a Green-féle recip-
rocitéasi tételre adott bizonyitasok [8, 9] noha formalisan helyesnek ttinnek
mégis hibasak. Az elGjelhiba, és annak kiilonboz6 cselekkel valo eltusolasa
Osztokélt arra, hogy mélyebbre assak.

Keresve a hibat, felismertem, hogy ott vétettek (nem is kis hibat), hogy
a Poisson-egyenlet jobb oldalan a toltésstirtiséget kizarolag a p térfogati tol-
téssiirtiséggel azonositottak. Ez helytelen, hiszen a potencialt a térfogati
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és a feliileti tolsésstirtiség egyiittesen kelti. Rajottem arra, hogy hasonléan
kell eljarni, mint amikor egy folytonos p térfogati toltésstirtiség és diszk-
rét ponttoltés(ek) egyiittesen vannak jelen. Ilyenkor a ponttoltés forras(ok)
additiv Dirac-deltaval leirhato taggal veenddk figyelembe a teljes toltésstri-
séget megado kifejezésében. Esetiinkben tehét, amikor egy tetszdéleges zart
feliileten beliil jelen van egy ,elkent” p*) térfogati toltésstirtség, illetve jelen
van a feliilet mentén vékonyrétegben kialakitott o) feliileti toltésstrtség, a
Poisson-egyenletet a jelzetlen, és a jelzett (*) esetekben a kovetkezs alakban
irhatom fel:

V2ol (7) = — Ly - L 7{ o) — ) dA. (413)
€o

€0

on on

Green-tétel bal oldalan tehat (4.13)-t kell megjeleniteni.

Egy masik sarkalatos pontnak lattam a (4.14) Green-tételbeli V' integ-
ralasi térfogat, és annak A hatarolofeliiletének ésszerid megvalasztasat. A
[8, 9]-beli bizonyitasok soran az A hatarolofeliiletet azzal a végtelen vékony-
nak idealizalt feliilettel azonositottak, melyhez a o) toltést tartozik. Eazt
problémasnak taldltam, hiszen a feliilet atlépésekor a folytonosan viselke-
d6 potenciéllal szemben a térerdsség (a potencial negativ gradiense) ugrast
szenved.

/(@VQW — ¢*'Vp)dV :7{ (4,0890 — ¢*8_¢) dA (4.14)
v A

4.2. abra. A p®) térfogati toltésstrtséget egyetlen vékonyréteghdl allo o)
feliileti toltésstirtiség hatarolja.
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Mindezek tiikrében arra jutottam, hogy nem mindegy, hogy az integra-
lasi tartomany hataraként pontosan mely feliiletet valasztjuk. Kiilonbséget
kell tenni a toltott feliilet, és az azt két oldalrol (belilrdl, illetve kiviilrdl)
kozvetleniil szendvicsels képzeletbeli feliiletek kozt. Tisztéan kell 1atni, mikor
melyikrdl van sz6. A 4.2 abra szerint szamozassal (1. és 2.), illetve szinkoddal
kiilonboztettem meg e feliileteket.

Kézenfekvének gondoltam az 1. és/vagy 2. szamu feliiletekre és az azokon
beliili térfogatokra alkalmazni a (4.14) Green-tételt, és remélni, hogy igy
célravezetd eredményre jutok, hisz mind a matematikai leirasmod, mind a
fizikai tartalom tekinetében legjobb igyekezetem szerint jarok el.

Kezdtem a 2. feliilettel. A (4.13) egyenlet altal a VZ¢*(r)-t megado kife-
jezést behelyettesitettem a (4.14) egyenlet bal oldalan 1évg elsé tagba:

Ji, w%*dv———fw (7 [o( F)+§A o (7)3(7 — ) dA'] aV (4.15)
L f, 0l f')dv fA () |, (P0G =) av] da
—fv2 99V = & §y (o)
fv2 f’)dV ngo o*(7) dA.

Az els6 lépésben a feliileti és a térfogati integrél felcserélheté’ségét a ma—

s stz

hajtottam végre. TelJesen hasonlé megfontolasokkal, ha a (4.13) egyenlet
szerinti V2p(7)-t helyettesitem a (4.14) egyenlet bal oldalan a kivonand6
helyére

[ evreav——= [ w@pmav - = § p@amar )

€0 Jv, €0 JA

adodik. Felhasznalva, hogy

D)

B = -2

(4.17)

a (4.14) egyenlet jobb oldala

ng &p . .
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lesz. Figyelembe véve (4.15), (4.16), (4.17) és (4.18) Osszefiiggéseket (4.14)-
ben a kovetkezst kapjuk:

1 1
—— | @p*dV — —f po*dA — (4.19)
A

€0 Jv, €0

1 1
— (——/ P pdV — —j{ gp*adA) =
€ Jv, € Ja
A2 A2

Most tekintem az 1. felilletet. Nem lehet megtenni azt, hogy a (4.19)
egyenletben egyszertien kicserélem a 2-es indexeket 1-re. Ennél koriiltekin-
tébben kell eljarni. Lényeges kiilonbség ugyanis, hogy mig = V5, addig
¢ Vy (lasd a (4.13) egyenletet és a 4.2 dbrat). Ezt szem el6tt tartva a
kovetkez6 megallapitasra jutunk:

1 1

—— | ep"dV 4+ — | ¢'pdV = 7{ 0 Ey, dA — 7{ ek}, dA.  (4.20)
€ Jw € Jv Ay Ay

Koveteljik meg, hogy A; beliilr6l, A; pedig kiviilrél minden hatéron tul

tartson az altaluk szendvicselt A feliilethez. E hataresetben

lim Vl(Q) =V (4.21)

A1<2)—>A

Mivel ™) folytonosan viselkedik az A feliileten torténd atlépéskor, valamint
ES) — B = 60 /e a (4.19) egyenletbé] kivonva a (4.20) egyenletet a

1 1
—— ¢ po*dA+ —]{ pfodA = (4.22)
€ Ja €0 JA
A A
1

1
=—— ¢ po*dA+ — ¢ p'cdA
€ Ja €0 JA
azonossag adodik a fent megkovetelt hatdratmenetre vonatkozoan. A tételt
ugyan nem sikeriilt bebizonyitanom, de az ellentmondasmentes eredmény
biztato olyan értelemben, hogy a problémat jol ragadtam meg, helyesen irtam
le.
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Mas egyéb lehetfség nem igen volt, mint az Green-tételbeli integrélasi
tartoméanyt a teljes térre kiterjeszteni. Ennek elényét rogton meglattam ab-
ban, hogy a (4.14) Osszefliggés jobb oldala zérus lesz. A véges térfogatra,
illetve annak hatarfeliiletére korlatozodo toltéseloszlasunk potencidlja 1/r-
rel, térerGssége 1/r%-tel cseng le a végtelenben hizodo feliilet pontjaiban, igy
a (4.14) egyenlet jobb oldala 1/r-rel zérushoz tart » — oo miatt. A (4.13)
Osszefiiggést a (4.14) egyenletbe helyettesitve ezen integréalési tartomany vé-
lasztas mellett

[ e (oL fome-m) v
_/Oo {‘p (_%p*(r - %]{10*@)5(7*—77)” av =0

adodik. A kettds integralokban a térfogati és feliileti integralés felcserélésével,
a Dirac-delta definicidjanak felhasznélasaval, ep-lal valod szorzés és rendezések
utan az (1.4) igazolandoé tétel adodik. Ezzel bebizonyitottam azt, ami egyik
célom volt: igazolni a Green-féle reciprocitasi tételt tetszéleges tulajdonsagu
feliileti toltés (és azon beliil foglalt folytonos toltéseloszlas) esetére.

4.4. Bizonyitas vezeto feliilet esetére

Vezetd tipusu feliilet esetéhez tekintsiik a 4.3 abrat! A vezet6 héj vastagsaga
barmilyen kicsi is, végesnek tekinthets. Az integralési hatar tekintetében
megkiilonboztethetjiik az 1., a 0. és a 2. szamokkal jelolt piros, zold, és kék
szind virtualis feliileteket. Az el6zGekben részletekre kiterjed6en megadtam
a levezetések lépéseit. Elkeriilvén azt, hogy unalmassa valljon a dolgozat
a sok, ismétléds, hasonld lépéstsl, most mar csak jelezni fogom, hogy mi
torténik, visszautalva az elézdekben elkovetett hasonlé megfontolasokra. A
tételes levezetést Olvasora bizom.

A fekete szint bels6 és kiils6 feliiletekkel hatéarolt vezets (4.3. abra) belss
feliiletén o, kiilsé feliiletén o feliileti toltésstrtiség van. Egy vékony kettds-
rétegrél van tehat szo.

Tekintsiik az 1. (a 4.3. abran piros szint) feliiletet. Az (1.4) tétel bal
oldalaban kizarolag folytonos térfogati toltésstirtiségek keriilnek, jobb olda-
lan pedig a oy toltésstirtségi feliiletet kozvetlen beliilrsl hatarolo 1. (piros)

feliilet mentén jelen 1évs Ef*) térerGsségek jelennek meg. A héj vezets volta
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4.3. abra. A p™) folytonos toltéseloszlas és az azt koriilolels vékony, toltott,
vezetd.

miatt e térerdsségek egyrészt merdlegesek a feliiletre, méasrészt egyben tér-
erGsség ugrasok is, hiszen a vezetd héj anyagaban a térerdsség zérus. Igy e
térerGsségek a ag*) toltésstirtiségekkel aranyosak. E megfontolasokkal

/gpp* dV + JQ{gpaf dA = /gp*pdV + ]{ga*al dA (4.24)

adodik, ami figyelembe véve, hog;r az ekvipotencialis feliileten a potencial
V) lletve a belsé héj toltése Qg*

/gop* dV +V .- Q] :/go*pdV—i—V*-Ql. (4.25)

Természetesen a Gauss-térvény értelmében [ p™*) dV + Qg*) =0.

A 0. (a4.3. abran zold szint) feliiletet tekintve az (1.4) tétel bal oldalan a
folytonos térfogati toltésstrtségek mellett (4.13) szerint figyelembe kell venni
a feliileti oy toltésstirtiséget. Az egyenlet jobb oldala pedig zérus, hiszen a
vezetG héjban a térerdsség zérus. Mindezek figyelembevételével ugyancsak
(4.25)-re jutunk.

A 2. (a 4.3. abran kék szint) feliiletet tekintve az (1.4) tétel bal oldalan
a folytonos térfogati toltésstrtségek mellett két (o1 és 03) feliileti toltéssii-
riiséget leird tagot is figyelembe kell venni (4.13) szerint. (1.4) jobb oldalan
pedig a oy toltésstriségi felilletet kozvetlen kiviilrsl hatéarolo 2. (kék) feliilet
mentén jelen 1éve Eé*) térerGsségek jelennek meg. A héj vezetd volta miatt
e térerGsségek egyrészt merdlegesek a feliiletre, masrészt egyben térerdsség
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ugréasok is, hiszen a vezeté héj anyagaban a térerdsség zérus. Igy e térerdssé-
gek a aé*) toltéssirtsegekkel aranyosak. E megfontolasokkal szintén (4.25)-re
jutunk.

Erdekes tehat, hogy fiiggetleniil attél, hogy melyik (0., 1. vagy 2. ) felii-
letet tekintettiik az integralasi tartomany hataranak (4.25)-re jutunk.

A bizonyitashoz az lesz a célravezetd, ha megint a végtelenben hiazodo
képzeletbeli feliiletre alkalmazzuk az (1.4) Green-tételt. A jobb oldal (feli-
leti tag) zérus lesz, mivel lokalizalt toltésrendszer potencialjanak és térerds-
ségének szorzata a végtelenben 1/r3 szerint, feliileti integraljuk pedig 1/r
szerint lecseng. (1.4)-ben két feliileti toltési taggal (o1-t és o9 leiroval) kell
kiegésziteni a térfogati toltéssiriséget. Igy a

/gop* dV + j{go(af +05)dA = /gp*pdV +j{<p*(01 +o09)dA  (4.26)

azaz

/gop* dV + %goa* dA = /gp*p dV + ]{go*a dA (4.27)
Osszefiiggéshez jutunk, ahol o) = 0?) +a£*). Ezzel a Green-féle reciprocitési
tételt igazoltuk vezetd feliilet esetére is.

A tétel bizonyitasahoz elegendd volt a végtelenben hizodoé feliiletet és
annak belsejét tekinteni integralasi tartoményként. Az 1. 0. és 2. feliiletekkel
valo probalkozas viszont ad egy fontos eredményt. A (4.26)-ban megjelnitve
a vezetd héj belsd és kiilsé feliileteinek Qg*), illetve Qg*) toltéseit a

[eravav-@iv@= [eoavev@+) @
osszefiiggéshez jutunk. Ebbdl az egyenletbdl kivonva (4.25)-t a
V-Q;=V"-Q2 (4.29)

kapcsolat adodik a vezets potencidlja és annak kiilsd feliiletén elhelyezkedd
toltések kozt. A belss [ p) AV + Qg*) = () Ossztoltést semleges részt akar el
is tavolithatjuk, akar az egész bels6 térfogatot vezets anyaggal tolthetjiik ki.
Igy a (4.29) egyenlet létjogosultsagot ad a C' = Q/V alland6 definidlasara,
ami vezet$ kapacitasa.

Rogos, de megfontolt uton jutottam el a Green-féle reciprocitasi tétel
bizonyitasig. Sikeresen igazoltam azt a tételt amit a szakirodalom hibasan,
leegyszertisitve tett.
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5. Reciprocitasi- és kozépérték té-
telek a magnetosztatikaban

5.1. A magnetosztatika reciprocitasi tételei

A Green- féle reciprocitési tétel a szakirodalmakban csak az elektrosztati-
ka témakorében jelent meg. Természetesen fogalmazodhat meg benniink a
kérdés, hogy nem all-e fenn valamilyen hasonlé kapcsolat a j aramstriség
altal keltett B mégneses indukciora és a hozzatartozo A vektorpotencialra
vonatkozoan.

Az (1.2) osszefiigges kis atalakitassal:

/%(p*C) dV:/%*(pC) dv, (5.1)

ami sejteti, hogy, ha a potencidl és aramstriiség négyesvektorok nulladik
komponenseire igaz az allitas, igaz lesz

/[f-}'*dV://T* jdv (5.2)

is. Hasonlb6an, a hatéas-ellenhatas miatt igaznak vélhetjiik a
/j*xédvz—/jxé*dv (5.3)

kapcsolatot is. A jelzett és a jelzetlen két egymaéastol fiiggetlen, ﬁf(*) =0
feltételnek elegettevs aramrendszer, az integralas pedig a teljes térre terjed
ki.

Ismert, hogy adott B mégneses indukcié esetén a vektropotencial egy
A A’ = A+ VX mertektranszformamo ) erejéig bizonytalan, hisz a kovelet-
mény A-val szemben mindésszesen B = V x A teljesitése. Egy aramrendszer
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masik aramrendszer terében értelmezett energiaja e transzformaciora invari-
ans kell legyen. Léassuk be!

/ﬁ jdv—/(fhﬁx) AV = (5.4)
Jlereer s i
0] v

+V
ahol felhasznaltuk, hogy V(j* - x) = (V") - x + (Vx) - j*, tovabba, hogy
Vji* = 0. (5.4) utolso tagjat alakitsuk at feliileti integralla a Gauss-tétel

alapjan:
/ff’j*dV:/ﬁj*dVJrff*xdﬁ. (5.5)

Mivel a végtelenben vélasztott hatarolofeliilet mentén az aramstirtség zérus
a feliileti integral is zérus. Igy belattuk a mértéktranszformacioval szembeni
inverianciat.

Az (5.2) és az (5.3) tételekre ugy tekinthetiink tehat, mint az (1.2) és a
(2.1) elektrosztatikai reciprocitasi tételek magnetosztatikai megfeleldire.

A tovabbiakhoz pedig fontos tény, hogy a skalarpotencial kielégiti a Poisson-
egyenletet, azaz

V2Q0 = T (56>
illetve Coulomb-mértékben a vektropotencial szintén hasonld Osszefiiggést
elégit ki:

VA = —pq - . (5.7)

5.2. Kozépérték-tételek a magnetosztatikAban
Az elektrosztatikaval ellentétben a magnetosztatikaban nem krealhatok a 2.

fejzetben bemutatottakhoz (2.1 abra) hasonlé gémbszimmetrikus terek. Ad-
né magat, hogy a magnetosztikiban inkabb megjelend, hosszt szolenoidalis
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segédterekkel hengerre vald atlagolasokat tegyiink meg. Ez azonban elég ér-
dektelen, trivialis ereményekre vezet.

A goémbi atlagolasok tovabbra is érdekesek a magnetosztatikai terekben.
Ebben az alfejeztben az elektrosztatika gombi kozépértéktételeinek magneot-
sztatikai megfeleGit fogom levezetni az elektrosztatikaban kapott eredmények
felhasznalasaval. Sztatikai problémakhoz hiven Coulomb-mértéket valasztok.

A kovetkezG alfejezetben a félreértés elkeriilése végett a feliiletre az S
jelolést hasznélom.

5.2.1. A gombon kiviili Aramok esete

o (Ax),—r: Az elektrosztatikus esetet tekintve, a gombén kiviili toltésekhez
tartozo potencialnak a feliileti atlaga a gémb koézepében felvett potencialér-
tékkel egyenls, azaz

(R)rn = g P 945 = 0(0) 6539

A magnetosztatikai problémahoz tekintsiink egy tetszéleges Descartes
koordinata-rendszert, melyben a vektorpotencial adott komponense A;, ahol
i = 1,2,3(z,y,2). A vektorpotencial tetszéleges komponense — konstans-
tol eltekintve — ugyan tgy Poisson-egyenletet elégit ki (lasd (5.7) egyenlet),
mint a skalarpotencial az elektrosztatikdban (lasd (5.6)). Kovetkezésképp
kiils6 aramok esetén a vektorpotencial tetszéleges A; komponensének a felii-
leti atlagara igaz, hogy

(Auchren = s ]4 4:dS = A,(0). (5.9)

Maganak az A vektorpotencialnak a feliileti atalaga pedig az a vektor, amely-
nek komponensei az A vektorpotencial komponenseinek atlaga, azaz:

(Ak)rer = (A181+Asfa+ Asls) = (Ai€)) = (A;)é; = Ai(0)&; = A(0). (5.10)
o (B),—r: AKiils6 toltésekhez tartozo E térerdsség vektor feliileti atlaga
a kozépérték tétel alapjan:

(Ex)rer = 471'1R2 f EdS = E(0). (5.11)
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Az E térerGsség vektor komponensei és skalarpotencial parcialis derivéltjai
kozott a kdvetkezs kapcesolat all fenn:

Az (5.11) kozépértéktétel az E térerdsség tetszéleges komponensére is igaz:

<&»R:4;prmS=&mx (5.13)
(9ip) = 10ip](0). (5.14)

A fentieket felhasznaljuk a B indukciovektor feliileti atlaganak elgallitasdhoz.
Mint azt mar kordbban megéallapitottuk:

(Bi)r=r = (Bmém) = (Bu)ém. (5.15)

Felhasznélva, hogy B=VxA

(Bim) = (€mij0iA;j) = €mij{0iA;) = €mij[0;4;](0) = By, (0), (5.16)

ahol a harmadik lépésben anal6ég moédon alkalmaztam az elektromos tére
vonatkozo kozépértéktétel kapesan érvényes (5.14) Osszefliggést, kihasznél-
va, hogy ¢ és A; ugyantgy Poisson-egyenletet elégit ki (lasd az (5.6) és az
(5.7) egyenletek) . Igy tehat kiils6 aramok esetén a magneses indukciovektor
gombfeliiletre vonatkozé atlagéra igaz:

—

(Bi)r—r = B(0). (5.17)

o (ff K )r<r: Ugyan azt a gondolatmenetet kell végigvinni, (az elektroszta-
tikus esettel valo parhuzam) amit (Ag),_p szérmaztatasénal. Ezt itt nem
ismétlem meg. Tehat kiils§ aramok esetén a vektorpotencial térfogati atlaga
is megegyezik a géomb koézéppontjahoz tartoz6 vektorpotenciallal:

—

(A)rer = A(0). (5.18)
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° (EK)T<R: szintén azt a gondolatmenetet kell megismételni, amit
(Bg),—p esetén, amit most mellszok. Tehat kiillss aramok esetén a mag-
neses indukcio térfogati atlaga is megegyezik a gomb kozéppontjahoz tartozo
indukcioval:

(Bi)r<r = B(0). (5.19)
Most térjlink ra a gémbon beliili &ramok esetére.

5.2.2. A gombon beliili &ramok esete

o (Ap),—pr: Belss toltések esetén a potencial feliileti atlaga:

1
(pB)r=r = 47T€0R/pdV (5.20)

Egyszert a dolgunk: el kell végezniink a ¢ — ff, p— ; és % — o cseréket,
és kész is lennénk, hisz ¢ és A ugyanugy Poisson-egyenletet elégit ki. Tehat

(Ap)y_p = jﬁ—;i jav. (5.21)

Viszont a gémbon beliil minden pontban megkoveteljiik ﬁj = ( teljestilését,
amit legegyszertibben tugy képzeliink el, mint vékony, gémbon beliil zarodo
vezetGkben folyd aramokat. Legyen a gombben tetsz6leges szami zart vezetd.
[smert, hogy

jodv=7F.q-dl=1Idl (5.22)

Minden zart vezetére igaz, hogy

/jd\/:]{mf:ffdf:o. (5.23)

Ezt felhasznéalva az (5.21) egyenletben

—

(Ag)r_p =0 (5.24)
adodik.
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o (Bg),—r: Induljunk ki abbol, hogy (Ep),_g = 0, azaz a térerésség
tetszbleges komponensére igaz:

(Oip) = 0. (5.25)

Ezt hasznaljuk fel a B indukci6 vektor feliileti atlagédnak eléallitasdhoz. Mint
azt mar kordbban megallapitottuk

Vegyiik észre, hogy az (5.25) Osszefliggésben ¢-t a vektropotencial j-
edik komponensével helyettesithetjiik, mondvan, hogy ugyan tgy Poisson-
egyenletet elégit ki

(Bp) =0 (5.27)

adodik a magneses indukcio6 tetszéleges m-edik komponensének atlagara. Eb-
bél kifolyodlag

(Bp)r=r = 0. (5.28)

o (Ap)rcr: Induljunk ki a

(ahren =gz [ ol 6.0)(3R 1) av (5.20)

Osszefiiggésbdl, ahol Vy az R sugart gomb térfogatat jeloli. A ¢ — fT, p— ;
és % — o cserékkel azonnal adodik az

(Ap)ecn = £ [ 100, 0) (3R = 1% av (5.30)
0

eredmény.
e (Bp),<r: Elérkeztiink a nyolcadik, egyben utolso tételhez. A fentiekhez
hasonloan az elektrosztatikus esetbdl indulok ki:

. 1 i1 1 -
Ep)pen = — Fo(r) dV = — - (P), 5.31
(Enlren= g [V =P —— (B, 3y

azaz a térerGsség térfogati atlaga — konstans szorzofaktor erejéig — nem mas
mint, a gombon beliili toltések atlagos polarizacioja.
A p’elektromos dipélmomentumnak a magnetosztatikai megfelelGje az
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1 .
mzé/mg‘dv (5.32)

magneses dipélmomentum.
Az (5.31) Osszefliggés alapjan:

1
e = — pdV. .
<81S0>T<R 360‘/0/pr V. (5 33)

Elvégezve a szokasos megfeleltetéseket:

(0:A)rer = —3“—‘% zij; dV. (5.34)

A fenti egyenletetbdl €,,,;-vel valé szorzas utan kapjuk az indukciovektor m-
edik komponensének atlagat felismerve az (5.32) definiciot:

(Bm)r<r = (€mijOiAj)r<r = _ o /wijj av =12 €mijiJ; AV .
|

3V 3V
2Mmm
(5.35)
Bels6 aramok esetén tehat az indukciovektor térfogati atlagara kapjuk:
Bp)rcr = —=po—= = —=po{M). 5.36
(BB)r<r 3“0\/0 3M0< ) ( )

Végiil az 5.1. tablazatba Osszegytjtottem a kapott magnetosztatikai ko-
zépérték tételeket:

5.1. tablazat. Az indukcidvektor /vektorpotencidal felileti/térfogati atlagai
kiilsG / belsd dramok esetén.

Kiils6 aramok Belsé aramok

(Ag)rr = A(0) (Ap)r—r =0

(Bi)r—r = B(0) (Bp)rer =0

(f‘TK>r<R = /‘T(O) <1‘TB>7~<R = 6“7% fj(r, 0.¢)(3R* —r?)dV
(Bi)r<r = B(0) (Bp)r<r = —2p0(M)
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6. A pontszeri dipd6lus potencialja
a Green-féle reciprocitasi tétel
tukrében

A pontszerti dipolus szamos elektrosztatikai problémaban elGkeriil, ezért tan-
kényvekben [6, 7, 13| alapvets fontossaggu az altala keltett potencial targya-
lasa. Ebben a fejezteben azt mutatom be, hogy milyen elemi és gyors mod-
szert nyujt a Green-féle reciprocitasi tétel egy konkrét probléma esetén: a
pontszert dipolus potencialjanak szarmaztatdsahoz. Annak érdekében, hogy
a levezetést kozépiskolasok is gond nélkiil megértsék, a tételt nem a rigordzus
formajaban fogom hasznélni, hanem inkabb intuitive, annak fizikai tartalméat
megragadva.

6.1. Abra. Homogén elektrosztatikus térbe helyezett dipolus.

Ehhez el6szor a homogén elektrosztatikus erGtérbeli pontszeri elektromos
dipolus potencialis energiajat kell értelmezni. Ezt vissza lehet vezetni az m
tomegi pontszerd test zérus energiaszinttél mért h magassagbeli W = mgh
potencialis energiajara. Tekintsiik a 6.1. abrat. A g-vel analég modon az
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E térerdsség lefelé mutat. A potenciélis energia 6nkényesen megvalaszthato
nullszintje legyen a dipdlus E-re merGleges helyzetében. Ha a dipdlust ko-
zéppontja koriil 6 szoggel elforgatjuk a 6.1. abra szerint, a potencialis energia
a homogén nehézségi erétér analogiaja alapjan

W = qu sinf — (—q)Eg sin(f) = —pE cos(90° + 60) = —p- E. (6.1)

.

6.2. dbra. A dipolus és ponttoltés kolesonos helyzetét szemléltets abra.

Most helyezziink el egy p pontszertd dipolust és egy ) ponttoltést a 6.2.
abra szerint. A reciprocitasi torvény elemi szintd értelmezése azt mondja,
hogy a dipodlus terébe helyezett toltés

W* = Qe(F) (6.2)

potencialis energidja megegyezik a () ponttoltés elektromos terében 1évé
pontszerd dipol

— 1 —r _)'_»
W =—pF = —j- Q —r_ Qpr
degr® 1 dmeq 13

(6.3)

energiajaval, ahol kihasznaltuk, hogy a pontszerd dipol kornyezetében a @)
ponttoltés tere homogénnek tekinthets. A W = W* kdvetelésbdl kifolyolag
a pontszerd dipolus potenciédljara a jol ismert

p cosf

o(r,0) = (6.4)

deg 12

Osszefiliggés adodik.
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7. Osszefoglalas

A dolgozat elkészitése soran célom az volt, hogy olyan tudoményos alapossa-
gt munkat hozzak létre, amely a kdzép- és felsdfoki fizikaoktatasban egyarant
hatékonyan hasznalhato, kiilonos tekintettel a tehetséggondozé programokra
és az elektrodinamika alapjait bevezeté kurzusokra. A kutatas kiindulo-
pontjat egy Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban megjelent cikk
szolgaltatta, melyre épitve a problémakor 4j aspektusait vizsgaltam.

A dolgozat keretében az alabbi, a szakirodalomban hidnypotlonak tekint-
heté célokat tiiztem ki és valositottam meg, mint sajat eredményeimet:

e A Green-féle reciprocitasi tétel bizonyitésa kizarolag térfogati toltésst-
riiséggel leirt esetre, mind diszkrét, mind folytonos toltéseloszlas esetén (4.1
és 4.2 alfejezetek).

e A Green-féle reciprocitasi tétel bizonyitasa térfogati és feliileti tagot
egyarant tartalmazo esetekre, tetszéleges tulajdonsagu, illetve vezets feliile-
tekkel (4.3 és 4.4 alfejezetek).

¢ A magnetosztatikai kozépérték tételek levezetése az elektrosztatikai ko-
zépérték tételek alapjan, bemutatva azok szoros elméleti kapcsolatat (5. fe-
jezet).

e A pontszerii elektromos dipélus potencidljanak levezetése a Green-féle
reciprocitasi tétel felhasznalasaval (6. fejezet).

Munkam soran onélléan végeztem a matematikai levezetésekhez sziiksé-
ges elemzéseket és igazolasokat, valamint a fizikailag relevans kovetkeztetések
rendszerezését. Bar a dolgozat matematikai héttere tobb ponton meghaladja
a kozépiskolai tananyagot, az elméleti eredmények absztrakcidja nem 1épi tul
ezt a szintet, igy az alkalmazott példak a kozépiskolai szintd problémameg-
oldasban is hasznosak lehetnek.

Bizom benne, hogy a dolgozat eredményei, modszerei és kovetkeztetései
a kozépiskolai tehetséggondozasban és a felsGoktatés fizikaoktatasi program-
jaiban egyarant sikeresen alkalmazhatok lesznek.
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8. Fuggelék

PROBLEM:

Prove Green's reciprocation theorem: If @ is the potential due to a volume-charge density p within a
volume /" and a surface-charge density o on the conducting surface 5 bounding the volume ¥, while @’
is the potential due to another charge distribution p' and &', then

[ pvd'x+ [ o®'da=[ p'dd'x+[ o'dda

SOLUTION:
Start with the Green's theorem:

— '

2.2, o 3o d P’ de
[ oVia -0 Viald x_§:(d> o dn)a’a

2 1 . 1,
Use the Poisson equation: \'% d’:—E_P{X] and Vb =—E—p (x) -
o

0

L e p = (AL ped®

E“L,[p(b pd')d’x gis(cp P dn)da
de' dd

_frpdl'djx—_[yp‘¢d3x=§5(¢eu - —(D'eaﬁ)da

The normal direction # in Green's theorem points away from the volume of interest, which in this case
would be into the conducting surface. From a previous problem, we know that the potential on a
conductor and surface charge density are related according to:

) QD'
wd o'=ay,
n §

‘We have to realize that the normals in these equations are pointing out of the conductor, whereas the
normals in Green's theorem are pointing into the conductor. We reverse the sign to account for this:

A
Bieoanr .

ad
O

jon 5

31

Now substitute these into Green's theorem:
L pcb'd’x—_[y p'md’x=56s [(Do'—d'c|da

Shuffle around to find:

[, pe'd’st [ o0 da=] p@d’x+[ o'dda]
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Sajat eredmények

Motivaciom egy Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban elemzett
probléma volt. E koézlemény tetszGleges elektrosztatikus térben tetszéleges
modon felvett gombfeliiletre torténd térerdsség és potencial atlagolassal fog-
lalkozik. Felismerve, hogy a problémakor moégott reciprocitasi tételek hiizod-
nak tovabbi érdekes kérdések meriiltek fol. Egyrészt a hazai és nemzetkozi
szakirodalomban hibasan szerepelt a Green-féle reciprocitési tétel bizonyita-
sa. Kivancsiva tett tovabba, hogy az elektrosztatikai reciprocitési tételeknek
hogy festenek a magnetosztatikai megfelel6i. Az is foglalkoztatott, hogy az
ismerteken feliil milyen alkalmazési teriiletek vannak.

Célom volt olyan munka létrehozasa, amely az elektromégnesség kdzép-
és felsdfoku oktatasaban egyarant hatékonyan hasznalhato és a fenti vonat-
kozasban tjszerd, hianypotlo.

Megvalositottam:

e Az altalanos esetre vonatkozo Green-féle reciprocitasi tételt bizonyitot-
tam diszkrét és folytonos toltéseloszlas eseteire.

o A térfogati és feliileti tagot egyarant tartalmazo Green-féle reciprocitéasi
tételt bizonyitottam tetszdleges tulajdonsagu és vezetd feliiletek eseteire.

e A magnetosztatikai kozépérték tételeket vezettem le az elektrosztatikai
kozépérték tételek alapjan.

o Levezettem a pontszerd elektromos dipdlus potencialjat a Green-féle
reciprocitasi tétel alapjan.

A fenti pontokban leirtakat sajat eredményeimnek tekintem. Onalloan
végeztem a bizonyitasokat és az azokhoz sziikséges matematikai levezetéseket,
valamint a fizikailag relevans kovetkeztetések rendszerezését.

Bizom benne, hogy a dolgozat eredményei, modszerei és kovetkeztetései
a kozépiskolai tehetséggondozasban és a felsGoktatas fizikaoktatési program-
jaiban egyarant sikeresen alkalmazhatok lesznek.
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