Térido topoldgidjanak és alapfogalmainak bemutatasa
kozépiskolai szakkor keretében

Peilert Soma
PTE TTK fizika-matematika osztatlan tanarszak
Témavezets:
Dr. Paragi Gabor docens
PTE Fizikai Intézet, Elméleti Fizika Tanszék



Tartalomjegyzék

1.

2.

Bevezetés

Specialis relativitaselmélet

Minimalis ponthalmaz topologia bevezeto

Gorbék, feliiletek differencial és integralszamitasanak geometriai alapjai

Az altalanos relativitaselmélet fobb jellemzoi

5.1. Gyorsul6 koordindtarendszerek és a gravitdciés tér . . . . . . .. ... L. L.
5.2. Kétgondolatkisérlet . . . . . . . . . . . ...
5.3. Téridé sokasagok . . . . . . . . L
5.4. Térid6 topoldgiai alapfogalmak . . . . . . . . ... ..o oL
5.5. Geodetikusok . . . ...

Fekete lyukak termodinamikaja

Merre tovabb?

11

15
15
19
20
25
30

38

40



1. Bevezetés

A kozépiskolai fizika oktatds dltaldban a modern fizika ajtajdndl megtoppan, s csak nagyon kevés
fényt enged 4t. Arra véllalkozunk, hogy az egészen nagy dolgok vildgdval kapcsolatos altaldnos
relativitiselméletet probdljuk gimnédziumi szinten befogadhat6va tenni, annak erdsen geometriai
oldaldt megragadva. Pusztin a jelenségek, megfontoldsok, illetve a matematikai eszkdztir szem-
léletesebb, geometriai, 1ényegibb részét dolgozzuk fel ugy, hogy a didkok szdméra az egyszerd-
sités miatt tdlzottan homdlyos (vagy egyszerien hibds), vagy a differencidlgeometriai, topoldgiai
és megannyi technikai részlet miatt a didkok tuddsdhoz nem illeszthet6 targyalast elkeriilhessiik.
A megannyi film, regény 4altal bemutatott misztikus vonzata a relativitiselméletnek az idéutazas,
fekete lyukak, de még a rossz hétkdznapi szOhaszndlatban tilzottan altaldnosnak vett ,,minden re-
lativ” kifejezéssel is sokszor elterelddhetiink att6l, hogy a klasszikus fizika logikus, megindokolt
folytatasanak tekintsiik mind a specidlis, mind az 4ltaldnos relativitds elméletet. Mivel a specidlis
relativitdselmélet €s ahhoz vezetd tudoménytorténet kozépiskolai feldolgozasara szdmtalan anyag
sziiletett, igy azt a témat kevésbé bontjuk ki részletesen, csupan nagy vonalakban a f&bb targyala-
sunkhoz sziikséges alapokat tisztdzzuk. Mivel a témakor hatalmas, igy itt pusztdn a gorbiilt térid6
jellemzésével, illetve a fekete lyukak topoldgiai bevezetésével, jellemzésével foglalkozunk. Termé-
szetesen a késdbbiekben mds munkakban kifejtésre keriilhet: a vildgegyetem mint egész szerkeze-
te, a gravitaciés hulldmok, vagy kiilonbozd kauzalitasi kérdések. A targyalds roppant nagyvonald,
mondhatni intuitiv, hogy a kiillonb6z6 fels6bb matematikai eszkdzoket hosszas felvezetés nélkiil be
tudjuk vezetni. Ez nem jelent veszteséget, mert a fizikai jelenségeket, f6bb matematikai fogalmakat
a f6 irdnyvonalak mentén érdemes el6bb megragadni, nem pedig a technikai részletekbe bonyoldd-
ni. Tehat nem egyszerlien kozépiskolds szintre vald redukéldsrdl van szd, inkdbb egy bevezetdrol.

A célkozonség elsdsorban 11-12. osztalyos gimnaziumi didkok, akik mér a termodinamikat,
elektrodinamikét, optikat elsajatitottak fizikabol, matematikdbdl pedig a halmazelmélet alapjait, a
trigonometriat, euklideszi geometriat. Nem sziikséges a valos analizis ismerete, egy geometriai
megkozelitést vesziink igénybe, ahol sziikséges.

Az itt felvazolt lehetséges targyaldsmod gyakorlatban val6 kiprobaldséat a szerz6 mihamarabb
szeretné megvaldsitani. A szerzett tapasztalatokkal lehet6ség adédik majd korrigédldsra, a témako-
rok mélységének, gazdagsdganak helyes bedllitdsara.

Mivel egy a kozépiskolai eszkozoktdl kissé tavol esd anyagrdl van szd, igy meglehet6sen nehéz
feladatokat megfogalmazni (spec. rel. elmélet esetén ilyen gond kevésbé van). Mindenesetre re-
mélhetdleg ezzel is gazdagodni fog majd id6vel ez a gyjtemény.

2. Specialis relativitaselmélet

Nagyrészt itt a relativitds dltaldnos elméletével foglalkozunk, a specidlis relativitdselmélet kozépis-
kolds targyaldsa konnyen fellelhetd. [6, 7] Igy nem részletezziik milyen elméleti és kisérleti problé-
mak, megfigyelések vezettek a hires 1905-s ,,sziiletéséhez” a specialis relativitdselméletnek. Csak
roviden védzoljuk a fontosabb eredményeket, amikre tdmaszkodni fogunk. Az informécio6 terjedési
sebessége korlatos, mely a vakuumbeli elektromégneses hullamok terjedésével, igy a fénynek a
sebességével is egyenld, mely dllandé mennyiség. A bevett irodalmi jeloléssel c—nek jeldljiik a
tovabbiakban. Mivel sok félreértést okoz az inerciarendszer fogalma, ezért roviden adjuk meg a
definicidjat. A cél olyan vonatkoztatési rendszert taldlni, melyben a lehetséges legegyszertibb alak-



jat kaphassuk a mechanika torvényeinek. Inerciarendszernek neveziink egy olyan vonatkoztatasi
rendszert, melyben a tér homogén és izotrop, az id6 pedig homogén. A homogenitas alatt azt
értjiik, hogy szabad testre (részecskére) a tér vagy idékoordinata tetsz6leges eltoldsakor is (mecha-
nikailag) ekvivalens helyeket és id6pontokat kaphatunk. Magyardn a két kiilonb6z6 hely, illetve
1dépont megvalasztisa nem befolydsolja a fizikai jelenség leirasiat. Egy Grhajéban, — mely az
allocsillagokhoz képest nyugalomban van —elvégzett optikai kisérlet egy a tér adott pontjan is
ugyanazt az eredményt adja, illetve 5 km-rel arrébb is, két 6ra milva. Izotrépia a kiillonboz§ ira-
nyok ekvivalencidjat jelenti (forgatdssal szembeni invariancia). A sebesség mint vektor dllandésdga
ezzel biztositva van: irdnya nem valtozik a térbeli izotrépia miatt, nagysdga pedig egyes tér és id6-
pontokban azonos. Vagyis visszakapjuk Newton I. torvényébdl ismert egyenes vonald egyenletes
mozgéast, melynek specidlis esete a nyugalom.

A klasszikus mechanikdban az informdci6 avagy a kolcsonhatdsok terjedési sebessége végtelennek
vehetd. Kiemelten eltér6 a helyzet a specidlis relativitdselmélet altal adott mechanikdban. Fontos,
hogy egyik vonatkoztatasi rendszerr6l masikra térve egy-egy jelenségrél mas és mas tapasztala-
tunk lehet. Ezt jol megvildgitja az alabbi eset: ha K inerciarendszerhez képest (melyben felvett
derékszogli koordindtarendszer tengelyei x, y, z) K’ inerciarendszer (tengelyei 2/, y’, 2’ ) egyen-
letes sebességgel mozog, hogy a megfeleld tengelyparok parhuzamosak, illetve x, 2" tengelyek
pozitiv irdnydban torténik a mozgds. A két rendszer origdja az id6szamitas kezdetekor egybeesett.
Ha 2/-nek adott P pontjabdl ellentétes irdnyokba c sebességgel két jel indul el (példaul egy-egy
fénycséva), akkor K’'—ben P—t8l azonos tavolsagra levd (Q (P—t8l az illusztracié szerint balra),
R (P—t0l jobbra) talalhaté pontokat azonos 1d0 alatt éri el. Viszont K —bdl szemlélve — melyhez
képest ugye K’ mozog — nem szamolhatunk oly médon, hogy a jel sebessége ¢ + K’ sebessége
lenne, igy ()—ba hamarabb ér, mint R-be. Azt mondhatjuk, hogy elébe ment a jelnek a rendszer.

xY

(Q-ba hamarabb ér a jel, mint R-be

Koordinéta rendszereinkkel méar nem csak egy térbeli helyet, hanem egy adott torténés id6pil-
lanatat is szeretnénk rogziteni. Ezt tobbek kozott az indokolja, hogy a késdbbiekben latjuk, mds



és mds megfigyel6k adott jelenség idGtartamdra nem ugyanazt az értéket mérik. Emiatt az id6
mar nem lehet egy globdlis paraméter, ha lokdlisan a megfigyel6k nem tudnak megegyezni. Tehat
minden egyes eseményt négy szam fog leirni, harom a térbeli pontot, ahol végbemegy a folyamat,
egy pedig az adott id&pillanatot cimkézi. Egy test mozgdsdndl sok esetben érdekel minket, milyen
palyan mozog. Szeretnénk magédnak a mozgasnak az idSbeni vetiiletét is valahogyan megragadni.
Erre alkalmasak az tigynevezett Minkowski-diagramok, vagyis az idot is egy tengelynek vessziik
fel a Descartes-féle koordindta rendszeriinkben. Itt egy pontot vildgpontnak neveziink, egy a tér-
id6ben levs testet egy vildgpontok Osszessége — egy gorbe — a vilagvonal ad meg. Megeshet,
hogy a test nyugalomban van, ilyenkor is egy gorbe rendelhetd hozza, hiszen az id6ben, az id6
tengely mentén elmozdul (mulik az id6), a tér-tengelyek sikjara merdleges egyenest kapunk.
Egy dimenziés mozgdsokndl néhéany alapeset:

t

Xo X

xro—ba nyugalomban 1évé test

v dllando sebességgel egyenes vonald egyenletes mozgést végez xy—bol kiindulva



tA m tomegu test
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Fényjel vilagvonala tomeggel rendelkezd testhez képest

=<V

Lathato, hogy az els6 diagramon x, pontban nyugalomban levd test dllapotat kovetjiik nyomon
to id6pontig. Mésodik esetben mar valamilyen v dllandé sebességgel egyenes vonali egyenletes
mozgast végez ry—bodl kiindulva. A vildgvonalnak, — mely itt egy egyenes — a meredeksége a
v sebesség. Harmadik esetnél lathat6 egy fényjel vilagvonala is. Mivel ennek sebességéhez viszo-
nyithatunk minden egyéb test sebességét, ezért ha egységnyinek vélasztjuk a c-t, akkor 45 fokos
szoget zar majd be az x-tengellyel (pozitiv koriiljards szerint). Nyilvdn ekkor mads testek vilag-
vonala ennél meredekebb lehet csak. Tegyiik fel, hogy a viszonyitdsi id6pontkor, ¢ = 0-kor a
test az origéban van. Ha az origébdl fényjelet bocsatunk ki jobb €s bal oldalnak megfelel6en az
x-tengelyen, illetve fényjeleket fogunk be ugyancsak az origoban, akkor két, az x-tengellyel 45
fokos szoget bezar6 egyenest kapunk. Ez a két egyenes (ha pedig még egy térbeli irdnyt figyelem-
be vesziink: kup; harom térbeli dimenzi6 esetén négy dimenzids kiprol beszélhetiink) hatdrozzak
meg az origd mint esemény abszolit multjat és jovojét. Ezek alatt az x-tengely feletti illetve alatti
tartomanyokat értjiik, melyeket a két fényegyenes hatarol. Barmely az abszolut jov6tartomanyban
taldlhaté pont mint esemény olyan, hogy az origéban torténd esemény utdn kellett bekovetkeznie,
tehat barmely test, mely éppen abban a vildgpontban van, mar 4dthaladt kordbban az origén (vil4g-
vonala mindenképp az origéban metszi az x tengelyt t = 0 -kor, hiszen sebessége legfeljebb c lehet,
tehat nem juthatott ki a ,,kipbdl”. Hasonl6 érvényes az abszoldt miiltra is: olyan eseménypontok
helyezkednek el ott, melyekbdl indult testek (jelek) vildgvonalai a jovojilkben az origdt metszik.
Azon vilagpontok, melyek a fénykupon kiviil esnek: a mds helyen lejatsz6d6 események. Az itt
levo eseményekhez mindig vehetiink fel olyan vonatkoztatési rendszert, melyben az adott esemény
az origdbelinél hamarabb, vagy késdbb, esetleg egyiddben zajlik le.
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Abszolut jovo

Abszolut elvéalasztott Abszolut elvalasztott
<«

Abszollit mult

\J
Az origébdl hizott fénykipok

Két esemény tavolsaganal nyilvan tér- és idGbeli tavolsagot értiink egyszerre. Az el6bb felvett
K, K' vonatkoztatdsi rendszereket annyival egészitjiik ki, hogy felvesziink egy ¢, illetve ¢’ idGten-
gelyt is. K’ itt is a mar tekintett egyenletes mozgdsat végzi parhuzamos tengelyparokkal, x, 2’
tengelyek pozitiv irdnyaban. Vegyiink fel két eseményt K-ban: az elsd: (xy, 1, 21) pontbdl ¢;-
kor fényjelet bocsatunk ki, mely (x5, y2, 22) pontba to-kor érkezik. Igy a fénysugar ltal megtett tt:
c(ty—t1). Ez ugyancsak egyenld a hagyomanyos 3D-s tdvolsdggal: \/(z1 — 22)% + (y1 — y2)2 + (21 — 22)%
Vagyis:

(1 —22)? + (h — y2)® + (21 — 22)* — (2 — t1)* = 0.

Hasonl6 irhat6 a vessz8s rendszerben:
(2 —25)* + (Y — vh)* + (21 — 25)* — (ty — 1) = 0.

Tehat a baloldali kifejezés mindenfajta inerciarendszerben azonos, magyaran ha egyik inercia-
rendszerben nulla, akkor a tobbiben is az.

Legyen s = +/c2(ty — t1)2 — (z1 — 22)2 — (y1 — y2)® — (21 — 22)? 1 és 2 index(i események
kozotti ivhossz ("téridé tavolsag”). Igy is frhatjuk: As? = 2At? — Az? — Ay? — Az? 1évén, hogy
s kifejezésében megfelel6 koordinétdk kiilonbségei dllnak. Ha nagyon (pongyola terminussal "vég-
teleniil”) kozel van két esemény egymdashoz, akkor differencidlokkal irhatjuk fel az infinitezimélis
ivelemnégyzetet:

ds? = Adt? — da® — dy? — d2>

A differencidlok jelentéséhez legyen elég annyi, hogy a szokasos A jel6lést a "lehets legponto-
sabbal" cseréltiik fel, d—vel.
Lathaté: nem minden el&jel azonos. c2dt?, mely mértékegységileg tdvolsagként kezelhetd -
szal all, mig a ,rendes” térbeli tdvolsdg, amit megszoktunk derékszdgli koordindta rendszerben
dl* = dz* + dy* + dz* kivonva 4ll. Majd késdbb is latni fogjuk, hogy ez a téridének a nem szok-
vanyos geometridjara utal.



Megmutathatd, hogy az ivelem hossz invaridns mennyiség, tehat minden inerciarendszerben
két esemény kozotti tdvolsdg azonos a koordindta valasztastol fiiggetlen. Tehat lehetséges, hogy a
térbeli vagy id6beli tdvolsdg nem azonos (gondoljunk arra, hogy egy esemény nem feltétleniil egy-
idejli minden megfigyeld szdmdra kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben). Ha K vonatkoztatdsi
rendszerben 1 és 2 indexekkel jeloliink két eseményt, akkor vannak olyan K’ és Kj vonatkoztatdsi
rendszerek, ahol az el6bbiben a két esemény egy helyen zajlik le, utébbiban pedig egy idépontban).
K—ban [2, := (11 — 22)* + (y1 — 12)? + (21 — 22)2, 25 := A (ty — t1)? , akkor 2, := 22, — I3,
K'—ben s, := 4 — I3 , az ivhossz mint emlitettiik azonos, illetve K’ olyan, hogy egybe esik a
két esemény térbeli helye. Vagyis I3 = 0, kovetkezik s2, = c?t2, — I3, = 2t/% > 0. Ez azt jelenti,
hogy az események ivhossza valés (vonhatunk nyugodtan négyzetgyokot). Az ilyen ivhosszakat
idoszertieknek nevezzik.

Hasonléan kapjuk K”—ben ¢ = 0—val, hogy s = —I73 < 0, tehat semmi esetre se lehet az
ivhossz valds (képzetes szam lesz, tehit valamely nem nulla valds szam €s az imagindrius egység ¢
szorzata). Az ilyen {vhosszakat térszeriieknek nevezziik. Ha az el6z5 abrat eldvessziik, konnyen
élhetiink a megdllapitdssal: a fénykup bensejében levs események és az origd kozti ivhosszak 1d6-
szerliek. A Galilei- és Lorentz transzformaci6 targyalhaté Minkowski-diagramok segitségével is a
mdr emlitett forrds szerint is. Ha a tanulok valamilyen oknél fogva ismerik a hiperbolikus trigono-
metrikus fliggvényeket, eljarhatunk az aldbbi médon is:

Az {velemet mint tdvolsdgot a ct, x, y, z térben minden megengedhetd transzformacié megoriz. Vi-
szont ebben az esetben csak a parhuzamos eltolds és a forgatds johet szoba. Elobbiek csak mas
origd és id6szamitds kezdet megvélasztast jelentenek. Utdbbiak esetén induljunk ki a hdrom di-
menzids térbeli forgatdsok felépitésébdl. Ismert, hogy ott harom sikbeli forgatds Osszetevése ad
egy altalanos forgatést (zy, 2y, zx sikok). Egy dimenzidval feljebb xy, zy, zy, tx, ty, tz sikokbol
valogathatunk. ¢tz sik esetén y, z = all. kikotést vessziik. Vagyis az ivelem négyzet ilyen esetekben
(ct)? — z*—tel egyezik meg. Ha euklideszi térbeli forgatdsrdl lenne sz6 az 4j (', z’) koordinéta par
(t, z)-szel az alabbi kapcsolatban lenne

x = 2'cos(a) — ct'sin(a), ct = x'sin(a) + ct'cos(a),

ahol « az elforgatds szdge. Viszont ez sajnos nem lesz megfeleld ((ct)?+ 22 —tel még csak-csak,
de sajnos + helyett — 4ll). A szokdsos trigonometrikus fiiggvények helyett irjunk hiperbolikusokat:

r =2a'ch(a) — ct'sh(a), ct =a'sh(a)+ ct'ch(a),

ekkor (ct)? — 2% = (ct')> — 2>, Ha éppenséggel K’ rendszer v egyenletes sebességgel mo-
zog K-hoz képest, az z-tengely irdnydba, K’ origéjanak mozgésat szemléljik, ekkor ' = 0,z =

ct'sh(a),ct = ct'sh(a), osztds utdn kapjuk: £ = th(a),v = %, tehdt th(a) = 2, sh(a) =

—\/11)_/(6—2)2, ch(a) = \/1_1(_2)2, végeredményben:
I/ + vt , , t/ + C%x

Tr =



Ezt a transzformaciot nevezziik Lorentz-transzformacionak.

Ezek alapjdn mar a Lorentz-kontrakcid, idddilatacid hely, illetve idSkoordinétdk felirdsaval leve-
zethetd, ahogy a sebességek kozti transzformacids képletek is. A sajatidé és a tomegenergia ek-
vivalencia, ami még mindenképp kihagyhatatlan eleme a targyaldsnak. De ezt mar a fellelhetd
tankonyvekre, szakirodalmi targyaldsokra hagyjuk (mint az 1-es forras).

3. Minimalis ponthalmaz topolégia bevezeto

Geometridban sok esetben hasznos, ha tudjuk két pont vagy geometriai alakzat milyen tdvolsagra
van egymdstol, mekkordk egymashoz viszonyitva stb. Amikor sorozatokat vizsgédlunk kivancsiak
vagyunk vajon konvergensek-e, tehit egyre kozelebb keriilnek a tagok egy adott szimhoz. Ezt 4l-
taldban ugy fejezziik ki, hogy barmilyen kis pozitiv valos szamot adunk meg, elég sokadik tagjatol
kezdve vizsgalva a sorozatot ezen tagok tavolsdga a hatarérték szamtol (kiilonbségiik abszolut ér-
téke) kisebb lesz, mint a megadott kis valds szam. Ezt dtfogalmazhatjuk gy, hogy ha rajzolunk
egy nyilt intervallumot a hatarérték koré, akkor abbdl véges sok eleme fog kimaradni a sorozatnak.
Példanak okaért a sorozat elemei a,, = %, n >= 1, akkor lathat6, akarmilyen kis € pozitiv valds
szdmot vdlasztunk, alkalmas N index esetén minden n >= N -re |a, — 0] <. Vagy ha (a, b) nyilt
intervallum, mely O-t tartalmazza, s b > 0 > a , akkor csak véges sok eleme nem lesz a sorozatnak
benne (lehet, hogy egy sem marad ki, a 1ényeg, hogy barmilyen intervallumra teljesiiljon a kritéri-
um). Figyeljiikk meg, hogy ha két ilyen nyilt intervallumot vesziink, akkor azok unidja is megfeleld
lesz erre a célra, illetve metszetiik is. Ha tetsz6leges szdmi ilyen halmazt vélasztunk, unidjuk ekkor
is betolti ezt a szerepet. Ha végtelen szamunak vessziik az uniot, akkor ez mar nem lesz igaz, mert
ekkor a kozos elemiik csupén a 0-t tartalmazo halmaz lesz, ebbdl pedig nyilvan végtelen sok eleme
marad ki a sorozatnak. Sok esetben beszéliink arrdl, hogy valamely mennyiség értéke (melyet egy
sorozat megfeleld eleme ad meg) minden hatdron til né vagy valamilyen fix értékhez, pl.: 0-hoz
tart. Ezt felfoghatjuk egyfajta vég nélkiili ,,jatéknak™: utébbi esetben ez nem jelent mast, mint
hogy valaki megad nekiink egy nagyon kis valds, pozitiv € szdmot (akar 10 nagyon nagy abszolut
értékl negativ hatvanyét), s mi azt mondjuk erre: a mennyiség és a rogzitett érték, — amirdl sz6
volt (a hatdrérték) — tavolsaga ennél kisebb. Erre a tarsunk mond még kisebb e-t, és igy tovabb.
Minden hatdron til novekedés esetén hasonldan jarunk el, csak 1/e—nal (természetesen negativ
szamokndl minden reldci6 jel fordul, tehdt nagyon nagy illetve nagyon kicsi negativ €, 1 /e—r6l van
sz0). Egyszerl eset példanak okdért {2% |n € N}, melyhez hdrom nyilt intervallumot tiintettiink fel:

0 s 1/2
(A RV W—.
> 1/16 1/4 -

1

Kékbe minden feltiintetett pont beleesik, z61dbdl 1 kimarad, pirosb6l mér 1/2 és 1/4 is

Ugy tiinik a nyilt intervallumokkal valamilyen szinten “letapogatdst” tudunk végezni, anélkiil,
hogy barhogyan is pontok vagy ezekbdl 4ll6 alakzatok, objektumok tdvolsagarél beszélniink kéne.
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Altalanossagban mondhatjuk, hogy egy X halmaz részhalmazai nyiltak, ha:

1. () az iires halmazrdl vagy magérdl X —r6l van sz6
2. tetszbleges szamu unidjuk is nyilt
3. véges szamu metszetiik nyilt

Ha megmondjuk pontosan mely részhalmazait (nem csak valddiak) tekintjiikk egy halmaznak
nyiltnak, akkor ezekkel egyiitt X halmazt topologikus térnek nevezziik. A masodik feltétel magya-
rdzza az elsot: bizonyos halmazoknak lehet nincs kozos elemiik, ekkor metszetiik az iires halmaz,
de véges sok halmaz metszetét vettiik, igy nyiltat kaptunk. Furcsdnak tlinhet, hogy az iires halmaz-
hoz egy tulajdonsagot rendeliink, vegyiik ezt megegyezésnek. Maga X pedig minden nyilt halmaz
unidjdnak tekinthetd. Sok esetben maga a nyilt halmaz elnevezés nem tiikr6zi azt, amit megszok-
tunk: tehat példdul a fenti esetben a valds egyenesen a nyilt intervallumok annak tekinthetéek. De
ha csupén ezt az absztrakt definiciot tekintjiik, lehetséges, hogy nyilt halmaznak a balrél zart, jobb-
rol nyitott intervallumokat tekintjilk. Mindenesetre a fizikai alkalmazasoknal tekintsiik egyszertien
olyan darabkdinak (halmazainak) az egyenesnek, siknak stb., melyeknek a peremét (hatdrol6 pont-
jait) elhagytuk (szokds szaggatott vonallal a hatart jelolni). Ha egy pont egy nyilt halmazba esik,
akkor bevett terminoldgia szerint annak a pontnak a kornyezetérol beszélink. MegfelelGen kis
kornyezet esetén nem kell arra gondolni, hogy szamértékileg mekkora ez a halmaz (ha egyaltaldn
lehet réla beszélni mekkora is a teriilete stb.), hanem mondjuk a fenti sorozatos példanknal egy ny{lt
intervallum kisebbnek tekinthet6, ha egy masik részhalmaza, tehét tobb eleme marad ki belSle a
sorozatnak (pl.: az dbran Uy C Uy, Uy 0—nak kisebb/szilikebb kornyezete, mint U;). Legkisebb
adott tulajdonsagu halmaz az lesz, amelyet minden ilyen tulajdonsdgu halmaz tartalmaz.

Zart halmazrdl beszéliink, ha komplementere nyilt. Tehat () és X zdrtak, hiszen egymas komp-
lementerei és nyiltak, (tehat itt mar ki iitkozik az elnevezés furcsasaga, mindkettd egyszerre nyilt
és zart). Ezeknek tetszOleges szdmu metszeteik zdrtak, és véges szdmu unidjuk zéart (de Morgan-
azonossagokkal ezek beldthatéak). Intuitivan itt a peremiiket mindenhol megtartjuk. Magét a pe-
rempontokat tekinthetjiilk ugy is, hogy ha kivalasztunk az adott halmazunkbdl pontokat, valami-
lyen médon sorba rendezziik dket, akkor egy sorozatot kapunk. Ezeknek amennyiben van torl6dési
pontjuk (tehat olyan pont, ami koré tetszélegesen kis nyilt halmazokat vehetiink, akkor végtelen
sok pont reked benne; ha hatarérték ez a pont, akkor més torlédasi pont nincs is), akkor vagy a
halmazon beliil, vagy a peremén vannak (fenti példandl O a perem). Egy nyilt halmaz lezartjan
azt a legkisebb zart halmazt értjiik, mely tartalmazza a nyilt halmazt. Lényegében a pereme Osszes
pontjat hozza csatoljuk; jelolés C1(.S), S halmazra (az angol ’closure’-bSl). Ha S eleve zart, akkor
lezértja értelemszertien 6nmaga. Egy topologikus térnek megannyi tulajdonsédga lehet. Csak a leg-
fontosabbakat érintve, melyekkel dolgunk lehet:

Osszefiiggd: nem irhat6 fel két nem iires halmaz uniéjaként (tehdt csak az az eset lehetséges, ha
egyik 6nmaga, masik az iires halmaz).

kép

Kompaktsag: ez egyfajta végességet fejez ki.
Nyilt lefedésének nevezziik egy topologikus térhez nyilt halmazok egy kollekcidjat, ha uniéjuk
magat a teret adjak ki. Masképp fogalmazva a tér minden egyes pontja legaldbb egy nyilt halmaza-
ban lesz a lefedésnek. Példdul a valds szamegyenest nyilt intervallumokkal lefedhetjiik, hasonléan
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az egységkorvonalat stb.

Maga a tér kompakt, hogy ha barhogyan is fedjiik le nyilt halmazokkal, mindig van ezek ko-
ziil véges szamdu, melyek szintén lefedik a teret. Tehat ha a lefedést tigy képzeljiik el, mint ami-
kor papirmasét készitiink, ahogy egy hétkoznapi targyat ragasztgatunk Ossze, akkor elég véges
sok papirfecni az alakjanak lefedéséhez. Példaul akdrhogy probélkoznédnk a valds szdmegyenes
vagy a sik lefedésével, ott véges sokkal nem jarhatunk sikerrel, ha figyelembe vessziik, hogy
itt mindig adott végtelen sok nyilt halmazt tartalmazé lefedés elemei koziil valogatunk, tehét a
valds egyenes lefedése nem valdsithaté meg, ha példdul a nyilt lefedés elemei (—a,a),a € Z
[a (—o0,1), (—1, 00) halmazokkal valé triikkk6zés példaul itt nem miikodik, mert adhatunk olyan
végtelen sok halmazbdl valé nyilt lefedést, amikor nem lehet véges sokat kivdlasztani: a lefedés
{(n,n+1),(n—%,n+ 3 |n € Z}]. Kor esetén viszont a kivalogatds mindig megvalGsul, tehdt az
kompakt (ahogy vartuk is titkon). Itt intuitivan azért miikddik az egyenessel ellentétben, hogy a kor
egy onmagaba zar6do6 objektum, nem tudunk elindulni egy irdnyba, hogy ne jutnank oda vissza.

=
—

1. abra. 1 dimenzids kor lefedése két nyilt halmazzal, melyek nyilt intervallumok képei

Az é4bran két valés egyenesen levd nyilt intervallum képével lefedtiink egy korvonalat (mint
ruganyos szdlakat hajlitgattuk &ket egy fiiggvény segitségével) .

4. Gorbék, feliiletek differencial és integralszamitasanak geomet-
riai alapjai

A differencidl és integralszamitdsra kevésbé lesz sziikségiink. S6t célunk, hogy minél tobb helyen
elkeriiljiilk. Mindenesetre az alapkoncepciokrdl rovid ismertetés sziikséges. A fizikai mennyiségek
nagy részét fliggvényekkel (vagy ahhoz hasonlatos vagy annak tekinthet6 elemekkel) irhatjuk le,
tehat mas mennyiségektdl fliggd mennyiségekként. Minket legtobbszor az is érdekel, egy-egy ilyen
mennyiség hogyan is véltozik a fiiggetlen valtozok véltozdsa esetén, igy mint egy részecske altal
megtett 1t, ha telik az idd, jellemezhetjiik sebességével (pillanatnyi vagy étlag etc.). Ha f fiiggvé-
nyiink valamilyen = mennyiségtdl fiigg, tehét irhatjuk f = f(x) alakban, akkor példdul a sebes-
ség analdgidja alapjan véltozasat jelolhetjiik %—ként, tehat kis megvaltozdsa a fiiggd valtozonak,
osztva a fiiggetlen megvaltozasaval adja a "véltozasi sebességét". Viszont mi ennél pontosabbak
szeretnénk lenni, egyfajta pillanatnyi megvaltozast keresiink (mint a pillanatnyi sebesség esetén a
kinematikdban). Vizsgéljuk meg az aldbbi dbrat:
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Az f grafikonjdnak x, x5 pontjain keresztiil hizott szel§

ays

Két kiilonbozé értékét kivalasztva a fiiggetlen valtozénak mondjuk xq, xo-t, illetve a hozza-
juk tartoz6 figgvényértékeket f(z1), f(x2)-ket, lathatd, hogy % nem mds, mint az (zy, f(z1)),
(x2, f(z2)) pontokra illesztett szel6 meredeksége. Ha egyre kozelebbi x4, zo-ket vdlasztunk (le-
gyen az x1 mondjuk rogzitett, €s a masikat hozzuk kozelebb) akkor a két pont egyre jobban meg-
kozeliti egymast. Végiil mar nem tudjuk megkiilonboztetni dket, €s igazabdl x, x5 pontban hizott
érintdt kapunk, melynek meredeksége mutatja, mennyire is n6 ott a fiiggvényiink. Ha a meredekség
pozitiv — nd, ha negativ — csokken a fiiggvényiink az adott pontban. Magat a meredekséget igy
jelolhetjiik: %, ezt fx szerinti derivaltjdnak nevezziik. Ne zavarjon meg minket, hogy a szdmlal6
meg a nevezd nulldnak tlinik. Ezek tekinthetdek kiilon-kiilon fliggvényeknek, nem pedig zérusnak
megfeleld szamnak. Bar ez kissé homdlyosnak tiinhet, egyezziink meg abban, hogy df, dz, dy, stb.
moédon f, x, y mennyiségek rendkiviil kicsiny megvaltozasait jeloljikk. Ezzel mar taldlkoztunk az
ivelemnégyzetnél is.

Az ébra alapjin tehat a meredekségre egy kozelités w, s ha ily médon jeldliink:

2—T1
Ar = 29 — 21, T2 = 21 + Az, akkor W. Ha Az minden hatdron tul tart 0-hoz,

tehat Ax- ek helyett dx-ket irva f derivaltja z; pontban (érintSjének meredeksége ott) %(ml =

f("“)—ﬂix — f(z1dz (ha pontosak szeretnénk lenni, inkdbb igy frjuk %(xl) = [t 8= Jw) . Ay 5

Ax
vagy lima, o W). Természetesen nem minden fliggvénynek minden pontjdban 1étezik

derivalt (példdul nem definidlt abban a pontban a fiiggvény), de ha igen minden egyes eleméhez
az értelmezési tartomanynak az eddigi fiiggvényérték helyett az ottani érint6 meredekségét ren-
delhetjiik egyértelmti médon, tGjabb fiiggvényt nyertiink: a derivaltfiiggvényt (sebességet). PL.:

f(z) = x, akkor a definiciéba helyettesitve & (z,) = f(“*AAfi—f(fﬂl) = nEREn = 1 Az — 0
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itt nem is sziikséges. Tehdt minden pontjdban azonosan 1 a meredekség (az abszcisszaval bezart
sz0g 45 fok dllando). Konstans fiiggvénynél a vartnak megfelel6en nulla meredekséget kaphatunk
stb. A megfigyeléseinket tobbvéltozos fiiggvényekre is tovabbvihetjiik, bar ott figyelni kell arra,
hogy a fiiggvény képe 2, 3, ... dimenzi6s feliiletek (éltaldnos esetekben), s adott pontnak végtelen
sok érintd egyenese lesz, tehét ott szigorian meg kell mondani, mely irdnyban is vizsgéljuk a fiigg-
vény valtozasat (az dltalunk vizsgalt egy valtozds esetben a pozitiv abszcissza irdnyt valasztottuk
ki, ennek megfeleléen pozitiv vagy negativ meredekségii érintdkrdl, tehat novekvd vagy csokke-
no fiiggvényviselkedésrdl beszElhettiink). Természetesen a jelolések hasonld fogalmakat takarnak:
df = f(x + Az,y + Ay....) — f(x,y...), Az, Ay, ... — 0, ahol f az z,y, ...-véltozdk figgvénye.

A gorbék rendkiviil hasznos objektumok, melyeket tobbféleképpen is lehet definidlni. Lehet
egyszeriien posztuldlni valamilyen specidlis kollekcidjukat (kiilonb6z6 geometridk esetén az egye-
nesek definicidja) vagy polinomok behelyettesitési értékeivel felrajzoltatni Sket (egy gorbét tobb
polinombdl nyert gorbék "Osszeragasztasaval” is nyerhetiink). Mi azt az utat valasztjuk, hogy ki-
indulunk a [0, 1] zért intervallumbdl, mely egységhosszi szakasz a valés egyenesen (barmilyen
zart véges ,,hosszusdgu” szakaszt valaszthatndnk, itt az egyszerliség kedvéért éliink ezzel), majd
mint 0 és 1 k6zott (azokat is pontjainak tekintett) gumiszdlnak tekintve addig huzzuk-nyujtjuk for-
mazzuk, mig kedviink telik, anélkiil, hogy barmi ,.kart” okozndnk benne: nem szakitjuk el, nem
hagyjuk le a végpontjait stb, illetve nem zdrjuk 0ssze a végpontokat. Ha a keletkezett gorbe nem
metszi onmagat, megfeleld koordinatarendszer felvételével akdr egy fiiggvény képe is lehet, mely-
nek értelmezési tartoménya pont [0, 1] lesz. Természetesen kiindulhatunk olyan intervallumbdl is,
melynek végpontjai koziil valamelyeket lehagyunk, ekkor végpont(ok) nélkiili gbrbét kaphatunk.
Ha mar kezdetben egy egységsugari korvonalbdl indulunk ki (0-t és 1-et ,,0sszeragasztjuk’), akkor
zart gorbét kapunk: ha egy részecske palydjanak tekintjiik, akkor az mozgdsa soran periodikusan
mindig vissza-visszatér minden pontba, ahogy korbejar. Ugyancsak, ha tetszdleges, nem 6nmetszd
gorbéjét tekintiink valamely részecske palydjanak a térben, abban az esetben minden pontjaban a
részecske sebességvektorat vehetjiik fel. Ezt a gorbe érintévektoranak nevezziik az adott pontban.
A gyorsulds vektort felbontjuk sebességirdanyu és arra merdleges vektorokra. A merdleges gyorsu-
lasvektor a gorbe adott pontbeli normalisa (normalvektora).

Feliiletek esete nagyban hasonld. Itt egy dltaldnos pontban az érintdvektorok és a normélvekto-
rok egy-egy sikot hatdroznak meg.
Ha gorbék hosszét, feliiletek felszinének nagysdgét szeretnénk kiszdmitani ugyancsak megint a
fenti "darabolés” médszert alkalmazhatjuk. Tekintsiik példaul két pont p és q kozott futé gorbét,
majd osszuk fel kis darabkdkra (az euklideszi geometriatdl eltér6en a pontokat sokszor kis bettivel
jeloljiik). Ha a gorbe hossza L (amit még nem ismeriink), akkor n darabra val6 felosztds utan egy
darabka Al; nagysagu lesz (a gorbe két pontja lesz a 1ét végpontja x;, ;. 1), s természetesen ezek
osszege adja majd ki a teljes hosszt p, ¢ kozott. Tehdt L = > | Al;. Ha megint csak a lehetd
legfinomabb felosztast vessziik,Al helyett di-t ithatunk, s ekkor a szumma jel helyett az integral
jelét hasznéljuk: qu dl , ahol jeleztiik azt is, hogy p-t6l egészen ¢-ig adogatunk 0ssze. Ez egy vo-
nalintegral.
Magyarédzatra nem szorul, hogy ha kiilonb6z6 gorbéket hizunk p, ¢ k6zott, akkor nem feltétlen
lesznek egyenld hosszuisaguak.
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A gorbéket legegyszerlibb médon jellemezhetjiik leképezések segitségével. A topoldgiai beve-
zetdben szot ejtettiink arrdl, hogyan lehet egy szokvanyos intervallumbdl "cstirvecsavarva” gorbét
kapni. Ha megenged;jiik, hogy az intervallum megfelel6 pontjai és a gorbe pontjai kozott a meg-
feleltetés nem injektiv, tehat két kiillonb6z6 intervallum ponthoz tartozhat ugyanazon gorbe pont,
akkor kifejeztiik azt, hogy a gorbe lehet onmetsz6. Valéban, ha az intervallumot egyfajta cstsz-
kanak tekintjiik, melyet valtoztatva egy részecske végighalad a gorbén, a csuszka egy adott dlldsa
esetén a részecske dllhat olyan ponton, ahol mar jart, tehat két kiilonbozé cstszka értékhez tartozhat
ugyanazon gorbe pont. Az dbrdn a cstiszka mozgatdsat a szinek valtozasaval szemléltetjiik.

\

*

Egy onmetsz0 sikgdrbe paraméterezése

Ha sik gorbét szeretnénk kapni, akkor egy adott pontja P(z(t), y(t)) alakban {rhatd, ahol ¢ a
kezd6 intervallumunk eleme (mondjuk [0, 1]-é), az tigynevezett paraméter, a pontot x, y koordina-
taival jellemezhetjiik (Descartes ko. rendszerben). Egy j6l ismert eset:

x(t) = rcos(t)
y(t) = rsin(t)

Ez az r sugaru kor pontjait irja le, melynek kdozéppontja az origo.
Maga a kiinduldsi intervallum vdalasztdsa tetszdleges, tehat mik a végpontjai. Ha az eltelt id6ként

gondolunk egy adott pontjdra az intervallumnak (ezért a ¢ ird&smod), akkor 1ényegében a sebességét
jellemezhetjiik a részecskének. A kor eseténél maradva

t €[0,2m) (1)

2)

ugyanazt a sikgorbét kapjuk meg, csak a részecske sebessége valtozott meg, gyorsabb lett (mond-
hatnank fele annyi id6 alatt teszi meg a teljes korbeforduldsat). Adott intervallum valasztas egy
ugynevezett paraméterezés. Egyik paraméterezésrdl a mdsikra valtas az dtparaméterezés. El6nyos,
ha a paraméteriink olyan, hogy nem fiigg a koordinitarendszer valasztdsatdl, tehat adott értéke
esetén a részecske minden koordindta rendszerben ugyanott tart a mozgasa sordn. Természetes va-
lasztds, ha a megtett utat valasztjuk paraméternek, mert ekkor minden pontban a részecske sebes-
sége egységnyi. A gorbe adott pontjanak érintdvektora a részecske ottani sebességvektora, normal
vektora erre merdSleges (két irdny( lehet — a gorbébdl "kifele" vagy "befele" mutat, azt pontosan
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meg kell mondani, melyik irdnyt vdlasztjuk), tehédt a gyorsulds normal irdnyd komponense. Ezek
is a paraméter fiiggvényei lesznek (minden pontban mds és mds lehet a sebesség, a gyorsulds).
Konkrét fiiggvények derivdldsanak, integraldsdnak, a mélyebb ismerete az elkovetkez6khoz nem
sziikségeltetik. Ha esetleg felmeriil valahol egy konkrét integralas, — és valaki ennek elvégzésé-
nek mikéntjével nincsen tisztdban — anélkiil is ,.elfogadhatja” az eredményt. Ez a "felszinesség"
nem fogja a fizikdval kapcsolatos tartalmak megértését csorbitani.

5. Az altalanos relativitaselmélet fobb jellemzoi

5.1. Gyorsulé koordinatarendszerek és a gravitacios tér

Habar szdmtalan teriiletre kiterjeszthetd a specidlis relativitiselmélet a graviticids térnél nem jar-
hatunk el olyan konnyedén. Viszont figyeljiikk meg azt, hogy nehézségi erdtérben barmely mozgé
test (feltéve, hogy mds hatds nem éri) azonos kezdofeltételek mellett azonos mozgést végez, fiig-
getleniil att6l, mekkora a tomege. Ezt a stilyos €s tehetetlen tomeg egyenldségébdl lathatjuk, hiszen
ekkor az egyenletben kiesik a két kiilonboz fizikai jelentési tomeg:

Aleh @ = Wlpend = a=4g

Ha egy homogén gravitacids térbe helyeziink el egy a kiilvilagtdl teljesen elszigetelt megfigye-
16t, vagy ezt a megfigyel6t gyorsitani kezdjiik, — mondjuk maga az elszigeteld eszkoz egy rakéta,
és annak belsejében helyezkedik el a gyaniitlan egyén — nos, nem fog kiilonbséget tapasztalni. fgy
a gyorsul6 vonatkoztatasi rendszerek €s a graviticids térben levd inerciarendszerek mozgésa kozott
megfeleltetés van. Pontosabban egy egyenletesen gyorsul6 koordinatarendszer ekvivalens egy al-
land6 homogén kiils6 gravitacios térrel. Ha nem egyenletesen gyorsul a koordinéta rendszer, akkor
egy homogén, de valtoz6 gravitdcids térrel lesz ekvivalens. Fontos megjegyezni, hogy homogénnek
a teret szigoru értelemben csak nagyon kis térrészben feltételezhetjiik fel. Majd mint kés6bbiek-
ben latjuk az ekvivalencia elv megfelel annak, hogy a téridé sokasdg egy pont kis kdrnyezetében
Lorentz-metrikdval leirhatd, tehat mint a specidlis relativitds téridejeként fog kinézni.

Fontos, hogy itt nem igazi graviticids terekrdl beszEliink teljes értelemben, mert mig egy valddi
gravitacios tér lecseng a testektdl tadvol (gondoljunk a nagy tavolsdgokban — tehat ahol gyengének
tekinthetd az er6tér — érvényes Newton-képletre 7%, egy inercia er6, mint a centrifugdlis erd a
tdvolsdggal egyenesen ardnyos, mert nagysdga mw?r). Akdrhogyan is valasztjuk meg a koordinita
rendszeriinket, a val6di gravitacids tér nem tiintethetd el, mig ha inerciarendszerre térnénk a gyor-
sul6 rendszerrel ekvivalens er6tér zérussa tehetd.

Az elmondottak alapjan a térid6 geometridjat a tomeg (ami, mint l4ttuk sdlyos, vagy tehetetlen
mindenesetre szamértékileg azonos) megvaltoztatja, illetve a megvéltozott tér a benne mozgé tes-
tek mozgdsat is befolydsolja. A térid6ben levd anyag és energia nyomast fejt ki a téridére, amit
ne a sz6 szoros értelmében értelmezziink. Hasonl6 furcsa jelenséget tapasztalunk a fénynyomds
esetén is, ahol a fény bér csak az anyaggal vett elektromdgneses kdlcsonhatds folytdn, de nyomas-
nak megfelel6 hatast fejt ki egy feliiletre. Bar a pontos mechanizmus nem ismert, ebben az esetben
szintén atvitt értelemben gondolkodunk err6l. Arra, hogy az energia, (pontosabban az energiasi-
ris€g) nyomdasként értelmezhet6 a dimenzidanalizis vilagit rd: az energiastiriség definicié alapjan

energia / egységtérfogat, tehat mértékegysége % = ]Xl = % = Pa, valéban nyomés dimenzidju.
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Hogyan néz ki az ivelemnégyzet egy gyorsuld koordinéta rendszerben? Emlékezziink Minkowski-
téridében az aldbbi médon néznek ki az infinitezimalis tdvolsdgok két vildgpont kozott:

ds* = 2dt? — do? — dy? — dz?

Térjlink at egyenletesen forgé koordindta rendszerre, mely w = 4ll. szogsebességgel forog:

x = 2'cos(wt) — y'sin(wt), y=a'sin(wt) + y'cos(wt), z=2'

Rovid szamolas utan:
ds? = [? — (2™ + y?)|dt? — da”? — dy’? — d2"* — 2wy'dx’dt — 2wz’ dy'dt

Itt nem tudunk semmiféle okos transzformdacidval dlland6 szorzékat behozni a koordinétadif-
ferencidlok elé. Arra a kovetkeztetésre kell jussunk, hogy gyorsuld koordindta rendszerek esetén
altaldnosan a koordinatadifferencidlok elott fiiggvényszorzok lesznek, melyek nem feltétlen allan-
doak.

Mit tudunk kiolvasni a kifejezésb6l? Ne felejtsiik el, itt nem pusztan térbeli pontok, hanem
események, tehat adott helyen adott pillanatban jellemzett pontokrdl van sz6. Azonos helyen, kii-
16nboz6 idGpontokban torténs események tavolsaga pedig dx’, dy’, dz’ = 0 segitségével kaphato,
tehdt ds® = [¢® — w? (2" + y™*)]dt?, ahol 2, 3/’ konstansok. Mint a specialis relativitdsndl is, itt is
ds* = c*dr?, ahol dr az infinitezimdlisan kozeli két esemény kozt eltelt sajat idGtartam. Vagyis
dtrendezve dr = dt/(c[c® — w?(2" + y'*)]) , melyet ezek utan két vilagpont kozott eltelt sajatids
kiszdmit4sdra haszndlhatunk (vonalintegralhoz).

Ha rogzitjiik az id6pillanatot, azaz egyidejli események kozti tavolsagot vizsgéljuk, akkor ahol
dt = all, azokat a tagokat nem vessziik figyelembe (vagyis dt mint id6pontok kiilonbsége zérus).
Fenti esetnél igy ds? = —da'"? — dy? — dz"* , sz6val mint egyszerdi Minkowski-téridében, két pont
térbeli, euklideszi tavolsagat kaptuk dI”? = da' + dy’? + dz?. Altaldban ilyen egyszertien nem
tudunk eljarni, mert gravitacids térben a sajat id6 €s a dt kiillonbozé mdédon valtoznak a tér kiilon-
bozb pontjaiban. Hogyan hatdrozhatjuk meg mégis dl-et? Ehhez tekintsiink két pontot a térben
P, Q-t. Inditsunk egy fényjelet ()-b6l P-be, majd miutdn az odaért, vissza is forditjuk, ugyanazon
uton vissza fut a fénysugdr, s felfogjuk @)-ban. ()-ban mérve a kibocsatds és befogds kozti id6t
(ami ugye ()-ndl sajatid) a megtett tdvolsagot ennek a c¢/2-szerese adja. A probléma ott adddik,
hogy ha elvégezziik a részletes szamitasokat, akkor dl kifejezésében szerepelni fognak a metrika
elemei (tehat az {velemnégyzet kifejezésében a differencidlok szorzéi), amik sok esetben idéfiig-
gbek lehetnek. Ennél a példanal szerencsére nem ez a helyzet (tehdt nem t fiiggvénye egyik sem).
Viszont sok esetben két vildgpont P, () kozti tdvolsdgndl fiiggene az integralds att6l, hogy milyen
vildgvonal mentén integralunk (tehat milyen gorbe koti 6ssze a két pontot, amin a dl-eket "6sszead-
juk”, masként szélva integraljuk). Igy hatdrozott tivolsdgokat nem éllapithatunk meg, pusztdn csak
nagyon kozelieket, infinitezimalisakat (ilyen tdvolsdgokban nyugodtan alkalmazhatjuk a specidlis
relativitiselmélet téridejét, tehat itt az id6 és térbeli tadvolsadg, vagy mondhatni a dimenzidk még
jol elkiiloniilnek). Egyezziink meg abban, hogy id6koordinéta differencidlnégyzete el6tt negativ
szorz6 all, térkoordinatak esetén pozitiv. Hasonl6 a helyzet, mint a Lorentz-metrikénal.

Miért érdekes az, hogy nem egyszer( alland6 egyiitthatdink, és mindenféle kevert differencial szor-
zataink vannak (dtdx stb.) az ivelemnégyzet kifejezésében? A matematikai leirds szerint ha van
egy gorbiilt teriink, akkor ilyesfajta igynevezett metrikdaval irhatjuk le, ami a szorzéfiiggvények
Osszessége. Lorentz metrika esetén dt*-hez -1, dxz?, dy?, dz* khez +1 keriil, a vegyes tagokhoz,
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mint dtdx pedig 0 értéki allando fiiggvény. A metrika minden komponense 1 egy nem gorbiilt, te-
hat sik tér esetén (ha id6t nem vessziik be a leirdsba), tehdt az euklideszi tdvolsagot kapjuk (térbeli
Pitagorasz-tétel). A metrika fiiggvények egy kollekcidja kiilonb6z6 koordindta és vonatkoztatdsi
rendszerekben is felirhatd. Ami fontos, hogy bizonyos tulajdonsagok ekkor is megmaradjanak,
tobbek kozott az fvelem invarianciaja !.

A gravitacios tér a metrika alapjan lehet:

Allandé: ha taldlhatunk olyan vonatkoztatasi rendszert, melyben a metrika minden komponen-
se fiiggetlen az idSkoordinatatdl, ilyenkor azt vilagidonek hivjuk. Ha precizek szeretnénk lenni,
akkor csak egy test altal 1étrehozott tér lehet dllandd, mert a tobb testnél a kolcsonds vonzds mozgast
1déz eld (relativisztikus Kepler-probléma). Ha a testiink mozdulatlan a vilagidd két irdnya egyenér-
tékl, mindkét elgjellel vehetjiik. Nem tudjuk tehdt megmondani 6nkényesség nélkiil melyik a jovo,
melyik a mult idealizalt esetben, ha csupdn a testet elszigetelten vizsgaljuk (nekiink megfigyelSk-
nek a valtozdsa most nem jatszik szerepet). Ilyenkor a térid6 sztatikus: mely egyenértékii azzal,
hogy minden dt-t tartalmaz6 kevert differencidlszorzatok egyiitthat6ja zérus, mert ds fiiggetlen lesz
a vil4gido elgjelétdl. Bar els6re ugy tlinik, hogy dlland6 csak akkor lehet az er6tér, ha nem mo-
zog, viszont rovid toprengés utdn vildgos, hogy sajat tengelye koriil forgd tengelyére szimmetrikus
test (lehet gomb alaku csillag, planéta) tere is dllandé. Viszont, ha itt megforditjuk az id6 eldjelét,
akkor a forgas irdnya is megfordul. Az ilyen tér stacionarius, hasonléan folyadékok, gazok viszko-
zitds nélkiili lamindris &raml4sdhoz: habar mozog a kozeg, minden id6pillanatban ugyanigy néz ki.

Mit értiink egyaltalan gorbiilet alatt? Kinematikdbdl ismerGs lehet a gorbiileti/simul6 kor és
gorbiileti sugdr fogalma. Ha egy sik gorbét tekintiink, s annak egy kiszemelt P pontjat, akkor a
gorbéhez rajzolhaté P-ben egy kor, melynek kozéppontja és P altal meghatarozott szakasz merd-
leges P-n dtmend kozos érintdjére a gorbének €s a kornek. Ennek a kornek a sugara a gorbiileti
sugdr. Ennek reciprokaként definidljuk az adott pontbeli gorbiiletet, mely azt fejezi ki, mennyire
"hajlik meg” a gorbe. Ha a gorbiilet egy pontban nulla, akkor a gorbiileti sugar végtelen, a simuld
kort egyenesnek tekintjiik. Pontosabban, ha «(s) gorbénket ivhossz szerint paramétereztiik, akkor
adott pontjdban az érintGvektordnak ' (s) nagysdga egység, ottani deriviltja (mindenhol 4llandé
egységnyi hosszu a sebességvektor, azaz a gyorsulds csak az irdny, nem pedig a nagysdgvaltozta-
tasban jelenik meg) rd merdleges vektor (7(3) irdnyu), nagysdga pont az adott pontbeli gorbiilet
nagysdga, ami ugye a gorbiileti sugér reciproka.

% — /@(3)7(8), R(S) = n(ls)

Ezt az irdnytdl val6 elhajldst szeretnénk dltaldnositani feliiletekre (akarhdny dimenzidsak is).

A hétkoznapi €életbdl tudjuk, ha egy feliilet gorbiilt, akkor bizonyos kényszerként viselkedik
a rajta mozg6 testek szdmara. Ha dimbes dombos a tdj, hidba szeretnénk egyenesvonalban elér-
ni a célunkat, mig az Alf6ldon ezt konnyen megtehetjiik, lankdsabb helyen folyton valtoztatnunk
kell mozgasunk: néha fel, néha lefele haladunk. Itt a feliilet, — mely kétdimenziés — gorbiilt.
Ha egy pizza-szeletre gondolunk, keziinkbe vessziik, az kissé megnyulik, nem lesz olyan konnyd
beleharapni. Lényegében egyfajta irdnyvaltoztatist eredményez a gorbiilet, de nem a céliranyban,
hanem a tobbinél: tovabbra is a kiszemelt pont fele haladunk, de vertikalisan fel le mozgunk. Te-
kinthetjiik ezt absztrakt médon gy is, hogy egy vektort helyeziink a talpunkhoz, s irdnya a fejlink

'Ezenkiviil a val6sdgos téridében a metrikus tenzor determinansa mindig negativ.
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fele mutat. Ha megkovetelnénk, hogy ez a vektor mindig mer6leges legyen a feliiletre, kiviilrol
szemlélve mindenféle médon “‘eld6lne” eredeti irdnydhoz képest (nyilvén itt egy ember nem tudna
akdrhogy megéllni mondjuk egy meredélyen — itt mar kissé elszakadtunk a reélis példatdl). Alta-
ldban nem a feliiletre merdleges, hanem érintévektort vizsgdlunk. Ha egy zart hurok mentén mindig
sajat magaval parhuzamosan eltologatjuk, egyszerli médon vizsgélhatjuk, hogy a feliilet gorbiilete
mennyire véltoztatja meg az irdnyat. Mikor mindig parhuzamosan tartjuk magaval, akkor pusztidn
a feliilet gorbiiletének hatdsat tudjuk vizsgélni, nem zavar be az, hogy egyébként elfordulhatna a
vektor. Amikor valéban gorbiilt a feliilet, akkor eltérés lesz a kezdeti és a visszatért irdny kozott.
Végezziik el ezt két vonalzdval, papirbdl kivagott nyillal stb. egy henger és egy gombfeliileten. Mit
tapasztalunk?

Egy zéart gorbe mentén mozgattuk végig a piros vektort onmagdval parhuzamosan, magyaran
a talppontja mindig a gorbén van, ezenkiviil mindig 6nmagaval parhuzamos, "nem diilongél”. A
kezdeti és a visszahozott vektor eltérd, amennyiben gorbiilt feliileten van ez a kis hurok. Ekkor
kiillonbségiik a nem nulla hosszagu kicsiny kék vektor.

/]

Az, hogy a térid6, mint négydimenzids “feliilet” is gorbiilt természetesen nem képzelhetd el.
Emiatt ne is aggddjunk, elég csupéan két dimenzidban gondolkodni, a tobbit bizzuk a matematikai
appardtusra, amire most kevésbé tériink ki.

Hogyan értelmezhetjiik ekkor a testek mozgdsat a graviticids er6térben? Ha egy sik feliileten
haladunk kiszemelt végcélunk felé, és mivel nincs semmilyen gorbiilet, a j6l ismert euklideszi tér-
ben mozoghatunk, ott pedig két pont kozott a legrovidebb tit az egyenes. Hogyan jellemezhetjiik
ezt a mozgast? Ha a sebességiinket mint minden egyes ponthoz csatolt vektort szemléljiik 1athatjuk,
hogy az “célirdnyosan” mindig a kiszemelt pont fele mutat, tehat nincs semmilyen mer&leges kom-
ponense a gyorsuldsanak, vagyis ami a vektor irdnydnak megvaltozasit eredményezné. Nem ez a
helyzet gorbiil feliilet (tér) esetén, ahol nem feltétlen “egyenes az egyenes”. Lehetséges, hogy itt
is szabadon mozog egy részecske, még is “eltéritddik” irdnyatol, egy gorbiilt gorbén fog mozogni.
Olyan ez a gorbe, melyen ilyenkor fog mozogni, ami legjobban megfelel a sik esetében egyenesnek.
A feltételiinket megtartjuk, nevezetesen, hogy a normalis komponense t{injék el a gyorsuldsnak, de
a gorbe nem feltétlen lesz szokvanyos modon egyenes. Ilyenkor ugy tlinik, hogy inerciaerd 1ép fel,
ami a térid6re alkalmazva mint graviticids erd értelmezhetd. Tehdt az ekvivalencia elvet felidézve
a graviticios teriink egy gyorsuld koordinéta rendszerrel ekvivalens, melyben inerciaerd szerepét
a gravitacios erd jatssza. Az ilyen 4ltalanositott egyeneseket geodetikusoknak nevezziik. Optika-
bdl tudjuk, hogy a fény egyenes vonalban terjed (legaldbb is kis tdvolsdgokra lebontva). Mivel a
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geodetikusok nem feltétlen az euklideszi értelemben egyenesek, igy ugy tlinik, a fénysugarak el-
hajlanak. A fényelhajlds jelensége csillagdszatilag is megfigyelt (a jelenséget optikai lencsehatds
néven illetjiikk). Tobb égitestrdl kaphatunk informéciét anélkiil, hogy valéban "latnank™, mert mas
objektumok kitakarjak. Mégis a kibocsétott fény (esetleg szorddott) a kitakard objektum mellett
elhajolva azt mindegy kikeriilve mégis csak eljuthat tdvcsdveinkig.

Az elmondottak alapjdn a newtoni gravitacié elméletében kisértd tdvolhatds megsziinik, hiszen ma-
ga a téridd is bizonyos mdédon fizikai valdval bir, nem pedig idedlis teret és idot tételeziink fel, mely
mint szinpad 4ll rendelkezésére a fizikai folyamatoknak (Arisztotelésztl Newton-on 4t Kantig). Ha
két test egymadsra graviticids er6t fejt ki, akkor mindketté megvéltoztatja a téridé geometridjat.

5.2. Két gondolatkisérlet

Lassunk két indokot arra vonatkozdan, miért is lesz a térid6 gorbiilt, vagyis nemeuklideszi.
Ehrenfest-paradoxon

Ha egy inerciarendszerbdl egy egyenletesen forgd, lapos korongot szemléliink, akkor egy mér6-
ruddal megmérjiik a keriiletét — mindig kis hdrok hosszat mérjiik, majd ezeket 6sszeadjuk, igy
egyre finomabban kozelitjiikk a valddi keriiletet, — s a sugarat a korongnak. Ha olyan pillanatban
végezziik el a mérést, hogy az egyenes, melyre a sugdr illeszkedik rdnk merdleges legyen, illetve
egy kertileti szakasz pedig nem, akkor az utébbi Lorentz-kontrakciét szenved el (a sugar pontjainak
relativ sebessége nulla lesz hozzank képest). A keriilet egy ilyen hirhossz egész szamu tobbszorose
lesz. Ha a két hosszt elosztjuk egymadssal az ardny kisebb lesz, mint 7. Szdmoldssal: ha a forgd
koordinatarendszer w szogsebességgel forog, sugara r , akkor a keriileti sebesség barmely pontjan
a keriiletnek wr lesz, mig a Lorentz-6sszehtizodds miatt végiil a keriiletre 277 /1 — (“7)? ad6dik.

L 2mry/1-(%7)? ) 2 . .
Ekkor a keriilet/atmér6 = M2—r(f) = my/1 — (¥5)? < 7. Léthat6an az euklideszi geomet-
ria itt nem érvényesiil.

Bondi-csigasor

Az aldbbi elrendezésben két gorgd kozott futé kotélen vodroket helyeziink el egyenld tavolsidgra
egymadstél. Mindegyik vodorbe "egy atomot helyeziink el”. Bal oldali vodrokben alapéllapoti
atomok taldlhatdak, jobboldaliakban gerjesztettek. Mivel utdbbiaknak nagyobb az energidja, igy
nagyobb a tomegiik a tomeg-energia ekvivalencia szerint. Ha Ggy alakitjuk ki a rendszert, hogy ne
legyen strlédas, a kotélszerkezet el kezd forogni. Ha leér egy vodor, akkor a benne levé atomot
emissziora kényszeritjiik, igy alapéllapotba keriil. A kibocséatott fotont (fotonokat) tiikkorrendszerrel
a legfelsd taroloban levd atomhoz vezetjiik, azt gerjesztjiik. Vagyis 6rokmozgot konstrudltunk?
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Bondi-csigasor, ahol négy darab tiikr6t vettiink fel

Nem, sajnos (vagy szerencsére) nem. Egy foton energidja £ = hv, ahol h a Planck-dllandé, v a
foton frekvencidja. Mivel az 6rokmozgé 1éte egy sor fizikai torvénynek ellentmond, igy a fenti ré-
szen taldlhato foton energidjanak kisebbnek kell lennie, mint alul. Vagyis a frekvencia lesz kisebb,
ami pedig 1/id6 dimenzi6jd. Tehat a fenti 6rdknak lassabban kell jarniuk, mint a lentieknek (mér-
mint szimunkra megfigyel6knek, nem az atomoknak, melyek "sajatidejiiket mérik", mely ugyanaz
a két helyen). Tehat valamilyen azonos folyamatnak az idejét mérjiik, lent kisebb idGintervallumot
kapunk, mint fent, azaz ennek reciproka nagyobb is lesz. Arra jutottunk, hogy a téridé nem a szok-
vanyos szerkezetd.

5.3. Térido sokasagok

7

Ahhoz, hogy kicsit dltaldinosabban tudjunk gondolkodni a térid6rdl altalanositsuk a feliilet fogal-
mat. Nyilvan mindenfajta feliilet nekiink nem megfelel6 arra, hogy leirjuk a téridét, igy példaul
olyan extrém eseteket ki kell zarnunk, amikor lyuk lenne benne, vagy dnmetszés (gondoljunk kétdi-
menzi6s feliiletre ilyenkor egy tér és egy id6 koordinéta dltal meghatarozott pontok dsszességére).
Mint az ekvivalencia elvvel is lathattuk, ha egy pont nagyon kis kornyezetében szemléljiik a vila-
gunkat, olyannak tlinik, mint a Minkowski-id6. Ha kis sebességeket vizsgalunk pedig euklideszi-
térnek tlinik, amit megszoktunk a klasszikus fizikédval leirhaté hétkoznapjainkbol. Nevezziik soka-
sagnak azt a geometriai objektumot, melynek barmely pontjanak egy nagyon kis kornyezete Ggy
néz ki, mint egy euklideszi-tér [kevésbé pongyoldn elég szép mint topologikus tér (Hausdorff és
masodmegszamlalhatd), van olyan nyilt lefedése, hogy a nyilt halmazok folytonosan és bijektiven
leképezhetéek R™ nyilt halmazaira; a lefedési halmazok kozotti leképezés egyéb sz€p €s hasznos
tulajdonsaguak]. Sokasdgok a kupszeletek, a gomb (mindennapi felismerés, hogy a kozelitGen
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gdmb alakd Foldon nagy tavolsidgokig a felszin a domborzatot figyelmen kiviil hagyva sik). Trivi-
alisan az euklideszi-tér is az. A sokasdg dimenzidja legyen annak az euklideszi-térnek dimenzidja,
aminek kinéz “lokdlisan”. Térido sokasagnak nevezziik, ha Minkowski-térnek néz ki lokalisan,
tehat ha mar megegyeziink abban is, hogy rendelkezésiinkre dllnak mér6berendezések, két pont
tavolsagat is mérni tudjuk, tehat Minkowski/Lorentz metrika hatdrozza meg a tdvolsigokat. Ez-
zel az ekvivalencia elvet épitjiikk be a lefrdsunkba. Az, hogy az idot is a tobbi térkoordinata kozé
soroljuk egyszeriien a specidlis relativitdsndl elmondottak szerint magyardzhatjuk (a ct hossziisag
dimenzidji). Nyilvdn a megfigyelések alapjdn a vildgunk négy dimenzids, de tekinthetiink kettd
vagy hdrom dimenzids tereket is. Lényegében minden id6pillanat esetén képzeljiink el egy lefa-
gyasztott vildgot, tehdt a haromdimenzids teret mozdulatlanul. A kdvetkezd pillanatban hasonléan
jarunk el és igy tovdbb. Ha egymds mellé tessziik ezeket a vildgfelvétel-képkockakat, akkor kap-
juk meg a négydimenzids téridésokasdgunkat, ami emiatt a mozgdfilm szer( leirds kovetkeztében
folyton valtozé, mozgd. Egy ilyen sokasdg adott pontjdban vett érintdtere alatt az adott pontra
illeszked6 érintévektorok osszességét értjiik (fizikus nyelven a matematikaival nem megegyezden
ezt folidzasnak — ’foliation’ kifejezéssel illetjiik). Mint a specidlis elméletben l4ttuk lehetnek 1d6,
tér és fényszer( tartomanyok a téridében, attdl fiiggden, hogy két esemény ivhossza pozitiv, ne-
gativ vagy zérus. Ez alapjan egy vektor legyen id6/tér/fény (null) szer(, annak megfelelGen, ha
v = (ct, x,y, z) komponensd, és ct > r,ct < r, vagy ct = r.

Az id6 iranyanak folyasat ugy adhatjuk meg, hogy mint mar sz6 esett réla a fénykipok egy mult és
egy jovo tartomdnyt hatdroznak meg. Hasonl6an egy adott pont érintSterében levd fényszerd vek-
torok halmazat fénykdpnak nevezve az idszerli vektorokat felbonthatjuk két diszjunkt halmaz-
ra. Egyik kollekci6t konzisztens médon jovobe mutatd vektoroknak tekintjiik, masikakat multba
mutatoknak meghatirozhatjuk a téridé sokasdgunk egy id6 irdnyitdsiat. Ez szdmunkra azért lesz
hasznos, mert innent6l kezdve a testek mozgdsa a téridében nyomott hagy: gérbék fognak az id6
elérehaladtdval kirajzolddni, s igy ezen vildgvonalak tanulmdnyozdsdval magét a sokasdgnak a jel-
lemzdit ismerhetjiik meg. MegfigyelSket fogunk mint “probatesteket” bedllitani a teriinkbe, akar
csak az elektromos vagy mégneses teret toltott részecskékkel, koraramokkal le tudjuk tapogatni.
Az itteni megfigyelSink ugyancsak hasonlé szerepet fognak jatszani. A megfigyelSk alatt ideali-
zalt fizikusokat érthetiink, akik nem csak elszenvedik a térid6 kénye-kedve éltal el6irt dtvonalakon
valé mozgdst, hanem megfigyeléseket, méréseket is tudnak végezni. Ne feledjiik el, hogy nem
mindegy, milyen vonatkoztatdsi rendszerbdl latjuk az eseményeket. Ennélfogva a probatestjeink itt
mar tudatos 1ényeknek is kell lenniiik, legalabb is abbdl a szempontbdl, hogy olyan kifejezéseket
hasznédlhatunk majd, mint a megfigyeld éltal észlelt / mért stb. Nyilvdn ez nem jelenti azt, hogy
a valésagban nem részecskékkel, testekkel zajlanak le ezek a torténések, de igy sokkal konnyebb
a folyamatokat kovetni. A megfigyeldink éltal kirajzolt vilagvonalakat sima gorbéknek fogjuk
tekinteni, ami matematikailag mondhatnénk gy is, birmennyiszer differencidlhatéak mint fiigg-
vények értékkészleteiként gondolkodva réluk, s ezek a keletkezett fiiggvények mindig folytono-
sak, de legyen elég annyi, hogy ha szépen felrajzoljuk a gorbe pontjaiba az érintGvektorokat, azok
irdnya, nagysaga “siman” fog valtozni egyik pontrdl a mdsikra. Egy ilyen gorbét idoszeriinek
mondunk, amennyiben barmely pontjdban az érintovektora iddszerd, jovobe mutats. Lényegé-
ben egy olyan megfigyel$ vildgvonalardl beszélhetiink, aki egy helyben “4ll”, és csak utazik elére
az idében (a Minkowski-diagramokon ez egyszerlien csak egy vertikélis egyenes volt). Oksagi
gorbérdl beszéliink, ha az érintdvektorok fényszeriiek is lehetnek. Gondoljunk vissza arra, hogy
a fényjelek kiildése és fogaddsa az informacid tovabbitds egy modelljeként haszndlhatd, nyilvan
a terjedési sebességek maximumaval dolgozva. Térszerii gorbék definidldsa ezek utdn magatdl
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értet6dd. Egészen eddig ugy-ahogy lathattuk sikeriilt a Minkowski-diagramjainkat 4ltaldnositani.
De mit is szeretnénk vizsgdlni? Egyfel6l mindig cél a relativitiselméletben, hogy meghatdrozzuk
adott testek altal 1étrehozott gravitacids teret. Maganak a gravitacids térnek minden jellemzje a
metrikdjabdl kiolvashatd. Ehhez szdmtalan geometriai tétel €s képlet dllhatna rendelkezésiinkre.
Nyilvanvald, hogy nem csak szabad testekkel lehet dolgunk, egy részecskére minden maés erd is
hathat. Ilyenkor a geodetikusok mdédosulnak a megfeleld er6terek, hatdsok figyelembevételével
2. Mi els6sorban nem ezekre lesziink kivdncsiak. Azt allitottuk, hogy a téridénk mint sokasdg
sz€p: tobbek kozott nincsenek benne lyukak. Azzal a feltételezéssel szintén élhetiink, hogy nem
lehetséges az idoutazas a hétkoznapi értelemben, tehat hogy zart oksagi gorbéink legyenek:
egy megfigyeld kordbbi idOpontokig is eljuthat, ahol és amikor mér tartézkodott. Mindenesetre
érdemes megvizsgdlni ezeket a lehetdségeket. De hogyan tudhatjuk meg esetleg, vannak-e “lyu-
kas” tartoményok a téridénkben? Matematikailag erre tobb mddszer is rendelkezésiinkre all. Az
egyik az, hogy zart gorbéket, gombfeliileteket stb. rajzolunk a sokasdgra *. Maradjunk egyelSre
a zart gorbéknél. Ezeket végtelen ruganyos gumiszdlnak tekintve apré nyujtasokkal, nyomasok-
kal egy szokvanyos korbdl is megkaphatjuk. Maga az, hogy milyen hosszi ez a szdl, abszolut
nem fontos, barmilyen kicsinyre is 0sszehizhatjuk (tehdt nem egy egyszer(i befottes gumirdl van
sz0). Szé€lsbséges esetben a gorbe két maximadlis tdvolsdgu pontja kozti tdv nulldva redukalhato,
tehat egy pontot kaptunk. Mivel ez a gorbe a feliiletre irt, tehat minden pontja val6jaban a felii-
leté (mintha egyszer(ien rarajzoltuk volna) ha van egy lyuk akkor viszont az el6bb ismertetett egy
pontra Osszehuzdst nem tudjuk kivitelezni, hiszen ha egy pontban egyszerien nincs definidlva a
sokasdg, mondhatnidnk nem létezik, akkor a gorbénk se 1étezhetne ott. Gondolhatunk ra oly mo-
don akdr, hogy egy szog van abba a pontba beverve, ezdltal nem tudjuk a gumit a beverés helyére
tuszkolni. Ha taldltunk egy lyukat (ami lehet egy pontndl “nagyobb" is), akkor koréje rajzolhatunk
egy zart gorbét, illetve mas gorbéket is, melyek nem zérjdk korbe. Ahdny ilyen 6ssze nem hu-
zasra alkalmas zdart gorbét talalunk azon feltétel mellett, hogy két gorbe azonos médon detektél, ha
egyszerl mozgéasokkal egymasba vihetdek (tehat magat a hurkot mint egészt a méasikhoz toljuk, for-
gatjuk stb., illetve addig deformdlunk ruganyos médon, amig a mésikat kapjuk), annyi “lyukdnak”
mondjuk a sokasagot, idegen sz6val genus-tnak (genus mint ‘nem’: megmutathatd, hogy pusztin
a genus alapjan osztdlyozhatéak a megfeleld sokasagok, ha magukra a sokasdgokra is mint a fenti
gumiszerl zart gorbéinkre egymasba “gyurhatdsdgot” feltételeziink, tehat mint idealis gyurménak
tételezve fel Oket, plusz kikotjiik nem lehet ezeket a gyurma-sokasagokat elszakitani, 0 lyukakat
létrehozni vagy régieket betapasztani vagy onmetszéseket késziteni etc. Ekkor érthetd, hogy ha a
lukszdm azonos, egy ilyen gyurmalépések sorozatdval eljuthatunk egyik sokasdgbdl a masikba).
Attdl fiiggben, hogy milyen dimenzids gombbel tudunk egy-egy lyukat korbezarni beszélhetiink a
lyuk dimenzidjardl. Egy kort 1-dimenzidsnak, a gombfeliiletet 2-nek mondunk és igy tovabb. Egy
n-gdmb olyan geometriai ponthalmaz, mely a kor egyenletének altaldnositdsaval irhato le, tehat:
x3 + 22 + -+ + 22 = 1. Nyilvédn a kdrnek van egy egydimenzids lyuka, a gdmbfeliiletnek 2 ...
. A pont, mint lyuk is tekinthetd egydimenzids lyuknak, hiszen egy kor irhaté koré (a ruganyos
deformdciok utdn egy szinte nulla, infinitezimdlis 4tmérdj kor venné korbe). Alabb a téruszra 14t-
hat6 példa: maga a térusz (fank alak, bicikligumi bels6) elképzelhet6 ugy is, hogy felvesziink egy
kort (hosszusagi kor) és ennek minden pontjat, mint egy-egy kor pontjdnak tekintve koroket fi-
ziink fel (merididn/szélességi korok), hogy azonos sugartak legyenek, plusz ne metsszék egymast

2Fermi-Walker-transzport
3Homotdpia elmélet.
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(azonos sugér nem is sziikséges, csak egy "rendes” feliiletet kapjunk). Ez 1ényegében halmazelmé-
leti jeloléssel St x S, ahol S! az egydimenzids gombot (kort) jeloli egységsugdrral. Egyszertien
fogalmazva a téruszt pontparok alkotjak, az elsé a hosszisagi kor egy pontja, masik azon ponthoz
tartozo szélességi koréé. Az dbran egy toruszra irtuk 4, v, zart gorbéket, melyek az ismertetett
rugalmas transzformdciokkal egy hosszuisdgi, illetve egy szélességi korbe vihetéek. Ezek nyilvan
1 genus-uak, tehat az iireges torusz genus szdma kettd (ha nem iireges, akkor csak v; deforméldsa
alapjan, szélességi korok helyett korlapokat fiiztiink fel).

T?=S'xS?

Egy térusz, melyre két zart gorbét irtunk

Misik mdédszer lehetne az, hogy hasonl6 elvet kovetiink, de nem koroket alkalmazunk, hanem
haromszogeket s azok 4ltaldnosabb, magasabb dimenziés megfeleldit hasznaljuk. *.
Megmutathatd: egy "sz€p" feliilet haromszoglapokkal minden atfedés vagy egyéb probléma nélkiil
lefedhetd: hiaromszogelhets. Gondoljunk a 3D-s modellezés esetén a raszterekre, vagy egy ful-
lerén molekuldra, ahol az 6tszog lapok haromszdgekre bonhatdak, s igy megfelelden eljarva egy
kétdimenziés gombot tudunk lefedni. Ahogy az n-dimenziés gombot is tudtuk definidlni, ehhez
hasonléan n-dimenzids haromszograsztereket is bevezethetiink, de ebbe itt nem bonyolédunk be.
Az otlet maga az, hogy vannak lapok, melyek nem fednek le semmit, akkor ott lyuk van. Belétha-
t6, a két médszer ekvivalens eredményekre vezet.” Bar az ismertetett médszerek matematikailag
gyiimolcsozd elméletekhez vezettek, ennek ellenére mi mésképp ragadjuk meg a problémat. A
megfigyel6k segitségével szeretnénk detektalni mindenféle anomaliat a tériddben, hiszen végsd so-
ron ezeknek maguk a testek lesznek “elszenveddik”. Egy it végpontjanak tekintjiik majd azt a
pontot, ahonnan mér nem folytathaté tovabb. Ez pontosabban kifejezve,
ha az utat mint egy fiiggvény grafikonjdnak tekintjiik, az értelmezési tartomany két végpontja,
vagy ha nyilt intervallumrol beszéliink a valds egyenesen, akkor a legkisebb ponthoz legkdzelebbi,
legnagyobb valds szamrol beszélhetiink (infimum),
illetve a nagyobb végponthoz legkdzelebbi, legkisebb nagyobb szamrdl beszélhetiink (supremum).
El6bbi, ha jové irdnyithaté idGszert/oksagi gorbérol beszéliink, akkor terminolégidnkban muilt
végpont lesz, utobbi jovo végpont. Lehetséges az is, hogy a végtelenbe folytathaté gorbékrdl be-
sz€liink, ekkor az értelmezési tartomdny végpontjai oo is lehetnek. Az otlet az, hogy a térid6 bar-
mely pontjabdl induld megfigyeld vildgvonalat kovetjiik, akar a jovébe esd résznek vagy a multba

4Szimplicidlis homolégia.
SHurewicz homomorfizmus.
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esd résznek a rekonstrudldsdval (folytatdsaval). Ha valami okndl fogva nem tudjuk ezt végrehajta-
ni, ott szingularisnak tekintjiikk a térid6t. Tobb gorbe akér egy egész ilyen szinguldris tartomanyt
kirajzolhat, nem csak egy pontot. Fontos megjegyezni, hogy ezek a “behatolhatatlan” tartomanyok
pusztin a térid6 szerkezetébdl adédnak, nem pedig valamilyen egyéb fizikai jelenség okozza Sket
(nagyon erds elektromégneses tér stb.). Persze érdekes kérdés az, hogy az ilyen jelenségek, ame-
lyekhez valamilyen médon tomeget rendelhetiink hogyan befolydsoljak magat a téridé metrikat.
Geodetikusan teljesnek neveziink egy olyan geodetikust, mely a térid6ben tetszéleges mértékben
folytathaté a multba, jovdbe a tér minden pontjdban — a test, melyhez a vildgvonal mint geodeti-
kus tartozik — bebolyonghatja a térid6t minden vildgpontba akadély nélkiil eljutva. Célunk meg-
vizsgalni, milyen tulajdonsagu téridok lesznek geodetikusan teljesek (vagy legaldbb is bizonyos
tartomdnyaik) ezenkiviil, hogy oksagot sértd esetek, mint pl. zart idészer(i vagy oksdgi gorbék ne
fordulhassanak eld. Zart térszerli gorbék persze megengedettek, ez pusztin zart palyan valé moz-
gast jelent.

Fontos mindig alaposan megvizsgélni vajon egy szingularitds valoban valamilyen fizikai jelenség-
gel kapcsolatos vagy pusztan matematikai, nevezetesen a koordinata rendszer vélasztasabol adodo.
Nézziink erre egy példat: vegyiink fel egy polar koordinata rendszert a sikon, vagyis jeldljlink
ki egy pontot (ez az origd vagy polus), ebbdl hizzunk tetszSleges irdnyba egy félegyenest (poldr).
Ezek utdan barmely pontot a sikon jellemezhetiink Ggy, hogy hogy illesztiink rd egy a p6lusbdl indu-
16 félegyenest, megvizsgaljuk, hogy 6ramutaté jarasaval ellentétesen koriiljarva (pozitiv koriiljaras
szerint) milyen szdget zar be ez a félegyenes a polarral, s a p6lustdl a pont a félegyenesen milyen
tdvol van. Ez a két adat: egy r hossz €s egy ¢ szog leir minden pontot a sikban egyértelmiien,
kivéve a pOlust.

polar

Polarkoordinata-rendszer

Miért? Ha egy poluson dtmend félegyenes mentén haladunk folyamatosan a pdlus fele, egyre
kisebb és kisebb r—ket valasztunk adott ¢ szog mellett. Tehat mondhatnank (0, ¢)) koordindtak
jellemzik a polust. Viszont ezt tetszleges félegyenesnél eljatszhatjuk, tehdt barmilyen irdny, az-
az sz0g jo lenne a leirdshoz (hasonldan, hogy a null vektor "minden irdnyd”), de elvesztettiik az
egyértelmiiséget, onkényességet csempésztiink be. Tehat az origd nem lesz leirhat6 ebben a koordi-

nata rendszerben. Mégis, a probléma konnyen orvosolhatd: valasszunk Descartes-féle koordinata
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rendszert, legyen az 4ltalanossag mell6zése nélkiil a polér az abcissza pozitiv irdnyaba esd, a polus
pedig ennek a koordinéta rendszernek az origdjaval azonos (ami a két koordindtatengely metszés-
pontja).

Ezzel a lefraisméddal nem lesznek ilyen ,,szingularis pontjaink™”. Tehét csak egy alkalmatlan ma-
tematikai vdlasztds eredményezett olyan pontot, amit nem tudunk jellemezni. Természetesen ez
nem jelenti azt, hogy mindig csupan egy koordindta rendszerhez ragaszkodjunk gorcsdsen, pusztin
azt, hogy mindig meg kell vizsgalni, ha valamely pont nem jellemezhetd a koordinéta rendszerben
(nem egyértelm a leirds, valamilyen paraméter ugrasszertien végtelen nagy lesz és tarsai), akkor az
eltiintethetd egyszertien mds lefrdsméd vélasztdsaval. Egyébként sok esetben egy adott téridé nem
irhat6 le egyfajta koordinata rendszerrel, hanem tobb kiilonb6z6t kell egymas mellé tenni, egyik
tartomanybdl a masikba térve mint 0j orszdgok térképeit kell a koordinéta rendszereinket valtogat-
ni. Erre j6 példa mondjuk toltott fekete lyuk térideje.

J6 néhany definici6 bevezetése utdn képesek lesziink megfogalmazni olyan tételeket, melyekkel
a téridénkben lehetséges szingularitisok meglétére kovetkeztethetiink. A kisérleti megfigyelések
alapjan pedig majd azonositani lehet ezeket a valésdgban megfigyelt objektumokkal.

Megjegyzés az abrakhoz: amikor sok dimenziés geometriai objektumokat rajzolunk le nyilvan
csak vizudlis segitségnek alkalmazzuk 8ket. Nem tudunk 17 vagy 28 dimenziét papirra vetni, igy
mindig arra figyeliink, hogy a dimenzidkiilonbségek jol latszédjanak az illusztracidkon. Ha valami
n dimenziés, mas valami n+1, akkor az el6bbit egy gorbeként szemléltethetjiik, utébbit egy feliilet-
ként. Metszetiik lehet n dimenzids (teljesen az n+1 dim-ban benne helyezkedik el az n-dimenzi6s),
vagy (n-1), stb. Az dbrdk csal6kdk, de sokban lehetnek segitségiinkre.

Hiperfeliilet alatt mindig az adott teljes tér dimenzidjanal eggyel kisebb dimenzidji geometriai
objektumot értiink. Sikok esetén a sikgorbék ilyenek (1 dimenzids "feliiletek™), 3D-s térnél a szo-
kasos 2D-s feliiletek (innen az elnevezés) stb.

5.4. Térido topologiai alapfogalmak

Nevezziik utazasnak szakaszonként jovébe mutatd idGszerl geodetikusokat. Bér kissé furcsanak
tinhet miért szakaszonként jellemezziik ezt a gorbét, de tobb kissé patologikusnak tlind metrika
esetén hasznos lehet. Az utazds segitségével definidlhatunk egy rel4ciét a téridé pontok kozott: x
pont kronolégiailag megelozi y-t, ha 1étezik x—bsl x—ba utazas. Jel. © < y.

Kifejtve: Jxy---x,,n > 1 idGszerl geodetikusok: szegmensei ennek [x; 1, z;], milt végpontja
ennek z;_1, jové végpontja pedig x;,Vi € 1,---n. Itt minden végpontjat tartalmazzak a gorbék,
ezért torlodasi pontokkal nem lesz dolgunk:

VA

Ilyen "0sszegylir6dd" utazasokkal nem lesz dolgunk

Oksagi utazasrol beszélhetiink oksagi geodetikus utazasok esetén. Itt is lesz egy relacionk: x.
oksagilag avagy kauzalisan megel6zi y -t, ha 1étezik oksdgi utazas x—bdl y—be. Jel.: z < y .
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Nem engedjiikk meg “j6zan” térid6kben a zart utazasokat, tehat: x < = nem lehetséges. Az aldbbi
allitas konnyen igazolhat6 a definiciékbol:

a<b=a<b
aLhht<kc=a<Kc
a<bb<c=a<c

Ahogy a fénykiipokkal tudtuk egy esemény jovojét és multjat jellemezni, arra itt is médunk
lesz: Kronoldgiailag nyilt jovije x pontnak: [ (x) := {y € M|r < y}
Kronolégiailag nyilt miltja: I~ (z) .= {y € M|y < z}
Hasonl6an:
Oksagi jovGje x pontnak: J*(z) := {y € M|z < y}
Oksagi multja: J— (z) := {y € M|z > y}

S C M részhalmaz, I7[S] = ,cq [T (2), JT[S] = U,eq /T (2)

zeSs

\

térszer(i geodetikus

J*(P)

P

P pont kronoldgiailag nyilt jovGje I1(P) és oksédgi jovje J1(P)

Szemléltetd eset: Minkowski-térben
(t,x,y, z) koordinatakkal ¢ = 1,a = (0,0,0,0, ) pont, I'*(a) = (t,z,y, 2)|t > (22 + 2 + 22)2, J*(a)
ugyanez, csak >.
Az alabbi éllitasok matematikai szigorisig nélkiil is egyszertien definiciokbdl valdsnak tételezhets-
ek fel egyszeriibb dbrdk segitségével (multakra egyszeriien csak az id6 irdnyét kell "megforditani”,
vagy az dbrdinkat tiikkrozni):

I*(a) nyilt halmaz.
I*t[S] nyilt, VS C M részhalmazra.
r € IT(y) <= y € I (x) ugyanigy oksdgi halmazokra.
IT[S] = I'T[CI(S)], ahol C1(S)S halmaz lezartja.
IT[S] = I [I7[S]] € J7[S] = J*[S] = J*[J7[S]]
aLbb<c=a<kb
a<bbkec=a<kc
r<y=I"(x) DI(y)
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Ha o fényszer(i geodetikus a—bdl b -be, ugyanigy 5 b—bdl ¢ -be a a < ¢ vagy o U 3 (tehat ahol
véget ér, onnan haladunk tovabb [ -n) fényszer(i geodetikus.
a < b, de a < bnem teljesiil = 3 fényszerl geodetikus.
a < b <= Jidbszerl gorbe a—bdl b -be.

Jovo halmaza S halmaznak: F' C M, ha F' = I7[S], valamely S C M -re. Ezzel ekvivalens
F = IT[F], hiszen IT[I"[S]]. Tehdt,hax € F,a < y =y € F.

Muilt halmaza S-nek hasonléan vezethet be. Egy S C M részhalmaz akronalis perem, ha
nincsenek kronoldgiailag 6sszefiiggd pontjai.
Rajzzal:

Akrondlis perem B C M részhalmaz, ha B = 01" [S] valamely S részhalmazdra M —nek.
Minden akrondlis perem akrondlis halmaz is.
Egy akrondlis perem jellemezhetd mint egy részhalmaz malt nyilt halmaza is.
Ha B nem iires akrondlis perem, akkor 3! F' jov6 halmaz, 3! P mult halmaz, hogy M = FUBU P,
tehat B azonos F' és P peremével. Minden utazds vagy id6szerli geodetikus mely P egy pont-
jébol indul és F' egy pontjdba fut be B -t egyetlen pontban metszi. Pl.: Minkowski-térid6ben
P=1I7[B],F=1I"[B].

Még néhany fogalomra sziikségiink van:
M téridd jové megkiilonboztetd p € M -ben, ha I (p) # 1 (q),Yq € M, q # p . Jovo megkii-
lonboztetd, amennyiben minden pontjdban az.
Egy Q C M oksagilag konvex, ha nem metszi egyetlen utazds sem egy nem-Osszefiiggs hal-
mazban. Tehdt ha van metszete egy utazassal, akkor az csupdn egyetlen egy halmaz, nem pedig
halmazok unidja.
PL.:
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Elsd két esetben a metszési halmazok (pirossal jelolve) nem-Osszefiiggdek, ezért a feltiintetett hal-
mazok nem oksdgilag konvexek, a harmadik és negyedik viszont az

M téridé erdsen oksagi p pontjaban, ha l1étezik tetszGlegesen kicsiny oksédgilag konvex kor-
nyezete. M téridd erdsen oksagi, ha barmely pontjdban az. Beldthatd, hogy erésen oksagi téridé
mult és jové megkiilonboztets lesz. Lényegében ez az egész azért fontos szdmunkra, hogy ne le-
gyenek az oksagot sértd gorbék. Ezek az absztrakt feltételek mégsem elegek teljesen, mert ha kicsit
is megvaltozik a metrika, tehit més lesz a téridé mar minden rosszra fordulhat. Koveteljiik meg,
hogy stabilan oksagi legyen a téridd, vagyis ne jelenjenek meg ilyen oksdg sértd zart gorbék, ha
kicsit is megvaltozik a metrika.

Fiiggoségi tartomanyok:

D7[S] = {z| barmely milt végpont nélkiili utazds barmely milt végpont nélkiili utazds z—et
tartalmazza, akkor S—et metszi }
D~ [S] = {z| barmely jovo végpont nélkiili utazds barmely mult végpont nélkiili utazds z—et tar-
talmazza, akkor S—et metszi }
D[S] = D*[S]UD~[S]
Szavakban D|[S] -t végpontok nélkiili S-et metszd gorbék pontjai alkotjak. Avagy olyan téridGtar-
tomany, melynek S akrondlis pereme.
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S halmazhoz tartozé két fliggdségi tartomdny: egy a multban és egy a jovdjében

A fizikai jelentés: az informaciot iddszerl gorbéken széllitva, ha egy mult végpont nélkiili gor-
be nem metszi S-t, akkor lehet végpontja egy p € I7[S]—ben, igy a végtelenbdl ezen gérbe mentén
elhozhatunk informdciét, mely a p - beli jelenségeket befolyasolhatja, s nem S—en levé jelenségek,
objektumok az informdciéforrdsok. Viszont amennyiben p € DT[S], — a definici6 szerint nincs
ilyen id6szerli gorbe. Az dbran D hatdrai fényszeri gorbék alkotjak, azért rajzoltuk “45 fokban”
Oket, hiszen ennél gyorsabban informdacié nem juthat el egy pontba S—r06l.

Ha eltdvolitunk egy pontot M —bdl, akkor D*[S]—r8l “behorpad”, hiszen oda hidba fut be az infor-
macio egy fényjel segits€gével, onnan mar nem haladhat tovabb:

Egy djabb kozponti fogalom
Cauchy-horizontok:

H*[S] = {z|z D*[S] de I*[S] N D*[S] = 0

H~[S] hasonléan definidlhatd, H[S] pedig ezek unidja.
Cauchy-hiperfeliilet: egy S akrondlis halmaz, melyre D(S) = M.
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5.5. Geodetikusok

Idoszerii geodetikusok kongruenciaja: ha egy nyilt tartomanyt tekintiink a téridében, akkor id6-
szerli geodetikusok egy csalddjabdl ennek a tartomdnynak barmely pontjdn pontosan egy gorbe
halad 4t. A gorbék nem metszik egymadst, hasonléan mint rézhuzalok egy nyaldbja. A kongruen-
cidndl érdekes megéllapitani egy-egy geodetikus mentén haladva a szomszédos gorbékkel a tavol-
sdg mennyire valtozik (mekkora a deviacid). Jellemezhetjiik ezt, mint a kongruencia tagulasat:
0 = %% , ahol V' a kongruencia “térfogata”, ¢t az id6 (valamely gorbe mentén mért sajatido),
vagyis a hidnyados térfogat valtozdsat mérjiikk a kongruencidnak. Ha ez a mennyiség pozitiv, ta-
guldsrdl besz€lhetiink, ha negativ 6sszehizodasrol. Lényegében kozelebb keriilnek a geodetikusok
egymdshoz vagy tdvolabb (nyilvdnval6an nem feltétlen mindegyik ugyanolyan mértékben). A tagu-
l4s valtozdsanak mértéke a sajat id6 fiiggvényében kifejezhets egy egyenlettel, de mi itt ezzel nem
foglalkozunk. ® Ami szdmunkra fontos, hogy ha a kongruencia 4ltal metszett téridé tartomanyban
minden egyes iddpillanatban meghatdrozott térszerdi tartomdnyra mer6leges minden geodetikus,
illetve teljesiil az dgynevezett erds energia feltétel, akkor a sajat id6 fliggvényében a tdgulds min-
denképpen csokkeni fog: ha kezdetben széttartottak a geodetikusok, a jovében ez lassulni fog, ha
pedig egymads fele tartottak, ez egyre erdsebb lesz.

Energiafeltételek:

tokéletes folyadékok esetén (melyek idealizélt eseteket jelenitenek meg: nem vezetik a hét, egy-
altalan nem nedvesitenek stb., az energia feltétel ennél altalanosabb, de az egyszerliség kedvéért
elégedjiink meg ezzel: 7 1ényegében két egyenl6tlenséget allit: p + p > 0;3p + p > 0, ahol p
a térid6 szerkezetét meghatdrozé anyag nyomadsa, p az energiasiirlis€ég. Gondoljunk vissza a di-
menzidanalizisnél l14ttuk, hogy az energia is egyfajta nyomdssal rendelkezik a téridore nézve, ezért
adhatjuk 6ssze a két mennyiséget. SGt, még ennél tobb is igaz: 0y = 0(0) a kezdeti tagulas, akkor
T < |§’—O‘ véges sajatidén beliil egy pontban néhdny geodetikus dsszefut (fékuszalédnak)® Ezt az
osszefutast nevezziik kausztikanak, mely optikdbol ismerds lehet. Eme pontot szingularitdsnak

®Raychaudhuri-egyenlet.

TR T'T* < 0, erbs energia feltétel, ha minden id6szer( T* vektorra teljesiil, s ha minden nullra: gyenge; R;; a
Ricci-tenzor

8Raychaudhuri-Komar-hatés (fékuszalddasi tétel). Riemann sokasagokra: Bonnet-Myers tétel néven ismert hason-
16 allitas.
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kell tekinteniink.

A feliileteten dthalad6 geodetikusok egymast nem metszik; tdguld, illetve 6sszehiz6dé kongruencia

Még egy technikaibb fogalom:
konjugalt pontpar: a geodetikusokat tdvolsag minimalizalé gorbékként definidltuk, tehat melyek
az egyenesek szerepét toltik be gorbiilt sokasdgokon (egyértelmii legrovidebb hosszisagu gorbe
adott két pont kozott). Ha néhdny geodetikus metszi egymast egy pontban, akkor ehhez a ponthoz
1étezhet egy konjugdlt pérja, ha nyersen fogalmazva mas pontban is metszik egymadst a gorbék. J6
példa erre a gombfeliilet: az északi és déli sarkpont egymas konjugdlt parjai. A hosszusigi korok
geodetikusok. Ha metszik egymast a déli sarkon, akkor az északin is fogjak. Tehét bar lokali-
san (kis részén a gombnek) a f6korok, mint geodetikusok két pont kozott a legrovidebb tdvolsagot
jelentik (az északi és déli sark megfeleld megvdlasztisaval mindig lesz egy fOkor két tetszdleges
pont kozott), de globdlisan nem. Valdban, a sarkpontokon édtrajzolva egy "fél geodetikust”, egy fél
szélességi kort, akkor minden probléma nélkiil megrajzolhatjuk a mésik felét is. De igy nem lesz
egyértelmi legrovidebb hosszisagu gorbe két pont kozott. Az euklideszi térben nincsenek konju-
gélt pontparok (minden egyenes / egyenes szakasz legfeljebb egyszer metszi egymast). Ennek a
technikai fogalomnak a lényege abban 4ll majd, hogy ha egy p pontb6l g—ba fut6 oksagi geode-
tikusnak e két pont kozott 1étezik pontja, mely p vagy g-hoz konjugélt, akkor 1étezni fog utazas
p—bdl ¢-ba, melynek hossza pq hosszandl szigortian nagyobb. Maga a geodetikusok kongruen-
cidjanak taguldsival fogalmazva: ha valahol kialakult kausztika, s onnan ,kifuté” geodetikusok
(okségiak) tdguldsa negativ, akkor 6sszefutnak egy pontba ujbol, tehat konjugalt pontparokat ka-
punk.

Gorbék egy osszessége kirajzolhat egy feliiletet, ha a feliilet minden pontja egy-egy ilyen gorbéé.
Igy a feliilet adott pontjanak érintdvektorai azon a ponton atfuté gorbék érintévektora is. Attol fiig-
gben, hogy milyen gorbérdl beszéliink, példaul fényszerd, tehat minden pontjadban az érintdvektor
fényszer(, maga a feliilet is tekinthetd ezaltal fényszeriinek, stb. A gorbéket dltalaban geodetiku-
soknak vessziik.

(jovo) csapdaba ejtett halmaz egy nem iires zart akrondlis részhalmaza M téridének, melyre
E*[S] = JT[S] — I'"[S] kompakt.

Elérkeztiink a két tételhez, melyet eddig probaltunk megfogalmazni precizen:

Tétel (S. Hawking, 1967) [4, 8, 9]: Ha M téridére teljesiilnek az alabbiak:

a.) M tartalmaz kompakt, peremmel rendelkezd térszer(i X hiperfeliiletet, melyre merdle-
gesen metszd geodetikusok kongruencidjdra a tagulas pozitiv.

B.) Er6s energia feltétel teljesiil (p + p > 0; 3p + p > 0 tokéletes folyadékok esetén).
Ekkor: l1étezik mult végpont nélkiili geodetikus, melynek hossza véges.

31



Kovetkezmény (pontosabban igy értelmezhetd a matematikai allitas, ha a feltételeket meg-
figyelések alapjan igaznak tételezhetjiik fel): egy térben véges és mindenhol tdguld univer-
zum esetén van egy kezdeti szingularitas.

Fontos megjegyezni, hogy maga a természettudomany és ennek legegzaktabbnak tekintett 4ga a
fizika pusztan térben és id6ben lezajl6 folyamatokkal foglalkozik. Mivel egy ilyen ,.kezdeti” szin-
gularités ,,el6tti” vilagrdél informdaciot nem nyerhetiink, igy nem a fizika dolga ezen megallapitas
utdn tovabbmenni. Tehat hasonléan a multiverzumokhoz (két eset lehetséges abban az esetben, ha
vannak a mienktdl eltérd vildgegyetemek: a mienk s egy masik kozott van kapcsolat: ekkor nincs
okunk két kiillonboz6 univerzumrdl beszélni; masik esetben nincsen kapcsolat: nem éllithatunk
semmit egészen bizonyosan, igy minden puszta taldlgatdsba fulladhat.”). A fizikai érveléseknek,
vizsgaloddsoknak itt meg kell toppanniuk.

Tétel (Hawking-Penrose) [10]: Egyetlen téridére sem teljesiil mind az aldbbi harom tulaj-
donsag:

«.) M nem tartalmaz zart utazasokat.

B.) Barmely vég nélkiili oksdgi geodetikus M-ben tartalmaz konjugdlt pontpart.

v.) Létezik a jovében foglyul ejtett részhalmaza a téridének.

a.)-t ,,foldhoz ragadt médon” ki szoktuk zdrni a logikai ellentmonddsok miatt. Filozo6fiai bizo-
nyitdsdra az idGutazds lehetetlenségének itt nem tériink ki.

v.) Lényegében azt fejezi ki, hogy valamilyen gravitacids 0sszehuizodas tortént. Mit is értiink ez
alatt?

Nagyon nagy tomegi testeknél (mondjuk csillagok) el6fordulhat, hogy nincsen sztatikus egyen-
sulyi allapot, tehat minden hatdron tdli zsugorodést szenved el. Ez a graviticids Osszehtizddds
mégsem kovetkezik be olyan megfigyelSk szempontjdbdl, akik specidlis relativitdselméletnek meg-
felel6 téridében vannak (tehat elhanyagolhaté mértéki a térido eltérése a siktdl) és messze vannak
ettdl az objektumtdl (ndluk csak végtelenhez tartd id6 esetén torténne meg ez). Az ilyen 6sszeomld
test téridejének metrikdjat az aldbbi kifejezés adja meg (kiils6 szemléld szamara lényegében egy
allandésult édllapot latszik):

ds? = (1 = 2)¢3d1? — r¥(sin(0)dg* + db?) — 127

Ez az tgynevezett Schwarzschild-térido. Ha egy adott idGpillanatot kivalasztunk, akkor két
nagyon kozel eso pont tdvolsaga:
dI2 = r2(sin®(0)d¢?* + df?) + 1{—7
Az els6 gombi koordindta rendszerben fejezi ki azt, hogy az objektum kézéppontja koré rajzolt
kor sugara r. A masodik pedig azt, hogy azonos sugaron levé két pont (a, b) tdvolsdgat megkaphat-
juk:

°Itt gondolhatunk akdr a mar modalis filozéfia birodalmdba tartozé elméletérsl David Lewisnak (On the Plura-
lity of Worlds). Nyilvdnval6an a halmazelméleti koncepcidk, axiomarendszerek problémadira lehetséges interpreticid
(multiverse set theory) nem fizikai vizsgdlodasra szant, kivéve, ha valaki immanens realista.
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b _rb dr
fa dl _ fa /1—Ta
integrél segitségével.
Az r, mennyiség a test graviticids sugara (Schwarzschild-sugar):

_ 2GM

T = 2

Ezt Gigy is megkaphatjuk, hogy a test nyugalmi energidjat egyenlové tessziik a newtoni gravitd-
cids energia kifejezéssel:

2
M2 — GéVI
T

A Napunkra erre az értékre 3 km-t, Foldiinkre 9 mm-t kapunk az adatok behelyettesitése utan.

Az emlitett megfigyelS szerint sugara a gravitdcids sugdarndl kisebb nem lehet, tehat a megfigyeld
szerint egy éllandosult allapot fog egy id6 utdn bekovetkezni. Ha egy test “bele esik” ebbe az
0sszehiz6do objektumba, akkor a test ltal kibocsatott jelek (lehetnek akar fényjelek is) terjedési
ideje a végtelenhez fog tartani. Valéban, ha fényjeleket tekintiink:

ds* =0, cdt=dr/(1-"2)
ha ezt integraljuk valamilyen rogzitett r( tdvolsagig, akkor

At =15 — 341y In(*==2).

T—Tg

Viszont ahogy az r sugar egyre jobban megkozeliti a gravitacids sugarat a logaritmus argumentuma
nulldhoz tart, igy a kifejezés divergdl, ebbdl kovetkezden korldtlanul nagy terjedési id6t kapunk.
Ezt Ggy fejezhetjiik ki, hogy ami az objektum &ltal meghatarozott feliileten, az tigynevezett ese-
ményhorizonton egyszer kiviilrdl érkezve atért az mar nem juthat ki. Ezt az dnmagdba z4r6d6
kiilonleges objektumot fekete lyuknak, az 4ltal meghatarozott térid6tartoményt fekete lyuk tarto-
manynak nevezziik.

Egy fekete lyukat dltaldnosan az alapjan fogunk jellemezni, hogy felhasznéljuk “ami bejutott, ki
nem jut” jelenséget. Egy olyan térid6tartomanyrol beszélhetiink, amib6l kimend fényszerd geode-
tikusok az oksédgi végtelen jovGt nem érhetik el J . Itt az egész M térid6 oksagi végtelen jovEjérdl
beszéliink, ami alatt olyan eseményeket értiink, amik “utdn” nem hosszabbithat6 tovabb a “vilag-
torténet”. Mint fizikdban szokds itt a végtelen egyfajta matematikai absztrakcid, arra vonatkozik,
hogy a jelenségek geometriai méretei (itt az id6 is egyfajta geometriai mérettel rendelkezik!) ehhez
a tavolsdghoz (id6ben értve) elhanyagolhatéak. Magyarul ennek a J* jové végtelennek a pontjait
bizonyos megfigyelSk vildgvonalai elérhetik, akkor nyilvan ennek a J+—nak az oksdgi miltjdban
kell elhelyezkedniiik. Ennél fogva egy fekete lyuk tartomédny (pontosabban ezek 0sszessége, ha M
téridGben tobb is van): B = M J~(J"), tehdt melyek az oksdgi végtelen mdltjdban nem elhelyez-
kedd pontok (események) alkotnak.

Maga az eseményhorizont (mostantdl B egyetlen fekete lyuk tartomdanyt jelol) B pereme lesz,
tehdt B-t és M tobbi részét elvalaszté felillet: H = 0B = d(J(J™)). Ha tekintiink egy > térszeri
2D-s feliiletet akkor az eseményhorizont keresztmetszete H () = H N X metszet lesz.

Penrose, 1968 [5]: az eseményhorizont fényszer feliilet, melyet fényszerli geodetikusok
rajzolnak ki, amelyeknek nem létezik jov6 végpontjuk.
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Ebbdl kovetkezik tobbek kozott: Ha egy ilyen kirajzolé geodetikust a multba végig kovetiink
nem feltétlen hagyja el a horizontot.
Ha egy kirajzol6 geodetikus befutott a horizonton, kifele mar nem johet ki.
Két kirajzol6 geodetikus nem metszi egymast, esetleg kivételt képez, ha egyszerre érnek be.
Az eseményhorizont barmely pontjin (kivéve esetleg befutdskor) pontosan egy kirajzol6 geodeti-
kus halad at.
Ezek utdn mar sokkal érthet6bb a csapdaba ejtett tartomany fogalma. Egy ilyen tartomény &l-
taldban tartalmaz csapdaba ejtett feliileteket: ezeknél a be- €s kihalad6 fényszerli geodetikusok
kongruencidi, melyek merdlegesek a feliiletre €s mindenhol negativ tdguldsiak rajta (képzeljiik el,
hogy vizet locsolunk egy locsolocsdbdl egy feliiletre: a vizsugarak széjjel tartanak a becsapddas-
kor: mivel nem juthatnak ki a geodetikusok, igy a vizzel csak “elkanyarodnak™ a feliilet kozelében).
Egy kissé nehezebben megragadhat6 horizont konzisztens bevezetése is lehetséges:
Csapdaba ejtett horizont: a téridének 3D-s pereme, mely csapdédba ejtett feliileteket tartalmaz.
Latszolagos horizont: egy csapddja ejtett horizont és egy térszer 2D-s feliilet metszete.
A latszélagos horizont tulajdonképpen a kifele irdnyitott és kifele haladd, illetve kifele iranyitott,
de befele halad6é fénysugarakat elvalaszt6 feliilet (tehdt akik még kijuthatnak, s akik mar nem).
Mivel peremrdl beszéliink, igy a litszélagos horizont a legkiils csapdaba ejtett feliilet. Altaldban
megegyezik az eseményhorizonttal.
Mielétt elvontabb teriiletekre térnék at, szamoljuk ki a Schwarzschild-féle sugar felhasznalasaval
egy fekete lyuk stirliségét. Gomb alakunak feltételezve térfogata V' = %mﬁg, ebbdl a siirtisége:

P= e i

Habdr a siirliség a tomeg reciprok négyzetével ardnyos, az alland6 szorzétényezd 107 nagység-
rendi (SI egységekben), ezért mondjuk egy atlagos csillagkozi fekete lyukra, melynek tomegének
nagységrendje 10!, stiriségére kb. 10'% 58 -t kapunk. A Tejit kozepén elhelyezked§ Sagittarius A*
esetén M ~ 103, siirisége 10° nagysdgrendd. Ezzel szemben az elméleti maximum 10*! kg [12],
ekkor a siirtiség mdr csak 10~*, ami kisebb, mint a hidrogéné (10~2)! Ezek alapjdn nem mondhat-
juk, hogy mindenképp nagyon siiri objektumoknak tekinthetjiik a fekete lyukakat.

Mar sz6 esett a koordinéta €s a fizikai szingularitdsok kozti kiilonbségrél. A Schwarzschild-féle
téridében ha megvizsgaljuk az ivelemnégyzetet lathatjuk, hogy ha r = r,, akkordr? egyiitthat6ja
értelmezhetetlenné valik. Ez viszont a fenti targyaldsnak ellentmond. Megnyugtatd, hogy ez csak
egy koordinataszingularitds. A részletes transzformaciokkal nem vesz8dve az {fvelemnégyzet igy is
irhato:

ds? = =32 =351 U AV + r*(sin?(0)d¢? + db>

Itt U,V az ugynevezett Kruskal-Szekeres-koordindtdk. A fénysugarak ebben a lefrdsban V' =
[1. feliileten, a bemendk pedig U = ll-n mozognak. Léthatd, hogy itt » = r,—nél probléma nincs,
ez egyébként UV = O—nak felel meg (tehat két egyenes, mely egy pontban metszi egymadst), illetve
r = 0 a fekete lyuk kozéppontjat jeloli (ahol egyébként mar mondhatjuk, hogy szingularitds van,
mindenesetre nem lesz ez mar zavar6 a leirasndl). Utobbi egyébként UV = 1 hiperboladnak felel
meg, dltaldnosan pedig r = all., UV = all-nak felel meg.
A térid6t szemléletesen abrazolhatjuk az aldbbi médon:
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Léthato, hogy minden r = all. feliiletnek két mdsolata van az abran: illusztrativ eset: r = 7,
akkor UV = 0, ami U = 0 vagy v = 0 esetén teljesiilhet. Az I-es tartomany az, amit eredetileg
leirtak a Schwartzschild koordinatdk, IV-et szokds fehér lyuk tartomanynak nevezni. Ez igazabol
ido-forditottja egy fekete lyuknak, amibdl csak kijutni tudnak a testek. Nem ismeriink semmilyen
asztrofizikai lehet&séget arra, hogy valoban 1étezzenek, ez inkdbb csupan matematikailag bukkan
fel. I és III kiils6 tartoményok, II, IV pedig bels6k. Az 4j koordinatdk segitségével a téridonk leira-
sat ugymond kiterjesztettiik, az eseményhorizont mogotti térben is hasznalhatok a koordinatéink.
Pontosabban, ilyen téridében (leirdsban) minden geodetikusunkat tetszSleges tér és iddirdnyban
hosszabbithatunk, kivéve szingularitdsba titkozéskor. A fénysugarak, melyek radidlis irdnydak U,
V tengelyekkel parhuzamos egyenesek, ennél lassabban mozg6 testek vildgvonala ezek kozé esnek.
Azaz a fénykiipok gy viselkednek, mint Minkowski-térid6ben. Minden ¢ = 4ll gbrbe a centrumon
(U, V metszésponton) atfut6 egyenes lesz. A fekete lyuk eseményhorizontja (I pereme) ¢ = oco-hez
tartozik (nincs menekiilési lehetdség), t = —oo pedig a fehér lyukhoz (nincs visszatérés). r =4ll.
gorbék hiperboldk, melyek aszimptotdi 45 fokos szoget bezardé eseményhorizontok (U, V' tenge-
lyek). Kiilon egzotikussaga a diagramnak, hogy ha egy részecske eléri II tartomdnynal levé » = 0
feliiletet, akkor vilagvonalét folytathatjuk II tartomény » = 0 peremén. Mondhatjuk azt, hogy a
fekete lyuk szingularitdsa utdan egy fehér lyukban taldlja magat a részecske, vagy egyszertien csak
azt, hogy valahogy visszafele jatszottuk le a mozgasat a lyukon beliil. Nézziink még egy koordindta
transzformdcids lehetdséget:

Legyenek U’ = arctg(U), V' = arctg(V'). Ekkor egy ilyen rajzot készithetiink:
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U+V' = /2

A hatszog oldalait kiilonb6z6 térid6tartoméanyokkal tudjuk azonositani.
U', V' = /2-k a jovo fényszeri (oksdgi) végtelen tartomdny J, [(U, V) = ( véges, 00)];
U, V' = —m/2-k a jov6 fényszer( (oksagi) végtelen tartomany J—, [(U, V') = (—oo, véges)];

J*t N J~ térszerli végtelenek (térszerii geodetikusok végpontjai) i° [ = oo, t véges];
(U, V") =(0,%), (U, V') = (5,0) jovo id6szerii végtelen (id6szerti geodetikusok jové végpont-
jai, melyek nem futnak be » = 0—ba) i* [t = oo, r véges];
(U',v') = (0,-3%), (U, V') = (=3,0) jovo id6szerii végtelen (idSszerli geodetikusok jové vég-
pontjai, melyek nem futnak be » = 0—ba) i~ [t = —o0, r véges];

Schwarzschild-féle fekete lyuk Penrose-Carter-diagramja

Az ilyen tipusu dbrdk a Penrose-Carter-diagramok.
A két diagram eldnyeit demonstralhatjuk egy masik tipusu fekete lyuk téridon, ahol a fekete lyuk
elektromos toltéssel is rendelkezik. Ezt Reissner-Nordstrom-téridonek keresztelték el (RN). Eb-
ben a térid6ben az ivelemnégyzet:
ds* = (1 — 22 + (9))?)c?dt* — (1 — 22) + 9))?)"Ldr? — r?(sin*(0)d¢® + db?)

r

ahol ¢* = 4(;?:0?4 , €0 @ vdkuum permeabilitdsa, () a lyuk elektromos toltése. A tomeg-energia ekvi-
valencia folytdn az elektromos mezd miatt a tomege nagyobb lesz ennek a fekete lyuknak, mint az

azonos paraméterekkel rendelkez6 Schwarzschild-félének.
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Lathat6, hogy dr? szorzGja nem definidlt, ha 1 — =2 + (%)) elttinik. Ez 1/r—ben mdsodfokd
egyenlet. Gyokei ry = M + /M? — Q2. Ha |Q] = M extrém fekete lyukr6l beszélhetiink.
Megmutathatd, hogy az r sugard gombfeliilet az eseményhorizont, _ csupén latszélagos. Ha ki-
viilrdl érkezve atlépiink az eseményhorizonton a latszélagosig egészen alkalmazhatjuk a Kruskal-
Szekeres-koordindtdkat. Viszont a latszélagos horizontndl ezekkel bajban vagyunk. Mint mar em-
litettiik korabban el6fordulnak olyan téridok, melyek egy koordindta rendszerrel nem fedhet6k le.
Mindenesetre vdlaszthatunk olyan koordindtdkat, melyek a latszélagos horizonton €s azon beliil
,szépen viselkednek”, de az eseményhorizonthoz érve, s azon til nem. Igy valtogatnunk kell ahogy
a fekete lyuk centrumtdl radidlis irdnyban mozgunk.

Ha azt a kérdést boncolgatjuk mi torténik, ha a latszélagos horizonton tiljut egy megfigyeld meg-
lepd dolgokat tapasztalunk. Har_ < r < r., c2dt? szorzéjat jeldlje f, —1/f lesz ekkor dr?—nek.
Mivel az idddifferencidlndl a szorzé pozitiv, a térkoordindta differencidlnal negatiyv, itt pedig pont
forditva van, ez esetben ¢ térszer(, r pedig idészerl koordindtdnak tekintend6. Ha r < r_, akkor
f > 0r = [l.. feliiletek térszeriek, s nyilvan ekkor a szingularitds is. Gondoljunk kicsit bele, mig
a Schwarzschild-téridonél a szingularitds egy térbeli pont volt, itt idébeli lesz! Egy megfigyeld mi-
utdn atlépte a kiils6 eseményhorizontot, de még a belsd latszélagosat nem, ahogy r csokken (mas
lehet6ség nincs, az "idonek™ egy irdnya van, merre véltozhat), mindenképp a mozgas is zajlik, hi-
szen r itt id6szerli. Ahogy a latszélagos horizontot atlépjiik r 4tvedlik térkoordinatava, csokkenhet
vagy novekedhet egyardnt. Igy okosan navigdlva egyszeriien kikeriilheti a megfigyels a szingu-
laritdst majd a latszélagos horizonton dthaladhat. Viszont ez nem az el6zdleg érintett horizont,
hanem egy djabb, mert minden » = [[. feliilet kétszer fordul el6 a Kruskal-Szekeres-diagramon.
Atlépve ezt a képiat r Gjbdl idGszert, csak ndvekedhet, mindenképp egy tjabb r = r.. feliileten
halad 4t. Semmi nem gétol meg minket, hogy itt egy tjabb koordinata rendszert vezessiink be,
ami eldzdleg a szingularitdstol mérve r = r—td6l térbeli végtelenig alkalmas volt szdmunkra a
téridS lefrdsara. A megfigyeld egy 0j univerzumban kotott ki. Ha itt is behatol a fekete lyukba
a torténet kezdddik elolrdl. Osszefoglalva végtelen sok térképpel kell rendelkeznie a megfigyels-
nek, hogy a Reissner-Nordstrom-téridd éltal leirt vildgban kiigazodjon (annyi konnyitéssel, hogy
két tipus van ezekbdl). Ha a Penrose-Carter-diagramjat szeretnénk elkésziteni a téridének, akkor a
Schwartzschild-térid6beli dbrat kell végtelenszer egymadsra pakolni:
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2. abra. Penrose-Carter-diagramja egy Reissner-Nordstrom-tipusu fekete lyuknak

r = r_r feliiletek altal hatarolt tartomdany csapdaba ejtett feliileteket tartalmaz, innen kiindulé
fényjelek (pirossal jelolve) mindenképp a szingularitasba futnak be.
Habar igazéan science fiction-be ill6ek ezek az alagutak, amiket taldltunk (egyfajta féregjaratok),
mégsem stabilak: a valdsdgban ilyen pontos szimmetridkkal, tulajdonsdgokkal rendelkezd RN fe-
kete lyuk nem létezik, ez csupan egy modell. Ha picit is valtoztatunk a modellen (szakkifejezéssel
perturbalunk), ezek az alagutak elttinnek. Egyel6re sejtés az, hogy egy fekete lyuk legfeljebb ha-
rom paraméterrel jellemezhetd: tomegével, toltésével, illetve perdiiletével. Mindenesetre az igaz,
hogy a Schwarzschild-megoldas egyértelmd megoldés, mely toltetlen, nem forgé fekete lyukat ir
le, ugyanigy a Reissner-Nordstrom-megoldas, mely t6ltott, nem forgo fekete lyukat ad meg. Mikor
nem toltott a fekete lyuk, de forog, akkor Kerr-féle megoldasrol beszélhetiink. A fekete lyuk toltott
és forog is, akkor Kerr-Newman-térid6r6l beszéliink. Utbbi kettét most nem részletezziik. Gigan-
tikus matematikai feladat annak megmutatdsa, hogy ezek a megolddsok stabilak: kicsit megvaltozik
a téridd, akkor is fenndllnak (nem tgy, mint RN térid6 esetén az alagutak).

6. Fekete lyukak termodinamikaja

A Foldiink esetén, ha a felszinhez kozel tart6zkodik egy részecske, akkor bizonyos gyorsuldst ér-
z€kel a felszin felé radidlis irdnyban. Ez a jol ismert gravitdcids gyorsulds g. Mas égitestekre is
kiszdmithatjuk newtoni mechanika segitségével: g = 2—12‘4 . Viszont a fekete lyukak esetén a szoka-
sos értelemben nincsen ilyen “szilard” felszin, pontosabban az eseményhorizonthoz f(r) = 1 — %
, akkor példaul toltott fekete lyuk kozelében a részecskének gyorsuldsa az r radidlis tdvolsag fiigg-
vényében: a(r) = %% /[, vagyis ha r = r,, akkor a nevezd nulla lesz, s a kifejezés végtelen
naggyé vélik. Hogyan tudnank mégis észszerli meghatarozast adni a felszini gravitdcionak? Te-

gyiik fel, hogy a részecske egységtomegt, igy a(r) valéjaban erd dimenzidjd. Newton IIL. torvénye
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alapjan igy ezt tekinthetjiik olyan erdnek is, melyet egy megfigyeld fejt ki a részecskére, hogy r
tdvolsagra tartsa a fekete lyuk kozepét6l (mondjuk egy képzeletbeli tulajdonsdgokkal rendelkez6
idedlis fondl végén). A megfigyeld tdvolodjon el egyre messzebb, hatdresetben végtelen tavolsag-
ra. Mekkora lesz ekkor az a..(r) er6? Ha As—sel megemeli a fonalat (4ltala mért tavolsag) a
megfigyeld, akkor AW, s = a.,As munkdt végez, a részecskénél is As—sel emelkedik a fondl,
de a munka AW = aAs (nagyon kozeli kis kornyezetében a részecskének Lorentz-téridé vehe-
t6). Valamilyen tton médon ez a munka sugdrzassd alakul, s ezt felfogja a megfigyels. Mivel
voroseltolodds is fellép, igy a felfogott energia AE,, = +/f - a/As Viszont az energiamegmaradast
felhaszndlva (zartnak tekintjiik a megfigyelG-részecske-fekete lyuk rendszert) AF,, = AW, te-
hit as = v/ f - a(r) = %% . Ha behelyettesitjiik a gravitacids sugarat véges mennyiséget kapunk!
Ezt most mar nyugodtan elnevezhetjiik felszini graviticionak: x = a(r,) = %%(rg).

Schwarzschild fekete lyukra: x = ﬁ . Tekintstink a Folddel azonos tomeg( lyukat, mely-
nek nincsen toltése és nem forog. Ekkor 5 - 1018?2 gyorsuldsa lenne egy egység tomegi testnek a
fekete lyuk felé radialis irdnyban. Vagy mondhatjuk ekkora szdmértékd Newtonban kifejezett er6-
vel tudndnk az eseményhorizontnak megfelel$ tdvolsdgban tartani (anélkiil, hogy rank szamottevd
hatdssal lenne a lyuk gravitidcidja). Akarmilyen meglepd a fekete lyukak termodinamikai rendsze-
reknek is tekinthetdk, ha bizonyos mennyiségeket a j6l ismert h6tani mennyiségekkel azonositunk.
Mi tobb, a termodinamika torvényeit is megfogalmazhatjuk. Megjegyezziik, hogy egy fekete lyuk
tomege M (ami nem feltétlen a szokdsos modon olyan egyszerdi definidlni, de most fogadjuk el
ezt a pontatlansagot), szogsebessége () , perdiilete J, felszine A és x felszini gravitacidja kozotti
kapcsolat: M = 2QJ + % . Ha a felszini gravitdciét a lyuk hdmérsékletének tekintjiik az aldbbi
kifejezés segitségével: T = ﬁm, ahol h a Planck-dllandé. Egyszer mér kiszadmitottuk a Foldé-
vel azonos tomegl Schwartzschild fekete lyuk felszini gravitacigjat. Ekkor ennek a h6mérséklete
~ 310719 K Meglehetsen hideg, elképesztéen kdzel van az abszolit nulla fokhoz. Mértékegysé-
gek vizsgalataval felszinét pedig entrépidjaként S = - A kezelve a torvények igy fogalmazhatéak
meg:

Nulladik torvény:
Egy staciondrius fekete lyuk felszini graviticidja dlland6 az egész eseményhorizonton.
Hétanban: termikus egyenstly esetén a test minden pontjdban a hdmérséklete azonos.

Elsé torvény:

Ha kicsit megvaltoznak a fekete lyuknak a paraméterei: M — M +AM, J — J+AJ,
A — A+ AA, akkor AM = FAA + QAJ. Az energia-tdmeg ekvivalencia alapjan
irhatjuk

AE =T AS + QAJ, ahol a masodik tag egyfajta munkaként értelmezhetd. Ha van a
fekete lyuknak toltése, akkor egy () - ¢(r) tagot irhatunk még a jobb oldalra, ahol ¢()

az elektrosztatikus potencidl.
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Masodik torvény:

Ha a null energia feltétel teljesiil, tehat tokéletes folyadékok esetén p + p > 0,
akkor a fekete lyuk felszine nem csokkenhet: AA > 0.

Hétanban ez az entrdpiavaltozassal azonos torvény.

Harmadik torvény:
Nem alakithatunk ki zérus felszini graviticidju fekete lyukat. (A technikai részleteket
mell6ztiik.) Tehat az abszoldt nulla fok véges sok 1épésben nem érhet6 el.

Megfigyelhetjiik, hogy a fekete lyukak torvényei legaldbb formélis szinten megfeleltethetdek a
termodinamika torvényeinek.

7. Merre tovabb?

Mindenképpen sok mindent nem érinttetiink, s amit igen azt is csak futélag. Tovabbi lehet&ségek
még az 6srobbands vizsgdlata, féregjaratok, Alcubierre-féle meghajtds, Krasnikov-csovek, szuper-
feladatok (supertasks) és megannyi fantasztikusabbndl fantasztikusabb téma. Tisztdban kell lenni
viszont azzal, hogy egy id6 utdn egyszerlibb mind a didknak, mind tanirdnak, hogy a didk job-
ban elmélyiiljon a fizikdban és a matematikdban, hogy alaposabban €s szakszerlibben dolgozhassa
fel az adott témakoroket. Célunk csupdn csak az volt, hogy egyfajta figyelemfelkeltd bevezetést
adjunk, ami remélhet6leg a belsé motivaciodra is serkentéen hat.
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