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Bevezetes

modszereinek vizsgalata, a sik alakzat geometriai jellemzbinek (keriilet, teriilet, atmérd)
szamitasa véletlenszerti hozzairt poligonokkal valé kozelitéssel. Ez a probléma
kulcsfontossagu a szamitogépes latas és a 3D feliletrekonstrukcio teruletén, ahol kiilonb6z6
,»3D-Scanner” kamerak (pl.: Time-of-Flight (ToF), LIDAR vagy sztere6 kamerék) altal
gyljtott pontfelhdk adatait hasznaljak valos feliiletek modellezésére.

A tanulméany kiindulé pontja Claude Bélisle [2] cikke, melyben az aszimptotikus
viselkedeset vizsgalja egy korlap véletlen sokszdggel vald kozelitésenek. A gyakorlatban
fontos latnunk, hogy konkrét n cstcsu véletlen sokszdggel vald kozelités mennyire ,,j0”. Az
altalunk végzett kutatas két f6 részbdl allt. Elséként elméleti matematikai modszerekkel
vizsgéltuk a korlapba irt véletlen poligonok teriiletének és kerlletének varhato értékeit.
Ehhez az egyetemi matematika kurzusokon tanult modszereket, példaul haromszdgelést és
integralast hasznaltunk. A masodik Iépésben szimulacidkat végeztink az altalunk irt
programokkal, hogy jobban megértsiik, hogyan miikddik a véletlen poligonokkal vald
kozelités. A szimulaciok segitségével statisztikai vizsgalatokat végeztiink az eredmények
eloszlasarol, atlagarol és szordsardl. A kapott eredmények altal pontos képet kaptunk az
approximacié megbizhatosagarol.

A dolgozatban ezen fellil sz0 esik a gyakorlatban valé hasznalhatosagardl a poligonélis
approximacionak, kiilondsen a 3D pontfelhdk feldolgozasaban. Bemutatunk néhany eszkozt
a pontfelhdk elkészitésének folyamataban. A gépi latas, az autonom rendszerek és a mindség
ellenérzési folyamatok soran elengedhetetlen a fellletek konvex sokszdgekkel vald
kozelitése. Ez a matematikai 1épés teszi lehetdvé dsszetett, bonyolultabb geometridk gyors,
hatékony és pontos vizsgalatat.

A kovetkezo fejezetekben leirunk néhany felhasznalasi lehetdséget a gyakorlatban.
Bemutatjuk az alkalmazott matematikai modszereket és az elvégzett szimulacidk

eredményeit.



1. Digitalis képalkotas a jarmiiparban

A valos idejl, 3-dimenzios (3D) leképezési modszerek elterjedésének szamos jelentds
alkalmazéasa van kiilonb6z6 teriileteken. Ha ezt kombindljuk mélység szenzorokkal a
tavjelenléti rendszereknek egy Uj generécidjat hozhatjuk létre. Ez a kombinécié lehet6vé
teszi, hogy interakcioba lépjink tavoli emberekkel, eszkozokkel a sajat helylinkr6l,
mikozben azok 3D-s virtualis megjelenitését latjuk. Alabb elmondjuk, hogy miert, hogyan

és milyen eszkdzokkel hasznosul ez a jarmiiparban [1].

1.1. Miért van szukségunk digitalis képalkotasi modszerekre a
jarmiiparban?

A digitalis képalkotasi technologiak elterjedése alapvetd valtozasokat hozott a jarmiiipar
kiilonb6z6 teriiletein, beleértve a gyartasi, mindségellendrzési, tervezési, valamint
biztonsagi rendszereket. Ezek a mddszerek a hagyomanyos mérnoki megkozelitéseket
egészitik ki, lehetdvé téve a pontosabb, gyorsabb és hatékonyabb alkatrészvizsgalatot,
tovabba hozzéjarul az autondém rendszerek fejlddéséhez is. A jarmiiiparban a legfontosabb
szempontok: a hibak minimalizalasa, a termelési sebesség ndvelése és a koltségek
csokkentése. Ezen célok elérésében a pontos és gyors digitalis képalkotasi mddszerek

kulcsszerepet jatszanak.

1.1.1. Pontos felUletvizsgalat és mindség-ellendrzés

A jarmivek alkatrészei gyakran bonyolult geometridkat tartalmaznak, amelyeket a
hagyoméanyos mérési modszerekkel nem vagyunk képesek megfeleléen ellenérizni. A
digitélis képalkotasi mddszerek, mint példaul a 3D feliileti rekonstrukci6, lehetdvé teszik az
Osszetett feliletek pontos vizsgalatat kiilonb6z6 3D szkennerekkel (pl.: kék fényi 3D
szkenner), mely megjeleniti a targyra vetitett fényt, és egy kamera rogziti a szkennelt targy
feliiletérol visszavert adatokat. Az ilyen rendszerek gyorsan és pontosan rogzitik a targyak
méreteit, formdjat ¢&s felilleti hibait, igy jelentds mértékben hozzdjarulnak a

mindségellendrzes hatékonysagahoz [4].

1.1.2. Gyartasi folyamatok optimalizalasa
A digitalis képalkotasi modszerek segitenek optimalizalni a jdrmiigyartasi folyamatokat
alkatrészek illeszkedésének valos idejii ellenérzését. Az iparban hasznalt 3D szkennelési

technologiadk - amelyek pontfelhd alapu feliiletvizsgalatot végeznek — céljai kozé tartozik az



is, hogy elére detektaljak a feliileti, - illesztési - vagy anyaghibékat, igy csokkentve a selejt

mennyiségét és ndvelve a termelékenységet.

1.1.3. Autondm rendszerek és vezetési technologiak fejlesztése

A digitalis képalkotasi technologiak kiemelt szerepet jatszanak az autondom jarmivek
fejlesztésében is. A szamitdgépes latads és a 3D kamerak kombinacidjaval az autonom
jarmivek képesek valos idejii adatokat szerezni kornyezetiikrél, igy megbizhatébb és
biztonsagosabb dontéseket hozhatnak. Az érzékeldk altal gylijtott pontfelhdk lehetdve teszik
a jarmi kornyezetének részletes lekepezését, segitve az akadalyok és a forgalomban

résztvevok felismerését és a jobb manéverezést.

1.1.4. Digitélis ikrek

A digitalis iker (Digital Twin, DT) technolégiai fejlesztéseit szamos helyen alkalmazzak
a gyartasban és jarmiiparban. Lényege, hogy olyan 3D modellt hozunk létre, mely
dinamikusan képes kovetni a ,fizikai objektumot”, azaz a targyon 1évé szenzorok altal
gylijtott adatokat valds id6ben jeleniti meg, ezaltal képes szimulalni a targy viselkedését

kiilonbozo szituaciokban. Igy akar sajat autonk viselkedését is le tudnank szimulalni adott

=z

1.2. Eszkozok a jarmiiipari digitalis képalkotashoz
A képalkotasi modszerek harom legelterjedtebb és legmegbizhatobb eszkze a Time-of-
Flight (ToF) kamerak, a LIDAR rendszerek, valamint a sztere6 kamerdk. Ezek a
technologidk lehetdvé teszik a jarmiivek és alkatrészeik pontos térbeli leképezését és
digitalis modellezését. Mindezt valds idejii adatokkal, megbizhaté eredményekkel és nagy

felbontast pontfelhdk hasznalataval [9].

1.2.1. Time-of-Flight (ToF) kamerak

A ToF kamerdk egyre szélesebb korben elterjedtek a jarmiiparban, kiilondsen a
mindségellendrzésben és a feliileti rekonstrukcioban (1. abra). A ToF technoldgia
fényimpulzusokat kild az objektumra, majd a visszaver6dé fény mérésével hatarozza meg
az adott pont tavolsagat, gyors és viszonylag pontos adatokat eredményezve. Sztered

kameraval vegyitve tovabb ndvelhetjik a pontossagot [5] [6].



1. abra: Kisérleti bedllitds a DLR 3D-Modeller szdmara ToF kamerékkal [9]

1.2.2. LIDAR (Light Detection and Ranging) rendszerek

A LIDAR technologia szintén széles korben haszndlt a jarmiiparban, kiilondsen az
autondém jarmiivek kornyezeti érzékeléséhez. A jarmtiben elhelyezett szenzor lézersugarat
bocsat ki a foldfelszin felé, és méri a visszaverddés idejét, amibol tavolsagot szamol
(Iézertavmérd). A LIDAR rendszerek ezek alapjan épitenek fel egy pontfelhét, amely a

kdrnyezet részletes 3D modelljét adja vissza [10].

1.2.3. Sztered kamerak

A sztere6 kamerak az emberi latdshoz nagyon hasonloan miikodnek. Két kiilonb6z6
azonos sikban eltolt, vagy akar egymashoz képest el is forditott képet rogzitenek és
haromszdgeléssel 3D-s rekonstrukcidt allitanak eld. Rendkivil praktikus és kdltseghatékony

maodszer. Gyakran kombinéljak 6ket ToF szenzorokkal a pontossag névelése érdekében [7].



2. Elméleti hattér

Szimulacids es elméleti vizsgalataink soran egy korlapnak, illetve a deformaltjainak
véletlen sokszogekkel valo kozelitését néztik. Nevezetesen a kozelit6 sokszog teriiletének,
kerlletének és atmérdjének viselkedését az eredeti alakzat teriletéhez, keruletéhez és
atmérdjéhez képest. Ennek tanulmanyozasahoz jelen fejezetben dsszeszedjik a sziikséges

elméleti ismereteket.

2.1. Paraméteres gorbék

A korlap mellett azon deformaéltjait vizsgaltuk, melyek hatara egy paraméteres
gorbeként megadhato.

Sikgorbén egy #: I — R? folytonos leképezés képét értjik. A 7 leképezését pedig a gorbe
paraméterezésének nevezziik. A 7 leképezés adott #(t) értékét a bazisvektorok linearis
kombinaciojaként felirhatjuk, azaz:

() = x(t)er + y(Dey, (1)
ahol,az x,y : I > R leképezések az 7* leképezés koordinatafliiggvénye.

2.1.1. Korvonal paraméterezése
Az orig6 kdzéppontd, R sugaru kdrvonal standard paraméterezése:

7(t) = Rxcoste; + R *sinte, 2
Az altalunk vizsgalt C, korlap hatranak paraméterezése (2. bra):

7(t) = coste; +sinte, (3)

@ = cos(t) INEI
! 0<t<6.28
y = sin(t)

15 2 25 3 35

2. dbra: Origo kozéppontu, egységsugaru korvonal

2.1.2. Ellipszis paraméterezése
Az origb kdzéppontu, (a, b) fél kis- és nagytengelyii ellipszis standard paraméterezese:

7(t) =ax*coste; + b *sinte, 4)



Az éltalunk tekintett C, ellipszis hataranak paraméterezése (3. &bra):

7(t) =2 xcoste, + 0.5 xsinte, (5)
08
06
04
0.2 —\
- 16 12 08 -04 0 0.4 08 12 16 24 28 3.2
T2 x =2 cos(t)
0.4 — 0<t<628
lon y = — sin(t) }
0.8
=

3. &bra: Origo kozéppontd, (2, 0.5) egység hosszusagu fél kis- és nagytengelyii ellipszis

2.1.3. Epicikloid paraméterezése

Az orig6 kdzéppontd, (a, b) paraméterii epicikloid standard paraméterezése:

(6)
r(t) = <(a + b) * cos(t) — a * cos( t)) e; +
a+b .
((a + b) * sin(t) — a * sin ( " t)) e,
Az altalunk elemzett C, epicikloid hataranak paraméterezése (4. abra):
(7)

7(t) = (1.1 * cos(t) — 0.1 * cos(11t))e; +
(1.1 = sin(t) — 0.1 * sin(11t))e,

4. dbra: Origo kdzéppontd, (0.1, 1) egység hosszusagu paraméterii epicikloid



2.1.4. Hipocikloid paraméterezése
Az orig6 kdzéppontd, (a, b) paraméterii hipocikloid standard paraméterezése:

(8
r(t) = ((b —a) *cos(t) + a * cos( " t)) e; +
b —
((b —a) *sin(t) — a * sin( - at))e_i
Az altalunk vizsgalt C; hipocikloid hataranak paraméterezese (5. abra):
9)

7(t) = (1.1 * cos(t) + 0.1 * cos(11t))e; +
(1.1 = sin(t) — 0.1 * sin(11t))e,

5. &bra: Origo kdzéppontd, (0.1, 1.2) egység hosszusagu paraméterii hipocikloid

2.2. Veéletlen sokszdgek
Az altalunk vizsgalt C sikbeli alakzatok véletlen sokszdgekkel vald kdzelitéséhez a
Rolf Schneider [8] cikkében talalhaté matematikai modell alabbi mddositasat vesszik.
Legyen C egy olyan sikbeli alakzat, mely belsejében tartalmazza az origot és
hataranak paraméterezése legyen #:1 — R2. Vegyunk t;,t,,...,t, egyenletes eloszlas
szerinti véletlen szamokat az [ intervallumbdl. Ekkor az 0,7(t;),7(t;+1) Sikbeli
pontharmasok konvex burkanak i =1,...,n-re vett egyesitését a C véletlen kozelitd

sokszdgenek nevezzik, amit ,-nel jelolunk (6. abra).

10



6. dbra: 7 csucsu véletlen sokszdg

Abban az esetben, amikor a C alakzat konvex, P, egy beirt sokszége C-nek.

2.3. Vizsgalt geometriai jellemzok
A szimul&cids és elméleti szdmitasaink sordn a C alakzat alabbi geometriai jellemz6it

tanulmanyoztuk. Legyen a C sikbeli alakzat hataranak paraméterezése #: 1 - R2.
2.3.1. Kerulet
C keriletét az alabbi jol ismert formulaval tudjuk kiszdmolni:
(10)
d
K= f |7'(t)] dt
c
ahol ¢, d az I intervallum két végpontja.

2.3.2. Terlet
C terlletét az alabbi formula segitségével szamolhatjuk ki, amit a Green-tételt specialis
esetben alkalmazva kapunk:
(11)

1 d ! !
T:Efc x(6) %y (6) — y(£) * x'(¢) dt

ahol ¢, d az I intervallum két végpontja, az x, y leképezések az 7 paraméterezés

koordinatafliggvényei.
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2.3.3. Atméré
A C sikbeli alakzat atmérdjén tetsz6leges két pontjanak a tdvolsaganak a maximumat

értjlik. Formulaval kifejezve:
(12)

D = max{y/ (x(t1) = x(£2))? + ((t1) = y(t2))? | t1, 8, € 1}
ahol x, y leképezések az 7 paraméterezés koordinatafliggvényei.

2.4. A Kozelitoé sokszogek adott geometriai jellemzéinek kiszamitasa
Az el6z6 alfejezetben felsorolt geometriai jellemzoket a szimulacio soran a P, kozelitd
sokszdgre is kiszamoljuk. Ehhez megadjuk a megfelel formulakat, amikben a Py, P,, ..., B,

legyenek 2, sokszdg cslcsai.

2.4.1. Kerulet
A P, sokszog kerllete:
(13)
n
K(P) = ) IPP|
i=1
2.4.2. Terulet
A P, sokszog terulete kiszadmithat6 az alabbi formulaval:
(14)

1
T(Pn) = E

n
Z Dy X Pr+1
i=1

ahol p, a P; pontba mutaté helyvektor. Ez a formula akkor is érvényes, ha P, sokszdog nem

tartalmazza bels6 pontként az origo6t.

2.4.3. Atméré
A P, sokszdg atmérdjén ugyancsak tetszOleges két pontjanak a tavolsaganak a
maximumat értjuk, amit az alabbi formulaval fogunk kiszamolni:
(15)
D(P) =max{|PB|11<ij<n}
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2.5. Vizsgalt elméleti eloszlasok
Adott C alakzat kozelitéséhez hasznéalt P, véletlen sokszog kerllete és teriilete, mint
véletlen mennyiség eloszlasat tanulmanyozzuk a 4.2. fejezetben. Az 6sszehasonlito vizsgalat

soran az alabbi nevezetes eloszlasokat tekintettiik:

2.5.1. Béta eloszlas
Az X véletlen valtoz6 Béta eloszlasu, ha strtiség fliggvénye:
(16)
x@1(1 — x)B-1
B(a, B)

és I' a Gamma fuggveny.

flx) =

I'(a)T(B)
T'(a+pB)

ahol: B(a, B) =

2.5.2. Log-normal eloszlas
Az X véletlen valtozo Log-normal eloszlast, ha siiriiség fiiggvénye:
(17)

2.5.3. Weibull eloszlas
Az X véletlen valtozd Weibull eloszlast, ha stiriiség fliggvénye:
(18)
k px\k1 _(5)"
f(x)zz(z) e \1/ , x=>0
0, x<0
2.5.4. Gumbel eloszlas
Az X véletlen valtozo Gumbel eloszlast, ha stirtiség fliggvénye:
(19)
1 -z
fx) = Ze~&re™
B

ahol: z = =£
2=
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2.5.5. Normélis eloszlas

Az X véletlen valtoz6 Normalis eloszlasu, ha stirliség fliggvénye:

(20)
1 _(x-p)?
= 20?2
Fe =
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3. Matematikai szamitasok

Elészor kiszamoltuk az egyseg sugaru korlap és annak 2.1-es pontban megadott
deformaltjainak a kertiletét, teriiletét és atmér6jét az altalunk valasztott paraméter ertékekre.
Majd elméleti szdmitdsokat végeztiink a 2.2-es pontban definialt 2, véletlen sokszdg
kerlletének és terliletének varhato értékére, amikor a C alakzatunk az origd kdzéppontd,

egyseg sugaru korlap. Jelen fejezetben ezen szamitasokat részletezzik.

3.1. A kertlet kiszamitasa
A lentebb felirt hatarozott integralokat az Octave komputer algebrai programmal

szamittattuk ki.

3.1.1. Egység sugaru korlap kerilete
(21)
K(Cy) = 2m,

ahol C, az egység sugard korlap.

3.1.2. Adott paraméterii ellipszis kerulete
Vegyuk az (5) paraméterezést, ennek derivaltja:
7'(t) = —2*sinte; + 0.5 xcoste,

aminek hossza:

cos?(t)
4

|7'(t)] = \/4 * sin?(t) +

A (10) osszefliggésnek megfelelden ezt integralva kapjuk a kertiletet.
(22)

K(C,) = f

2m _ cos?(t)
4 % sin?(t) + 2 dt = 8.5784
0

ahol C; a (2,%) paraméterii ellipszis.

3.1.3. Adott parameéterii epicikloid kerulete
Vegytk az (7) paraméterezest, ennek derivaltja:
7'(t) = (—1.1 # sin(t) + 1.1 = sin(11t))e; +
(1.1cos — 1.1 = cos(11t))e,
aminek hosszara trigonometrikus azonossagokat alkalmazva az alabbi formulat kapjuk:

11 = |sin (5¢t)|

17 (0)] = s
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A (10) osszefliggésnek megfelelden ezt integralva kapjuk a kertiletet.
(23)

2711 « |sin (5t
K(C,) =f N+IsinGO] ), _gg

0 5

ahol C, a (0.1, 1) paraméterti epicikloid.

3.1.4. Adott paraméterii hipocikloid kertlete
Vegylk az (9) paraméterezést, ennek derivaltja:
7'(t) = (—1.1 * sin(t) — 1.1 = sin(11t))e; +
(1.1 % cos(t) — 1.1 = cos(11t))e,
aminek hosszara trigonometrikus azonossagokat alkalmazva az alabbi formuléat kapjuk:

11 % /2 — 2 * cos(12t)

O] =
A (10) osszefliggésnek megfelelden ezt integralva kapjuk a kertiletet.
(24)
211 % /2 — 2 * cos(12 * t)
K(C3) = f 10 dt = 8.7988
0

ahol C; a (0.1, 1.2) paraméteri hipocikloid.

3.2. A kerilet varhato ertékének kiszamitasa
A 2.2-es pontban definialt 2, véletlen sokszdg keruletének, mint véletlen mennyiség
varhat6 értékét a kovetkezéképpen is Kiszamithatjuk:
(25)

1
E(K(®)) = Wf ...fK(?n)dtl .dt,
D

ahol D = I™ és |I| az I intervallum hosszat jel6li. Ugyanis a fenti tobbvaltozés integral a
K (P,) atlagos értékét adja meg a D tartomanyon, ami megegyezik K (%,) varhato értékével,
ha a t;-ket egyenletes eloszlas szerint valasztjuk.

Egy adott P, véletlen sokszdg keriletét a (13) O0sszefliggésbol kapjuk meg, amit az

altalunk vizsgalt C korlapra az alabbiakban részleteziink ki.
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3.2.1. Korbe irt véletlen sokszog kerulete
Vegylk a C, alakzatot, aminek a hataranak a paraméterezése a (3) dsszefiiggés.
Ekkor:
p, =7(t;) = cost;e; +sint; e,
Dis1 = T(tiy1) = coStjp € +sintyqe;

vektorok a P;, P;,; pontokba mutatd helyvektorok. Ebben az esetben:

[PPrst] = 17(tir1) = F(t)] = v/ (cos(tira) = cos(t))? + (sin(tir1) — sin(t;))?

tivr — i\ tis1 — b
- frelon( ) =2 en(27Y

lgy:
(26)
S t t
K(P,) =2+ Z sin (%)
i=1
Az orig6 kdzépponta, R sugaru korlapra a kertilet ennek az R-szerese, azaz:
(27)
St —t
K(®P,)=2+R *Zsin(%)
i=1
3.2.2. Korbe irt sokszog keriletének varhaté értéke
A (25) formuléba a (26) képletet behelyettesitve a kovetkez6 Gsszefiiggést kapjuk:
(28)

n
1 tivi — 4
E(K(.'Pn)) = Wf f 2 % Z sin (%) dtl ...dtn
D =1

Ennek a tobbszords integralnak az értékét ugyancsak Octave program segitségével
szamoltuk ki n =4..32-re. A kapott eredményeket a 4. fejezetbeli szimulacids

eredményekkel egyiitt abrazoljuk.
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3.3. A kertlet varhato értékének aszimptotikus viselkedése
Claude Bélisle altal [2] a P, véletlen sokszOg keruletére az alabbi aszimptotikus erték

kerult meghatarozasra:
(29)

2m3 1
E(K(:Pn)) = 27T—n—2+0<—§)
n2
3
A K®) = Zn—zniz sorozatot is a 4. fejezetbeli szamitasi eredményekkel egyutt
abrézoljuk.
3.4. A terllet Kiszamitasa

Az alabbi hatérozott integralokat ismét az Octave komputer algebrai programmal

szamittattuk ki.

3.4.1. Egység sugaru korlap tertlete

(30)
T(Co) =,

ahol C, az egység sugarQ korlap.

3.4.2. Adott paraméterii ellipszis terllete

Vegyik ismét az (5) paraméterezést, ennek derivéltja:

7'(t) = —2*sinte; + 0.5 xcoste,
ekkor
x(t) * y'(£) — y(t) * x'(t) = sin?(t) + cos?(t) = 1

Igy a teriilet a (11) képlet szerint:

31)

T(C)=m

ahol C; a (2,%) paraméterii ellipszis.

3.4.3. Adott parameéterii epicikloid terulete
Vegyik a (7) paraméterezést, ennek derivaltja:
7'(t) = (—1.1 = sin(t) + 1.1 * sin(11t))e; +
(1.1cos — 1.1 = cos(11t))e,
ekkor a (11) formulaban szerepl6 integrandus:

66 * sin?(5 x t)
x() *y'(t) —y(@) »x'(t) = 55

18



Igy a teriilet:

(32)
2733 % sin?(5 * t)
T(C,) = f dt = 4.1469
0 25
ahol C, a (0.1, 1) paraméterti epicikloid.
3.4.4. Adott parameéterii hipocikloid terilete
Vegylk a (9) paraméterezest, ennek derivaltja:
7'(t) = (—1.1 * sin(t) — 1.1 = sin(11t))e; +
(1.1 % cos(t) — 1.1 = cos(11t))e,
ekkor a (11) formuléban szerepld integrandus:
, , 11 % (1 — cos(12 = t))
x(8) xy'(t) —y() xx'(t) = 10
igy a teriilet:
(33)
2711 % (1 — cos(12 * t))
T(Cs) = f o dt = 3.4558
0

ahol C5 a (0.1, 1.2) paramétert hipocikloid.

3.5. A terulet varhato értékének kiszamitésa
A 2.2-es pontban definiélt P, véletlen sokszOg teriletének, mint véletlen mennyiség
varhaté értékét a kovetkez6képpen is szamithatjuk:
(34)

1
E(T(®)) = Wf ...fT(?n)dtl .dt,
D

ahol D = I™ és |I| az I intervallum hosszat jel6li. Ugyanis a fenti tobbvaltozés integral a
T (P,) étlagos értékét adja meg a D tartomanyon, ami megegyezik T (,,) varhato értékével,
ha a t;-ket egyenletes eloszlas szerint valasztjuk.

Egy adott P, véletlen sokszog teruletét a (14) osszefiiggésbdl kapjuk meg, amit az

altalunk vizsgalt C, korlapra részleteziink.
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3.5.1. Korbe irt véletlen sokszog terilete
Vegylk a C, alakzatot, aminek a hataranak a paraméterezése a (3) dsszefuiggeés.
Ekkor:
p, =7(t;) = cost;e; +sint; e,
Dis1 = T(tiy1) = coStjp € +sintyqe;
D. X Dir1 = 0e; + Oe, + (cost; *sint;,q —sint; * cost;,;)es

= Oe; + Oe, + sin(t;.; — t;)es

lgy:
(35)
n
1 :
T(Py) = > Z sin(ti+1 — ;)
i=1
Az orig6 kozéppontu, R sugaru korlapra a tertilet ennek az R?-szerese, azaz:
(36)
1 n
T(P) =5 +R? <) sin(tis - t)
i=1
3.5.2. Korbe irt sokszog tertiletének varhato értéke
A (34) formuléba a (35) képletet behelyettesitve a kovetkezo dsszefiiggést kapjuk:
37)

dt, ...dt,

1 1 |
E(T(P)) = Wf fi * Z sin(t;+1 — ;)
i=1
D
Ennek a tobbszoros integralnak az ertékét szintén az Octave program segitségével

szamoltuk ki n = 4 ...32-re. Az eredményeket a 4. fejezetbeli szimulacids eredményekkel

egydtt abrazoljuk.
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3.6. A terulet varhaté értékének aszimptotikus viselkedése
Claude Beélisle [2] altal a P, véletlen sokszdg teriiletére az alabbi aszimptotikus érték
kerult meghatarozasra:
(38)
473 1
E(T(P))=m— —TTo (E)

473
n2

AT®R)=m— sorozatot a 4. fejezetbeli szamitasi eredményekkel egyutt

abrézoljuk.
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4. Szimulacids eredmények

Python programozasi nyelven (melyet az Anaconda disztribucid részeként elérhetd
Spyder integralt fejlesztéi kornyezetbdl (IDE) futtattunk) alkottunk egy programot, mely
general n db véletlen pontot a [0; 2]-on, majd az ezen pontok &ltal meghatarozott P,
sokszdg keruletét, terliletét és atmérdjét szamolja ki a megadott paraméteres gorbere. Ezt
elvégzi k-szor (mi k = 1000, majd k = 1.000.000 iterdcidval futtattuk a szimul&ciot).

Ezeket egy-egy tablazatba gyijtjiik.

4.1. A varhato érték becslésének vizsgalata
Ezen szimulalt adatokbol és a fentebb kiszamolt értékekbol készitettiik el az aldbbi
diagramokat a vizsgalatunkhoz, mely eredményeket kovetkezOk szerint abrazoltuk:

— azold vonal: a C alakzat tényleges keriilet, teriilet és atmér6 (K/T/D) értéke;

— akék pontok: a véletlenll generalt P, sokszogek K/T/D értékeinek atlaga 1000
iteracio esetén;

— anarancssarga pontok: P, sokszdgek K/T/D értékeinek varhato értékei (korlap
esetén);

— alila pontok: P, sokszdgek K/T/D értékeinek varhato értékeinek aszimptotikus
értékei (korlap esetén);

— apiros pontok: a véletlenul generalt 2, sokszégek K/T/D értékeinek szdrasa
1000 iteracio esetén.

A lenti diagramok azt mutatjak, hogy a kor (7. abra) és ellipszis (10. abra) esetén a
kozelité sokszogek keriileteinek atlaga mar viszonylag kis n-ekre (n~30) a tényleges
értéktdl csak 1%-ban tér el. Az epicikloid (13. abra) es hipocikloid (16. abra) esetén ehhez
n~200 csucsu poligonra van szlkség.

A teruletet vizsgalva mar n~50 csucsu sokszogre volt szilkseg az 1% korli eltérés
eléréseéhez a kor (8. abra) és ellipszis (11. abra) esetén, mig az epicikloid (14. abra) és
hipocikloid (17. abra) esetén ugyancsak n~200 csucsu sokszoggel érjik el ezt az eltérést. A
hipocikloid esetén a kozelité sokszogiink nem feltétleniil beirt sokszdg, igy n~18-t0l a
szimul&cids eredmények atlaga nagyobb, mint a tényleges terilet (lasd. 17. abra).

Az atmérére mind a 4 altalunk vizsgalt C alakzat esetén mar n~30 cstcsu poligonnal
kijon a kb. 1%-os eltéres (9., 12., 15. és 18. abrak).
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4.1.1. A Kkorbe irt véletlen sokszog

Kerilet

TTTI L Lt L
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7. &bra: A korbe irt véletlen sokszdg keruletének megvaltozasa n fliggvényében

Terulet
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8. dbra: A korbe irt véletlen sokszdg teriiletének megvaltozasa n fuggvenyében

Atmérs
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9. abra: A korbe irt véletlen sokszog atmérdjének megviltozdsa n figgvényében
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4.1.2. Azellipszisbe irt veletlen sokszog

Kerilet
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10. &bra: Az ellipszisbe irt véletlen sokszog kertiletének megvaltozasa n fliggvényében

Terllet
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11. bra: Az ellipszisbe irt véletlen sokszog tertletének megvaltozasa n fliggvényéeben

Atmérs
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12. dbra: Az ellipszisbe irt véletlen sokszog dtmérdjének megviltozdasa n fliggvényében
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4.1.3. Az epicikloidhoz irt véletlen sokszdg

Kerilet
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13. &bra: Az epicikloidhoz irt véletlen sokszog kertletének megvéaltozasa n

flggvényében
Terllet
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14. &bra: Az epicikloidhoz irt véletlen sokszdg tertiletének megvaltozasa n fliggvényében

Atméro
3
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15. abra: Az epicikloidhoz irt véletlen sokszdg dtmérdjének megvéaltozasa n

flggvényében
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4.1.4. A hipocikloidhoz irt véletlen sokszdg

Kerulet

b

4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 4! 70 100130160190
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16. abra: A hipocikloidhoz irt véletlen sokszdg keruletének megvaltozasa n

flggvényében

Terulet

4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 70 100130160190
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17. &bra: A hipocikloidhoz irt véletlen sokszdg tertiletének megvéaltozasa n

flggvényében
Atméré
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18. abra: A hipocikloidhoz irt véletlen sokszog atmérdjének megviltozdsa n

flggvényében
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4.2. Eloszlasok vizsgéalata

Egy, a gyartds soran alkalmazott 3D pontfelhén alapuld mindségellendrzési eljaras
megalkotasakor meg kell adnunk az adott a els6faji hibahoz tartozo elfogadasi tartomanyt.
Az elfogadési tartomany meghatarozasdhoz szilkséges ismernink a kozelité véletlen
soksz0g adott geometriai jellemz6 értékének az eloszlasat.

Ezen fejezetben részletesen tanulmanyozzuk az altalunk vizsgalt C alakzatok kozelité
véletlen sokszog kerliletének és teriiletének az eloszlasat. Az emlitett véletlen mennyiségek
eloszlasanak tanulmanyozésédhoz a normalt értékeket vettiik, azaz a kozelitd sokszogek
teruletét és keriiletét leosztottuk a tényleges terllettel és kertlettel. A normalt gyakorisagi
diagramok megrajzolasahoz k = 1.000.000 iterdcioval futtattuk a szimulaciét n = 100
csucsu sokszogre.

A normélt gyakorisagi diagramokhoz megrajzoltuk a 2.5. alfejezetben felsorolt
eloszlasok siiriiség fliggvényét azon paraméterekkel, melyekre a legjobban illeszkednek. A
parameterek meghatarozasa az Octave program statistics kiegészité csomagjanak
segitségével tortént.

A megkapott konkrét eloszlasok illeszkedését a Kolmogorov-Smirnov teszttel (K-S
teszt) ellendriztiik.

A diagramokon a kovetkezdk szerint abrazoltuk a stlirliség fiiggvényeket:

— kék oszlopok: az adott normalt kertlet/terlilet érték eloszlasa;
— narancssarga pontozott vonal: Normalis eloszlés;

— z0Id pontozott vonal: Log-normalis eloszlas;

— lila pontozott vonal: Béta eloszlas;

— piros pontozott vonal: Weibull eloszlas;

— vilagos kék pontozott vonal: Gumbel eloszlas.
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4.2.1. A korbe irt véletlen sokszdg kertlete és tertlete
Az elvégzett K-S tesztek azt mutattak, hogy a kozelité véletlen sokszdg keruletének

eloszlasa a kor esetén nem tartozik egyik altalunk vizsgalt eloszlastipushoz sem (19. abra).
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19. &bra: A kozelitd sokszig normadlt keriiletének normalt gyakorisdagi diagramja a Kor

esetén

Az elvégzett K-S tesztek alapjan a kozelit6 véletlen sokszdg terlletének eloszlaséra a
kor esetén elfogadhatjuk, hogy adott paraméteriit Weibull eloszlast, amint azt a 20. abran is

latjuk
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20. abra: A kozelito sokszog normalt tertiletének normalt gyakorisagi diagramja a kor

esetén
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4.2.2. Az ellipszisbe irt véletlen soksz6g kerllete és tertilete
Az elvégzett K-S tesztek azt mutattak, hogy a kozelité véletlen sokszdg keriiletének

eloszlasa az ellipszis esetén nem tartozik egyik altalunk vizsgalt eloszlastipushoz sem (21.

abra).
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21. dbra: A kozelito sokszog normalt keriiletének normalt gyakorisdagi diagramja az

ellipszis esetén

Az elvégzett K-S tesztek alapjan a kozelitd véletlen sokszog teriiletének eloszlasara az
ellipszis esetén elfogadhatjuk, hogy adott paraméterti Weibull eloszlasu, amint azt a 22.

abran is latjuk.
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22. abra: A kézelitd sokszog normalt teriiletének normdlt gyakorisdgi diagramja az

ellipszis esetén
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4.2.3. Az epicikloidhoz irt véletlen sokszog kerllete és tertlete
Az elvégzett K-S tesztek alapjan a kozelit6 véletlen sokszog keriiletének eloszlasara az
epicikloid esetén elfogadhatjuk, hogy adott paraméterii Normalis, Log-normalis és Béta

eloszlasu, amint azt a 23. abran is latjuk.
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23. &bra: A kozelitd sokszog normadlt keriiletének normalt gyakorisdgi diagramja az

epicikloid esetén

Az elvégzett K-S tesztek azt mutattak, hogy a kozelitd véletlen sokszog teriiletének

eloszléasa az epicikloid esetén nem tartozik egyik &ltalunk vizsgalt eloszléstipushoz sem (24.

.
abra).
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24. abra: A kozelitd sokszog normadlt teriletének normalt gyakorisagi diagramja az

epicikloid esetén
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4.2.4. A hipocikloidhoz irt véletlen sokszdg kertulete és tertlete
Az elvégzett K-S tesztek alapjan a kozelité véletlen sokszog keriiletének eloszlasara a
hipocikloid esetén elfogadhatjuk, hogy adott paraméteri Béta és Weibull eloszlast, amint

azt a 25. abran is latjuk.
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25. dbra: A kozelito sokszog normadlt keriiletének normalt gyakorisagi diagramja a

hipocikloid esetén

Az elvégzett K-S tesztek alapjan a kozelité véletlen sokszog teriiletének eloszlasara a
hipocikloid esetén elfogadhatjuk, hogy adott paraméterii Normalis és Log-normalis

eloszlasu, amint azt a 26. &bran is latjuk.
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26. abra: A kozelito sokszog normalt teriiletének normalt gyakorisagi diagramja a

hipocikloid esetén
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Osszefoglalas

A dolgozatban attekintettlik adott C sikbeli alakzatok paraméterezéset es kiilonb6z6
geometriai jellemzoiknek (keriilet, teriilet és atmérd) szamitasait. Ezeket az alakzatokat
kozelitettik véletlen hozzairhatd poligonokkal, melyeknek keriiletét, teriiletét és atmér6jét
kiilonb6z6é matematikai mddszerekkel meghataroztuk. Az adatok atlagarol, szorasarél es
eloszlasarol végeztlink statisztikai elemzéseket, hogy jobban megértsik az approximacio
pontossagat és megbizhatdsagat. A kutatas soran az eredményeket szimulécidk futtatasaval
és elemzésével validaltuk. A kapott végeredményeket diagramokon 0Osszegeztik és
analizaltuk, melyek pontos képet adnak az approximacio hatékonysagarol

Megvizsgaltuk tovabba, hogy ezek a mddszerek hol jelennek meg a mindennapok soran:
a feluletek 3-dimenziés leképezésének folyamatanal milyen mddon hasznosulnak. Ezek
hogyan befolyésoljak a mérnokok munkajahoz elengedhetetlen pontos feluletvizsgalatot és
mindség-ellendrzést, illetve hogyan hasznositjak a gyartasi folyamatok optimalizalasaban és
legelterjedtebb ezekhez hasznélatos eszkdzoket.

Tanulményunkban a matematikai elmélet és gyakorlati szimulaciok 6sszehasonlitasa és
elegyitése egymassal tokéletes példaja annak, hogy ezek kombinacidja milyen jelentdséggel
bir az ipari és tudomanyos alkalmazasokban. A dolgozat megbizhatd matematikai
biztositékot ad arra, hogy a véletlen poligonokkal valé kozelitési technikak mennyire
hatékonyak.
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Summary

In this thesis we have reviewed the parameterization of given planar shapes C and the
calculations of their various geometric properties (perimeter, area and diameter). These
shapes have been approximated by random circumscribable polygons, whose perimeter, area
and diameter have been determined by various mathematical methods. Statistical analyses
were performed on the avarage, standard deviation and distribution of the data to gain a
deeper understanding of the accuracy and reliability of the approximation. The results were
validated by running and analysing simulations. The final results were summarised and
analysed in the form of diagrams, which give an accurate picture of the effectiveness of the
approximation

Additionally, we examined where these methods appear in everyday life: in the process
of 3-dimensional mapping of surfaces. How they affect accurate surface inspection and
quality control, which are essential to the work of engineers, and how they are used to
optimise manufacturing processes, and why they are also emerging in autonomous systems
technology. We have listed and characterised the most common tools used for these
purposes.

In our study, the comparison and blending of mathematical theory and practical
simulations is a perfect example of how their combination is crucial for industrial and
scientific applications. The thesis provides a solid mathematical assurance of the accuracy

of approximation techniques with random polygons.
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Melléklet
Sajat er

edmények:

3.1. fejezetbeli kerletek kiszamitésa;

3.2.2. alfejezetbeli tobbszorods integral kiszdmitasa Octave-val n=4,...32-re;
3.4. fejezetbeli teruletek kiszdmitasa;

3.5.2. alfejezetbeli tobbszords integral kiszamitasa Octave-val n=4,...32-re;
4. fejezetben emlitett Python programok "megirasa” ChatGPT segitségével;
4. fejezetben talalhat6 grafikonok elkészitése;

4. fejezetben talalhato, a szimulacioval megkapott empirikus eloszlasokra a
felsorolt nevezetes eloszlasok illesztése, paramétereik becslése;

4. fejezetben talalhatd, a szimulacioval megkapott empirikus eloszlasok és az
illesztett nevezetes eloszlasok egyezdségére a Kolmogorov-Smirnov tesztek

elvégzése.
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