Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes
vizsgalata onsulyra

TDK dolgozat

Készitette

Simon Jozsef

MSc épitomeérndk hallgato, 2010-es évfolyam

Konzulensek

Dr. Bagi Katalin és Dr. Bojtar Imre
BME Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

Budapest, 2011.



1.
2.

3.

4.

AL $H e L T TR LI i
Epitémérndki Kar MUEBGYETEM 1782 Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék
TARTALOM

BEVEZETES .....ooveuitiuitieitcectesisesisesisesesesisssssesssssesesssssssssssssssssssesssessssssssssssssssssessssssssssssssssesssesssssssessssssssses 5
AZ OVALIS KUPOLA KIALAKULASA, TORTENETE ........cooietetiuitieietescsessssesesssesssssssssssssssssssssssssssssssens 6
2.1. AZ OVALIS KUPOLA FOGALMA 6
2.2. EPITESZETTORTENETI ATTEKINTES 9
2.2.1. B W [ 1] S 9
2.2.2. Mezopotdmia €S EGYIPION..................cocooruimiieiiieiiiiiiitesieet ettt et 9
2.2.3. A gorog vilag és a ROmMai Bir0d@lIOm ........................cocoocueeeineeniieiieiieiesieseee ettt 12
2.24. KOZEPKOF ...ttt et ettt 13
2.2.5. GOTIKQU........ooooeeeeeeeeeeee ettt e e et e e et e ettt ettt s et s e aat e s tt s sttt e et e s at s e eat e s tessaatestraenaneeat 14
2.2.6. A FENESTANST €8 DAFOKK ...............eeeeeeeeeeeeeeeee ettt asssssssssssssssssasnsnssenenenenes 16
2.2.7. A klasszicizmuStol RAPJAINKIG .................ccooovueeeieeiiieiieiieeeeeeeee ettt ettt 21
2.3. FALAZOTT KUPOLAK KITUZESE ES KIVITELEZESE 22
2.4. FALAZOTT KUPOLAK MECHANIKAI VIZSGALATA 23
A FALAZOTT OVALIS KUPOLAK VIZSGALATANAK MODSZERELI ........cuoiiieererinciersniseesssseseseessenes 29
3.1. A FALAZOTT KUPOLAK FELULETENEK DIFFERENCIALGEOMETRIAJA 29
3.2. KONTINUUMMECHANIKAI VIZSGALATOK 34
3.2.1. MEMBIANECIMELCL ................ovvvveveeeveeerereeeeeeeeeeeeeeereeeeeeeeeseteteseeeesssesesssesessssssssestaasastsaattesteseeteeeeeteeseeeeeessisisiaaes 34
3.2.2. Vékony héjak hajlitdsi elMmelete.......................oouooeireineeniieiieiiieieeeieeeeeee et 36
3.2.3. Meérsékelten vastag héjak hajlitasi elmélete............................cccoccoovuiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiccciccec 38
3.2.4. Vastag REJak elMElete ......................ouuooeonueeiieiieeeeeeeeee ettt s 40
3.2.5. Véges differencidk modszere.........................cccoouviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 40
3.2.6. VEGes elemek MOASTEIC ................co.oooeeeeeieeieeieeeeeet ettt et 42
3.3. DISZKRET FELEPITESU MODELLEK 44
3.3.1. VEM alkalmazdsa diszkrét felépitésii szerkezetek vizsgalatara....................ooeeeveeeveeeseeesiiaeenieeneenane 44
3.3.2. DiSZEIEt CLEMEK MUOASTO C.............eeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeteteeeteeet e ae e e e e e e e e e e e e et 46
3.3.2.1. Geometria definidlasa, elemek tIPUSAL............ccoceeiiiiiiiiiiiiiiiii 47
3.3.2.2. Kapesolati Modellek.............ccoooiiiiiiiiiiiiiiiii e e 48
3.3.2.3. MOZZASEEYEMICLEK ........c.eeviiiiiiiiiiitiet ettt b bbbt bbb bbbt e et et e bt e neene et 50
3.3.24. MegoldAsi MOASZETEK .........cc.coiiiiiiiiiiiiiii et e sb e re e 52
3.3.2.5. Diszkrét elemek modszerének alkalmazasa falazott szerkezeteKre. ...............occovveeiiiiiiiiiiiee e 54
3.3.3. DEM/VEM ElIAFASOK ...............ccooooueeeiiiiiiiiieiiniiieestee ettt ettt s 57
3.4.  OSSZEFOGLALAS 59
SAJAT VIZSGALATOK ...oouerieririeerinesesessstesssssssssesssssssssssssesssssssssssssssssessssasssssssssssessssssssssssssssssessssssnsanes 60
4.1. A FELULET MATEMATIKAI DEFINIALASA 60
4.2. A DISZKRET ELEMES MODELL GEOMETRIAJANAK KIALAKITASA 63
4.3. EPITESI MODOK SZIMULALASA 67
4.4. A BOLTOZATMODELL ANYAGANAK JELLEMZOI 68

Konzulens :

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef



5.

Epitémérnoki Kar

JU

NN

T

Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék

4.5. A HEYMAN-FELE MINIMALIS FALVASTAGSAGOK MEGHATAROZASA 69
4.5.1. Gombkupola minimalis falvastagsagdnak meghatdarozdsa kinematikai modszerrel
4.5.2. Vizsgalt geometriai modellek
4.5.3. Probafuttatdsok, KAlIDIACIO ........................c.c.coveoueeiieiiniineeeee et
4.5.4. A RUMEFTKUS fUHALASOK ....................c..ooviiiiiiiiiiiiii e
4.5.5. Az ovalis kupolak gazdasa@oSSAGA......................c.eoeueevueeeieeieiieiieieeeeeeteseete ettt
4.6. A TAMASZERO ELOSZLASANAK VIZSGALATA 87
4.6.1. A végeselemes MOdell .........................cccccocuiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e
4.6.2. Parametrikus vizsgdlatok
4.7. OSSZEOMLASI MODOK, REPEDESKEP VIZSGALATA 95
4.8.  OSSZEFOGLALAS 105
TOVABBI CELKITUZESEK .....ucoutuuiiiiiensiniaiasesiaessessessessesssssssssssssssssssssssssssssssssssissssssssessesssssssssssssssssses 107

Konzulens :

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef



NN UL e T T i M
MUEGYETEM 178

Epitémérndki Kar Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék

KOSZONETNYILVANITAS

Ezuton szeretnék koszonetet mondani konzulenseimnek, Dr. Bagi Katalinnak és Dr.
Bojtar Imrének, hogy e dolgozat megsziiletésében a segitségemre voltak. Mindketten
segitokészen alltak rendelkezésemre barmilyen probléma kapcsan, az o szakmai

tanacsaik nélkiilozhetetlen alapot nyujtottak a munkam elvégzéséhez.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef



R T
R s N S

Epitémérndki Kar MUEBGYETEM 1782 Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék

1. Bevezetés

A TDK dolgozatomban ovalis alaprajza falazott boltozatokkal foglalkoztam. Kevésbé ismeretes,
hogy a gdmbkupola mellett nem kis szdmban épiiltek a legkiilonfélébb ovalis alaprajzzal rendelkezd
ovalis kupolak is. Viragkorukat a reneszansz ¢és a barokk idején élték, a két leghiresebb épitdmester
Giovanni Lorenzo Bernini, akinek egyik legjelentdsebb munkaja a Sant’ Andrea al Quirinale templom,
illetve Francesco Borromini volt, aki a San Carlo alle Quattro Fontane templom megépitésével nyerte
el hirnevét. A tanulmany elso részében az ovalis kupoldk kialakulasat, fejlodését, épitészettorténetét —
beleértve a kiilonb6zd épitési modok kialakulasat is - foglaltam dssze.

A falazott szerkezetek habarccsal vagy anélkiil Osszeépitett, kiilonallo, diszkrét elemek egyiittese,
mechanikai vizsgalatuk igen komplex feladat, ezért egy kiilon blokkban foglalkoztam a lehetséges
vizsgalati modszerek bemutatdsaval. Ezek a moddszerek kontinuummechanikai, diszkrét felépitési,
esetleg a kettd 0tvozésébdl keletkezé modelleket alkalmaznak. Mindegyik esetben kitértem az adott
vizsgalati modszer elonyeire, hatranyaira, korlataira, illetve alkalmazasi példakat mutattam be. A DEM
(diszkrét elemek modszere) egy kiilon fejezetet kapott, hisz a késdbbi vizsgalatokat ezzel a modszerrel
végeztem el, s a modszer adta lehetdségek feltarasahoz, az eredmények értékeléséhez elengedhetetlen
a modszer alapos ismerete.

A dolgozat utolsdé része az Onalléban végzett vizsgalatokkal foglalkozik. Az ovalis kupolék
parametrizalt matematikai feliiletének definidldsa utan egy olyan Osszetett algoritmust irtam Matlab
segitségével, mely a feliiletet elore meghatarozott méretli épitdelemekkel fedi le. Kiilonos gondot
forditottam arra, hogy a geometriai modell a lehetd legjobban tiikrzze a valdésagot. A Matlab
kornyezetben irt algoritmus nem csak az egyes épitdelemek koordinatait szamolja ki, hanem a
vizsgélatokhoz hasznalt 3DEC diszkrét elemes programhoz input file-t general. Kiilon megadhato,
hogy éallvannyal vagy anélkiil torténd ¢Epitési modot akarunk-e szimulalni, s azt merev vagy
deformalhat6 blokkokkal kivanjuk-e tenni. A vizsgalatok f6 célja a kiilonb6zd geometriai kialakitasa
ovalis kupoldk azon minimalis falvastagsdgainak meghatarozasa volt, melyre a kupola sajat onsulya
alatt még nem omlik Ossze. Ezt a késébbiekben a mar meglévd boltozatok biztonsaganak megitélésére
hasznalhatjuk. Gombkupola esetére a képlékenységtan kinematikai tétele segitségével megkiséreltem
levezetni a szakirodalomban ismeretes, de — tudomasom szerint - még csak statikai modszerrel
meghatarozott elméleti értéket. Az Osszetett feliilettel rendelkezé ovalis kupolédk esetén mar diszkrét
elemes szimulaciot alkalmaztam. A goémbkupoléra ismert elméleti eredmény szerint kalibralni tudtam
a diszkrét elemes modellt, illetve a mérethatas vizsgalatat is elvégeztem. A vizsgéalatokat mind merev,
mind deformélhat6 elemekkel, valos, mért anyagjellemzdkkel is megesindltam, majd az eredményeket
tablazatos formdban, illetve grafikonon kozoltem. A vizsgélatok targyat képezte még barmely, a
gombkupolatdl eltérd mechanikai viselkedés feltarasa is : példaul a tamaszerdk eloszldsanak, a
kiilonb6zo kialakitasok Osszeomlasi mechanizmusanak, az 0sszeomlas soran kialakuld csukldsorok
helyének, valamint a repedéskép kialakulasanak vizsgalata.
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2. Az ovalis kupola kialakulasa, torténete

Ebben a pontban az ovalis kupolak fogalmat, épitészettorténetét, kialakitasuknak, épitésiiknek
jellemzoit, illetve a vizsgalhatdo mechanikai jellemzoket szeretném megismertetni.

2.1. Az ovalis kupola fogalma

Ovalis kupolarodl akkor beszéliink, ha alaprajzi értelemben vagy valamely fliggdleges metszetben
ovalis profillal rendelkezik a boltozat. Az ,,ovalis” sz6 a latin ,,ovum” (fojas) szobdl ered, jeldlve ezzel
egy gorbe, illetve egy feliilet valamely metszetének alakjat (1)

Az ovalist gyakran Osszetévesztik az ellipszissel, ami egy matematikailag pontosan leirt gorbe, az
ovalis ezzel szemben joval altaldnosabb gorbe lehet. Az épitési gyakorlatban alkalmazott ovalisok a
kovetkez6 kozos tulajdonsaggal rendelkeznek (2) :

e konvex, zart gorbék,

e differencialhatoak, folytonosak, nem metszédnek magukba,
e minimum egy szimmetriatengelyiik van,

e specialis esetiik az ellipszis.

A rajzi és épitési gyakorlatban ezeket a gorbéket rendszerint tobb kiillonbdzd sugaru és kdzépponth
koriv illesztésével alkottak/alkotjak meg, a végleges gorbéknek nem volt pontos matematikai leirasa,
fiiggvénye. A koriveket ugy illesztették, hogy az illesztési pontokban azonos érintdvel kapcsolodjanak
egymashoz, igy téve folytonossa a gorbét. A fent leirtak szerint tehat az ilyen ovalis barmely pontja
egy koriven fekszik, bizonyos szakaszokon a gorbiilet igy allandd, szemben az ellipszissel, ahol a
kortdl eltérd altalanos esetben, a gorbiilet pontrol pontra véltozik. Az 1. abran lathatd, hogy a gorbiileti
sugarak megfeleld megvalasztasa esetén az ilyen ovalis gorbe alig tér el a matematikailag pontos, az
eredeti gorbével azonos kis és nagy tengelyekkel rendelkezd ellipszistél. Az eltérés mértéke
természetesen fligg az ardnyoktodl, az alkalmazott ivek sugaratol stb. Az ilyen korivekbdl dsszeallitott
ovalisoknak minimum négy kozéppontja van, azaz minimum négy korivbdl allithatoak Ossze.
Megjegyezziik, hogy ez a leggyakrabban alkalmazott eljaras, bar néhany esetben eléfordul 1ényegesen
tobb ivbdl illesztett gorbe is, lasd példaul (2)-t.

e e
Jh-'-———-'-.-‘

1.dbra 4 korivbol illesztett ovalis, eredeti ovalist (kék) legjobban kozelitd ellipszis (piros)

Mar emlitettiik, hogy vannak matematikailag pontosan leirt ovalis gorbék is, mint példaul az
ellipszis. A kovetkezdekben néhany ilyen - matematikailag pontos valtozatot szeretnék bemutatni.

' A tovébbiakban (1) formatum az egyes hivatkozasokat, (1) formatum a képletek sorszamozasat jeldli.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef



R e
X e W

T MUEGYETEM 1782 , .
Epitomérndki Kar Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

A Descartes-féle ovalis René Descartes’ »alkotdsa”, 6 1637-ben kezdett el foglalkozni ezzel a
témaval, optikai problémék kapcsan. Az 6 ovalisa a kovetkez0 tulajdonsagokkal bir: legyen P és Q fix
pont a sikban, illetve jelolje d(P,S) és d(Q, S) az S pont P-tdl és O-t61 1évo tavolsagat. Legyen m és a
tetszOleges valos szam. Ekkor a Descartes-féle ovalis olyan S pontok halmaza, melyek kielégitik a :

d(P,S) + md(Q,S) = a (2.1)

egyenldséget. Descartes-féle ovalis parnak nevezziik azon S pontok halmazat, melyek a fenti
egyenldség tovabbi harom variacidja koziil pontonként kettdt kielégitenek :

d(P,S) + md(Q,S) = xaésd(P,S) — md(Q,S) = xa (2.2)
egyenldségekrdl van szd. A fenti egyenldségek megoldasat felirhatjuk polinominalis alakban is :
[(1 — m?)(x? + y?) + 2m?cx + a? — m?c?]? = 4a?(x* + y?), (2.3)

ahol x, y koordinataparok egyenként a fent emlitett négy egyenléségbdl kettét kielégitenek, illetve ahol
¢ a két fokuszpont (P, Q) kozotti tavolsagot jeloli.

A Descartes-féle ovalisok néhany specialis esete: az (1) egyenléségben m = 1 ¢és a > d(P,Q)
esetén ellipszist kapunk a jol ismert formulaval, azaz az ellipszis barmely pontjat vizsgélva a pont P és
0-tdl valé tavolsagainak 0sszege alland6. Ham = a / d(P, Q) , akkor egy Pascal-féle gorbét kapunk,
ilyen alakzat példaul a kardioid is. Hom = —1és0 < a < d(P,Q), hiperbolakat kapunk, melyek
nyilvanvaloan nem zart gorbék (3). Par esetet lathatunk a 2.dbrdn.

Descartes-féle ovalisok

056

05

Ar — Ellipszis (m=1.00 c=0.50 a=1.50)
Pascal limacon (m=a/c ¢=0.50 a=1.50)

Hiperbola (m=-1.00 c=0.50 a=0.15)
sl / Hiperbola (m=-1.00 c=0.50 a=0.35)
: — Hiperbola (m=-1.00 c=0.50 a=0.45)

1 L 1 ! 1 1 \ 1 L

-1.5 -1 05 0 04 1 15
x

2.dbra Descartes-féle ovalisok

Valamivel kés6bb, 1680-ban Giovanni Domenico Cassini’ vizsgalta a rola elnevezett Cassini-féle
ovalisokat. Az el6zd jelolésformat alkalmazva a Cassini-féle ovalis olyan S pontok halmaza, melyek
kielégitik a kovetkezd egyenldséget :

d(P,S) * d(Q,S) = b2 (2.4)

Lathato, hogy ez esetben nem a tavolsagok 0sszegét, hanem azok szorzatat tekintjiik konstansnak. Ha a
két fokuszpontot az origéra szimmetrikusan (—a, 0) és (a,0) koordinatapontokba helyezziik el, az
egyenldség a kovetkezoképp is felirhato -

? René Descartes (1596— 1650) francia filozofus, természetkutaté és matematikus.
* Giovanni Domenico Cassini (1625— 1712) olasz szarmazasu francia csillagasz.
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[(x — a&)? + y?][(x + a)? + y?] = b*. (2.5)

A gorbe alakja az e = b/a aranytdl fiigg. Ha e > 1, a gorbe folytonos, mind a két fokuszpontot
korbezarja. Ha e < 1 , akkor két kiilonallé hurkot kapunk, melyek kiilon-kiilon zarjak korbe a
hozzajuk kozelebb 1évd fokuszpontot. A két eset kozotti hatdr az e = 1 eset, amikor egy folytonos
gorbét, egy fektetett nyolcast kapunk. Az 0sszes eset koziil a legspecialisabb, amikor a - 0, azaz a
két fokuszpont egybe esik, vagyis e — oo, ekkor a kapott gorbe egyenlete egy b sugarta kornek felel
meg (3). Cassini-féle ovalisokat lathatunk a 3.dbrdn .

(b=0.6a, 0.5a, a, 1.2a, 1.4a, 1.6a)
3.dabra Cassini-féle ovalisok (3)

A XIX. szézadban a francia matematikus, Gabriel Lamé* volt az, aki altalanositotta az ellipszis
egyenletét. Ezeket a gdrbéket nevezziik szuperellipsziseknek. Legaltaldnosabb felirasuk a kovetkezo :

x /al™ + ly/b]" =1, (2.6)

ahol m,n pozitiv valés szamok. Lathatd, hogy ha m,n = 2, akkor az ellipszis jol ismert egyenletéhez
jutunk. A 4.dbran néhany ilyen szuperellipszist latunk (4).

-

—t—t+—

oo oS
non
TR
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]

A—+—+—+

04 >t::t—‘—| e B e e B B B B e L e e B € e B e A S B
1] 5 1- 05 0 0ls 1 - 05 0 ols
-0 05+ 05
' 4

4.abra Szuperellipszisek (4)

A fenti példak az ovalisok sokszinliségét mutatjdk. Természetesen ezek kozil az épitési
gyakorlatban csak azokkal talalkozunk, melyek tulajdonsagai megegyeznek a masodik bekezdésben
felsoroltakkal. Latni fogjuk, hogy féleg a szuperellipszisek korébdl akadnak példdk megépiilt
boltozatokra, de inkdbb alaprajzi értelemben, s akkor is — természetesen torténeti okokbol adododan -

* Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795 —1870) francia matematikus.
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nem a pontos matematikai leirast kdvetve, csupan intuitiv alapon, hasonld formékat l1étrehozva. A
legtobb esetben a legelsdnek emlitett, korivekbodl kapcsolt valtozattal talalkozhatunk, hisz akkoriban
sem a megfeleld matematikai felkésziiltség, sem a pontos matematikai gdrbék kivitelezését megengedd
szaktudas nem allt rendelkezésre, koriveket viszont annal egyszeriibben lehetett kitizni.

Attérve a haromdimenzios elemzésre, ovoidnak nevezziik az ovalis tulajdonsagokkal rendelkez6
feliileteket. Ezeket legegyszeriibben ugy kapjuk meg, ha valamely szimmetrikus ovélis gorbét egy
szimmetriatengelye koriil megforgatunk. A kapott forgasfeliilet konvex, minden pontjaban a
godmbkupoldkra is jellemzden pozitiv Gauss-féle szorzatgorbiileteket kapunk. Ezek a feliiletek tehat
elliptikus feliiletek (5).

2.2. Epitészettorténeti attekintés

Az ovalis, mint épitészeti forma, mar az Okori civilizacioknal megjelent. Ebben a pontban az
okortol kezdve szeretném bemutatni fejlédését, alkalmazasi lehetdségét — nem csak falazott kupolak
esetén - napjainkig bezardlag.

2.2.1. A kezdetek

A legkorabbi ismert ovalis alaprajzi, ovalis keresztmetszetli épiiletek még matematikailag
meghatdrozott forma nélkil épiiltek, az emberek egyszerlien megprobaltak lefedni a teret a
leghatékonyabb modon. A legrégebbi ismert ilyen épiiletet, melyet i.e. 4000 kortl épitettek falazassal
(5.dabra), a mai Torokorszag teriiletén fedezték fel (1). Az épitéstechnologia egyszerli volt.
Szabalytalan formdju vizszintes gytiriiket épitettek a téglakbol, kovekbdl egymas tetejére, konzolosan
befelé haladva, mig végiil legfeliil az épitmény 6ssze nem zardodott. A gytriik kdzotti kapcesolati feliilet
vizszintes volt. Ma ezt alboltozatnak, alkupolanak hivjuk. Egy ilyen tipusu kupolat mutat i.e. 1250-bdl
az S.abra. Ezek a kokunyhok — eltéréen a kordbban késziilt épitmények tobbségétdl — mar nem
ideiglenes célra épiiltek, hanem a letelepedés kovetkezményeként alakultak ki. Hasonld jelenséggel
talalkozhatunk Eur6pa nyugati részein is, példaul Spanyolorszagban nem egy ilyen szaraz falazassal
épiilt kunyho all a mai napig is, évezredeket tulélve (6).
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5.dabra Torokorszag teriiletén talalt kékunyhok (balra) (1), az Atreusok sirkamraja Miikénében (jobbra) (7)

2.2.2. Mezopotamia és Egyiptom

A boltiv alkalmazasa, felfedezése sokkal késobb kovetkezett be, mint az alkupoldké. Az elsd
boltiveket i.e. 3500 kdrnyékén épitették Egyiptom és Mezopotamia teriiletén, hogy allando lefedést
biztositsanak a halotti siremlékek szamdara (8) (9). Eleinte durva téglakbol épitettek iveket, az
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atboltozodas hatasat alkalmazva nyilasathidalasra. Késobb rajottek, hogy az iv sokkal hatékonyabban
dolgozik, ha a koveket méretre faragjak, illetve azokat megfeleld pozicidban egymashoz illesztik, s ily
moddon a nyomasvonal mentén az erdt levezethetik az alapozasig, illetve a teherhord6 falazatra, mely
az ivet tartja. (6.dabra)

6.dbra A boltiv mikodési elve (1)

Két évezred alatt sokféle boltiv tipus létezett egyszerre, nem volt kitlintetett alak, s6t a mai
értelemben vett etalon, az ¢k alaku kdvekbdl épitett koriv boltozat fejlodésének, kitiintetett szerepének
sincs nyoma (8) (9). Alapvetden a dongaboltozatokat épités kozbeni alatdmasztassal , azaz zsaluzassal
épitették, de néhany esetben el lehetett hagyni az allvanyzatot, mégpedig gy, hogy a boltozat
hossztengelyére merdleges egyik végén falazat volt, melyre épitéskor ferdén dontdtték ra az egyes

boltiveket, igy azok egymasra térben tdmaszkodva Onhorddak maradtak alatdmasztas nélkiil is
(7.dabra).

ity 'Jfrl.ffr'a':'#.-fr'u -
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7.dbra Allvannyal és allvany nélkiil épiilt kunyhok Mezopotamiaban (1)

A sirkamrék lefedésére minimalis méreteket alkalmaztak, igy az elsd boltozattipusok tamaszkoze
nem haladta meg az egy-két métert. Az akkori épitdmesterek ,,érzésbol” épitettek. Kiilonbozé formakat
alkalmaztak, melyeket rendre finomitottak tapasztalataik alapjan. Nem is meglepd, hogy ezért
talalkozunk az dkori épitészetben olyan sok — és sokféle — ovalis boltozattal. Ha belegondolunk, hogy
egy boltozat, boltiv stabilitdsat tisztdn geometriai vizsgélatokkal is kimutathatjuk, belathato, hogy a
tdmaszvonalat sokkal jobban koveti az ovalis forma, mint a koriv, igy tehat — szerencsésen eltalalt
ovalis alak esetén — az elébbi biztonsagosabbnak mondhaté ugyanazon vastagsdg mellett, mint az
utobbi.
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Mikdzben az i.e. masodik évezredben egyre nagyobb boltozatok épiiltek — pl. a Ramesseum’
mezOgazdasagi épiiletei mar 5 méteres fesztavval rendelkeztek — felmeriilt az igény a szabvanyos
formakra, mellyel megkezdddhetett a tomeges felhaszndlds. Az egyiptomiak az alkalmazott geometria
mesterei voltak, igy elsdként 6k fogalmaztak meg pontos, kitlizhetd geometriat az altaluk gyakran
alkalmazott ovalis alakra. A 3-4-5 oldalaranyokkal rendelkezd derékszogli haromszog elvét
alkalmaztak, ez az ovalis egyszerii csapokkal és zsinorokkal kivitelezhetd (10). Az elvet a 8.dbra
mutatja. Az ovalis indul6 és érkezd pontjahoz egy-egy csapot iitiink (ldasd a 8c abrat). Egy 8 és egy 5
egység sugaru zsindrt a két csaphoz (A és A’ pont) kotiink, majd egymashoz erdsitjiik dket ugy, hogy
az 5 egységnyi zsinort a 8 egységnyi zsinorra kotjiik annak leerdsitésétdl 5 egységnyi tavolsagra.
Ezutan a kiindulé pontbdl a hosszabb kotél végét folyamatosan feszitve tartva meghtizhatjuk az ivet.
Igy tehat egy-egy szakaszon, ahol a rovidebbik szél elernyed, 8 egység sugarti koriviink, ahol a két 5
egységnyi szal fesziil, 3 egység sugart koriviink lesz.

8. abra Egyiptomi ovalis iv kitlizése zsinorokkal (10)

Nem csak az eldbb emlitett modon lehet kitlizni egy boltozatot. A kémiivesek gyakran a kapcsolodo
falakra vazoltak fel az épitendd alakot, amit folyamatosan valtoztattak, mig a megfelelé format meg
nem kaptdk (1). Ezt a format véglegesiteni is lehetett. A mester a vazlathoz egy vizszintes vonalat
hazott, s megfeleld tavolsagokra, a vizszintes vonal megfeleld szamra valo osztasaval lemérte az egyes
magassagokat, igy a boltozat késébb aranyosan reprodukdlhatd volt. Ilyen rajzokat talaltak i.e. 3000-
2700, a III. dinasztia® uralkodasanak idejérél a szakkarai 1épcs6s piramisok mellett. (9.dbra) Néhany
elmélet szerint az egyiptomiak mar ellipszis alak boltozatokat is épitettek, bar ez elég valosziniitlen,
hisz mai tudomasunk szerint elséként a gorogok irtdk le matematikailag pontosan a gorbét az i.e.
negyedik szdzadban. Az elméletek nem alaptalanok. Ha az egyiptomi 3-4-5 tipusi ovalist egy
derékszogl koordinatarendszerben szerkesztjiik fel, akkor annak ordinatai maximum 1-2 %-ban térnek
el az ovalishoz legjobban illeszkedd ellipszistdl, mely hibat az épitési pontatlansdgok érzékelhetetlenné
tesznek.

® A Ramasseum II. Ramszesz firad emlékére emelt templomegyiittes Egyiptomban, Luxor véarosinak Theban nevii
temetkezési helyén

® Az degyiptomi III. dinasztia az Obirodalom korénak kezdete. Ez az uralkodohaz alapozta meg az egységes Egyiptom
kulturalis és gazdasagi rendszerét.
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9. abra Ovalisok rajzi kitlizése (1)

2.2.3. A gorog vilag és a Romai Birodalom

A gorogok elsddleges épitdanyaga a ké volt, ezért eldszeretettel alkalmaztak ¢k alakura faragott
kovekbdl épiilt, kivétel nélkiil félkor alaka valodi boltiveket. A legtobb példat alkalmazasukra azonban
csak masodlagos épitményeknél lathatunk: csatorndkndl, varoskapuknal. Néhany konzolosan épiilt
alboltozatnal megjelennek ovalis formak, de olyan rendszeres alkalmazast nem taldlunk, mint a
téglaépitészettel biiszkélkedhetd Egyiptom vagy Mezopotamia esetében (11) (12).

H

- ¢ ——

10.dbra Az amfiteatrumok rekonstrualt geometriaja (13)  I1.dbra St. Gereon temp. (fent), a romai eléd (lent) (1)

Eurdpéban az ovalist a Romai Birodalom amfiteatrumaindl alkalmaztak, ezen épiiletek jellemzden
ilyen alaprajzzal épiiltek (13) (10. abra). Ettd] eltekintve az ovalis formak, ovalis kupoldk nem
terjedtek el a romaiaknal. Ok a tokéletesség szimboluméanak a gombot, illetve a centralizalt forméakat
tekintették, igy kupoldik is tulnyomodrészt gobmbkupoldk. Néhany kivételt azért taldlunk: feltételezések
szerint (14) a kdlni St. Gereon templom kozépsé nyolcszgletll tere egy régi ovalis alaprajzi romai
épiilet alapjain all (11. dbra). Masik ilyen példa egy koéhid az olaszorszagi Narniban (12. dbra),
melynek lejtds vonalvezetését két, egymasba kapcsolt, kiillonbozé sugarti negyed koriv segitségével
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alkotott ovalissal tudtak kdvetni. A fentiek alapjan kimondhato, hogy az ovalis formék nem jellemzik a
Roémai Birodalom épitészetét, azonban kiilonleges kivételekként talalhatunk néhany példat rajuk.

i

12.abra Narnii hid (15) 13.abra Santo Tomas de Olla (16)
2.2.4. Kozépkor

A legtobb kozépkori kupola centralizalt elrendezésti, azaz kor alaprajzu, feltehetdleg a romai
befolyas miatt. A roman stilusi templomok legtobbjére vonatkozik ez az allitds, am itt is akadnak
kivételek. A X. szdzadi spanyol Santo Tomas de Olla templom példaul egy 6,00x5,50 méteres ovalisra
szerkesztett nyolcszogii kupola, melyet patké alaku boltivek hatarolnak (16) (13.dbra).

Franciaorszagban René Chappuis az 1970-es években kimeritd kutatast végzett a boltozatok
formajaval kapcsolatban. Kozel 400 olyan roman templomot vizsgalt meg Franciaorszag déli részén,
melyekben megjelennek ovalis kupoldk vagy boltozatok. Ezek koziil 130 kupola volt ovalis alaprajzi,
segitségiikkel Chappuis osztalyokba sorolta a kiilonb6z6 ovalis formakat (17) (14. abra). Ez jelentds
épitészettorténeti felfedezés volt, hisz igy els6ként mutatta ki a reneszansz ovalis kupoldinak
elézményeit. Az ovalis formdk mas szerepben is megjelentek a roman boltozatokban, mégpedig a
keresztboltozat metszésvonalaként.

/ i \
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14.dbra Chappuis osztalyozasa (17)
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2.2.5. Gotika

A gotikus épitészetre az €pités egyszerlsitése jellemzd. Ez tettenérhetd példaul az egyik
jellegzetesebb gotikus épitészeti forma, a keresztboltozat szerkesztésében. A keresztboltozatok bordait
mindig koriv alakura szerkesztették, mivel egyszerlibb volt ezt kitlizni, mintsem két egymadsba
metsz0do feliilet metszésvonalanak pontos helyét kiszamitani elére. Ezutan a bordak kozé elkészitették
a falazast, mellyel elkésziilt a teljes boltozat is (15.dbra). Az egyszerisités tehat abban allt, hogy nem a
feliilet alakja, hanem az elére definidlt torésélek szabtdk meg a boltozat alakjat. Ez az eljaras
feltehetdleg a bizanci épitészetben jelent meg eldszor azzal a kiilonbséggel, hogy a metszésvonalakat
nem erdsitették meg kiilon bordakkal, mint azt Nyugat-Eurdpaban tették (18).
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15. abra Gotikus boltozat épitésének modja (18)

A kései gotikaban foleg Anglia, Németorszag és Spanyolorszag egyes részein megjelentek az ovalis
bordékkal erdsitett egyedi alakt boltozatok. Az elsé dokumentalt bizonyitékot az ovalis alkalmazéasara
ebbdl az 1dobodl a kozépkori épililetek rajzainak leggazdagabb gylijteménye, a Wiener Sammlung
tartalmazza (19) (20). A rajzokbdl kideriil, hogy igen egyszerti médjat talaltdk a németek az ovalis
kiszerkesztésének: egy vizszintes szakaszt megfeleld szamu részre (pl. 3, esetleg 4 részre) osztunk, a
két sz¢ls6 pont altal megrajzolhatjuk a sz€lsd részek korivét. A két korivet szimmetrikusan rajzoljuk
balrél és jobbrol, majd ahol ez a két koriv megall — ez a pont tetszdleges, a tervezd valasztja meg, hogy
meddig hiizza az ivet -, azokbdl a pontokbol a sugér folytatdsaként egy-egy vonalat htizunk, melyek
igy a szimmetriatengelyen fognak G6sszemetszddni, s melyek igy a kdzépsd szakasz korivét, annak
kozéppontjat, illetve sugarat ki is jelolik. (16. dbra) Az abra azt magyarazza, hogy ily mddon
ugyanahhoz a hossztengelyhez ¢és kisebbik sugirhoz tetszéleges szdmu kiilonbozd ovalis
szerkeszthet. Spanyolorszagban az ovalis iveket gyakran alkalmazzék a 15-16. szazadi gotikaban
foleg egyhazi ¢és civil épiiletek kapuzatdban, illetve alacsony boltozatok merevitd bord4jaként, melyek
altalaban a templomi korus alatt helyezkedtek el. Egy ilyen alacsony ivelésli boltozatot lathatunk a
17.abran.

JMA W

16. abra Ovalis szerkesztése a német iskola szerint (20)
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17.dbra A toledoi San Juan de los Reyes templom boltozata (1)

A 16. szazad elejérdl szarmaznak olyan feljegyzések, mely szerint 1étezik masféle geometriai
modszer is ovalis rajzolasara. Elsé izben a Leonardo Da Vinci nevéhez kotheté Codex Atlanticus
(1510) cimi miiben jelentek meg leirva ezek a modszerek (21), de ismertté Diirer ,,Unterweisung der
Messung” cimili kdnyve tette 1525-ben. Az eljaras 1ényege, hogy adott tdmaszkozre ¢s magassagra kell
egy olyan ivet szerkeszteni, mely ugyanilyen magas koriv nyjtasabol keletkezik. El0szor a félkort egy
1:2 aranyu téglalapba rajzoljuk, majd a téglalap als6 oldalat 12 egyforma részre osztjuk. Ezutan egy
azonos magassagu, de a megfeleld tdmaszkdzre illeszkedd téglalapot rajzolunk, s ugyanigy 12 egyenld
részre osztjuk. A 12 osztas soran fiiggdleges egyeneseket huzunk minden osztdépontba, majd ahol ezek
elmetszik a félkort, azokbol a pontokbdl vizszintes vonalakat huzunk. Ahol ezek a vizszintes vonalak a
veliik megfeleld fliggdleges vonalakkal elmetszik egymas az 0j téglalapon beliil, ott lesznek a nyujtott
koriv, azaz az ovalis pontjai (18. dbra). Természetesen ez az ovalis egyben ellipszis is, de ezt Diirer
nem tudta, vagy legalabbis nem emlitette. Nem tudni pontosan, hogy eredetileg Leonardo vagy Diirer
oOtlete volt-e a fent emlitett modszer, vagy csak az akkori épitdmesterek tapasztalatait és technikait irtak
le.
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18.abra A Diirer-féle ovalis szerkesztése (1)

Erdekes megemliteni, hogy ugyanez a moédszer megjelent spanyol épitészeti és kofaragd
értekezésekben is, melyeket a XVI. szdzad masodik felében Herndn Ruiz (1545) (22), Ginés Martinez
de Aranda (23) és Alonso de Vandelvira (24) irtak. A legrégebbi ilyen munka az ugynevezett Libro de
arquitectura, mely Herman Ruiz munkdjat dicséri. A kézirat 1545 és 1562 kozott irodott és tartalmazza
Vitruvius Pollio ,,De architectura” cimii miivének elsd kotetét is, melyet szamos geometriai probléma
rajzi megoldasa, kofaragas, tampillér tervezés, klasszikus szabalyok és templomtervezési témak
kovetnek. Hernadn Ruiz olyan rajzokat is mellékel konyvében, melyeken Diirer megoldédsahoz hasonlo
modszert lathatunk, am Ruiz megoldadsa vetitéses modszeren alapszik, mellyel a nyujtasokat ferde
tengelyli vetitosikokkal éri el. Az aldbbi harom rajzon (I9.dbra) lathato, hogy semmiféle
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instrukciokkal nem lattdk el azokat, ami azt feltételezi, hogy a kor épitdmesterei tisztdban voltak

ezekkel a szerkesztési eljarasokkal.
-"-.; b v -2

19.dbra Ruiz kéziratdban megjelent rajzok a vetitése modszerrdl (22)

Martinez de Aranda spanyol épitész a XVI. szdzad végén alkotott. 1590-ben irta értekezését a
koéfaragas muvészetérdl (23), melyben 1ényegében a Diirer- és a Ruiz-féle ovalis ivek szerkesztésnek
eljarasat mutatja be. Vandelvira 1580-ban csak a vetitéses mddszerrdl ir, de 6 se fiiz hozza elegendd
informaciot, vagy leirdst a rajzokon kiviil, melyek szintén az akkori kdmiives mesterek felkésziiltségét
valoszinisiti.

Részletesebb leirast ovalis szerkesztésérdl Philibert De L’Orme konyveiben talalhatunk, ezek 1561-
ben (25) és 1567-ben (26) jelentek meg. Két modszert mutat be, melyek tobbé-kevésbé a fentebb
emlitett két eljarason alapszanak. Kimondja, hogy a keresett gorbe, azaz az elnyujtott félkdr - mint
tudjuk: ellipszis -, és igy nem rajzolhaté fel pontosan korzd segitségével, mint a korivekbdl illesztett
ovalis. Megmutatja azt is, hogyan lehet egy adott pontban a gorbe lokalis gorbiiletét megallapitani, igy
az oda ill6 kovet kifaragni. A megoldas igen egyszerii: a beillesztendd k6 helyének kozelében a gorbén
vegyliink fel harom pontot, ezek sorban A-B-C. Ezutan alkossuk meg az AB ¢s BC szakaszt, mindkét
szakaszra allitsunk szakaszfelezd merdlegest, majd ezek metszéspontja meg is adja az A-B-C ponton
atmeno kor kézéppontjat, mely kor kozelitéleg a B pont simuld kore.

2.2.6. A reneszansz és barokk

Lathattuk, hogy ovalis formakat mar a kései gotikdban is sok alkalommal hasznaltak. Azt is
lathattuk, hogy kdmiives mesterek kiilonféle technikakat fejlesztettek ki, hogy barmely tamaszkozre és
magassagra ovalist szerkesszenek félkorok nytjtasaval vagy zsugoritasaval. Az ovalis tehat nem a
reneszansz taldlmanya, de itt teljesedett ki jelentdsen, itt alkalmaztak az épitészek arra, hogy 1j
térformalast valositsanak meg a templomépitésben.

Ugy tiinik, hogy az ovalis alkalmazasa kiilonb6z8 miivészeti irAnyzatokban mar a Cinquecento
kezdetén megmutatkozott. Panofsky szerint Michalangelo elsé munkaja, II. Gyula papa sirkamréja is
ovalis belsé térrel késziilt (27). Ugyand azt allitotta, hogy Correggio volt az elsé festd, illetve Gian
Maria Falconetto az elsd szobrasz, akik ovalist alkalmaztak kompozicidjukban (28). Pélerin (1521)
egyik konyvének lapjain két ovalist tartalmazoé rajz is megjelenik: egy reneszansz ovalis boltozath
kapu, valamint egy ovalis keret (20.dbra) (29). Az ovalis formak szinesebbé tették a miiveket, ezért
eloszeretettel alkalmaztak dket.
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20. abra Pélerin konyvének illusztracioi (29)

A leghiresebb épitészek, akik az ovalist tartottdk az 0j épitészeti formanak, az olasz Baldassare
Peruzzi, Sebastiano Serlio és Giacomo Vignola voltak. Peruzzi volt az, aki eldszor gondolta, hogy
elényOsen alkalmazza az ovalis forma jellegzetességét. Halala utan tanait, elveit tanitvanya Serlio vitte
tovabb, aki a legjelentésebb befolyassal birt az ovalis, mint épitészeti forma elterjesztésében a kései
reneszansz és barokk idékben. Geometriardl szolo konyvének elsd kotetében (1545) ovalisokrdl kiilon
szot ejt (30). Kijelenti, hogy lehetséges ovalist tobbféle mdodon is szerkeszteni, majd négy kiilonbozo
eljarast vazol fel (21.dbra). Ezeket a véltozatokat késébb majdnem mindegyik ezen téméaval foglalkozé

21.abra Serlio négy ajanlott ovalis szerkesztési modszere (30)

Serlio egy jabb kitlizési modszert is javasolt. A késébb kertész-modszernek emlegetett eljarassal
ellipszist lehetett szerkeszteni a fokuszpontokba levert csapok és egy zsinér segitségével. A zsinor
hosszabb kellett, hogy legyen, mint a két fokuszpont tavolsaga. A zsinort ezutdn megfeszitve barmely
pontban a fokuszpontoktol 1évo tavolsagok dsszege, vagyis a zsinor hossza konstans, igy egy ellipszist
kapunk (22a.dbra). Késobb Serlio egy tjabb megoldassal allt eld: két koncentrikus félkort rajzolunk,
majd felosztjuk egyenld szogekre a kor sugaraival. Ahol a sugarak metszik a nagyobbik kort, ott
fliggbleges vonalakat, ahol a sugarak elmetszik a kisebbik kort ott vizszintes vonalakat rajzolunk, majd
az Osszetartozo fiiggdleges €s vizszintes vonalak metszéspontja adja az ovalis pontjait, ami, mint Ruiz
eljarasa esetén, itt is ellipszis lesz. (22b.dabra)

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef
17



NN e v
Z sisr s een e MUEGYETEMi?SZ P oz -
Epitomérndki Kar Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

10,38

%
'\

p

\
(N
h((

22.abra Serlio javaslatai ovalis szerkesztésére (30)

Amikor Serlio az ovalisok kitizésérol, szerkesztésérdl szold részt is belefoglalta konyvébe, nem
csak geometriai problémaként kezelte azt, hanem észben tartotta mestere, Peruzzi térekvéseit is, hogy
egy Gjfajta templomot alkosson meg. Epitészeti konyvének V. kotetében, melyet 1547-ben irt (31),
tobb templom-variacio kozott megjelenik egy ovalis templom is (23.dbra). Ez a terv Oriasi hatést
gyakorolt az ¢épitészetre a reneszanszban, s6t a barokkban is. Ez az ovalis alkalmazasaban
mérfoldkonek tekinthetd : olyan jelentdséget kapott ezzel az ovalis, mint épitészeti forma, mint azel6tt
soha. Ebben az idében a kort is felilmulta népszertisége, pedig a kor az antik korok ota a geometriai

tokéletesség jelképe volt.

23. abra Serlio ovalis templomanak tervei (31)

Peruzzi és Serlio lefektette az elméleti alapokat, de Vignola volt az, aki el0szor gyakorlatban is
kamatoztatta ezt a tudast, s megépitette az elsé ovalis templomot, a Sant’Andrea-t Via Flaminidban
(1550-1554) (24.abra). Korabban, 1547-ben, Vignola mar megtervezett egy hidat alacsony
nyilmagassadgu ovalis boltivekkel (25.dbra). Az ovalis boltivek alkalmazasa a hidak esetében az &
munkdja nyoman valt gyakoriva a XVIII. szdzad elején. Perronet hasonld, de policentrikus ovalis
boltivii hidakat épitett, s valt roluk hiressé a X VIII. szazad masodik felében.
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25. abra Vignola ovalis boltivii hidjanak tervei (1)

Serlio és Vignola utan az ovalis kupolak gyorsan elterjedtek, de nem csak Olaszorszagban, hanem
Spanyolorszag, Franciaorszag ¢s Kozép-Eurdpa jelentds részén is. Fontos megemliteni, hogy
Vandelvira kézirata a kéfaragas miivészetrol (1575) hat kiilonféle ovalis kupola rajzat tartalmazza. A
barokk legjobb épitészei leleményességiiket hasznaltdk az immar nem kor alaprajza terek miatt fellépd
problémak megoldasara. Egyik leghiresebb épitész az olasz Giovanni Lorenzo Bernini (1598 — 1680)
volt, akinek egyik legjelentdsebb munkéja a Sant’Andrea al Quirinale templom (26.dbra). Az épiilet
ovalis alaprajza nem teljesen koveti Serlio modelljét, finom valtozds mutatkozik a belsé tér
kialakitasaban. Mégis Bernini ovalisat klasszikusnak nevezhetjiik. Ugy, mint Serlio terveiben, a
keresztmetszet profilja megegyezik az alaprajzéval, a feliilet tigy alakul ki, mintha az alaprajzot
megforgattuk volna a hossztengely koril. (27.dbra)

26.abra Sant’ Andrea al Quirinale kupoldja beliilr6l (32)
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27. abra Sant’ Andrea al Quirinale keresztmetszete és alaprajza (33)

A kor masik hires épitésze a svajci szarmazasu, de Italidban tevékenykedd Francesco Borromini,
eredetileg Francesco Castelli (1599 —1667). Egyik munkaja a San Carlo alle Quattro Fontane (1663)
mar egy komplikaltabb alaprajzi kialakitast vazol fel. Az alaprajzi ovalis alakja megvaltozik a kupola
alapjanal (28.abra). Ez az ovalis eléggé eltér az akkoriban alkalmazott szokésos formaktol.
Kétségtelen, hogy Borromini fesziiltséget akart kelteni a belsd térben, ezért alkalmazta ezt a furcsa
megoldast. A barokk Otletességet és hatdrokat nem ismerd miivészetét jellemzi, hogy ezen ovalisok
egyike sem hasonlit a Serlio altal lefektetett alapforméakhoz.

28.dbra San Carlo alle Quattro Fontane kupoléjanak terve és megépiilt képe beliilrél (34)

A 18. szdzadban az elméleti és gyakorlati megoldasok kezdtek szétvalni. Attol, hogy elméletben
ismertek egy modszert, még nem biztos, hogy azt a gyakorlatban is alkalmaztak, féleg, ha az
koriilményesen volt csak megoldhato. A korivek alkalmazésa rendkiviil megkonnyitette a gyakorlati
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kivitelezést, ez is lehet az oka annak, hogy bar Bernini és Borromini ismerték az ellipszis
szerkesztésének maodjat, mégis korokbol szerkesztettek ovalis templomi forméakat. Ha belegondolunk,
hogy az ellipszisnek pontrol pontra valtozik a gorbiilete, arra a megallapitasra juthatunk, hogy ez
esetben minden egyes kovet egyedire kell faragni. frott és rajzi bizonyitékok vannak ra, hogy a legtobb
templom korivekbdl szerkesztett ovalisokkal épiilt, gondoljunk csak a feljebb emlitett Sant’ Andrea és
Carlo alle Quattro Fontane templomok rajzaira. Eurdpa egyik legnagyobb ilyen kupolaja (36 x 25 m)
temploma, a Santuario di Vicoforte (29.dbra) sem ellipszis formaval késziilt, bar kivételes esetek
1éteznek. Ilyen a spanyol épitész, Plo y Camin munkéja (1757) (35), mely esetében fa mintaivekkel
ellipszis, ellipszoid kupolat alkotott meg.

29.dbra Santuario di Vicoforte (36)

2.2.7. A Kklasszicizmustdl napjainkig

A barokk miivészet meglehetdsen egyéni modon kezelte, s6t 1ényegesen atformalta a klasszikus
formakat. A XVIII. szazad végén az épitészek ujra az antik mivészet jjaélesztésén faradoztak. Mar
nem elégedtek meg késéi korok kozvetitésével, hanem az eredeti, 0kori alkotasokbdl meritettek.
Felkutattak, felmérték és lerajzoltak a még meglévo romai és gordg éplileteket. A 2.2.3.pontban
lathattuk, hogy ezen korok miivészete, épitészete csak kivételes esetekben alkalmazta az altalanos
ovalis formakat (37).

Ez az épitészeti megkozelités napjainkban is érvényes. Csakagy, mint azt a romaiak épitészeténél
lathattuk, az ovalis kupoldkat a mai napig foként kozépiiletek, stadionok, sportcsarnokok lefedésére
alkalmazzak, felszinre juttatva a mai €pitészek hatartalan kreativitasat (30.abra). A reneszanszban ¢és
féleg a barokkban a szakralis épitészetben tért nyert forma a modern kori templomoknal viszonylag
ritkdn jelenik csak meg. Természetesen a jelen kor épitészetében elsésorban mar nem falazott
szerkezetként taldlkozunk ovalis kupoldkkal. A modern szerkezetek a wvasbeton héjak, acél
racsfeliiletek, fa lécracs héjak, légsatrak stb. Falazott ovalis kupolat példaul egyes kiilonleges
lakoépiiletekben talalhatunk.
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30.abra , The Egg” miivészeti kdzpont, Peking (2007) (38) és a Mansueto Library, Chicago (2011) (39)

2.3. Falazott kupolak Kkitiizése és Kivitelezése

Ebben a pontban szeretném bemutatni, hogy az épitOmesterek szamara milyen lehetéségek, milyen
ismert technikdk alltak rendelkezésre egy ovalis alaprajzu falazott kupola geometridjanak definialasara,
kitlizésére, megépitésére.

A kupoldk altalaban tengelyszimmetrikusak, azaz valamilyen forgasfeliiletként kezelhetdek. Egy
kupola allvanyzat nélkiil is megépithetd vizszintes gytirlikbol, hiszen minden egyes gytirli zarasakor az
addig kész feliilet térben teherhorddva valik. Az egyedi koveket a gylirli zarasdig egyszeriien
hatrahorgonyozzéak, vagy megtamasztjak valamilyen modon. Az épitéshez azonban mégis sziikség van
egy konnyli allvanyzatra, de nem a terhek hordésa miatt, hanem a térbeli alak kijel6lésére. Néha ezeket
falazatbol elore megépitették, mint térbeli bordarendszert, s a koztiik 1évo teret falaztak ki. Gyakran
vasgyuriikkel alkalmaztak, mely merevitette az alakzatot, ameddig a habarcs megszilardult (1).

Az ovalis kupolak geometridgja sokkal komplexebb, mint az egyszeri gombkupola¢, melynek
forgasszimmetria tengelye a kdzponti fliggdleges tengelye. A modern épitész vagy mérnok azonnal
matematikai transzformaciokban gondolkodik: forgatas, eltolds, affin transzformécidok stb. Egy
¢épitésznek minden egyes paramétert meg kell vizsgalnia, mely a bels6 feliiletet meghatarozza: a kis €s
nagy tengelyek aranya az alaprajzon, a tdmaszkoz és a magassag aranya keresztmetszeti értelemben, a
keresztmetszeti forma stb. Minden egyes paraméter dsszefiigg egymassal valamilyen modon. Ezutén at
kell gondolnia, hogyan is épiil majd meg a kupola, hogyan hatarozzak meg a belso feliilet geometriajat
a térben, melyhez az eldbb emlitett vezetd allvanyzatokat hasznélhatjadk majd. Ha a kupola kobdl épiil,
kiilon figyelmet kell szentelni a kdvek faragasara. Mindezeket egyiitt kezelve a legfontosabb szempont
a gazdasagossag lehet.

A feliilet definiadlasanak egyszerti modja, ha azt az alaprajzi ovalis gorbe kis vagy nagy tengelye
koriili megforgatasaval, forgasfeliiletként hozzuk 1étre. Mindkét esetben a forgéastengelyre merdleges
keresztmetszetek korivek lesznek. A vezetd allvanyzatot, vezetdiveket a gyakorlatban mindig a
kisebbik tengellyel parhuzamosan - a kisebb nyilas athidalasa érdekében — helyezik el.

Forgassuk meg az alaprajzi gorbét eldszor a hossztengely koriil! Ekkor a rovidebbik tengellyel
parhuzamos keresztmetszetek, tehat a vezetdivek geometridja rendre kiilonb6z6 nagysagu korivek. A
vezetdiv sugaranak hosszat megadja a vezetdiv helyében az alaprajzi gérbén a hossztengelytdl felmért
merdleges tavolsag. Nagyon sok barokk templom ilyen geometridval épiilt, pl. a San Andrea del
Quirinale is.

A masik eset, ha a rovidebbik tengely koriil torténik a forgatas. Ekkor a hossztengellyel parhuzamos
keresztmetszetek lesznek korivek, a rovidebbik tengellyel parhuzamosak pedig ovalis gorbék. A
vezetdivek megépitéséhez tudnunk kell az iv helyén az ovalis keresztmetszet pontos alakjat. Sajnos
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ezek a keresztmetszetek csak specidlis esetben — amikor a feliilet ellipszoid — aranyosak egyméashoz,
ezért a vezetdiveket mind egyedire kellene késziteni. Mar emlitettiik, hogy a gyakorlatban alkalmazott
ovalis kupola, illetve a hozzd legjobban illeszkedd ellipszoid — példaul, ha az alapraj felett 1évd
magassagokat hasonlitjuk 0ssze — csak par szazalékban térnek el egymastol. Az épitési pontatlansag
ezt a kiilonbséget teljesen elfedi, ezért kozelitésként a vezetdivek alakjat a gyakorlatban a mesterek
aranyosnak feltételezt¢k egymassal, tehat a vezetdivek alakjat az alaprajzi gérbéhez hasonld gorbék
adtak. fgy épiilt a Sant’ Andrea Via Flaminia és a bécsi Cesarean Library kupolaja is (31.dbra).

,Ji. Lampis v. kis kupola

»

* geometria
31.abra A bécsi Cesarean Library rajzai (40) 32.dbra A kupola részei (41)

Az ovalkupola ugyanazokbodl a szerkezeti részekbdl épiil fel, mint a gombkupola (32.dbra). A
kupolat gyakran a vele megegyez0 alaprajzi keresztmetszetii tamburra vagy mas néven dobra iiltették
fel. A dobot egyszerli falnyilasokkal torték at vagy oszlopsorra helyezték, illetve annak terheit térbeli
boltozattal, a csegellyel is le lehetett vezetni, ekkor nagyobb teret engedve az atjarhatésagnak. Az
ablakokat, feliilvilagitokat a dobban vagy a kupola tetején, azt attérve helyezték el (41). Az kupola
attorése statikai gondokat nem sziil, hisz a fels6 gylirlisorok minden esetben stabilak a nagy gytri- és
merididn irdnyu nyomoerdk miatt. Ilyen attorés esetén a kupola tetejére rendszerint még egy
ugynevezett lampast vagy kis kupolat is épitenek.

2.4. Falazott kupolak mechanikai vizsgalata

A falazott szerkezetek a legrégebbi torténelmi multtal rendelkezd szerkezetek, mégis
tudasanyagunk ezek mechanikai mikodésérdl viszonylag kicsi, ha azt nézziik, hogy a modern
épitdanyagokkal kapcsolatban (acél, vasbeton) mennyi ismeretiink van. A mai napig igen sok kutatd
foglalkozik ezért ezzel a témaval.

A falazott szerkezet semmiképp sem mondhaté homogén, izotrép szerkezetnek. A falazdelemek
anyaga valamilyen kdzet - marvany, mészkd, granit, homokkd — vagy égetett agyagtégla volt. Az
alkalmazott kézetek néhany fontosabb mechanikai tulajdonsadgat mutatja az 1. tablazat.

Egyiranyt nyomoszilardsag | Surlodasi sz6g| Rugalmassagi modulus | Poisson-tényezd| Térfogats(irliség
(N/mm?) () (GPa) () (ke/m’)
Granit 70-280 34-37 40-70 2600
Marvany 50-180 36-43 50-100 0.2-0.3 2600-2900
Homokké 50-100 29-39 5-100 2000-2600
Mészkd 20-200 23-28 20-70 2000-2900

1.tablazat Kozetek mehanikai tulajdonsagai
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Az égetett agyagtéglak esetén is hasonld valtozatossdgot mutatnak a kiilonb6z0 mechanikai
jellemz8k. Eléfordul 1-2, de akar 100 N/mm’ egyiranyu nyomoszilardsagh tégla falazéelem is.
Mindenesetre mind k6, mind tégla falazat esetén a nyomadsi szilardsdg igen magas Iehet,
altalanossagban pedig elmondhatd, hogy a gyakorlatban el6fordulé kupolaméretek esetében a
kialakuldé nyomofesziiltségek rendszerint meg sem kozelitik a falazéanyag teherbirdsat. A surlodasi
sz0g mind tégla, mind kdzetek esetén 30° koriili érték A koveket, téglakat habarccsal vagy egyszeriien
szaraz kotéssel illesztették egymdashoz. A habarcs altalaban hidraulikus kotdanyagbol késziilt,
huzoszilardsaga igen kicsi, 0.2-0.8 N/mm? koriili érték.

A 18.szdzadtol az anyagok szilardsagara vonatkozd méréseket végeztek, igény volt a mechanika
gyakorlatban valé alkalmazasara. A kovek szilardsaganak mérését eldszor a parizsi Panthéon
épitésénél alkalmaztdk a 18. szdzad masodik felében. A 18. és 19. szazadra teljesedett ki az az
ismeretanyag, mely altal a falazott boltozatok klasszikus elmélete kialakult. A klasszikus elmélet (42)
tobb feltételezéssel is €l. Az elemek kozotti surlodas — a koriilbeliill 30° surlodasi szog nagy
nyomoerdvel parosulva - elég nagy ahhoz, hogy a megcsuszas veszélye ne alljon fenn, a
nyomoszilardsaghoz képest pedig elegendden kicsi nyomofesziiltség keletkezik egy altalanos
elrendezésti és terhelésli boltozatban ahhoz, hogy torés ne 1épjen fel. Példaul a romai Szent Péter
bazilika oszlopainak labanal a nyomofesziiltség értéke nem haladja meg a 1,7 N/mm?>-t (43).

Osszességében tehat a falazott szerkezet kompozit, heterogén, viszonylag nagy nyomoszilardsaggal
¢s minimalis huzoszilardsaggal rendelkezik, a megcsiszas veszélye pedig elhanyagolhatéan Kkicsi.
Ezek a megallapitdsok mar ismertek voltak a 18-19. szazadban a falazott boltozatok hagyomanyos
elméletében. Az elméletet Jacques Heyman rendszerezte (44), ujitotta meg, melynek feltételezései a
falazott boltozatok mechanikai viselkedésére igy a kovetkezdek voltak :

e clcstiszas nem johet 1étre az elemek kozott,
e a hazoszilardsag elhanyagolhatoan kicsi,
e anyomoszilardsadg végtelen nagy.

Az utolsé pont szerint a boltozat tonkremenetele nem lehet szildrdsagi probléma. Az elmélet az in.
nyomasvonal illetve nyomasfeliilet meghatarozasan alapszik. A teher hatdséra a keresztmetszetekben
fellépo fesziiltségeloszlasok eredd ereje sziikségszeriien nyomas, illetve minden érintkezési feliileten
az eredd tamadaspontja a keresztmetszeten beliil kell, hogy legyen. E feltételeknek a falazat
huzoszilardsaganak hidnya miatt kell fennallnia. Ha a timadaspontokat 0sszekotjiik, akkor megkapjuk
a nyomadsvonalat két-, illetve nyomasfeliiletet haromdimenzids esetben (példaul boltozatok esetén).
Ha a nyomasfeliilet megfelelé szamu pontban, illetve valamilyen vonal mentén érinti a szerkezet kiilsé
vagy belsd feliiletét, azaz elegendd szdmu felnyilés, s igy csukld vagy csuklésor alakul ki ahhoz, hogy
a szerkezet kinematikailag hatarozatlanna valjék, akkor az adott teherelrendezésre a boltozat nem
stabil, nem teherbir6. Ahhoz, hogy ez ne torténjen meg, megfeleld vastagsagot kell biztositanunk, tehat
a teherbiras problémaja visszavezethetd geometriai problémara.

A 18. szdzadban, a rugalmassagtan fejlodésének hatasara rugalmas alapon probaltak meghatarozni a
nyomasvonalat, nyomasfeliiletet. Bizonyos koriilmények kozott, bizonyos feltételek mellett ez
lehetséges is. Ha példaul egy boltivet rugalmas anyaglnak tekintiink, a tamaszokat pedig végtelen
merevnek és mozdulatlannak, akkor egy statikailag hatdrozatlan szerkezetet kapunk, és az anyagi
viselkedés ismeretében ez a feladat megoldhat6. A valdésagban azonban a tadmaszok sosem
mozdulatlanok, fontos jellegzetessége a boltozatoknak, hogy a kialakuld6 nyomasvonal ill.
nyomasfeliilet geometridja igen érzékeny a tdmaszmozgéasokra, kicsiny siillyedések is jelentdsen
megvaltoztathatjak a belsd eréjatékot (43) (44).

A masik megkozelitési mod — mely az emlitett problémét megkeriili - a képlékeny analizis, mely
nem az aktudlis allapotot, hanem az Gsszeomlds hatarallapotat vizsgalja. Coulomb (45) volt az, aki
eldszor also és felsé korlatokkal vizsgélta falazott szerkezetek, boltozatok lehetséges tonkremeneteli
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modjait. Kooharian (1953) mutatta meg els6ként, hogy a képlékenységtan alapelvei miként
alkalmazhatdak falazott boltozatokra; Heyman pedig a fentebb emlitett mechanikai tulajdonsagok
egyszerlsitését bevezette, és a hatarallapot-vizsgalatot rendszerbe foglalta falazott szerkezetekre (44).

A képlékenységtan statikai és kinematikai tételét (ldsd Godzev (1938) and Drucker, Prager és
Greenberg (1952) munkait, valamint (46)-t) alkalmazhatjuk a torési hatarallapot vizsgéalatara. Tegyiik
fel, hogy a boltozatra ugynevezett aranyos teher hat, azaz a teher elrendezése, iranya valtozatlan, azt
csak az Gigynevezett m teherintenzitds paraméterrel jellemezhetjiik, azaz aranyosan novelhetjiik vagy
csOkkenthetjiik a terhet. A kovetkezokben a toréshez tartozd teherintenzitist jeldljiik m,-vel.
Nyilvanval6, hogy a toréshez tartozd és a ténylegesen hatd két intenzitds ardnya adja a torési
biztonsagot. A statikai tétel kimondja, hogy a teher tordintenzitdsa nagyobb, mint barmelyik statikailag
elérhet6 teherintenzitds (mg), vagy legfeljebb egyenlé vele : m, = mg. Statikailag elérhetd
teherintenzitasrol beszéliink, ha az adott teherre az egyensulyi egyenletek illetve a folyasi feltételek
kielégiilnek. A kinematikai tétel kimondja, hogy a teher tordintenzitasa kisebb, mint barmelyik
kinematikailag elégséges teherintenzitas (m;), vagy legfeljebb egyenlé vele : m; < my.
Kinematikailag elégséges teherintenzitasrol beszéliink, ha a teher elegendéen nagy ahhoz, hogy a
testet, illetve szerkezetet az adott mechanizmusban folyamatosan mozgasban tartsa. Az unicités tétele
azt mondja ki, hogy a legnagyobb statikailag elérhetd teherintenzitds megegyezik a legkisebb
kinematikailag elérhetd teherintenzitassal. A tételekbdl kovetkezik, hogy a térdintenzitas a legnagyobb
statikailag elérhetd teherintenzitassal, illetve a legkisebb kinematikailag elégséges teherintenzitassal
egyenl6 (33.dbra).

A

m

mk

ms
mt

a kinematikailag lehetséges
terhek valtozdsa

-
a statfikailag megengedett
terhek vé@ltozéasa

33.abra Az unicitas tétele

Falazott szerkezetre a statikai és kinematikai modszert a kovetkezoképp alkalmazhatjuk. A statikai
modszer (a szakirodalomban gyakran ,,lower bound theorem™) szerint, ha a jelenlegi teherre csupan
egyensulyi megfontoldsokkal — azaz a kinematikai és anyagegyenleteket mellézve — talalunk legaldbb
egy, statikailag elérhetd erOrendszert — értve itt statikailag elérhetdon, hogy a nyomadsvonal vagy
nyomasfeliilet a szerkezeten beliil marad -, akkor a szerkezet torési teherintenzitasa a jelenleginél
nagyobb, azaz a szerkezet biztonsagos. A kinematikai modszer szerint, ha a jelenlegi teherhez talalunk
legalabb egy olyan mechanizmust — csukldkat, csukldsorokat beiktatva kinematikailag hatdrozatlanna
téve a szerkezetet - , melynek kialakuldsa soran az elmozdulé szerkezet potencidlis energiaja csokken,
akkor a jelenlegi teherszint biztosan a torési teherintenzitds felett van, a szerkezet nem képes a terhet
viselni. Ha nem az adott teherszint biztonsagossagat, hanem a torési teherintenzitds mértékét akarjuk
meghatarozni, akkor a két moédszerben néhdny valasztott paraméterrel jellemezziik a terhelést, majd
statikai esetben maximumot, kinematikai esetben minimumot keresiink.
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Ezeket az elveket alkalmazza J. Heyman altal falazott szerkezetekre kidolgozott ,,Masonry Limit
Analyzis” nevili elmélet is. A moddszer hatranya, hogy a tonkremeneteli mechanizmust — hasonloan a
duktilis anyagok, példaul acél képlékeny viselkedésének vizsgalatakor - csak a csuklok, csukldsorok,
tehat az elemek kozti elfordulas kialakuldsaban keresi, nem veszi figyelembe az elemek kozti
elcstiszas, azaz a rideg toréshez hasonld tonkremeneteli mod lehetdségét. A hatarallapot-analizisen
alapul6 ujabb programokba mar ezt a lehetdséget is beépitettek.

A két legismertebb ilyen modszert alkalmazd program az ArchiM (47) és a ring2.0 (48). Az
ArchieM szoftver a statikai (az irodalomban gyakran ,,Jower bound theorem”) moédszert alkalmazza.
Barmely teheresetre megmutatja a lehetséges nyomdsvonalat, nyomasfeliiletet. Ha az teljesen a
szerkezeten beliil halad, akkor az adott teherre a szerkezet biztonsagos. Ezzel ellentétben a ring2.0
matematikai optimalizacids eljarassal dolgozik. Az adott teherelrendezés teherintenzitasat addig
noveli, mig meg nem talalja a torési allapotot. Igy ez a szoftver a biztonsidg mérészamanak
kimutataséra is alkalmas. A ring2.0 véges surlodast alkalmaz, igy a megcsuszast is modellezhetjiik
vele. A kereskedelmi szoftvereken kiviil szamos ,,hazilag” gyartott programmal is taldlkozhatunk.
Szép példa Hughes ¢és tars. altal Microsoft Excel feliileten létrehozott program, mely ivek torési
mechanizmusat keresi meg adott teherre (49).

Térbeli boltozatok, igy a kupoldk statikai modszer szerinti vizsgéalata a biztonsdg javara valo
kozelitéssel visszavezethetd boltivek vizsgalatara, ha megfeleld szeleteléssel egymassal szemben
Osszetamaszkodo szeleteket emeliink ki, majd azokat boltivként vizsgaljuk. Ha minden egyes ilyen
boltiv vizsgalata soran azt talaljuk, hogy a nyomdsvonal a keresztmetszeten beliil van, akkor a teljes
kupola is egyben biztonsdgos. Ez a modszer nagyot tévedhet a biztonsdg javara. Statikailag
sokszorosan hatarozatlan szerkezetr6l 1évén sz6, a szeletelés geometriai modja jelentdsen
befolyasolhatja az eredményt: eléfordulhat, hogy a valasztott szeletelési modszerre azt kapjuk, hogy
valamelyik szelet nem stabil, igy nem stabilnak vélhetjiik a boltozatot, amely pedig masfajta
szeleteléssel stabilnak bizonyulhat. A statikai tétel értelmében a boltozat biztonsagosnak
bizonyulasdhoz elegendd egyetlen olyan szeletelési mddot taladlnunk, amely esetén a nyomdsvonal a
szeleten beliil halad. Bouguer (1734) és Frézier (1737) (50) alkalmazta ezt a technikat eldszor. Huerta
(2004) megmutatta, hogy ez a technika ugyanigy alkalmazhat6 ovalis alaprajzi kupolékra is.(34.dbra)

(D

34.abra Szeleteléses technika gdmb- és ovalis kupolara (51) 35.dbra Nyomésvonal"é-fﬁn Enszforméciéj a(52)

A szeleteléses technikdval, mivel igy egyszerii, kiilonallo boltiveket vizsgalunk, a kupolakra is
kimutathatdé az a minimalis, kritikus falvastagsdg (lasd Couplet vizsgélatait), melyre Onsulyt
feltételezve a kupola még éppen stabil marad, azaz amikor éppen kialakul a csukldésoros mechanizmus.
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Ezt a legkdnnyebben az egyszerli geometria miatt gdombkupoléra lehet levezetni. Teljes félgdmbre ez
az érték a kozépsugar 4,2 % —a. Jeloljiik a meridian széget < —val, melynek kezd6 értéke 0 a kupola
tetopontjanal, illetve m/2 a kupola alsé pereménél. Ha nem teljes félgombrol, hanem csak
gémbsiivegrol beszEliink, akkor a minimalisan sziikséges falvastagsag értéke rohamosan csokken a
kezddé a meridian szog csokkenésével — azaz egyre kisebb gdombsiiveg részt metsziink le a teljes
gombkupolarol -, illetve egy elméleti hatarérték utan a vastagsag elméletileg - legaldbbis végtelen nagy
nyomoszilardsag esetén - nullara is vehetd. Ez a hatarszog 51.8°. A membranelmélet szerint ezen szog
felett nem alakul ki huzas a kupolaban (44). A minimalis vastagsdgnak persze hatart szab az, hogy
valojaban nem végtelen nagy a nyomoszilardsag, illetve a horpadasi ellendllast is biztositani kell.
Ovalis kupolak geometriajanak valtozatossdga miattez t nem  konnyli  altalanositani, a
vizsgalataimban mégis szeretnék majd valamilyen kovetkeztetést levonni ezzel kapcsolatban.

Rankine (1858) (52) megmutatta, hogy Onsuly esetén a falazott szerkezetek stabilitasa, illetve
biztonsdga nem valtozik meg affin transzforméciok soran. (35.@bra) A nyomadsvonal, illetve a
nyomasfeliilet tehat egylitt valtozik a transzformacioval. A biztonsagot definialhatjuk, mint az aktudlis
teherelrendezéshez tartozd minimalis vastagsag és az aktualis vastagsag aranyat. Ha példaul kétszer
vastagabb a kupolank a sziikségesnél, akkor a biztonsdg mérdszama kettd. Affin transzformacid
példaul, ha a gobmbot ellipszoidda torzitjuk, s ekkor, ha az eredeti gdbmb biztonsaga megfeleld volt,
akkor az ellipszoid kupolaé is az lesz, s6t az 6nsulyra vonatkozd geometriai biztonsagi mérészamuk is
megegyezik. Forditva gondolkozva, ha megengedhetjiik, hogy az ovalis kupolat a vele legjobban
illeszked6 ellipszoiddal helyettesitsiik, azaz a két feliilet alakjanak eltérése olyan minimalis, hogy az
épitési bizonytalansag elfedi azt, akkor a biztonsag megitélését visszavezethetjiik a gombkupola
vizsgalatara. Persze ez csak Onstlyra vonatkozik, de altaldnos koriilmények kozott leggyakrabban az
onsuly a mértékado teher.

A fenti vizsgalatok altalanossagban a kupoldk biztonsdganak megitélését szolgaljak. A kupolak
erdjatékaban rendkiviili fontos szerepet jatszik az alatamasztas, ami lehet a dob, vagy barmilyen mas
fal, pillér az épiileten beliil. Ezeknek a szerkezeteknek nem csak a lead6do fiiggdleges terhet, hanem a
vizszintes reakcidkat is biztonsaggal viselnitik kell.

A karosodasok leggyakoribb oka éppen ezen szerkezetek mozgasaibol, elégtelen teherviselésébdl
adodik. A peremek helyzete, a peremfeltételek rendkiviil nagy mértékben befolyasoljak a fentebb
emlitett nyomasfeliilet alakjat, timaszmozgéasra nagyon érzékeny a megoldas. Ha példaul a kifelé
mutatd vizszintes reakciok hatdsara az alatamaszto szerkezet kimozdul a helyérdl, a kupola csak tgy
tudja kovetni a meghosszabbodott peremet, ha benne a nyomasfeliilet megvaltozik, egyes helyeken a
boltozat megreped és ugymond ,kiterpeszkedik”. Ezekbdl kifolydlag fontos vizsgalni a
tamaszreakciok alakulasat, hogy az aldtdmasztd szerkezetet megfelelden lehessen méretezni, vagy
meglévo szerkezetnél biztonsagat kimutatni, illetve az alatamasztd szerkezet rugalmas mivoltat,
elmozdulo képességét is figyelembe kell venni.

A meglévo, sériilt falazott kupoldk feliilvizsgalatakor elsdédlegesen a repedéskép az, amit
elemeznilink kell, hiszen igen sokat eldrul az erdjatékkal, huzofesziiltségek, huizdsok helyével,
stillyedések kialakulasaval kapcsolatban. A repedések, illetve azok kialakuldsa, a felrepedés utani
erdjaték nem csak feliilvizsgdlatkor, de a teher novelésére valdo mechanikai vélasz eldrejelzésekor,
megerdsités elott, illetve hasonld kupolak épitése elott is hasznos informacio lehet. Gondoljunk csak
arra, hogy ha egy ilyen épiilet mellett foldalatti lireget fognak épiteni, az allagmegovas céljabol
mennyire fontos az ilyen eldrejelzés.

A kupoldkra igen jellemz6 a meridian irdnyu repedéskép, mely a gylriiiranyt huzéerdkbdl ered.
Mivel a falazott kupola huzoszilardsaggal kvazi nem rendelkezik, ez a repedés mindenképp kialakul
teljes gdbmbkupola és elliptikus kupola esetén is (36.dbra), ha ezt kiilon nem eldzzikk meg. Ez a
jelenség mar régen ismeretes volt.
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Original iron
circular ring
(1732)

Modern post-
tensioning ring—]
(1987) ;

36.dbra Santuario di Vicoforte repedésképe (53) 37. abra Szent Péter Bazilika erdsit6 rendszere (53)

Példaként emlithetjiik a Michelangelo altal tervezett, majd halala utan Della Porta altal befejezett
vatikanvarosi Szent Péter Bazilikat. Mar az épités sordn megjelentek meridian irdnyt repedések, ezért
Della Porta a kupola alapkorének kozelében 60-70 cm” atméréjii erésitd vaslanc-abroncsozast épittetett
be. A kupola repedései iddvel tovabb néttek, tobbszor is feliilvizsgalatra szorult. 1743 és 1748 kozott
Poleni ¢és Vanvitelli foglalkoztak a kupola allapotaval. Poleni a fentebb emlitett szeleteléses
modszerrel kimutatta, hogy bar a kupola repedezett, az nem befolydsolja a teherbirast, mert az
egymassal szemben allo, egymasnak tdmaszkodd szeletek kiilon-kiilon biztonsagosak, azaz a kupola
biztonsagos. Ezen feliilvizsgalatok soran a repedések ellen azonban tovabbi vaslancokat épitettek be,
igy azok atméréje dsszesen mar elérte a 207 cm’-t. Az utolsé megerdsitésre 1987-ben keriilt sor, mely
soran mar feszitdrudakat alkalmaztak, igy hatékonyabban kezelve a problémat (53). Erdekes
megemliteni, hogy a bazilika mellett 1évé, Bernini munkdjat dicsérd tér ovalis alaprajzzal
biiszkélkedik.

Az az elméleti kozelités, hogy az épitdéelemek nyomoszilardsaga végtelen nagy, nem lehet kifogas
arra, hogy ne vizsgaljuk meg a szilardsagi biztonsagot, féleg azért is, mert az id6 mulasaval féleg a
kovek, de a téglak allagromlésa, szilardsagcsokkenése is bekdvetkezik. Ezért fontos, hogy a biztonsag
kimutatdsa ne meriiljon ki nyomasfeliilet vizsgalatdval : a mértékado helyeken fontos legalabb
kozelitéleg ismerni az ott miikodod fesziiltségeket is.

A fentiek alapjan kupolak ellendrzése esetén tehat a kovetkezo vizsgalatokat kell elvégezni:

a nyomasfeliilet meghatdrozasa

lead6do tdmaszerdk nagysaganak és iranyanak meghatarozasa

rugalmas alatdmasztas erdjatékot befolyasold hatdsanak meghatarozasa
huzasok, huzofesziiltségek helyének és mértékének meghatarozasa
eldrejelzés esetén repedéskép megjosolasa

meglévo repedéskép esetén a mechanikai viselkedés visszakovetkeztetése
a szerkezetben 1évé mértékado fesziiltségek meghatarozasa

a biztonsag kimutatédsa

A kovetkezéekben a fenti pontok elméleti vizsgalati modszereihez szeretnék eszkozt adni az olvaso
szamara.
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3. A falazott ovalis kupolak vizsgalatanak modszerei

Statikai szempontbol a falazott ovéalkupola goérbe vonald, kettds gorbiilettel rendelkezd
feliiletszerkezetnek, héjszerkezetnek tekinthetd (54). A feliiletek vizsgalatdhoz elengedhetetlen a
geometriai alapok ismerete, ezért elészor a kupolak feliiletének differencidlgeometriajaval kapcsolatos
alapvet6 tudnivalokat fogjuk attekinteni.

Mar emlitettiik, hogy a falazat kordntsem homogén, s nem is folytonos, hanem kiil6nallé blokkok,
elemek egyiittdolgozd egyiittese. Egy ilyen komplex szerkezetet két alapveté modellezési
megkozelitéssel vizsgalhatunk. Az egyik a helyettesitd kontinuum alkalmazasa, a masik pedig az Gn.
diszkrét elemes eljaras. A két eljarast szokas makro- és mikroszintli analizisnek is nevezni. Az elsd
eljaras természetesen erds kozelités, de megfeleld homogenizacids technikéaval elérhetjiik, hogy az
eredeti szerkezet és a helyettesité kontinuum globalis mechanikai viselkedése a lehetd legkdzelebb
essék egymashoz. A diszkrét elemes modellezés joval részletesebb képet ad a viselkedésrol, ezért is
nevezzilk mikro-szintli analizisnek. A geometriai ismertetd utan err6l a két modellezési
megkozelitésmodrol lesz szd. A tovabbiakban részletesebben kiemelem majd a kettd kozotti
kiilonbséget, valamint a két modszer 6tvozésének lehetdségeit.

3.1. A falazott kupolak feliilletének differencialgeometriaja

A falazott ovalkupoldk a legtobb esetben altalanos héjalakkal rendelkeznek, nincsen példaul a
gombkupolandl olyan eldnydsen kihasznalhat6 alaprajzi forgasszimmetridjuk. A kdvetkezOkben éppen
ezért altalanos héjalakkal mutatjuk be a geometriai 0sszefiiggéseket.

A feliiletszerkezeteket egyetlen végtelen vékony feliilettel, azok kozépfeliiletével jellemezziik, igy a
feliilet pontjait két osztalyba soroljuk: azon pontok halmaza, melyek a kozépfeliileten, illetve azok,
amelyek nem a kozépfeliileten helyezkednek el.

A kozépfeliilet leirhatd olyan P pontok halmazaként, melyeket egyenként meghataroz egy
folytonosan differencialhatd r(u, v) vektor fiiggvény. Itt r(u,v) P pont helyzetvektora az u,v
paraméterek fliggvényében egy tetszdleges, elére rogzitett térbeli referencia koordinatarendszerben
(0 x1,x2,x3). A kovetkezdekben index jeloli valamely valtozd szerinti parcidlis derivaltat, azaz
legyen r; (u,v); i = u,vaz elsd, illetve a masodik paraméter szerinti derivalt. Ezek a derivaltak
geometriai értelemben a feliilet azon két érintdvektorat adjadk a P pontban, melyek kiilon-kiilon az
u = konst. és v = konst. paraméterekhez tartoznak. A két vektor tehat benne van a feliilet P ponthoz
tartozo érintdsikjaban. Ennek tudatdban a két derivalt vektorialis szorzata (TFH: r,xr, #*
0 barmely u, v értékparra) az r(u, v) helyvektorral jellemzett P pontban 1év6 normalvektort adja meg.
igy tehat az egységnyi normélvektor a P pontban :

n= % 3.1)

Ha a referencia koordinatarendszer derékszogli Descartes-féle koordinatarendszer, akkor az egyes
koordinatak, azaz az r(u, v) helyvektor elemei u,v paraméterek fiiggvényében : x; = x;(u, v) , ahol
i = 1,2,3. A feliilet fliggvényét ezen koordinatak szerint megadhatjuk explicit mddon :

X3 = X3(%1, X2) (.2
illetve implicit modon is :
F(xq, x5, %3) = x3(x1,%) —x3 =0 (3.3)

Az implicit alak elénye, hogy gradiensét képezve a feliileti normalis fiiggvényét kapjuk meg a
referencia koordinatak fliggvényében. Az egységnyi normalvektor tehat :
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grad(F)
=, 3.4
grad(F)] G4
OF (x1,%2,%3) OF(X1,X2,X3) OF(X1,X2,X3)
rad(F) = [ = —-1]. .
grad(F) o, ox, ' ox [x3,1 » X325 ] (3.5

Ebben a derékszogli koordinatarendszerben legyen a paraméterezés u = x; és v = x,, ekkor a
helyzetvektor r(x4, x5, x3(x1, x,)) alakba irhat6 at, melynek parcialis derivaltjai :

1"'1 = tl = [1,0, X3,1] ) (3.6)
1‘,2 = t2 = [0,1, x3'2] . (3.7)

A derivaltak értékeit a P pont koordinataiban értelmezve ezeket a vektorokat a P pontban a feliilet
koordinatatengelyekkel parhuzamos <érintdvektorainak nevezziik. Az 4altalanos paraméterezéshez
hasonldan a vektorialis szorzat, mely csak iranyitottsagaban tér el a grad (F) szerinti megoldastol :

i j k
riyxr, = t1 X tz =1 0 x3,1 = [_x3,1 ) X3‘2 , 1 ] . 3.8)
0 1 x3,

A feliilet normalisainak ismeretében az altalanos, nem kozépfeliileten 1évé pontok koordinatait
(helyzetvektorat), vagyis R(u, v) — t is meghatarozhatjuk :

R(u,v) =r(u,v) + 1 xn(u,v), (3.9

ahol —h/2 < A < h/2 , illetve h a héj vastagsaga.

Most definidljuk a feliilet sikmetszeteinek gorbiiletét. Vizsgaljunk egy tetszdleges P pontot a
feliileten. Ezen a ponton keresztiil metssziik el egy tetszdleges sikkal a feliiletet, ekkor a metszésvonal
mentén egy altalanos gorbét kapunk. A gorbe gorbiiletét ezen P pontban tobbféleképpen
definialhatjuk. Ha a gorbe egy kicsiny As hosszusdgu szakaszanak két végpontjahoz hiizott érintdk, ill.

a As szakasz két végpontjahoz hlizott normalisok altal bezart szoget 40 — val jeldljiik, a gorbiiletet a
k= limy0 (3.10)

kifejezés adja. A gorbiilet egy masik értelmezés szerint a gorbéhez a vizsgalt pontban simuld kor
sugaranak reciproka:

=1
k= - (3.11)

Altalanos definicié szerint a gorbiiletet a As ivhossz és az 6 egységkorre leképezett As’ képének
hanyadosa adja. Ha a gorbe paraméteres egyenlete ismert, akkor a gorbiiletre vonatkozé 6sszefliggés :

k=_T® )

[1+r 2]
Eddig altalanos sikmetszetekrdl beszéltiink. A legtobb esetben nekiink a feliilet normalmetszeteinek
gorbiiletére van szilikségiink. A normalmetszetet a P pontban felvehetd érintd- és normalvektorok altal
kifeszitett sik és a feliilet metszetvonala adja. Mesnier-tétele szerint egy normdlmetszet és az azt

kijelolo sik érintOvektoranak tengelye korili a szoglh elforgatasaval kapott masik sik metszete —
altalanos metszet - kozotti Osszefliggést a kovetkezd képlet adja :

(3.12)

k, = kn (3.13)

sin(a)’

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef
30



R T
R s N S

Epitémérndki Kar MUEBGYETEM 1782 Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék

ahol k, a normalmetszet, k, az altalanos metszet gorbiiletei, @ pedig az altalanos metszet és az
érintdsik altal bezart sz6g. Lathato, hogy a normalmetszet a legkisebb gorbiiletli metszet, az érintdsik
,metszete” pedig a végtelenhez tart.

Mivel ¢érintdvektor minden olyan vektor, mely az érintésikban fekszik, végtelen sok
normalmetszetiink lehet az adott P pontban. Euler-tétele szerint ezen metszetek gorbiiletei kozott
taldlunk egy minimumot és egy maximumot. Ezt a két gorbiiletet hivjuk fégorbiileteknek, iranyukat
pedig fogorbiileti irdanyoknak. Hasonléan a fesziiltségi vagy alakvaltozasi allapot leirdsdhoz, a
gorbiileteket is jellemezhetjiik Mohr-korokkel. A fesziiltségekhez hasonloan itt is tenzorba foglalhatjuk
a gorbiileteket, am sziikségiink lesz a nyirofesziiltséggel analég mennyiségre. Ez nem mas, mint a
feliilet elcsavarodasa. A tenzor elemei tehat :

k k
k= lk ¢ kf"l . (3.14)
né U]

Amelyik irdnyban a k¢, elemek eltlinnek, ott a f8atlo elemei lesznek a fogorbiiletek, a hozza tartozo
irany, illetve a rd4 merdleges irany pedig a fégorbiileti iranyok. Fontos mennyiségek még a gorbiileti
tenzor invariansai. Az egyik az atlaggorbiilet, mely a tenzor nyomanak atlaga, a masik a tenzor
determinansa, melyet szorzatgdrbiiletnek is neveziink. Ha a tenzor éppen a fOgorbiileti irdnyokat
jellemzi, a determinansa (azaz a szorzatgdrbiilet) éppen a két fogorbiilet szorzata.

crer

feliiletre szerkesztett idomot, melyhez hozzarendelhetiink egy gdombi képet, melyet a feliileti idom
peremén korbefuttatott normalisokkal parhuzamos gombsugarak rajzolnak ki az egységgomb feliiletén.
A gombi kép eldjeles teriiletét a feliileti idom térszogének nevezziik. Jele : A . Gauss vizsgélatai szerint
ha egy feliileti pont koré zsugoritott tetszéleges alakti idomra vonatkozoan elvégezziik a térszog és a

teriilet hdnyadosara a

K = limy_o (.15

hataratmenetet, eredményiil a feliileti idom alakjatol fiiggetlen, csak a pont helyétdl fiiggd értéket
kapunk, amely megegyezik a feliilet itteni szorzatgorbiiletével:

K = det(k) = ky * k, . (3.16)

A K mennyiséget hivjuk Gauss-féle szorzatgorbiiletnek, mellyel a feliiletek osztalyozasat is
elvégezhetjiik. A Gauss-gorbiilet a feliilet egy pontjat jellemzi. Parabolikus a pont, ha K =0,
hiperbolikus, ha K < 0 és elliptikus, ha K > 0. Ha egy feliilet minden pontja azonosan parabolikus,
hiperbolikus vagy elliptikus, akkor a teljes feliiletet is eszerint osztdlyozzuk. Az eddigieket
részletesebben a (55) (56) (57) miivekben talaljuk.

A tovébbiakban sziikségilink lesz a feliiletek elsé (58) és masodik (59) fundamentalis alakjara,
melyeket a fent leirtak ismeretében konnyen eldallithatunk. Az elsé fundamentdlis alak két

érintdvektor — legyen v és w - skaldris szorzatat jelenti, jele I . Legyen a parametrizalt feliilet r(u, v),
ekkor :

I(v,w) = (v,w) (3.17)
Itt v-¢ és w-t az 1, és r,, érintévektorok linearis kombinacidjaként vessziik fel:
I(a*r,+b*7,,cxry+dx1,) =ac(r,,r,) + (ad + bc)(r,,r,) + bd(r,,r,) =
Eac + F(ad + bc) + G(bAd),
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E g1 Y12
I(v,w =vT[ ]w v’ [ ] 3.18
( ) F 921 Y22 G.18)

911 912]

= . 3.19
9 921 Y22 G-19)
A fenti kifejezésben az els6 fundamentalis tenzor elemeit g;; = r; *r; , i = 1,2 szerint, a ket érintd

vektor skaléris szorzatai adjak.

A masodik fundamentalis alak jele II. Gauss foglakozott a témaval eldszor. A feliilet
paraméterezése megvalaszthatd gy, hogy barmely P pontban az explicit mdédon megadott feliilet
fliggvény fiiggvényértéke €s elsd parcidlis derivaltjainak értéke a P pontban eltiinjon. Ilyen mdédon a
Taylor-sorba fejtésnél kiesnek a konstans és lineéaris elemek, kvadratikus alakhoz jutunk, ahol a
magasabb rendii elemeket elhagyjuk. Felirasa a kovetkezOképpen torténik :

II = L *du® 4+ 2M * dudv + N * dv? . (3.20)
A masodik fundamentalis tenzor :
L My_[hi hlz]
h = [ ] [h21 hyol (3.21)

Itt 4 a masodik fundamentalis tenzor, melynek elemei az r(u, v) fliggvény — kvadratikus leirasmodrol
1évén sz6 — mésodik parcidlis derivaltjaival allnak 6sszefliggésben a kdvetkezd modon :

L=ry,*xn, M=r, ,*xn, N=1r,*n. (3.22)

Az elsd és masodik fundamentdlis alak, illetve azok tenzorainak, tenzorelemeinek ismeretében egy
sor geometriai problémat tudunk egyszeriien leirni. Ilyen példaul a feliileten fekvd gorbe elemi
hosszanak négyzete :

ds? = Edu?® + 2Fdudv + Gdv? . (3.23)

A feliileten ¢ paraméterrel jellemzett r(u(t), v(t)) gérbénél ¢ paraméter szerinti integralassal a teljes
gbrbe hossza meghatarozhat6 a (to, t;) szakaszon a kovetkezé mddon :

[ JE (%) +2F22 46 (dt) dt . (3.29)

A feliilet elemien kicsiny, alaprajzban du, dv szakaszok altal meghatarozott paralelogramma
teriiletérdl tudjuk, hogy nagysagat éppen a paralelogramma oldallapjait adé két vektor vektorialis
szorzatabol keletkezd vektor hossza fogja adni :

= |ry xr,| dudv = \[(r v )r,1,)— (r,7,)2dudv = VEG — F2dudv . (3.25)

Lathato, hogy az elsé fundamentalis alak tenzoranak determinansa taldlhat6é a gyokjel alatt, azaz a
tenzor determinansa megadja a vetiileti és feliileti teriiletek aranyanak négyzetét.

A fentebb targyalt Gauss-féle gorbiiletet is definidlhatjuk az elsé és masodik fundamentalis
tenzorok elemeinek segitségével :

__det(h) _ LN-M?

" det(g) EG-F2'

(3.26)

H¢jszerkezetek vizsgélatakor gyakran alkalmazunk feliileti koordinatarendszert. Feliileti
koordinatarendszernek nevezziik a feliiletre fektetett kétiranyi vonalsereg metszéspontjaiba allitott
feliileti normalisok irdnyaival térbelivé tett koordinatarendszert. Ezen koordinatarendszer elény0s
tulajdonsaga mas koordinatarendszerekhez képest, hogy igy automatikusan elkiiloniilnek a héj sikjaban
1év0, és a héjra merdleges iranyok. Ilyen mddon az ezekben miikddé fesziiltségek, alakvaltozasok is
majd konnyebben vizsgalhatoak a késobbiekben. Tovabbi elony, hogy a szerkezet alakvaltozasait a
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kozépfelillet pontjaival mozgd koordindtarendszerben irjuk le, igy az 0Osszefliggések
egyszerisodhetnek. Gondoljunk csak a Kirchoff-Love hipotézis azon feltételezésére, hogy a feliiletre
merdleges irdnyban a fajlagos alakvaltozasok hatasait figyelmen kiviil lehet hagyni. Ez azt jelenti,
hogy az azonos normalison 1év6 pontok a deformalt allapotban is ugyanolyan tavol lesznek egymastol,
mint kezdetben. Ez a tdvolsdg a feliileti koordinatarendszer harmadik, feliiletre merdleges
koordinatatengelyén mérhetd, azaz ezen koordinatak ilyen esetben allanddak. A feliileti koordinatak
hatranya viszont, hogy sokkal nehezebben paraméterezhetd veliik a feliilet.

Mivel kétszeresen gorbiilt feliiletekrol beszéliink, a késdbbi vizsgalatokhoz sziikségiink lesz a
feliilet kezdeti gorbiileti tenzorara. Ez a feliileti és egy referencia koordindtarendszer — rendszerint
derékszogl Descartes-féle globalis koordinatarendszer — k6zotti kapesolatként értelmezhetd.

Legyen a deformalatlan, feliileti koordinatarendszer x,y,z gorbe tengelyekkel jelolt ortogonalis
rendszer, a referencia koordinatarendszer pedig egy globalis derékszogli a,b,c egyenes tengelyekkel
jelolt rendszer. A deformélatlan rendszer egységvektorai rendre : j;,j,,jz. A referencia
koordinatarendszer egységvektorai pedig rendre : i, , i} , i, .

A feliilet paraméterezését ismertnek tekintjiik. Barmely pontban igy ismert a pont helyvektoranak
fliggvénye a valasztott paraméterek fliggvényében. Kordbban ezt a paraméterezést u,v fliggvényében
adtuk meg. Most itt ezen paraméterek a feliileti koordinatarendszer x,y tengelyei altal torténik. A
feliileti koordinatarendszer pontrdl pontra valtozik, igy egy pontban a koordinata egységvektora nem
mas, mint a feliilet két azon érintévektora, mely a feliileti x,y koordinatatengelyekkel parhuzamos.
Lathattuk, hogy ezt a két vektort a helyvektor u és v, esetiinkben x és y paraméterek szerinti parcidlis
derivaltak adjak. A helyvektor most (x, y) vektor fliggvény. A bazisvektorok kozdotti kapesolat igy :

. T ,
J1 X iy

J=Txigy = |J2| = Ty * |ip] . (3.25)
J3 (rxx ry)T e

Itt a T ortogonalis transzformacios tenzor sorait a helyvektor x és y szerinti derivaltjainak, illetve ezen
vektorok vektoridlis szorzatanak transzponaltjabol allitjuk dssze.

A K kezdeti gorbiileti tenzor a feliileti koordinatarendszer egységvektorai ¢és azok valtozasa,
derivaltjai kozott teremt kapcsolatot, definici6 szerint :

aj ,
L= KY+j, (3.26)
9 _ go i
% = K9 xj. (3.27)
A kovetkezoket felhasznalva :
OUmi _Om; _ o Um; _ _Pn;  Vmi _ _On;
a kezdeti gorbiileti tenzorok :
Jix *J1 Jix *J2  Jix*J3 0 kg —k?
K? =\|j2x*J1 Jax*J2 Jox*Js|=|—-k? 0 —k&|, (3.29)
Jsx ¥J1 Jax*J2 Jax*J3 kS Kk, 0
Jiy *J1 Jiy *J2 Jiy *J3 0 k§ -k,
K= \j2y *J1 J2y*J2 Joy*Js|=|-kY 0 —k9], (3.30)
Jsy *J1 Jsy*J2 Jsy*J3 k2, k2 0
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ahol kY , k2, k2, az x tengelyre, k9, k3 , k2, hasonloan az y tengelyre vonatkozé hajlitési, spirdlis és
csavarasi gorbiiletek. Abban az esetben, ha k) = k2 = k2, = k2, = 0, akkor x és y tengelyek éppen
fogorbiileti tengelyek, kY és kY pedig fégorbiiletek. Erdemes megjegyezni, hogy héjaknal és
lemezeknél Oj /0z mindig zérus, hisz az egyenes vonalu z tengely merdleges a feliiletre. A kezdeti
gorbiiletek szamitasara a részleteket 1asd (60)-ban.

A fentiekben ismertettiik azokat az alapvetd Osszefiiggéseket, fogalmakat, valtozokat, melyek a
késobbiekben segitségiinkre lehetnek. A tovabbiakban a héjszerkezetek mechanikai targyalasat
végezziik el.

3.2. Kontinuummechanikai vizsgalatok

A kontinuummechanika legfontosabb alapfeltevése az, hogy a vizsgalt testet — lehet szilard anyag,
de folyadék is — kontinuum-szamossagu pontok halmazanak tekintjiik. Ezen ponthalmazhoz térben és
idében folytonos fiiggvényeket rendelhetiink, melyekkel a vizsgalt test minden mechanikai jellemzdje
— tomeg, fesziiltségallapot stb. - leirhaté. Geometriai vagy szildrdsagi diszkontinuitast — repedést,
lyukat, zarvanyt stb. — csak véges szamban engediink meg a test belsejében vagy annak peremén, igy
még a kontinuummechanika szokasos eljarasaval kezelheté marad a probléma.

A kontinuummechanika id6beli folyamatokat vizsgal. Az elméletben a hangstly azon van, hogy az
iddben lejatszodo folyamatok soran a ponthalmaz elemeinek relativ helyzete 4llanddan valtozik, — pl.
egy szilard test deformélddik — de a ponthalmaz folyamatos, szakadas nélkiili, s teljesen kitolti az
altala elfoglalt teret (61) (62).

Ennek tudataban mar tudjuk, hogy milyen korlatai vannak az elméletnek. Nem modellezhetiink vele
olyan problémakat, ahol szakadas, progressziv torés kovetkezik be, de vizsgalhatjuk annak
kialakulasdnak el6zményeit, példaul az erdjatékot, a kialakuld deformécidkat. Az elmélet kivaloan
alkalmas rugalmas testek fesziiltségi ¢és deformdciés vizsgalatdra. Kontinuummechanikai
vizsgalatokkal megjosolhatjuk a falazott kupola globalis viselkedését, igy példaul a mértékadod
tamaszeroket és mértékadd fesziiltségeket, illetve azok helyét. A mértékadd huzofesziiltségek
helyeinek tudatdban a repedések kialakulasdnak helyei is vizsgalhatdéak, am pont a folytonossagi
feltétel miatt a tovabbi, repedés utani fesziiltségatrendez6dés és alakvaltozasok kdvethetetlenek.

A kovetkezdekben néhany elméleti modellt szeretnék bemutatni kontinuummechanikai vizsgalatok
elvégzésére.

3.2.1. Membranelmélet

A membranelmélet szerint a héj térbeli alakja altal tisztan a héj kozépfeliiletén miik6do tarcsaszeri
igénybevételekkel, nyomatékmentesen viseli a terheket. Esetlinkben a héj alakja egészen altalanos is
lehet — pl. nem forgdsszimmetrikus — ezért az altalanos membranelmélettel vizsgalhatdo a probléma,
melynek kidolgozasa A. Pucher nevéhez flizédik (1934) (57).

Az emlitett tarcsaszeri igénybevételek a feliileti metszeterok, melyek sorra a két koordinatatengely
menti normadl, illetve a cstsztato metszeteré : Ny, N, , Ny, . Vezessiik be a vetiileti metszeteroket:
Ny, Ny, Ny, melyek a feliileti metszeter6k alaprajzi vetiletén fajlagositott metszeterdi. Legyen a
feliilet fliggvénye z = z(x,y) , ekkor a két erérendszer kozotti kapcsolat :

1+23
Ny = Ny /1+z§ ) (3.31)
n, =N, |2 3.32
y = W1z’ (3.32)

= Nyy . (3.33)

Nyy
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A feliiletre hat6 er6k egyensulyat harom vetiileti egyenlettel irhatjuk le, melybdl a két vizszintes
vetliletre vonatkozo egyenlet a tarcsaknal mar ismert alakra hozhatd, egyszertien csak a feliileti
vizszintes erdket kell fajlagositani alaprajzi vetiiletre :

661:5 5nxy+ m— 0, (3.34)
"’”yx + —y +p,VEG—FZ=0, (3.35)

A fiiggbleges vetiileti egyensﬁlynél mar ﬁgyelembe kell venni a feliilet alakjat is, hiszen éppen ezért
képes a szerkezet membran teherviselésre. A fiiggdleges vetiileti egyensuly :

ZyxTy + 2Zyy Ny + ZyyNy, = {—Dy + DxZy + Dyzy } VEG — F2. (3.36)

Ezutan Pucher egy remek otlettel egyszerisitette a differencidlegyenletet. Bevezetett egy @
fesziiltségfiiggvényt a kdvetkezé modon :

— [ px VEG — F? dx, (3.37)

0%
y:m—fpymdy, (3.38)
e 3.39
nxy - axay . ( . )

A vizszintes vetiileti egyenletbe behelyettesitve a tagokat az egyenlet azonnal teljesiil, a fliggdleges
vetiileti egyenletnél pedig a metszeterdk kifejezésében 1€vo terhet tartalmazé tagokat atrendezhetjiik az
egyenlet jobb oldalara :

0%z 02D 0%z 9?0 0%z0°%0

ax2 dy? 2 axay dxdy * dy? ax2
(b, + D2+ 0, Y VEG—F7 + 22 [ p VEG = F2 dx+ 22 [, VEG —F? dy . c.0)

Ez az éaltalanos terhelésii membranhéjak Pucher-féle differenciélegyenlete. Pucher tiszteletére a
fesziiltségfiiggvényt Pucher-féle fesziiltségfiiggvénynek is nevezik. Ha a feliiletre csak fiiggbleges erd
hat, akkor az egyenlet a kdvetkezOképp egyszeriisodik, bevezetve a Karman-féle héjoperatort :

02x% 02%x% 02%x 92xx 02% 02%x%
Prx) = ax? dy? - 0x0y 0xdy W ax2’ (3-41)
P(z,®) = —p,VEG — F?. (3.44)

7 Erdekes lehet itt megemliteni a Prandtl-féle csavarasi feladatnal ismeretes membran analogiat (93). Egy sik membran
felilletére merdleges teher viselésére csak alakjanak megvaltozasa utdn képes. Ekkor a w lehajlasfiiggvény adja az 1j,
kétszer gorbiilt alakot. Ha konstans hiizéerot miikodtetiink a membran peremén, akkor homogén fesziiltségallapotba keriil,
azaz Ny =N, = N ésn,, = 0. Ekkor, ha a z = w helyettesitéssel €link, a Pucher-féle differencidlegyenlet a kovetkezd
alaku lesz fiiggdleges teher esetén :

L - (3.42)

mely a csavaras ismeretes differencialegyenletével analog :

320,
Py + m = 2Gk. (3.43)

Az analogia segitségével Osszetett keresztmetszetek csavarasi fesziiltségallapota vizsgalhaté példaul szappanbuborékok
segitségével. Részletekért lasd (94)-t vagy (95)-t.
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Ebben az esetben egy masik feltétel is megfogalmazhat6. Barmely zart gérbe mentén, azaz példaul
barmely vizszintes metszet mentén a fiiggdleges peremerdk vonalmenti integralja meg kell egyezzen a
fiiggdleges kiilsé teher vonal altal korbezart teriileti integraljaval :

0%d 0 9% 9 _
Sﬁl“ (Wﬁ anata_i) + fA p,dA=0. (349

A Pucher-féle differencidlegyenlet egyensulyi egyenlet, hisz csak az erdk vetiileti egyensulyat irja
le, az alakvaltozasok kompatibilitdsit nem hasznaljuk fel. Ha a megtamasztasokbol addodod
peremfeltételek olyanok, hogy a differencidlegyenletnek matematikailag hatarozott megoldasa van,
akkor maga a héj is statikailag hatarozott eréjatéku.

A héj membran teherviseléséhez elengedhetetlen a megfeleld megtamasztas kialakitisa. Ha a
megtamasztasokkal nem tudjuk elérni, hogy a hajlitasi igénybevételek elhanyagolhatdak legyenek, a
membranelmélet feltevései nem lesznek valosak. A megtamasztast gy kell kialakitani, hogy az
pontosan a peremen leadddo erd hatdsvonaldba essen, valamint a perem alakvaltozasait ne akadalyozza
meg. Teljes ovalkupola esetén a feliilet meredeksége a peremnél éppen fiiggdleges, igy elegendd, ha a
kupolat vizszintes, sik feliiletre fektetjiik ra. Az alakvaltozasokat eméletileg példaul gorgds
csuklosorral engedhetjiik meg gylirli €s sugar irdnyban egyardnt. A valdsdgban a peremen akkora
nyomoerdk mitkodnek, hogy a feltamaszkodasi feliileten 1évo surlddas ezt a mozgast éppen gatolja, igy
bizonyos, hogy a perem kornyékén hajlitasi elmélettel vizsgalhato csak az erdjaték. Gondoljunk csak
bele, hogy membranelmélet szerint a vastagsdg mentén konstans a fesziiltségallapot egy-egy
keresztmetszetben, igy az eredd erdk éppen a kozépfeliilleten vannak. Ha ez igy lenne, a falazott
boltozatok erdjatékanal ismertetett csuklosoros mechanizmus sosem alakulna ki, hisz a nyomasfeliilet
sosem érné el a héj kiilsd vagy belsd feliiletét. A membranteherviselés teljesen tehat csak akkor
alakulhat ki, ha adott terhelésre, példaul onsulyra a boltozat alakja éppen a nyomasfeliiletet koveti.
Példanak okaért gyakran épitettek ilyen alaku dongaboltozatokat.

A megtamasztasok tehat valosagos koriilmények kozott sosem engedik meg a tokéletes membran
teherviselést, de mivel az erdjaték csak a perem kis kdrnyezetében modosul, a mértékadd metszeterdk,
tamaszerék helye, nagysagrendje azért még szamithaté. A peremnél fellépd surlodas, a gatolt
alakvaltozasokat csak hajlitasi elmélettel vizsgalhatjuk, igy lehetséges az, hogy a nyomasfeliilet nem a
kozépfeliileten halad, illetve ebbdl kifolydlag a tdmaszerd ferdén is leadddhat, igy vizszintes reakciot is
keltve az alatdmaszté szerkezeten. A tovabbiakban a hajlitdsi elmélet alapvetd Osszefiiggéseit is
szeretném bemutatni.

3.2.2. Vékony héjak hajlitasi elmélete

A vékony héjak hajlitasi elmélete abban kiilonbozik a membranelmélettél, hogy ebben az esetben
mar lemezszerli igénybevételekkel, hajlito- €s csavardnyomatékokkal, illetve a feliiletre merdleges
nyirassal is szamolunk.

Vékony héjon olyan héjat értiink, amelynek vastagsaga valamely globélis méretéhez, altaldban a héj
legkisebb gorbiileti sugarahoz mérten elhanyagolhat6. Ez akkor tehetd meg, ha a vastagsag ezen sugar
koriilbeliil huszaddnal kisebb. Ebben az esetben feltehetjiik, hogy a nyirasi alakvaltozasok
elhanyagolhatoak a nyomatékok okozta alakvaltozasokhoz képest. Fajlagos nyirderd itt is keletkezik,
de azt a nyomatékbol szarmaztatjuk, nem fiiggetlen mennyiség. Ezt az elméletet gyakran Kirchoff-
Love-féle héjelméletnek is nevezik.

A feliiletek differencidlgeometridjanak bemutatasanal ismertettiik a kezdeti gorbiileti tenzor elemeit.
Vizsgaljunk most egy allando / vastagsagu héjat melynek egy tetszdleges pontjanak eltolodasvektora :

U = uyj; + Uy, +uzjz = (u+260,)j; + (v —2z6,)j, + wjs. (3.46)
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A képletben u, v és w a deformadlatlan koordinatarendszer harom koordinatatengelye mentén 1étrejovo
eltolédasok értéke, 6,6, pedig a deformalddott allapothoz tartozd két elfordulds. A kezdeti
gorbiiletek miatt ezek az elfordulasok most nem szarmaznak kozvetleniil a kozépfeliiletre merdleges,
azaz a w eltolodas fliggvény derivaltjabol. Kis elmozduldsokat feltételezve az elfordulasok a
kovetkezbek :

0, =w, —ukd, —vkj, (3.47)

0, = —w, + uk{ + vk, . (3.48)

Az alakvaltozasok az eltolodasok és elfordulasok ismeretében, azok derivaltjaibol képezve :

du

e11 = 5 J1 = Uy — kQv + k{w + 2(0,, + k26,), (3.49)
£20 =5 Jo = vy + ku + kw + 2(=01 + k§6,), (3.50)

ou . u .
512 = ﬁ ]2 + % ]1 = u,y + v,x - kgv + k(s)u + kgW + Z(HZ,y - Hl,x + kggl + kE'(,)HZ)I (3.51)

&3 =0, &3 = Z(kglel - kf@z) y €23 = Z(kg‘91 - kgzez) . (3.52)

A fentiekben feltételeztiik a kO, = k2, = k2/2 egyenldséget, ami a linedris héjelmélet sima és
deformalatlan feliileteire igaz. A keresztiranyi nyirdsi deformaciokat a vékony héjak elméletében
elhanyagoljuk, ezért ez esetben &,3 = €,3 = 0. Az anyagmodell egyenlete az alakvaltozasokbol :

011 U, — kv + kdw 0, + k26,
[022 =D vy, + ku + k3w +z —0,, + k90, . (353
012 Uy + v, — kv +kdu + kdw O,y — 61, + k36, + k20,

Az igénybevételek az anyagmodellbdl :

v Uy — kv + kYw
1 0 0
N, vy + kau + kyw
Ng| « |uy+ve—kv+kdu+kdw
=D 0 ) (3.54)
Ml ezlx + k5 91
%2 —6,, + k26,
e 0,y — 01, + k30, + k20,
h h

[N N; Ne] =f_52[011 022 012]ldz , [My M, Mg] =ffﬁz[011 022 012]dz.  (3.55)
2

2

A héj mozgéasegyenleteit megkapjuk a Hamilton-elvet hasznédlva. Az elv kimondja, hogy ha az

.....

kiilonbségét, minden esetben zérust kell, hogy kapjunk :

[; (8K — 811, + 8T, )dt = 0. (3.56)
A kinetikus energia variacioja az elmozdulas derivaltja és variacidja alapjan :
6K = — [[ pii SudzdA, (3.57)
a belso potencialis energia varidcidja az alakvaltozasok variacidja alapjan :
8T, = [[(0116&11 + 05285, + 01,6€,,)dz dA (3.58)
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A levezetést melldzve a mozgéasegyenletek :

Nyx + Ngy — k§Ny — kNg + k9Qq + k2,Q, = Ipii + 1,0, , (3.59)
Nox + Nyy — k§Ng + kIN; + kQ,Q1 + k9Q, = Iy% — 1,6, , (3.60)
Qux + Qzy — kYN, — k3N, + kgNg = LW, (3.61)

—M,,, — Mg, — k§Mg — kM + Q, = L6, — I, (3.62)
My + Mgy, — kM, — kMg — Q1 = 1,0, + Ll . (3.63)

Mint emlitettilk a keresztirinyt nyiroer6k nem fiiggetlenek, a negyedik és 6todik egyenletbol
fejezhetdek ki :
Ql = _1202 - Ilu + M]_,x + M6,y - k2M2 - kgM6 . (3.64)

Qy = 1,6, — LV + My, + Mg, + k§Mg + kM, . (3.65)

A mechanikai alapegyenletek ismeretében a hasznalhatosagot kell megvizsgalnunk. A
membranelméletnél lattuk, hogy nagyon specialis koriilmények kozott és akkor is csak globalis
viselkedés, erdjaték meghatarozasara alkalmas. A vékony héjak elmélete ennél tovabb 1ép, s a hajlitasi
hatasokat, illetve a keresztiranyl nyirast is vizsgalja, igy egy komplexebb erdjaték, s a valodi
nyomasfeliilet kozelitd meghatarozasdra alkalmas. A héj vastagsagdbol arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy a nyirasi alakvaltozasok elhanyagolhatéak. Pontosabb vizsgalatra a mérsékelten vastag
héjak hajlitasi elméletét alkalmazhatjuk.

3.2.3. Mérsékelten vastag héjak hajlitasi elmélete

Ez az elmélet a vékony héjak hajlitasi elméletétdl abban tér el, hogy a nyirasi deformaci6 hatasat is
figyelembe veszi. Vizsgaljuk ismét a héj egy tetszdleges pontjanak eltolédasvektorat :

U= w1+ Uyfp +Usjzs = W+ 20, + gys)js + (v — 26, + gyadj. + wis (3.66)
ez esetben y, ésys a héjban nyirds hatasara bekovetkezd elforduldsok, g pedig a nyirdsi torzulas
fiiggvénye. A g nyirasi torzulasi fliggvény a vastagsag mentén irja le a nyirasi deformacid valtozasat.
Gyakori eset, hogy ezt a fliggvényt linearisnak vessziik fel, ekkor linedris nyirasi torzuldsrél és az
ugynevezett Reissner-Mindlin-féle héjmodellrél beszEéliink. Az alakvaltozasok a kovetkezdek :

u .

e11 = 5 j1 = Uy — kU + kYW + 2(020 + k301) + g(vsx + k2Va) , (3.67)
ou .

9y = ﬁ Jo =Vy +k§u+kdw + 2(—0y, + k30,)+ g(vay + k3vs) (3.68)

&2 =Uy + Uy — k§V + kdu + kdw + 2(0,, — 0, + k360, + k26,)

+9(Vax + ¥y +k3vs — ki), (3.69
£33 =0, &3 =0g,¥s — gUkys + k§1va) , €23 = gz¥a — 9(k&ays + K3va) . (3.70)
A fesziiltségek és alakvaltozasok kapcsolata :
0-11 yS,x - kgy4
[GZZ = Dpg;i| [Al +z[B] + g Yay + kQVs , (3.71)
012

Yax +Vsy + koys — kv,
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O13] _ vs] _ |kvs + ke1va
0.23] - Dnylr {gz V4] g lkgzys + kgy4 ’ (3.72)

ahol 4 és B a vékony héjaknal bemutatott anyagegyenletben szerepld elsé két vektor. Az
igénybevételek szempontjabol az N;,N,, Ng, M, M,,Mga vékony héjnal ismertetett modon
szamolhat6, tovabbi igénybevételek pedig :

my Vsx — K3V
[mz = Dhajl Vay t kg)/s 5 (3.73)
Me Yax +Vsy + koys — kQvs

q1 Vs

a> =~ Va
sy | T Py [kDys + k@iya | (-74)

52 k&>vs + k34
h 1
[my m, mg] = f_zgg [011 022 012]dz , [q1 q.] = f_zggz [013 033]ldz, (3.75)
2 2
h
[s1 s2]= f_zgg [013 023]dz . (3.76)
2
Ismét a Hamilton-elvet alkalmazva, a levezetéseket mellézve a mozgasegyenletek :

Ny + Ngy — kN; — keNg + k9Q; + k&, Qz = loii + 1,6, , (3.77)
Ngx + Ny — kQNe + kIN; + k1 Q1 + k3Q, = Iy — L6, , (3.78)
Q1+ 02y — k?Ny — k9N, + kdNg = Iow, (3.79)
M,y — Mg — kMg — kIMy + Q; = 1,6, — L, (3.80)
Ml,x + M6,y - kz(l,)MZ - k(S)MG - Q1 = Izéz + Ilii 5 (3.81)
m6'x + mz'y + kgml + k2m6 —q> + kglsl + k(Z)SZ = 15V4 + 13".]. - I4é1 N (3.81)
mljx + m6,y - kgmz - kgm6 —q1 + k:(L)Sl + kgzsz = 15]./'5 + Igu - I4é2 . (3.83)

Lathato, hogy az elsé harom vetiileti, illetve a harmadik és negyedik nyomatéki egyenlet valtozatlan a
vékony héjak elméletéhez képest. Két Gjabb egyenletiink van azonban, igy Osszesen hét egyenletbdl
kett6 — a negyedik és 0todik — szolgal a Q; és Q, nyirderdk, a maradék Ot pedig sorra az u,v,w
elmozdulasok, valamint y, és ys elfordulasok meghatarozasara. Q, és Q, jelen esetben az egységnyi
hosszra esé keresztirdnyu nyirderd intenzitast jelenti :

h

[Q1 Q] = f_zg [013 033]ldz, (3.84)
2
azaz geometriai atlagként kell kezelni, mig q, és g, energiaértelmii atlagot jelent. Ha Reissner-
Mindlin-féle linearis nyirasi torzulasrél beszéliink, akkor a két érték megegyezik.

Ebben a modellben mar figyelembe vettiik a nyirasi deformécio hatasat, legyen a torzulasi fiiggvény
akdr linearis vagy akar teljesen altalanos alaku, de mégis ezek a modellek feltételezik, hogy a héj
feltiletére merdleges iranyban nem kovetkeznek be alakvaltozasok, a fesziiltségallapot is csak sikbeli.
Ha térbeli fesziiltségallapotot szeretnénk vizsgalni, akkor a vastag héjak elméletét kell alkalmaznunk.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef
39



R T
NN nn luuuuuumllilmli|wul:::u:::;

Epitémérndki Kar MUEGYETEM 1782 Tartdészerkezetek Mechanikaja Tanszék

3.2.4. Vastag héjak elmélete

Ez az elmélet, mint azt elébb mar emlitettiik, figyelembe veszi a héj kozépfeliiletére merdleges
normalfesziiltségeket is. Ez azért lehet fontos, mert falazott szerkezeteknél, kOanyagoknal, égetett
agyag téglanal a térbeli fesziiltségallapot sordn fellépd f6 huzofesziiltségek teszik tonkre az anyagot,
nem pedig a nagy nyomofesziiltség. A térbeli fesziiltségallapot lehetdséget nyajt  kiilonbozd
fesziiltségesucsok, illetve keresztiranyu fesziiltségek vizsgélatara is.

A vizsgélatokat mindenképp valamilyen kozelitd eljarassal tudjuk elvégezni. A modellezést a
végeselemes technika bemutatisakor targyaljuk, de eldszoként annyit elmondhatunk, hogy 3D-s test
modellel, vagy abbdl szarmaztatott vastag h¢j modellel vizsgalodhatunk.

Az eddigieckben azon mechanikai modellekrél irtam, melyekkel falazott kupoldk
kontinuummechanikai vizsgalata elvégezhetd. A hajlitott héjak itt bemutatott Osszefiiggéseit
részletesebben az -ban taldlhatja meg az olvaso. Ezen modellek matematikai megoldasi modszerei igen
sokfélék lehetnek. A kovetkezOkben a mechanikdaban leggyakrabban alkalmazott két kozelitd
megoldasi modszert, a véges differenciak és a véges elemek modszerét mutatom be.

3.2.5. Véges differenciak modszere

A véges differenciak modszere diszkrét pontokban allitja elé a megoldast. Ezen diszkrét pontokat a
tartomanyon beliil szabalyos vagy szabdlytalan racsrendszerre illesztve kapjuk meg. A megoldas a
differencidlegyenletet kozvetleniil oldja meg, mégpedig tigy, hogy az egyenletben szerepld parcidlis
derivaltakat véges differencidkkal kozelitjiik (63) (64).

Az egyszerliség kedvéért tekintsik egy egyvaltozés fliggvény Taylor-sorat, melyet x +
Ax illetve x — Ax pontokban vizsgélunk :

FO+ 80 = £ + 22 (a) + 1D (axyz 44 LELO (pyyn (3.85)
_ _ df(x) 1d2f(x) 2 _ =Dt n 4
£ = 8%) = £() = 2L (ax) + 2LL0 (pyyp | CONLIE) (pyn .86

A véges differenciakat 11yen sorozatokbdl szarmaztathatjuk. Ha példaul elhanyagoljuk a masodfoku,
illetve magasabb rendii tagokat és a két egyenletet kivonjuk egymasbdl, akkor a kovetkezot kapjuk :
flx+Ax)— f(x—Ax)
2(Ax)

_df(x) 2
= + 0(Ax*?) , (3.87)

ahol az 0(Ax?) a hibat jeldli, mely jelen esetben a felvett racspont tavolsag négyzetével aranyos.
Ha az elsd derivalt értékeit mar ismertnek tekintjiik, mar csak harmad, illetve anndl magasabb rendi
tagok elhagyasaval a masodik derivaltra vonatkozo6 kozelitést kapjuk meg :

_ _ 2
flx+Ax)—2f(x)+f(x Ax) d f(x) n O(sz)

Ax?2

(3.88)

Lehetdségiink van tobb pontra is kiterjeszteni a Vizsgalt pont Taylor-sorat, ekkor annyi egyenletiink
lesz, ahdny pontra kiterjesztettik azt. A megfeleld tagok elhanyagolasaval az egyenletrendszert
megoldva szintén a derivaltak kozelitéséhez jutunk. Példaul 6t pont bevonasaval az elsé és masodik
derivalt :

f(x—2Ax)—-8 f(x—Ax)+8 f(x+Ax)—f(x+2Ax) _ df(x) 4
T20x) = 0(Ax*), (3.89)
T Ay _ _ 2
f(x—2Ax)+16 f(x—Ax)—-30f(x)—16 f(x+Ax) f(x+2Ax) d f(x) n O(Ax‘*) (3.90)

12(Ax2)
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Lathato, hogy tobb és tobb pont bevonasaval egyre magasabb fokon fligg a
hiba a 1épéskoztdl, azaz egynél kisebb szdm esetén a hiba egyre jobban
csokken.

Tobbvaltozds esetben a derivaltak szamitdsa hasonloan torténik, annyi
a kiilonbség, hogy itt tobb 1épcsében szamitjuk azt. Példaul szabalyos
racsot feltételezve (38.dbra) vegyes derivalt esetén el6szor az egyik
racsiranyban kiszamitjuk az 0sszes sziikséges értéket azon racspontokban,
melyek a masik irdnyhoz sziikségesek lesznek, majd ezek kiinduld
adatként a masik racsirdny egyenletébe irva szdmithat6 a teljes derivalt. 38.dbra

Szabalyos racsok esetén gyakori az ugynevezett csillag operatorok alkalmazasa. A csillagoperator
egy olyan szimbolum, melynek a kdzEépsd elemét a vizsgalt pontra allitva megmutatja, hogy a keresett
derivalt — parcialis, vegyes, elsé vagy magasabb rendlii — kozeitésében a kornyezé pontokban 1évo
értékeket milyen sullyal vegyiik figyelembe. A fentiekben mar bemutatott elsé derivalt

csillagoperatora két vizsgalt pont esetén ﬁ (=101), hiszen ekkor a vizsgalt pont 0, az elétte 16v6 -

1, a kdvetd pontban 1évo érték 1 stllyal szerepel az egyenldségben. Néhany fontosabb csillag operator
Ax = Ay = A szabdlyos racson (64) :

b} 1 R 1 a3 1
~=51 0 1, =501 -2 1], ;5=55[-1 2 0 -2 1],
52 L 1 0 -1 1 53 L -1 0 1
axay:E 0O 0 O =% 1 —4 1 ’—axayzzﬁ 2 0 -2/,
-1 0 1 1 -1 0 1
oA . -1 0 1
a=m —1 4- 0 —4- 1 s
-1 0 1
1
L 2 -8 2 |
AA=11 -8 20 -8 1]. (3.91)

l2_182J

Eléfordulhat olyan eset is, példaul éppen az ovalis alaprajza falazott kupoldk esetében, hogy a
vizsgalt tartoméanyt nem tudjuk szabalyos racsra felosztani, szabalytalan racson kell dolgozzunk, mely
altalanos poligonokbol allhat. Ilyen esetben egy n oldali poligonon beliil szamithatd x és y iranyu
parcialis derivaltak értékei (65) :

af 1

or = 7 2m=1fmBYm » (3.92)
of 1
2y = m=1fmA%Xm . (393

A fentiekben a szummazas a hatarold oldallapokra vonatkozik, ahol f,,, az oldallapoz tartozo két
csomopontban szamitott fiiggvényérték atlaga, Ay, és Ax,, a csomopontok x és y koordinatainak
kiilonbsége, A pedig a poligon teriiletét jeloli. Az elsé derivaltak ismeretében a mar bemutatott médon
szarmaztathatdak a magasabb rendii derivaltak is.

Mivel a differencidlegyenletnek a tartomany minden pontjaban teljesiilnie kell, ezért mindegyik
diszkrét pontban felirhatjuk a differencidlegyenlet véges differencidkkal vald kozelitését. A
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szerkezetépitésben eléforduld problémakat leird differencidlegyenletek a legtobb esetben a keresett
fliggvények linearis alakjat tartalmazzak, (gondoljuk pl. a Pucher-féle differencialegyenletre, ahol a
fesziiltségfiiggvény minden esetben elsd rendben szerepel). Ha a keresett fliggvényértékeket egy X
vektorba soroljuk, az egyes egyenletekben szerepld fliggvényértékek egylitthatéit pedig egy 4
egylitthatomatrixba rendezziik, ahol minden sor egy racspontban felirt egyenletnek felel meg, akkor
egy A * X = b linearis egyenletrendszerhez jutunk. Ennek biztosan van egyértelmli megoldésa, hisz n
db racspontban keressiik a fiiggvényértékeket, s mindegyikre egy egyenletet tudunk felirni. Az 4
egylitthatomatrix altalaban savos szerkezetil, hisz az egyes racspontokban felirt egyenletekben csak
néhany szomszédos racspont szerepel.

Az egyenletrendszer megoldasdval megkapjuk a keresett fliggvény (pl. fesziiltségfiiggvény)
fliggvényértékeit az altalunk valasztott diszkrét pontokban. Ezekbodl a megfeleld egyenletekben 1évo
derivaltak véges differenciakkal torténd kozelitésével szdmithatoak a szarmaztatott mennyiségek. (pl. a
metszeterok a fesziiltségfiiggvénybol).

3.2.6. Véges elemek modszere

A végeselemes modszer - szemben a véges differenciak modszerével — a mechanikai problémak
kapcsan felmeriil differencidlegyenleteket nem kozvetleniil, hanem energetikai, illetve variacios
elvekre épitve oldja meg. A moddszer ma mar a mérnoki alapképzettség része, ezért nem kivanok
foglalkozni az alapvetd Osszefliggésekkel (részletekért lasd (62)-t és (66)-t) , inkabb a modszer altal
alkalmazhat6 elemtipusokat (67), az altaluk reprezentalhaté6 mechanikai modelleket mutatnam be.

A kétszer gorbiilt feliiletek geometriajat kovethetjiik egyenes vonalakbol dsszeéllitott poliéderrel, de
akar a geometriat egészen pontosan megkdzelitd gorbiilt elemekkel is. Nyilvan utébbi pontosabb
megoldast fog eredményezni, hisz magasabb fokszamu polinomokkal kozelitjiikk a megoldast, am az
elso valtozat is elegendden pontos lehet az elemméret megfelelden kicsire vételével.

A membranelmélet vizsgélatdhoz nem alkalmazhatunk egyszerii sikbeli fesziiltségallapott elemeket
—pl. ANSYS esetén a PLANE elemek - , hisz ezen elemeknek minden csomopontjanak egy sikban kell
lennie, mivel ezek ugynevezett 2D-s elemek. Csupan ilyen sikbeli elemekkel lefedhetjiik ugyan
feliiletet, az elemek ¢éleinél azonban torés keletkezik, ott pedig az egyik elemrdl a masikra 4tadddo erd
nem csak az elem sikjaba es6 komponenssel bir, igy ez kezelhetetlenné teszi az elemet. Membran
teherviselés esetén is célszerll ,,valodi” héj elemet kell alkalmaznunk. Az ANSYS programban ilyen
tarcsa hatas vizsgalatara is alkalmas elemek példaul a SHELL28 ¢és a SHELL41 elem. A falazott
boltozatok membran teherviselése igen erds kozelités, ha mar valamilyen szoftvert alkalmazunk a
modellezéshez, ez a megkozelités nem igazan ajanlott.

A vékony és mérsékelten vastag héj modellezésére szintén alkalmazhatunk sik, linedris vagy akar
gorbiilt, kvadratikus héj elemeket is. Sik geometridju elem az ANSYS programban a 4 csomdpontu
SHELL63 ¢és SHELLI181, gorbiilt elemek a 8 csomopontdi SHELL150 és SHELL281. Linearis
analizisre a SHELL63 ¢és SHELL150, nemlinearis analizisre pedig a SHELL181 ¢és SHELL281
ajanlott, melyek linedris, Reissner-Mindlin-féle nyirasi torzulést is magkban foglalnak. (39.dbra)

(©) KL Y
A "
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Trianguiar Opfion
{not recommended) J

39.dabra Linearis és kvadratikus héjelemek (67)
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A mérsékelten vastag hé¢jak modellezésére test elembdl ,,0sszelapitott” héjelemmel is lehetdségiink
van (40.dbra) (66). Jeloljiik a tényleges szerkezet feliiletére merdleges feliileti koordinatatengelyt { —
val. Ekkor a { = 0 menti feliilet, azaz a kozépfeliilet mentén mesterpontokat definidlunk, ez lesz a
referenciafeliilet. A { tengely menti vonalakat szdlaknak, a szdlakhoz illesztett egységvektorokat
direktoroknak nevezziik. Ezzel az elemmel a Reissner-Mindlin-féle linearis nyirdsi torzulast is
kezelhetjilk, ehhez azonban az eredeti térfogatelem also és felsd feliiletén segédpontokat kell
definidlnunk, melyeket paronként 6sszekotve kimetszhetjiik a referenciafeliileten a mesterpontokat. A
vastagsdg mentén tehat legalabb két segédpontot kell definidlni. Az elemkhez alkalmazott
bazisfiiggvények Lagrange-tipustuak. Az ilyen tipusu elem elonye, hogy gyorsabb veliik az analizis,
mint a hagyomanyos térfogatelemekkel, valamint a vastagsag mentén az anyagi valtozasok (vagy akar

vasalasok) konyebben kovethetok..
fof?oﬂ-x\?
,f"_ﬂ_O—_"m_“ ~
&)
.

x= gLY ()LD
—> /e

@ Mesterpont Ill\gr O J/O’ -0

O Segédpont

40.dbra Térfogatelembdl atalakitott héjelem (66)

Vastag héjakat térfogatelemekel - ANSYS esetén SOLID tipusu elemekkel — is modellezhetiink
(41.abra). Ezekre az elemekre jellemzo, hogy csomépontonként csak harom szabadsagfokkal, x,y és z
iranyu eltolddassal rendelkeznek. Az ANSYS programban a SHELL elemekhez hasonldan lineéris,
illetve magasabb fokt kvadratikus térfogatelemek is megtaldlhatoak. A legegyszerlibb a SOLID45
nyolc csomoponty, lineéris altalanos elem. Kvadratikus tetraéder elem a 10 csoméponta SOLID187,
kvadratikus téglatest elem pedig a 20 csomopontit SOLID95 és SOLID186 elemek.

Element coordinate M

system (shown for

KEYOPT(4) = 1) \
z

41.abra Linearis és kvadratikus térfogatelemek (67)

Mivel ennél a modellezési modszernél is kontinuumként kezeliink egy inhomogén, anizotrop
szerkezetet, ezért nagyon fontos a mechanikai jellemzdk helyes felvétele. Biztositanunk kell, hogy a
valodi szerkezet és annak modellje globalis értelemben azonosan viselkedjen.

A szakirodalom tobb miive foglalkozik térbeli boltozatok véges elemes analizisével, érdekes, hogy
még ovalis kupola viselkedésének vizsgalatara is talalhatunk egy-két példat. Majd latni fogjuk, hogy
mas modszereket — pl. DEM - még nem igazan terjesztettek ki ilyen kupolak vizsgalatara.

Takayoshi ¢és tars. (53) a Santuario di Vicoforte (lasd 29.dbra) feliilvizsgalatat végezték, s keresték
a lehetséges megerdsitési lehetéségeket. Ehhez elsd kozelitésben COSMOS 2.5 programmal
dolgoztak, melyben 10 csomopontu test elemeket alkalmaztak linedrisan rugalmas anyagmodellel. A
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masodik, pontositott modell mar ANSYS 6.0 programmal késziilt, mely mar 20 csomdponti
SOLID9S, illetve SHEL93 elemet tartalmazott, de szintén linearisan rugalmas anyagmodellt
feltételeztek benne. (42.dbra)

42.dbra A Santuario di Vicoforte véges elemes modelljei

Mindkét modell az épiilet globalads erdjatékdnak megismerésére, makroszintli vizsgéalatara
torekedett, hisz a kontinuum vizsgalatok korlatai ezt engedték meg. Az analizis sordn tendenciakat, a
repedések lehetséges helyeit, a fofesziiltségeket, fesziiltségkoncentraciokat, leadodd tdmaszerdket
vizsgaltak. A huzési fofesziiltségek helyei a valosdghoz hit modon kirajzolték a repedések helyeit.

Amint mar emlitettiik, ilyen tipust analizisre a kontinuum alapi modellek teljesen megfeleléek. A
mikro szintli viselkedés, az esetleges mechanizmusok kialakulasanak valtozatainak, az egyes kovek
megcsuszasanak lehetdségének megismerése azonban csak részletesebb diszkontinuum vizsgalatokkal
hajthato végre.

3.3. Diszkrét felépitési modellek

Ebben a pontban olyan vizsgéalati mddszereket szeretnék bemutatni, melyek nem helyettesitd
kontinuumot alkalmaz6é modelleken alapulnak, hanem a falazat pontosabb vizsgélatara diszkrét
elemekbdl, kapcsolatok segitségével Osszeépitett rendszert alkalmaznak. Ilyen modellezést a
végeselem-moddszerrel is — mint majd latni fogjuk — elvégezhetiink. Ennek bemutatasa utdn szeretném
ismertetni részletesebben a specidlisan ilyen diszkrét rendszerek vizsgélatara kidolgozott diszkrét
elemek modszerét, illetve szot ejtenék a két modszer 6tvozésébol kaphato VEM/DEM eljarasrol is.

3.3.1. VEM alkalmazasa diszkrét felépitésii szerkezetek vizsgalatara

A véges elemek modszerével kicsit koriilményesen ugyan, de modellezhetiink falazott szerkezetet
diszkrét testek egyiitteseként is. Ekkor a kontinuumot olyan résztartomanyokra osztjuk, melyek éppen
egy adott épitdelemnek felel meg, majd ezeket kapcsolati elemekkel kotjiik Ossze. Az elemeket
célszerien harom dimenzids testként (ANSYS esetén SOLID elemcsalad) modellezziik. Ipari célu
véges elemes programok tartalmaznak kontakt elemeket. ANSYS esetén a 170-es elemcsaladot
ajanlott alkalmazni (67):

CONTA171/172 2D 4 csp. feliilet-feliilet kapcsolat
CONTA173/174 3D 4 csp. feliilet-feliilet kapcsolat
CONTA175 csomopont-feliilet kapcsolat
CONTAI178 csomopont-csomopont kapcsolat
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Ezek koziil kiemelt szerepi a CONTAIL173 és 174, hisz ezek alkalmasak térbeli boltozat
modellezésénél hasznalt SOLID elemek feliileteinek 6sszekapcsolasara. A CONTA174 elem annyiban
kiilonbozik a 173-as elemtdl, hogy kozbensé csomdponttal rendelkezd, azaz magasabb rendi SOLID
elemekhez alkalmazhat6. Mindkét tipus normal és érinté iranyt kapcsolati erdket, surlédasi — akar
egyedien definidlva — modellt és a két elem kozotti esetlegesen meglévd hiizési szilardsagot is tud
kezelni.

A modellezés nehézségét az adja, hogy eldre kell definidlni, hogy mely feliilet mely masik feliilettel
fog kapcsolatba keriilni. Ehhez sziikség van ANSYS esetén példaul célelem (TARGET) definialasara.
Mindkét elem a kapcsolodd feliiletre illeszkedik, a kapcsolati erék pedig a relativ elmozduldsok
fliggvényében keletkeznek. A CONTA173 ¢és 174 elemekhez a TARGE170 elemet kell alkalmazni.
Falazott boltozatok esetén a kapcsolatok egyértelmiiek, hisz a faragott kovek, illetve téglak illeszkedési
feliilete adja azokat, azonban a modellezés igen iddigényes ez esetben.

Két feliilet érintkezésekor a benyomodast kapcsolati feltételekkel adhatjuk meg. Az egyik eljaras,
mellyel ez kezelhetd a biintetéfiiggvényes modszer. Ez azt jelenti, hogy a kapcsolati feltétel
megsértése ,,biintetésként” ndveli a teljes virtualis munkat :

SW =], c"8edV + [. (engnOgn + ergrdgr) dA . (3.94)

ahol &y és er a normadl, illetve tangencidlis ,,biintet6” merevség, g pedig a relativ elmozdulasokat
jelenti a 43.dbra szerint.

&r
43.dbra

A klasszikus véges elemes formulazas szerint pedig :
(K+&GTG)u=F. (3.95)

Az ANSYS programban megadhatunk tugynevezett FKN kapcsolati merevséget, illetve FTOLN
benyomoddasi tolerancidt. A modszer hatranya, hogy a megoldds konvergencidja a kapcsolati
merevségtodl erdsen fligg, hisz nagy kapcsolati merevség esetén a ,,biintetés” olyan mértéki lehet, hogy
a megoldas az egyenstly koriil oszcillal, a két kapcsolodd elem pattog. Az ANSYS 8.1, illetve
magasabb verzidszam esetén a kontakt elem KEYOPT(10) =2 -re A&llitdsdval a program
automatikusan allitja be minden iteracié soran a megfelelé merevséget, de kézi beallitds esetén se
vegyllk nagyobbra egynél. Hatrany még, hogy a tolerancia megaddsdval — mert matematikailag
szlikséges az egyensulyhoz némi benyomddas megengedése — a kapcsolati feltételek nem tokéletesen
elégiilnek ki. A modszer elénye viszont, hogy nincs jabb szabadsagfok — mint majd a Lagrange-
szorzos valtozatnal latni fogjuk -, illetve a matrix felépitésének koszonhetden iterative megoldok
alkalmazhatéak az egyenletrendszer megoldasahoz, igy nagy modellek is vizsgalhatoak vele, ami
esetiinkben elény0s lehet.

A masik megoldasi mdédszer a mar emlitett Lagrange-szorzokkal dolgozik. Beépitve a feltételeket a
virtudlis munkaba a szorzok segitségével :

W =], c"8edV + [. (AnSgn + Ar6gr) dA . (3.96)
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Az egyenletrendszer linearis, ha linedrisan rugalmas anyagot és pont-pont kapcsolatot alkalmazunk.
Maskiilonben nemlineéris esetben iterativ megoldast, példaul Newton-Raphson-moddszert kell
alkalmaznunk. Linedris esetben az egyenletrendszer :

5 o-[7)

alakban is felirhato. Lathato, hogy a szorzék miatt 0jabb ismeretlenek szerepelnek az
egyenletrendszerben, igy a megoldasi id6 ndvekszik, melyet a f6atlobéli zéro elem azzal fokoz, hogy
iterativ megoldokat miatta nem alkalmazhatunk. Elénye viszont, hogy a kapcsolati feltételek pontosan
kielégiilnek, nem kell kiilon a kapcsolati merevség konvergenciat befolyasasolo hatasat vizsgalni (68).

Szép példa ilyen modszerrel vald térbeli boltozat modellezésére D’Ayala (2008) munkdja (69).
Térbeli boltozatok erdjatékat vizsgalta a klasszikus elmélet szerint, &m kiegészitette azt a surlodas
hatasanak figyelembe vételével. Analitikus megoldast dolgozott ki, majd ezt vastag héjelemek és
kapcsolati elemek segitségével Algor V19 véges elemes programmal ellendrizte, modelljét az 44.dabra
mutatja.
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44.abra Kolostorboltozat vizsgalata kiilonallo héjelemek és kapcsolati elemek segitségével (69)

3.3.2. DiszKkrét elemek modszere

Fentebb mar emlitettem, hogy a diszkrét elemek modszerét kifejezetten a diszkrét felépitést
szerkezetek vagy anyagok mechanikai viselkedésének eldrejelzésére fejlesztettek ki. Ilyen szerkezet
lehet pl. barmilyen falazott, kovekbdl dsszeépitett szerkezet — boltiv, boltozat, falak, oszlopok —, anyag
pedig barmilyen szemcsehalmaz, — pl. talaj, siloban tarolt gabona, stb (70).

A kezdeti DE modelleket olyan sziklas lejtdk, rézsiik vizsgdlatara hoztak létre, melyekben a
tonkremeneteli mechanizmus a mar 1étez6 térések mentén az elemek elvalasaval vagy megcstszasaval
jon l1étre. A talaj- és kézetmechanika terén a hatvanas években gyakori volt ennek a modellezése merev
blokkokbol 6sszekapcsolt rendszerként, am az analitikus eljarasok korlatai miatt csak igen egyszerii
problémaékat lehetett megoldani. A diszkrét elemek modszerét, mely egy numerikus megkozelitése a
fenti modellnek, Cundall ajanlotta 1971-ben (71). A numerikus megoldashoz a blokkok
mozgasegyenleteinek iddintegraldsat valasztotta, mellyel lehetéség nyilt a nagy elmozduldsok
vizsgalatara is az elemek aktualis helyének folyamatos kovetésével. Egy numerikus eljarast — némileg

crer

egymastol egyértelmiien elkiiloniilé elemekbdl épiil fel,

az elemek 6nallé elmozdulasi szabadsagfokokkal rendelkeznek oly mddon, hogy a modell
képes kovetni az elemek véges nagysagu eltolodasait €s elfordulasait (esetleg deformacidit is);
az elemek kozott 1) kapcesolatok johetnek 1étre €s meglévo kapcsolatok sziinhetnek meg,
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tehat a végeselemes modszerrel ellentétben itt a kapcsolatok barmely két elem kozott 1étrejohetnek,
melyek kolcsonhatasba kertilnek egymassal.

A kovetkezdekben bemutatjuk a modszer fo 1épéseit, alapegyenleteit, a8 megoldasi modszereit,
illetve alkalmazhatdsagat falazott szerkezetek esetén.

3.3.2.1. Geometria definialasa, elemek tipusai

Mint minden probléma modellezésének esetén, itt is a modell geometridjanak definidlasa az elsd
Iépés. Az elemek geometridjanak szempontjabol két f6 elemtipust kiilonboztetiink meg, melyet a
szoftverek hasznalnak :

e blokk elemek, poligonbdl vagy poliéderbdl;
e szemcse elemek, kor vagy gomb alaku, illetve tobb korbol vagy gdmbbdl 6sszeallitva.

Poligonbdl osszedllitott elemeket hasznal az UDEC nevii szoftver, poliéder elemeket ennek harom
dimenzios valtozata a 3DEC (vizsgalataimban én is ezt alkalmaztam), kor, illetve gdmb alaku elemeket
a PFC2D ¢és a PFC3D, valamint gdmb- illetve kdrdarabokbol Osszeillesztett elemeket az OVAL, az
EDEM ¢és szamos hasonl6 diszkrét elmes program.

Az egyedi elemek geometridjanak definidlasa igen egyszerl. Poligon/poliéder esetén a sarokpontok
koordinataival és a koztiil 1évé ¢élek és oldallapok megaddsaval, kor/gomb esetén a kdzéppont
koorinatajaval és a sugar megadasaval, egyedi alakll elem esetén az alak lokalis koordinatarendszerben
felvett fiiggvényével, illetve a lokdlis koordinatarendszer origdjanak helyének megadéasaval
végezhetjiik ezt el.

Nehezebb a dolgunk akkor, amikor az elemekkel valamely teret szeretnénk kitdlteni szabalytalan
rendszerben. Erre szdmtalan algoritmus létezik mar, melyeknek két csoportja van. Az egyik (pl.
gravitacios lilepités) a probléma megoldasanal hasznalt mozgasegyenletek integralasat alkalmazza, igy
rendkiviil iddigényes folyamat lehet. A masik (pl. Stienen-modell, lily-pond modell, SSI, inwards
packing technika stb.) pusztdn geometriai szamitdsokat hasznal. Mivel altalaban szemcsés anyagok
vizsgalatanal van sziikséglink ilyen geometria definidlaséara, ezért a részletesebb targyaléstol eltekintek.
(Részletekért 1asd (70)-t.)

Falazott szerkezeteknél kézenfekvdO megoldas poligonok/poliéderek alkalmazdsa az egyes
épitdelemek geometriai modellje szamara, de megemliteném, hogy példaul sikbeli esetben korokbol,
térbeli esetben gombdkbol dsszeallitott tégla modellt is készithetiink (45.dbra) .

PFCID _EV 408 éﬂff ei:’:t

lyy; Sl Remfersaments

45.dbra Gombokbdl (PFC3D), illetve poliéderbdl (3DEC) felépitett épitdelem modelljei
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Az elem geometridja még nem hatdrozza meg teljes egészében az elemtipust. Az elemek
mechanikai viselkedésének modellezése szempontjabdl is két opcionk van :
e merev vagy
e deformalhat6 elemek alkalmazésa.

A merev elemek esetén — ilyeneket hasznal a PFC, az OVAL ¢s a Contact Dynamics programok — a
teljes szerkezet deformalhatosagat a kapcsolati modellekbe stiritették bele.

Deformalhato elemek kozott is két tipust talalunk. Az egyik a végeselem technikandl megismert
haldgeneralassal belsd csomdpontokat hoz létre az elemen beliil, igy egy adott elem Onmagaban
kontinuumként kezelhetd (UDEC, 3DEC). Egy elem felosztasakor ez a két program szimplexeket,
azaz sikbeli esetben haromszog, térbeli esetben tetraéder elemeket hoz I1étre. A szimplex
csucspontjainak eltolédasaibol linedris interpolaciéval szarmaztatva a tobbi pont eltolodasvektorat, a
bazisfiiggvények linearis fliggvények, melybdl kovetkezik, hogy mind az alakvaltozasi, mind a
fesziiltségi allapot konstans egy szimplexen beliil (Un. ,,uniform strain” elemek). Megjegyzem, hogy —
elsdsorban kutatasi célokra — léteznek olyan modellek is, amelyek bonylultabb végeselemeket
alkalmaznak, ezek azonban joval nagyobb futtatasi id6t és tarolotertiletet igényelnek, igy hasznalatuk a
mérndki gyakorlatban még nem terjedt el. Az elemfelosztas siirliségének novelésével persze egy
blokkon beliil a ,,uniform strain” elemek esetén is igen valtozatos fesziiltségallapot is leirhato.

Egy teljesen mas jellegii eljaras, melyet példaul a DDA (Discontinuous Deformation Analysis) (72)
tipusu programok hasznélnak az, hogy egy blokkon beliil nincs halégeneralas, hanem a fesziiltség- és
alakvaltozastenzort konstansnak kozelitve egy-egy diszkrét elemen beliill, a szabadsagi fokok
kiegésziilnek az alakvaltozdstenzor konstans elemeivel. A konstans alakvaltozasok ill. fesziiltségek
alkalmazasa igen durva kozelités, ennek ellenére szamos gyakorlati probléma modellezésére
hasznaltak ilyen technikat.

3.3.2.2. Kapcsolati modellek

A kapcsolat modellezése, a pareméterek helyes megadasa épp olyan fontos, mint egy rugalmas
anyag analizise soran az anyagjellemzOk megadésa, hiszen ez alapjaiban befolyasolja a megoldas
helyességét, valosagszerliségét.

A kapcsolatokat a DE modellek egy része pontszerlien modellezi, tehat az elemek kozotti
interakciot kontakt pontokkal jellemzi, a kapcsolati er6k pedig ezen kontakt pontokban 1étrejovo
relativ elmozduldsok fliggvénye. Ennek a modszernek eldnye, hogy altaldnos és egyszerd, hisz ilyen
kontakt pontokkal tobbféle geometriai interakcidt, illetve nagy elmozduldsokat is kezelhetiink.
Konnyedén modellezhetjiink példaul két poliéder alaku elem esetén valamely csomopont és oldallap
kapcsolatat is. A VEM programok kapcsolati elemei példdul képtelenek csomoépont €s €l kapcsolatot
létesiteni, illetve az elemre nem generalhato halé a kapcsolatot meghatarozé csomoépontok figyelmen
kiviil hagyasaval (46.dbra). Nyilvanvaléan a VEM kapcsolati elemeinek elénye, hogy a kapcsolat
folyamatos, igy ott fesziiltségeloszlds megoldésa eleve pontosabb, ezért sziikséges, hogy DEM modell
esetén a kapcsolati pontok szamat elég nagyra vegyiik a pontossag ndvelése érdekében.

2, Joim
clement

@ Vertex -n:-.|yn: connact

46.dbra VEM kapcsolati elem, illetve DEM pont-pont kapcsolatanak sematikus abraja (73)
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Kapcsolati pontok helyett néhdny DE program ¢1-¢l kapcsolatokat hasznal (74) (75) (76). Ebben az
esetben a kapcsolatot egymadssal interakcioba keriild diszkrét vonalelemekkel modellezzik, igy a
kapcsolati feliileten a fesziiltségek linedris kombinacigjat allithatjuk eld. Ilyen modellel méar nagyobb
pontossagot érhetiink el, de néhany esetet nehezebben tudunk vele kezelni. Példaul, ha egy é1-¢l
kapcsolat atmegy sarokpont-¢l kapcsolatba vagy forditva.

3D esetben a geometriai interakcidk tipusa igen sokféle lehet, ami a probléma komplexitasat, illetve
ezaltal numerikus kezelését megneheziti. Az altalam is hasznalt 3DEC program (Hart és tars., 1988)
(77) példaul kontakt pontokkal dolgozik, a kapcsolatok tipusat pedig két nagy osztalyba sorolja:
csomopont-oldallap és ¢l-él kapcsolat. Ezzel a két f6 kapcsolati tipussal a 3DEC altal hasznalt
poliéderek lehetséges geometriai interakcioi leirhatoak. (47.dabra)

(a) (b)

47.dbra 3DEC program altal hasznalt kapcsolati tipusok (73)
Cundall ¢és Hart (1989) (78) két osztalyba sorolja a kapcsolatokat viselkedésiik szerint :

e kemény (vagy merev) kapcsolat, mely nem enged semmiféle atfedést két elem kozott
(48a.abra), illetve

e puha (vagy deformalhatd) kapcsolat, melyben kapcsolati merevségeket definidlhatunk
normadlis és érintd iranyban (vagy akar elfordulasra) egyaranyt, mely a kapcsolati pontok
relativ elmozdulasai és a kapcsolati er6k kozott teremt kapcsolatot. Ilyenkor kis atfedés,
benyomddas megengedett két elem kozott nyomas esetén (48b.dabra).

3 it Ve

5 3
TF“ " TF 5
n

(a) (b)

48.dbra Merev, illetve deformalhat6 kapcsolat modellje (73)

Merev kapcsolati modelleket alkalmaztak a kezdeti DE programok, melyek a merev testek
mechanikdjat vizsgéltdk linedris programozasi modszereket haszndlva. A benyomddas tiltasa
kényszerekkel definialhato. Az un. DDA (Discontinuous Deformation Analysis) modszer eredeti
valtozata is ilyen merev kapcsolatokkal operal, a kényszerre vonatkozo feltételeket azonban minden
l1épésben iterativ modon teljesiti egy megengedett hibakorlattal.

A legtobb DE program deformalhaté kapcsolatokat alkalmaz. A normalis és érintd irdnyu
merevségeket tekinthetjiik biintetd egyiitthatoknak is, hiszen minél nagyobb merevségeket vesziink fel,
a kényszer, hogy ne legyen atfedés a két elem kozott, anndl pontosabban teljesiil. A falazatok esetén
azonban nem csak numerikus értelemben fontos ezen merevségek megvalasztasa. Nedves eljarassal
kialakitott falazat esetén a habarcs mechanikai tulajdonsagait modellezhetjiik csupan kapcsolati
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szinten, szaraz falazas esetén pedig a nem egyenletes felfekvés, érdes feliilet kovetkeztében létrejovo
fesziiltségkoncentraciok miatti lokalis deformécidkat vehetjiik figyelembe. Ebben az esetben
laboratoriumi kisérleti eredmények hasznalata ajanlott.

A kapcsolatok mechanikai modellje igen sokféle lehet. A legegyszeriibb modell, melyet mindegyik
program tartalmaz lehetséges opcioként a linedrisan rugalmas, Coulomb-sturloddsos modell. Ebben az
esetben a normalerd csak nyomas lehet, mely a kapcsolati normalmerevség és a relativ normalirdnyu
elmozdulés szorzataként definialhato :

¢=k§o5 5 N°<O, (3.98)

a két egymasra merdleges, érintdiranyu kapcsolati erd pedig a kapcsolati érintdiranyi merevségek
¢s relativ elmozdulasok szorzataként szamithato, ereddjiik nagysdganak pedig a normalerd €s surlddasi
tényezd szorzata ad maximumot :

th] ke &¢
T, T[sg
A fentiek alapjan, ha a kapcsolati erd huzassa alakul, a kapcsolat megszlinik, a két kdlcsonhatasban
1évo test elvalik egymastol. A nyirderdre vonatkozd feltétel szerint a nyirderd ha eléri a maximumot,
onnantdl kezdve konstans kapcsolati erd mellett bArmekkora relativ érintd irdny eltolodast szenvedhet
el.

A programok megengedik kohézids kapcsolatok modellezését is. Ekkor a kapcsolat szilardsagi

paramétereit is definidlnunk kell, azaz a kapcsolat példaul csak megfelel6 nagysagu htizas mellett
szakad fel :

] ; J(th)z + (T$)? < —vN°€©. (3.99)

N¢ =kyéy ; N <Ny, (3.100)
th C 6tc c\2 c\2
T< = kT 5¢ ) \/(Tt ) + (Tw) < Tmax . (3.101)
w w

A nyirdas szempontjabol a kapcsolat a maximalis kapcsolati nyiréerd elérése utan megcsuszik,
megszlnik vagy surlodéasos kapcsolatként, allando Ty, 4, mellett miikodik tovabb.

Szemcsékbdl Osszealld szilard anyagok esetén lehetdéség van a szemcsék kozott nyomatékbird
kapcsolat definialasara is. Ily modon modellezhetiink példaul beton anyagu szerkezeteket is. Ez
esetben is egyszerlien merevségeket, mely a relativ elfordulasok és a kapcsolati nyomatékok kozott
teremt kapcsolatot, illetve hajlitasi, csavarasi szilardsagot kell definialnunk, hogy tudjuk mikor szakad
fel a kapcsolat. Ilyen kapcsolati modelleket a szemcsés anyagokra vizsgalatara kifejlesztett programok,
példaul a PFC2D, PFC3D programok alkalmaznak.

A fent emlitett — legegyszeriibb, de legtobbszor is alkalmazott — modelleken kiviil rendkiviil
sokféle, Osszetett kapcsolati modell is 1étezik (iddfiiggd, fellazuld, képlékeny) , melyet az ujabb
programok kezelni tudnak, s6t egyes programokban lehetdség van felhasznal6 altal definialt kapcsolati
Osszefiiggések megadasara is.

3.3.2.3. Mozgasegyenletek

Mint az mar emlitettiik, a diszkrét elemek modszere egy olyan numerikus modszer, mely az
elemekre felirhatdo mozgasegyenleteket oldja meg az egyes idOpillanatokban, 1épésenként. Ezért fontos,
hogy ismerjlik az alapvetd egyenleteket, melyeket ezek a mddszerek hasznalnak (70).

Az egyenleteket alapvetden befolydsolja, hogy azt merev vagy deformalhaté elemekre irjuk fel.
Mint lattuk a deformalhatdo elemek kozott is két tipust ismerilink, ezért harom ilyen alapvetd
egyenletiink lesz. Kezdjiik az elsdvel, a merev testek mozgéasegyenletével. Az egyenleteket Descartes-
féle koordinatarendszerben kozlom.
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Egy altalanos alaka térbeli merev test mozgasegyenlete hat egyenettel irhatd le, melybdl harom
vetiileti és harom nyomatéki egyenlet. Jeldlje a test tomegét mP, gyorsulasat aP, forgasanak
szogsebességét wP, szoggyorsulasat fP. Ekkor a hat egyenlet :

mPal = fP, (3.102)
mPal = £, (3.103)
mPal = fF, (3.104)

P pP _ P pP _ P pP p(, PP PP PP p(, PP PP PPy _ P
LBy — Ixyﬁy - L.,B, + w), (a)z I, — wyl,, — a)ylzy) - w, (a)ylyy — a)xlyx — w, Iyz) =m,, (3.105)

14 14 P pb D pD 1% 12804 12044 P D 14 P D DD Db _ 14
n.By — 1Y — 1,8y — wl (wy 1y, — wilh, — Wl ID ) + wf (Wl I, — Wb 1Y, — P IY,) = mb, (3.106)

2t — Ifyﬁf - Ifyﬁ;’ + wfc)(wglf,’y - w,’c’lgx - wflgz) - wg (w,’j]}?x - a)glfy — wflfz) =mb. 3.107)
A jobb oldalon szerepld fP és mP eredd erdket és nyomatékokat a testre hatd erék és nyomatékok
referenciapontba — altaldban tomegkkozéppontba — redukalasaval kapjuk meg. A képletekben az
indexelésnek megfeleléen 7 a referenciaponton 4atmend x,y és z tengelyekre vett forgasi
tehetetlenségeket jeloli. Az index azt jeloli, hogy melyik két tengelyre vonatkoztatjuk ezt a
mennyiséget. Jelolje x,, ¥y, Z, a referenciapont koordinatait, iletve u(x, y, z) a test stirliségfliggvényet,
ekkor :

Ly =, (x=x,)(y = yp) u(x,y,2)dv, (3.108)

ezzel analog modon az indexelésnek megfeleléen szamithato a tobbi tehetetlenségi érték is, melyeket
egy 3x3-as tehetetlenségi tenzorba gytijthetiink. Ezen tenzor sajatértékei adjak a f6 tehetetlenségeket, a
sajatvektorok pedig a f0 tehetetenségi irdnyokat, melyekbe forgatva a koordinatatengelyeket csak a
féatlobéli elemek maradnak nemzérusok, igy az egyenletek egyszertisddnek, sét gdmbszimmetria
esetén a harom fotehetetlenség megegyezik.

Ha atrendezziik az egyenleteket ugy, hogy a szogsebességet tartalmazo tagokat a jobb oldalra
vissziik at, a kovetkezd tomor alakot kapjuk :

MP(t)aP(t) = fP(t,u(t),v(t)). (3.109)

Itt fP nem csak az id6tél, illetve az elem elmozduléasaitdl és sebességétdl fliggd erdhatasokat, hanem
mas elemekkel vald érinthezésbil keletkez6 er6hatasokat is tartalmazza. Az aP (t) vektor a gyorsulasi
¢és szoggyorsulasi tagokbol, az MP(t) matrix pedig a tomeg ¢és tehetetlenségi tagokbol all. MP(t)
szintén 1dofiiggd, hiszen az elem mozgasa sordn valtoznak a rogzitett tengelyekre vonatkozo értékek.
Ha a teljes rendszert vizsgaljuk, az egyes elemekre vonatkozé egyenleteket dsszegezniink kell :

M(t)a(t) = f(t,u(t),v(t)), (3.110)

ahol M(t) az MP(t) elemekbdl dsszeallitott blokkdiagonal matrix. Merev elemei révén ezt hasznélja a
PFC2D ¢és 3D, valamint az OVAL programok.

Deformalhatd, részekre osztott elemek esetén a mozgésegyenletet minden egyes — a belsokre is
vonatkozdéan — csomopontra fel kell irjuk. A programok a legegyszerlibb felosztast alkalmazzak,
szimplexeket hoznak létre, azaz két dimenzids esetben hdromszdg, harom dimenzids esetben tetraé¢der
elemeket. Egy-egy csomoponthoz tartozd tartomanyt a csomopont Uin. Voronoi-cellajaval jeloljiik ki.
Ez azon pontok halmaza, melyek az adott csomdponthoz vannak a legkozelebb. Jeldlje ezt a
tartomanyt V},, igy az anyagsiiriiség ismeretében meghatarozhaté a csomépontba redukalt tomeg : m,, .
A mozgésegyenlet most csak harom vetiileti egyenletbdl all, feltételezve hogy a csomodpontba redukalt
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erdrendszer ereddje éppen atmegy a csomoOponton. Ez anndl durvabb kozelités, minél nagyobb
elemeket alkalmazunk, azaz stiritéssel novelhetd a pontossag. A mozgasegyenlet tomoren :

mP(t)aP(t) = fP(t,u(t),v(t)), (3.111)

ahol most a jobb oldalon a csomodpont tartomanyéara hatd, merev elemeknél felsorolt eréhatasokon
kiviil a kornyezé csomodpontok celldinak fesziiltségallapotanak hatdsat is figyelembe kell venni. A
teljes rendszerre ismét 0sszegezni kell az egyenleteket az dsszes csomopontra :

Ma(t) = f(t,u(t), v(t)), (3.112)

ahol most a tomegmatrix fliggetlen az id6tdl. Ezt a leirdsmoddot alkalmazza a UDEC és 3DEC
program, amelyet én is hasznalni fogok a vizsgalataimban.

A deformalhato elemek masik nagy csoportja a részekre nem osztott valtozat. Ekkor, ahogy mar
emlitettlik, az elem szabadsagfokainak szama kiegésziil az alakvaltozast leir6 komponensekkel, a jobb
oldalon 1évé fP vektor pedig a feszﬁltséget leiré komponensekkel :

14 14 14 14 14 14 p p 14 14
(up)T [u U, Px Py O & & & Vxy Vaz sz] > (3.113)
= mﬁ m§ my veal VPal VPal VP, VPl vPil] 19

A mozgasegyenlet ezutan az elézOekhez hasonldan irhato fel, de itt az utols6 hat egyenlet mar a
fesziiltségek ¢és az alakvaltozasok masodik derivaltja kozott adja meg a kapcsolatot :

M(t)a(t) = f(t,u(t),v(t)) . (3.115)

Az M(t) inerciamatrix ebben az esetben igen bonyolult felépitésii. Ilyen elemeket hasznalnak a DDA
programok.

3.3.2.4. Megoldasi modszerek

A vizsgélt rendszer elmozduldsainak szamitasara, allapotvaltozdsanak szimuldldsira a DEM
szoftverek két fajta megkozelitést alkalmaznak. Az egyik a kvazi-statikus modellezés, mely a matrix-
elmozdulasmodszerhez hasonlé technika, a maésik pedig az iddléptetéses eljards, mely a
differencidlegyenletet iddintegralassal oldja meg. Utdbbinak két fajtija is ismert : az explicit €és az
implicit valtozat.

A kavzi-statikus eljarast alkalmazo programok jelenleg létezd verzidinak mindegyike végtelen
merev elemeket hasznal pontszerti kapcsolatokkal, igy egy elemnek hat szabadsagfoka lehet altalanos,
térbeli esetben. A modell feltételezi, hogy a rendszer sebessége és gyorsuldsa zérus, majd keresi azt az
elmozdulasrendszer-novekményt, melyre teljesiil a

= f(Au) (3.116)

Osszefliggés. Egy adott konfiguracioban Af kiegyensulyozatlan erérendszeriink van. Ha ismerjiik azt a
K merevségi matrixot, mely az adott idOpillanatban megadja a Au és Af kozotti kapesolatot, akkor a
kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk matrixos alakban :

KAu = Af . (3.117)

A Au megoldas tehat megmutatja, hogy a pillanatnyi kiegyensulyozatlan erérendszer milyen Au
elmozduldsnévekményel elért 0j allapotban lesz a teljes rendszer egyenstilyban. A K merevségi matrix
6x6-0s blokkokbdl all, hisz hat ismeretlenink van elemenként. Részletes 0Osszeallitasanak
bemutatasatol most eltekintenénk, am hasonléan a matrix-elmozduldsmoédszerhez, a kényszereket itt is
a megfeleld foatloban 1évo elemekhez rendelt rugomerevségekkel kezelhetjiik. Ha a rendszer
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statikailag hatarozott vagy hatarozatlan, akkor a K matrix nem szingularis, s igy invertalhato is, Au
egyértelmilen meghatirozhat6. A gyakorlatban a modellezendd rendszerek gyakran kinematikailag
hatarozatlanok, — pl. lireges szemcsehalmaz, toréskor szétpattano részecskék — azaz vannak olyan
elemek, melyek elmozduldsa valamely irdnyban korlatozas nékiil bekovetkezhet. Ekkor a merevségi
matrix szingularis. Ennek a problémanak a kezelésére tobbféle algoritmust fejlesztettek ki. (lasd
Kishino- (1987) (79), valamint Bagi és Bojtar-féle (70) algoritmusokat).

Az els6 kvazi-statikus modell Serrano és Rodriguez-Ortiz (1973) (80) nevéhez kdthetd, melyben a
szingularis matrix problémaja még nem volt megoldott. Kereskedelmi forgalomban nem talalhato ilyen
tipust program, szemcsés anyagok mikromechanikajanak kutatasara alkalmazzak.

A mozgasegyenlet kezdetiérték feladatanak explicit numerikus megolddsa esetén a ¢;
idopillanatokban ismert valtozokbol hatarozzuk meg a t;,; idépont keresett valtozoéit, tehat azok
explicit moédon vannak kifejezve. Implicit modszer esetén a mozgasegyenletet a t;,, idépontban irjuk
fel, s a keresett valtozoknak ebben az idépontban kell teljesiteni az egyenletet. Mivel explicit esetben
az el6z6 idépontbdl kovetkeztetiink, ezért a megoldéas implicit esetén joval pontosabb, emelett persze
1doigényesebb is. Explicit modszer az Euler-modszer, illetve annak pontositott valtozatai (Runge-Kutta
¢és a centralis differencidk moddszere), implicit megoldas pedig példdul a Newmark-féle f-modszer.
(Részletekért lasd (70)-t és (81)-t).

Explicit id6integralast alkalmazd programok - példaul a PFC2D, PFC3D, UDEC és 3DEC —
tipikusan a centralis differencidk modszerét hasznaljak. A mozgasegyenletben 1évd gyorsuldsokat
kozelitsiik a t;_1/, €s t;41/, id6pontban 1év6 sebességek centralis differencidjanak felhasznalasaval.
Ekkor a mozgasegyenlet a kdvetkezo alaku :

MP "Iig+1/2_v?—1/2 __gp 3118
i At —Ji (3.118)
atrendezve pedig :
D — 2P P\~ 1ep
vi+1/2 - vi—1/2 + At(Mi ) fi 5 (3.119)

igy ismerjiilk az intervallumra vonatkozd atlagsebességet, melyet kis id6lépés esetén konstansnak
feltételezve az elmozdulas :

P _ P p
Uy = U ALY, ), (3.120)

Az eljaras jellemzdje, hogy az elmozduldsokat tulbecsiili, igy ezaltal a kovetkezd 1épésben a
tényegesnél nagyobb belsd erdk keletkeznek. Eléfordulhat, hogy emiatt a megoldds az egyensulyi
helyzet koriil oszcillal. Ennek kivédésére a programok korlatozzédk a maximalis 1€péskozt, illetve un.
»lokalis” és ,kapcsolati” csillapitasokat alkalmaznak, melyek a valésdgban is létrejovo
energiadisszipaciot modellezik, valamint a konvergenciat is javitjak. A lokalis csillapitas alkalmazasa
a mozgasegyenlet megoldasakor a kdvetkezdképpen torténik :

_ 1]?
Vo =0 007 (17 el P15 ). o1
i—-1/2

ahol o tetszélegesen valasztott — pl. 0.5-0.7 — csillapitasi paraméter. A képletbdl kitiinik, hogy a
csillapito erd nagysaga az eredeti kiegyensulyozatlan erd nagysagaval egyenesen ardnyos, iranya pedig
ellentétes a sebesség, azaz az mozgds iranyaval. A kapcsolati csillapitas esetén a kapcsolatban
1étrejove relativ sebességnek a fliggvényében a mozgassal ellentétes hatast kifejté erét adunk a
rendszerhez. Deformalhatd, belsd csomdpontokkal rendelkezd elemek esetén beszélhetliink adaptiv
globalis csillapitasrol is. Ekkor a program — pl. UDEC, 3DEC — a csomo6pontokra olyan csillapito erdt
helyez, hogy a kinetikus energia egy része disszipalodjon, igy stabilizalva a numerikus megoldast (a
részletekrdl 1lasd pl (70)-t).
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Az iddintegraldsos modellek masik nagy csoportja az implicit modszereket alkalmazza. Ilyenek a
DDA programok, melynek els6 valtozatat Gen-Hua Shi publikélta 1988-ban (72). Implicit megoldas
esetén a mozgasegyenletnek a t;, ; idépontban kell teljesiilnie :

0 = f(tis1, U1 (£), Vis1 () — Mg @iy (8) . (3.122)

Ebben az id6pontban u;,;,V;;; ésa;,, is ismeretlen. Legyen Au;,; =u;,;—u; , ekkor
kozelitésképp a sebességet és gyorsulast felirva a t;, ; idopillanatra :

1
Aivy = 557, (AU — At vy, (3.123)

Viy1 = V; + At a,q, (3.124)

ami a Newmark-féle f-eljaras szerinti kozelités f = 1/2 és y = 1 paraméterekkel, azaz egy 1épéskoz
alatt atlaggyorsulast feltételezve. A mozgasegyenlet igy mar leirhato csak Au;,, fliggvényeként :

fisr, Wi, Vig1) — My @pq = 1(814q, Aty q) (3.125)
Az egyenlOség akkor teljesiil pontosan a t;,; iddpillanatban, ha ez a maradékfiiggvény zérus:
r(tiy1, AU; 1) = 0. A maradékfiiggvény zérushelyeinek, azaz Au;,; —nek a megkereséséhez a
Newton-Raphson-mddszert hasznalhatjuk. A k-adik iteracio a kdvetkezOképp torténik :

k+1 K K) \— K
Aui(+1 ) = Aui(Jr)1 —](ti+1,Aui(+)1) Lr(tiey, Au

oD (3.126)

ahol J az r maradékfiiggvény Jacobi-matrixat jeloli. Az iteracio leallasanak feltétele lehet példaul az,
hogy az r maradékfiiggvény abszolut értéke egy bizonyos hatar ald csokkenjen, illetve ha a zérushely
kornyéke ,,lapos” — J kozel szingularis - , akkor a két iteracios 1épés kiillonbségének abszolut értékére
is megadhatunk hatarértéket.

Az implicit megoldas tehat sokkal pontosabb az explicitnél, s6t éppen a visszaellendrzés miatt
At 1épéskoz 1ényegesebben nagyobbra vehetd ebben az esetben. (Ennek éara azonban az egyes
1dolépésekhez tartozd nagyobb futasi 1d6.)

3.3.2.5. Diszkrét elemek modszerének alkalmazasa falazott szerkezetekre

A falazatok felépitésének modellezésére két kiilonbozé megkozelités 1étezik. Mar emlitettiik, hogy
lehetdség van egyes programokban — pl. PFC2D és 3D - szemcsék nyomatékbird kapcsolatanak
kialakitasara. Ilyen modon szemcsékbdl 0sszeallitva a falazoelemeket, mikroszinten modellezhetjiik a
tonkremenetelt, azaz az egyes tégla vagy ko elemek torését, illetve ha van, akkor a habarcsrétegeket is
szemcsekbol épitjiik fel. A szemcsék kozt felszakadd kapcsolatokkal torésmechanikai szempontbol
modellezhetjiik a falazat viselkedését. A 49.dbra egy kofal repedésterjedésének modellezését mutatja
fliggbleges ¢és nyirasi terhekre.

49.abra K6fal modellezése gomb alaku részecskék segitségével (73)
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Masik megkozelités lehet, ha a diszkrét elemek magat a falazat épitéelemeit reprezentaljak. Az

UDEC, 3DEC, illetve a DDA tipust programok poligonokat/poliédereket alkalmaznak, igy ezek
megfeleldek téglak, faragott k6tombok modellezésére.

Mar emlitettiik, hogy a korai DEM programok gyakorta alkalmaztak merev elemeket. Ivek,
boltozatok torési terhének, a kinematikai hatdrozatlansag bekovetkezésének vizsgalatara ezek a
modellek is megfeleléek (lasd hatarallapot elmélet (44)). Gilbert és Melbourne (1995) (82) tobb

ivsorbol allo boltiveket vizsgalt ilyen eljarassal (50.dbra), eredményeiket kisérletekkel is igazoltak.

W=235 kN

50.abra Hatarallapot analizis boltivek vizsgalatara

fvek esetén jelentds szerepe van a feltoltés tehereloszté hatasanak. Ennek modellezése
deformalhat6, akar nemlinedris viselkedésii elemekkel ajanlott. Petrinic (1996) (76) példaul kor alaka
szemcsékkel vizsgalta a teher terjedésének utjat, Bicanic (2001) (83) pedig olyan DDA modellen

vizsgalta ugyanezt, melyen a feltdltést véletlenszerlien darabolt deformalhaté elemek egyiittese
jelentette. (51.dbra)

N

=
/=]
- (=]
=]

- ¢

P 1

t=H8ITs =TT 5 “1=8606s /:10.62s Fhﬁl‘ 1=19,3

51.dabra Falazott ivhid és hattoltés DDA modellje (83) 52.dabra Oszlopok szeizmikus vizsgalata (UDEC) (84)

A DEM egyik legnagyobb elénye, hogy a mozgasegyenlet megolddsaval dinamikai problémak
kezelésére alkalmas. Dinamikai probléman az épitémérnoki gyakorlatban természetesen elsdsorban a
foldrengési analizist értjiik, sok er0sen szeizmikus zonaban 1évd orszag épitészetében jelen vannak a
falazott szerkezetek. Mas dinamikai vizsgalat lehet barmilyen iitkzés — példaul foldrengés esetén
elbirja-e a boltozat a lehulld tormelékeket - vagy akéar robbanas is. Szeizmikus vizsgéalatok esetén
haromdimenziés modell ajanlott a realis szerkezeti valaszokhoz. A szamitasi igény csokkenthetd, ha
merev elemeket alkalmazunk — ezt az UDEC és 3DEC is engedi -, illetve ha a kapcsolati
normalmerevségek nem tul nagyok (igy a szoftver altal alkalmazott, még numerikusan stabil
viselkedést biztositd id6lépés hosszabbra adddik). A szeizmikus teher igen egyszeriien modellezhetd.
A szerkezet alapjaul szolgaldé blokkot, vagy blokkokat elkészitjiik, majd erre - mint ahogy azt

modellkisérletek esetén a rdzodasztalndl szokas — miikodtetjik a kivant terhelési torténetet
elmozdulésteher formajaban.
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Papastamatiou és Psycharis (1993) (84) egy korai UDEC véltozattal vizsgélta antik oszlopok
szeizmikus valaszait merev elemekkel. (52.dbra)

Psycharis és tars. (2003) (85) térbeli modellt készitett a Parthenon szeizmikus analiziséhez, melyet

jonéhany, a kornyéken mért foldrengési rekord alapjan vizsgalt, s ily modon kiilonb6zé megerdsitési
¢s felyjitasi lehetdségeket keresett. (53.dbra)

Maradi deformiclék

10m

Fildrengisi teher
alkalmazisa az “alaptestre™

Dynamic input

53.abra Parthenon szeizmikus vizsgalata (3DEC) (85) 54.abra Csucsives iv szeizmikus vizsgalata (3DEC) (86)

fvek vizsgalatara is van példa szép szammal. Lemos (1998) (86) merev elemekkel és deformalhato
kapcsolatokkal modellezte kiilonbozo tipusu — félkor, csucsives — ivek szerkezeti sikra merdleges
tonkremeneteleit. (54.dbra) Erdekes megallapitisra jutott azzal kapcsolatban, hogy a modellben
alkalmazott kapcsolati merevségi érték dontéen befolyasolhatja az eredmények helyességét. ,,Puha”
kapcsolat esetén ugyanis sokkal kisebb gyorsulasi értékeknél ment tonkre a szerkezet.

Alexandris (2004) (87) tradicionalis ciprusi lakohazakat vizsgalt foldrengési terhekre. Mind két,
mind harom dimenzids esetben a megerdsités modjait vizsgalta. (55.dbra)

55.dbra Tradicionalis ciprusi lakohazat szeizmikus vizsgalata (3DEC) (87)
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Nagyobb, komplexebb szerkezetek vizsgalatanal egy olyan megoldas is létezik a diszkrét elemes
szamitasok iddigényének csokkentésére, mely sordn egy elem nem az egyes ¢pitdelemeket
reprezentalja, hanem egy nagyobb szerkezeti részt is akar (egy-egy diszkrét elemmel mint helyettesitd
kontinuummal kozelitve tobb falazoelem egyiittes viselkedését) . Ez a fajta modellezés igen
felelosségteljes, nagy tapasztalatot és szakértelmet igényld feladat. A kapcsolatok helyét, az elemek
hatarait ugy kell felvenni, hogy a lehetséges tonkremeneteleket jol tiikrozze a vizsgalat, valamint a
kapcsolatok és elemek mechanikai jellemzdje most mar globalis szinten kell visszaadja az eredeti,
kisebb blokkokbol felépiild szerkezet viselkedését. Egy példa ilyen modellre Oliveira (2002)
(88)munkaja, aki egy vilagitétorony foldrengési karosodasat vizsgalta ilyen modszerrel.

3.3.3. DEM/VEM eljarasok

Mar lathattuk, hogy VEM esetén 1étrehozhatjuk elkiiloniild elemek kontakt elemekkel dsszekapcsolt
rendszerét, illetve DEM esetén végeselemhalot generalhatunk — még ha csak igen egyszerti elemekkel
is — a deformalhato blokkokba. Lathato, hogy kezdenek elmosddni a hatdrok a két eljaras kozott. A
kontakt elemek kezelése igen megnehezitheti a modellépitést, a nem megfeleld halosiirités pedig
pontatlan eredményeket szolgaltat a DEM esetén, mégis megfelelden felvett modellen dolgozva a két
modszer egyarant hatékony lehet falazott boltozatok vizsgalatara.

A két eljaras Otvozésére tobb kutatd is kisérletet tett. Munjiza (2004) (89) torésmechanikai
vizsgalatokra fejlesztette ki véges-diszkrét elemes numerikus algoritmusat, mely olyan deformalhaté
blokkokat alkalmaz, amik haromszdg elemekre vannak osztva. Ezek a haromszdgek a terhelés soran
elszakadhatnak egymastél a torésmechanikai feltételeknek megfeleléen, igy példaul épiiletek
Osszeonldsa és darabokra hulldsa modellezhetd (56.dbra). A repedés terjedésével az elszakadd

haromszdg elemek szomszédos elemeire a program automatikusan 0j halot készit.

W

56.dbra Kémény 6sszeomlasanak modellezése DEM/VEM eljarassal (Munjiza) (89)

Petrinic (1996) (76) olyan két dimenzids modellt fejlesztett ki, ahol deformalhat6 poligon elemek és
merev szemesék egyiittesen szerepelhetnek. fvhidra készitett modelljét mar ismertettiik feljebb.
Jerzy Rojek és Eugenio Onate modellje (90) a feladat soran vizsgalt tartoméanyt véges és diszkrét
elemes részekre, valamint d&tmeneti zonara osztja fel (57.dbra).

(a) (b)

57.dabra A test véges, atmeneti és diszkrét zonakra osztasa (90)
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Ezutan feltételezi, hogy a teljes virtualis munka a két tartomanyra felirhatd virtudlis munkak lineéris
kombinaciojaként szarmaztathto :

SW=adWFf+({1—-a)sWP, (3.127)

ahol SWF a véges elemek, SWP a diszkrét elemek virtualis munkéja. Az o paraméter Q) tartomanyon
1, Qpesetén 0, az atmeneti tartomanyban pedig tetszdleges, példaul linearis atmenet 0-1 kozott.
Ahhoz, hogy a két modszert kozosen lehessen vizsgdlni a VEM alapvetd egyenleteit
mozgasegyenletek formajaban kell felirni :

My il = F}c:ulsc’i _ F?elséj (3.128)

ahol Mg a rendszer tomegmatrixa, iip a keresett elmozduldsok i1d6 szerinti masodik derivéltja, azaz a
gyorsulasi vektor, a jobb oldalon pedig a rendszerre hat6 kiilso és belso erdk kiillonbsége talalhato. A
matrixok/vektorok kompilalasa az alabbi egy elemre felirhatdo matrixok/vektorok segitségével torténik

m, = er pNTNdQ,, (3.129)
fhetss = fﬂe BTodQ. , (3.130)
fle(ﬁlsé — er NTp b dQ, + f[‘e NTt dar, , 3.131)

ahol p a surliség, o a Cauchy-féle fesziiltségtenzor, b a térfogaterdk vektora, ¢ a feliileti teher vektora,
N a bazisfiiggvények matrixa, B az alakvaltozasi matrix. A mozgéasegyenlet megoldasa a diszkrét
elemek modszerénél mar ismertetett centralis differencidk modszerével :

vf+1/2 = vf—l/z + At (Mf)_l(FffﬂlSé - F?emj)i ) (3.132)
ul, = ul +Atvl, ), (3.133)

Szerencsés eset, ha azzal a kozelitéssel éliink, hogy a tomegmatrix diagonalis, hisz ekkor kiilonallo
egyenletekké esik szét az egyenletrendszer, az invertdlast nem kell elvégezni. A kiilonbozo
kényszereket feltételi fliggvények megadéasaval, azokat pedig a virtualis munkiba beépitve
blintetofiiggvényes-modszerrel vagy Lagrange-féle multiplikatoros eljarassal kezelhetjik. A feltételi
fliggvény legyen :

x(ug, dupc) =0 (3.134)

altalanos alakban felirva, ahol dup és dup, a véges és diszkrét elemekre vonatkozé kinematikai
kényszereket jeldli. A virtualis munka a kovetkezd alakban irhaté fel biintetéfiiggvény :

5u£(MFﬁF — FRulsé 4 F?el%) + Supy (Mpyitpy — Fpy) + Supc(Mpcitpe — Fpe)

ox
0(8upc)

. 9 T T
+6@F(JoSp = Tp) + Suf 25| ko + Sube | Xkop =0, (.13

illetve Lagrange-féle modszerrel :

5u£(MFﬁF — FRulsé 4 F?el%) + Supy (Mpyitpy — Fpy) + upc(Mpcitpe — Fpe)

. 9 T 3 T
+8®5(JpQp —Tp) + Suf [a(a_ip)] A+ sul, [6(6;{00 A=0. (3.136)
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A részleteket mellézve a mozgasegyenletek differencidlegyenlet-rendszere biintetéfiiggvény
alkalmazasa esetén :

MF 0 0 0 uF [F’;'u156 _ F?-elSES + NTXkDF-I
0 MDU 0 0 Upy FDU
. = , 3.137,
0 0 My O Yoc [ Fpc — XKpr J G137

M és J a globalis tomeg ¢€s inercia matrixok, kpr pedig a diszkrét biintetd fiiggvény vektora. A
mozgasegyenlet Lagrange-szorzos esetben :

M, O 0 0 —_NT1(Ur) Fliilss _ phelss
0 My 0 0 0 I'fDU Fpy
0 0 MDC 0 1 Upc p = FDC (3.138)

0001D09D[TDJ
N 0o I 0 0414, 0

A feltételek ezen két kezelési modjanak eldnyeit, hatranyait mar a 3.3.1.pontban bemutattam. A
differencidlegyenlet-rendszert ezutan explicit iddintegralasi technikaval lehet megoldani.

A modszer szépsége abban rejlik, hogy csak azok részeket modellezziik diszkrét elemekkel, ahol a
mikro szintli analizis sziikséges lehet, igy a szamitasi id6 drasztikusan csokkenhet. Ilyen megvalosult
modellezési példa (Rojek €s Onate, 2007) alagutfalazat fejtése, ahol csak a fejtendd rész kornyezetét
épitjiik fel ,,fejthetd” diszkrét szemcsékbdl, a tdvolabbi, csak a globalis erdjatékban szerepet jatszo rész
véges elemekbdl all. (58.abra)

LT TR

58.dbra Alagutfalazat fejtésének modellezése DEM/VEM eljarassal (Rojek és Onate) (90)

Falazatokra torténd alkalmazéasa lehet olyan modellek épitése, mely a Petrinic-féle hidmodellhez
hasonldéan a feltdltés hatasaval foglalkozik. Vizsgalhatdo pl. a tehereloszlds, valamely targy
becsapddasa soran a feltdltés tompitd hatdsa, foldrengés esetén a boltozattal mozgo tomeg csillapitd
hatasa stb. A modszer segitségével esetlegesen olyan téglakat, k6 elemeket modellezhetiink, melynek
belseje véges elemekbdl, kiilsd rétege diszkrét elemekbdl all. Ilyen esetben lehetdség van a
fesziiltségkoncentraciok, illetve ennek kovetkeztében morzsolddo, letérd darabok vizsgalatara.

3.4. Osszefoglalas

A felsorolt vizsgalatok csak kiragadott példdk a VEM, DEM, illetve a két mddszer 6tvozésének
lehetséges alkalmazasaira falazott szerkezetek vizsgalatdban. Egyre tobb cikk jelenik meg ilyen
szerkezetek diszkrét elemes vizsgalataval kapcsolatban. Térbeli boltozatokrél azonban ma még
szegényes a téma szakirodalma, olyan cikk pedig, mely ovalis alaprajzti kupoldkkal foglalkozik,
tudomasom szerint nem létezik. Ezért azt remélem, hogy a TDK soran elkészitett vizsgélataim
hasznosak lehetnek ezen szerkezetek mechanikai viselkedésének alaposabb megismerésére
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4. Sajat vizsgalatok

A sajat vizsgalataimban a kovetkezd célokat tliztem ki : az Onstlyra sziikséges minimalis
falvastagsagok meghatarozasa, a tamaszerdk eloszldsanak vizsgalata merev tamasz és Onsuly teher
esetére, az Osszeomlasi modok és repedéskép megismerése kiillonbozd kialakitasu ovalis kupolak —
beleértve a mar jol ismert gdmbkupolat is —, illetve onsuly esetére.

Elészor szeretném bemutatni, hogy ezen boltozatok geometridjat, feliiletét hogyan lehet megadni
matematikailag teljesen daltalanosan parametrizalva, mely a legkiilonfélébb kialakitasokat képes
reprezentalni. Az egyik legfontosabb kérdés, hogy ezen feliiletet hogyan tudjuk eléallitani, lefedni
diszkrét, poliéder elemekkel. Erre egy algoritmust irtam, mely ezen elemek koordinatait szdmitja ki.
Ezt az algoritmust szeretném részletesen bemutatni.

A vizsgalatok egyik f6 célja az 6nstlyra vonatkoztatott minimalis falvastagsagok megtalalasa volt.
Itt részletesebben targyaljuk az eddigi elméleti vizsgalatokat, azok hatterét, illetve gdmbkupolara
vonatkoz6 értéket megkiséreltem levezetni a kinematikai modszer segitségével. A 3DEC programmal
végzett minimalis falvastagsagra vonatkozo futtatdsokat kalibracios és mérethatas vizsgalatok eldzték
meg. Ezek utdn kozlom és értékelem az eredményeket, melyben a gazdasagossagi szempontokat is
kiemelem.

A tamaszerd eloszlasanak vizsgalatat a legkiilonfélébb kialakitasokra végeztem el parametrikusan,
tobb paramétert vizsgalva. A rengeteg futtatds eredményeként egy olyan adathalmaz Aallt
rendelkezésemre, mely segitségével grafikonokat, tablazatokat tudtam késziteni. Ezek a tdblazatok,
grafikonok alkalmasak arra, hogy merev tamasz esetére megjosoljak a fliggdleges €s vizszintes
tamaszerok nagysagrendjét, nagysagat, illetve a tamasz menti eloszlasat adott kialakitasu ovalis
boltozat esetén.

Az utolsé pontban abrakkal és szoveges értékeléssel mutatom be az egyes tonkremeneteli,
Osszeomlasi mechanizmusok jellemzdit, kialakulasat, illetve a repedések kialakulasat is jellemzem par
mondatban.

4.1. A feliilet matematikai definialasa

Ovalis alaprajzu boltozat céljara szolgalo feliiletet — a mar ismertetett modon (lasd. 2.3.pont) — az
alaprajz megforgatasaval, forgasfeliiletként definidlhatjuk legegyszeriibben. Az épitési gyakorlatban a
négy koriv szakaszbdl illesztett ovalis alaprajz a legelterjedtebb, igy én is ezt a szerkesztési modot
valasztottam. Az 59. dbra szerint az ovalis alakjat egy nagyobb, R sugaru és egy kisebb, r sugari
koriv, valamint a kdzéppontjuk tavolsagat kifejezd a méret hatdrozza meg. Jeldlje x azt a tengelyt,
amelyen mindkét koriv kdzéppontja fekszik. A kisebbik korivvel torés nélkiil csatlakozo, az abran p
sugarral jelzett koriv sugara:

_ a?+R?-r?
—Z(R—r) , “.1)
a kézéppontja pedig:
(R-1)%2-a?
YR = "R 4.2)

Jeloljiik a koriveket rendre Cg,C és C, betiikkel. A G, és C, korivek csatlakozasi pontjanak
koordinatait a kovetkezd képletek adjak meg:

a(a?-r?+R?)

Xo = aZ+(R-r)2 ) 4.3)
_ 2a’r _ id
Yo = a2+(R-r)2 r. (44
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Most legyen a p sugaru korcikk szoge 6, az r sugaru korcikké pedig ¢b:

0 = arctan (%) , (4.5)
¢ = arctan (x:fa) ) (4.6)

Az ovalis altal hatarolt teriiletet konnyedén kiszamithatjuk. Az ovalis jobb felsé negyedének tertiletét
az 59.dbra szerint Ugy kapjuk, hogy a C, 6 szorl korcikkéhez hozzdadjuk a C, ¢ szogh korcikket,

majd a p sugaru korcikk x tengely alatti kis haromszogét kivonjuk beldle. A teljes teriilet pedig nyilvan
ennek négyszerese lesz:

A:4(%p29 +%r2¢—%ayR) = 2(p%0 +1r%¢p — ayy) . 4.7)

y

-

59.dbra Négy korivbdl illesztett ovalis.

Az ovélis definidlasahoz tehat harom paraméteriink van: R, r és a. Mivel két kiillonb6zd gorbe
illesztéseként kaptuk az ovalist, a gorbe fiiggvényét az x, y koordindtarendszerben csak szakaszonként
tudjuk definidlni. Lehetéség van y = f(x), illetve x = f(y), azaz x és y fiiggetlen valtozd szerint
megadni a fiiggvényt. Ha x a fliggetlen valtozo, akkor a gorbe fiiggvénye a kovetkezo lesz:

[92 — 52
+(Vp? —x* 4 v) ha x = —xqésx < x
y = f(X) =<{* (\/ r2 — (x - a)z) ha x> X . (4.8)
i( /rz _ (x+a)2) ha X < _xo )
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Ha y a fiiggetlen valtozo, akkor a fliggvény a kovetkezo:

2 2
WY ) gy = ypésy <y,
x=f)={+(/p =y —y)?) ha Y >Yo : (4.9)
h < -
t(/p2 = —yp?) "¢ IS
Most, hogy ismerjiilk a gorbék fiiggvényeit, a forgasfeliiletet egyszerlien elkészithetjiik. A gorbe
fliggvényét tehat azon tengely mentén definialjuk, amely koriil megforgatjuk. Ekkor a masik, fiiggd
valtozo egy hengeres koordinatarendszer r valtozojanak feleltethetd meg, mely éppen az adott fiiggd

valtozo, illetve az eredeti derekszogli koordinatarendszer z koordinatainak négyzetdsszegébdl vont
gyokkel egyezik meg. Igy példaul a (4.8)-as képlet elsé sora a kdvetkezOképpen irhaté fel:

r=\y2+22=+(/p?> —x* + yz), (4.10)

melybdl z, azaz a feliilet fiiggvénye atrendezéssel explicit médon kifejezhetd. A feliiletek fliggvényei a
hosszabbik tengely koriil megforgatva :

\/(\/PZ_XZ‘H’R)Z_YZ ha x = —x5ésx < xg

Z(x,y) = \/rz — (x _ a)z _ yz ha x> xO R (4.11)

ha X<—x0
\ Jr2 = (x + a)2 — y2

illetve a rovidebbik tengely koriil megforgatva:

( 2 \
\/(VTZ—XZ‘FG) — Y% ha x=—xyésx < x,

z(x,y) = S =G =y = ha X > X . (4.12)

ha x < —Xg
VP = (x +yp)? - y?

A (4.12)-es képletben x és y szerepét felcseréltem, azaz mostantdl x mindig a forgastengelyt fogja
jeldlni. A matematikai programokban — mint példaul a Matlab, melyet a dolgozat elkészitése kozben
én is hasznaltam — lehetdség van parametrizalni a gorbét, igy egyszeriien definialni a forgasfeliiletet a
gyors megjelenités érdekében, ekkor nem kell ismerniink a Descartes-féle koordinatarendszerben a
feliilet fliggvényét. Ha az alaprajzi gorbe f(x), akkor a harom paraméteres koordinata a kdvetkezo:

x; f(x) *cos(t); f(x) =sin(t) . (4.13)

A (4.8) vagy (4.9) képletekkel megadott ovalis gorbék pozitiv fiiggvényértékekre értelmezett
fiiggvényeit f(x)-nek tekintve az x paraméter a (4.8)-as esetben - (a + r)-t6l megy (a + r)-ig, a
(4.9)-es esetben pedig — R-t6]l R-ig. A t paraméter egy félkornek megfeleléen 0-tol m-ig megy. Az
egyiptomi ovalis alaprajzot R = 4,r = 3,a = 3 értékekkel kapjuk, illetve akkor, ha ezen értékek
aranyait betartva hasonl6 értékharmasokat alkalmazunk. Az egyiptomi ovalis kétféle megforgatasaval
keletkezo feliileteteket mutatja a 60.dbra.
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60.dbra Egyiptomi ovalisbdl rovidebb, illetve nagyobbik tengely koriili megforgatassal képzett feliiletek.

e rer

4.2. A diszkrét elemes modell geometriajanak kialakitasa

A geometriai modell megalkotasanal a f6 probléma az volt, hogy hogyan lehet lefedni egy gorbiilt
feltiletet poliéder elemekkel. Mivel a gyakorlatban is rendszerint gytirlinként készitik el a falazast, a
modellt is tgy kellett megalkotni, hogy az elemeket egy kezdd ponttol a gylirli mentén sorban haladva
épitse fel az eljaras, majd zaras utan a kovetkezd gytirtivel folytassa és igy tovabb. Epités soran a belsé
feliilet az, melyet a lehetd legpontosabban ki lehet tlizni, igy én is el@szor a belsd feliilet pontjainak
meghatarozasara irtam egy algoritmust (ez a belsd feliilet a lehetd legpontosabban kozeliti a
matematikailag pontos forgasfeliiletet), a kiilsd feliilet pontjait pedig a belsé feliilet normalisainak
ismeretében szarmaztattam. Az altalam alkalmazott diszkrét elemes program, a 3DEC
programkdrnyezete, belsd programnyelve csak alapvetd algoritmusok megirasat teszi lehetévé — if, for,
while, stb. —, ami megnehezitette az algoritmus elkészitését. Igy azt az utat valasztottam, hogy egy
magasabb szintli matematikai programmal — jelen esetben a Matlabbal — oldom meg a feladatot,
melyben rendelkezésre allnak beépitett, numerikus megoldast alkalmazé fiiggvények, majd ezzel a

programmal generéaltatom le a 3DEC szdmara sziikséges formatumu input file-t.

A két fenti forgatasi modszerrel eldallitott forgasfeliiletek elonye, hogy a forgastengelyre merdleges

metszetek korivek, ¢és koziilik a legnagyobb sugari korivet egyenld szakaszokbol allo poligonnal
megkozelitve — ahol az egyenld szakaszok hossza éppen az épitdelem jellemzO mérete —

kiszdmithatjuk az egyes gyliriik magassagi értékeit (61.dbra).

R R

61.dabra Legnagyobb sugart kor keresztmetszet kozelitése poligonnal.
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Az abra szerint a ¢ szoget a kdvetkezOképpen kapjuk meg:

meret/2
- ) . (4.14)

<p=2*asin(

A kupola késziilhet feliilvilagitoval, illetve anélkiil. Feliilvilagité esetén azt kell tudnunk, hogy a
feliilvilagit6 pereme — a ,.k6zEépsd”, kor alaku keresztmetszetben vizsgalva — a vizszintest6l mérve
mely szdgnél taldlhatd. Ezt a szoget nevezziik ¢y ,:4--nak. Ha nincs feliilvilagito, akkor ez az érték
elméletileg /2, azonban ilyen esetben is definidlunk feliilvilagitd lyukat, &m méretét igen kicsire
vessziik, majd ezt a lyukat egy zarokodvel toltjiik ki. Ezért tehdt minden esetben egy @, q¢4r €rtéket kell
definidlnunk, hogy tudjuk, hogy a gylriis falazds mely magassagig érvényes. A megadott @pqear
valdsziniisithetden nem lesz a szamitott ¢ érték egész szamu tobbszordse, azaz a gyliriik magassagat —
a kovek ,,magassagi” méretét — a kovetkezoképpen modositjuk (ennek soran zy, szamu falazott,
vizszintes gylirlink lesz z; magassagi értékekkel):

Zgp = round(Pparsr/ @) (4.15)
Pyj = _wZZ:;r : (4.16)
z; = R = sin(i * @) . (4.17)

A gylirik magassagi pontjainak ismeretében rendelkezésiinkre all ezen magassagokban vett
vizszintes metszetek gorbéinek fiiggvénye is. Forgasfeliilet esetén legyen a forgastengely az x tengely,
a rd merdleges alaprajzi tengely pedig az y tengely. Ekkor rogzitett y vagy z esetén a két valtozod
szerepe felcserélhetd, hisz barmely forgéastengellyel parhuzamos, y = k = konst. fliggdleges
sikmetszetben a gorbe f(x) fiiggvénye formalisan megegyezik z = k = konst. vizszintes
sikmetszetben 1évé gorbe fiiggvényével. Egy-egy z; magassidgban tehat a vizszintes metszetben
keletkezd ovalis gorbe fliggvényét ugy kapjuk, hogy a feliilet fliggvényébe y valtozé minden értékére a
konstans z; értéket helyettesitjiik be:

fosz(X) = y(x) = z(x, z;) . (4.18)

Az egyes épitéelemek koordinatait gy szadmitottam ki, hogy egy kiinduld pontbol az eldre definialt
elemmérettel 1épegettem végig az adott magassagban 1évé f,;,(x) fiiggvény gorbéjén. A keresett pont
el6tti pontba egy elemméret sugara kort rajzolunk, majd az igy felvett kornek és a vizszintes metszet
ovalis gorbéjének metszéspontja lesz az 4j pont helye. igy minden egyes 4j pont megkereséséhez egy
nemlinedris egyenletet kell megoldani. A kor fliggvényébe az y koordinatat helyettesiteni kell a f,,¢,(x)
fliggvénnyel, majd nullara rendezni, és igy a kdvetkezdt kapjuk:

(11 — %) + (fusz(xi41) — yi)* —meret? =0 . 4.19)

Az egyenletet megoldva megkapjuk az uj pont x koordinatajat, az y koordinatat pedig egyszerii
visszahelyettesitéssel nyerhetjiik. Mivel masodfoki egyenlettel van dolgunk, két megoldas is
lehetséges. Az algoritmus felismeri, hogy éppen pozitiv vagy negativ y értékeknél jarunk, s eszerint
alkalmazza az f,g,(x) vagy —f,s;(x) fiiggvényeket. A nullpontot nem csak kiindulasi értékbol
kereshetjiilk meg, mint az a Newton-modszernél ismeretes, hanem egy tartomanyon is vizsgalddhatunk.
Ilyen megoldast kinadl a Matlab fzero fiiggvénye is. A pontok keresése x = 0 -t6l indul, éramutatd
jarasaval egyez0 iranyban, azaz a tartomanyt, amin keressiik a null értéket, az éppen az el6zd pont,
illetve az adott magassagban 1év6 f,.,(x) fliggvény legnagyobb pozitiv vagy negativ x értéke jeloli ki.
Mivel a teljes vizszintes metszet gorbéje f,,(x) és —f,s,(x) fiiggvényekbdl all, gond lehet akkor,
amikor az el6z0 pontunk még pozitiv y koordinataval rendelkezik, de a kovetkezd pontunk mar a
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negativ y értéket venne fel. Ezt gy kezeltem, hogy minden egyes vizszintes metszet vizsgalatakor a
program kiszamolja, hogy milyen mértékben kell megkozelitenie az el6z6 pontnak az f,g,(x)
fliggvény legnagyobb (vagy legkisebb) pontjat ahhoz, hogy az elébb felvetett eset fennalljon. A
fosz(x) fuggvény legnagyobb felvehetd x értéke az f,,,(x) = 0 egyenlet megoldasaval adodik. Ebbe a
pontba egy téglaméret sugaru kort allitva, a kor és a gorbe metszéspontja adja ezt az x értékre
felallithaté hatarértéket. Ha a haladasi irdny szerint valamely pont ezen hatarértéket megeldzi, az
algoritmus a (4.19)-6s képletbe az eddigi f,,(x) fiiggvény —1-szeresét helyettesiti be. Ezt illusztralja
a 62.dbra, ahol a legutolso, 0j (pirossal jelolt) pont mar a negativ fliggvényértékek tartomanyaba esik.

M

—_—t

R=meret

- fvsz(X)

-
Ej
|
|
|
|
|
|
|
A
X
|
|
|
|
4
62.dbra A fuggvényvaltas problémajanak vazlata.

Szintén problémat jelenthet az éppen elkésziilé vizszintes gylirii zardsanal, hiszen itt nem biztos, hogy
a lépések sordn az egész méretii tégla befér az utolsod helyre. Az algoritmus ezt ugy kiiszoboli ki, hogy
amikor két téglanyi tavolsagra megkozelitjiik a kezdd/zar6 pontot, akkor oda két toredék téglat helyez
el, ahelyett, hogy egy egészet és egy kis darabot épitene be (63a.dbra). A gylrik kezdOpontjat a
kiilonb6z6 magassagokban eltolva veszi fel az algoritmus, igy az egymas felett 1évo téglak fiiggdleges
fugai nem lesznek egy vonalban. A gond ebben az esetben az, hogy az egymas feletti gylirtik nem
egyforma hosszuak, azaz egy id6 utan a felsé sor ,,beéri” az als6 gyurlinek a kezdésnél beiktatott
eltolasi elonyét, és a fliggdleges fugak elkeriilhetetleniil egymaés folé keriilnek. Ezt tigy védtem ki,
hogy minden egyes 1j koordinata meghatarozasanal a program megvizsgalja, hogy az el6zd, alsobb
gylriiben 1évo téglak csucsainak — azaz a fugdknak — a koordinatai ezen 1) csomopont koordinataitol
milyen tdvolsagra vannak. A tavolsagot az éppen vizsgalt két pont — egyik az jonnan meghatdrozandé
pont, a masik az alsébb gytirli éppen vizsgalt pontja — helyvektoranak kiilonbségének az hossza adja.
Erre a tavolsagra egy feltételt adhatunk meg, hogy milyen tliréshatarral dolgozzon a program. Ha
nincsenek tul kozel egymdshoz — azaz a tavolsadg a tliréshataron kiviil van — , akkor a szamitott
koordinata az uj koordinata, ha viszont a hataron beliil vannak, akkor az elmetsz6é kor sugarat, amely
az uj koordinatat kijeldli, egy bizonyos mértékkel megnoveli, igy az éppen elhelyezésre keriilo tégla a
tobbinél kicsit nagyobb lesz, de a fugak egymasra keriilését elkertiltiik (63b.dbra).
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63.dbra a. A gytrli zaré koveinek darabolasa b. Az épités soran az algoritmus egy nagyobb kével ,,atugorja” a fugat.

Az egyes téglak bels6-felsd csomopontjainak koordinatait a kovetkezOképpen hatdroztam meg az
el6z6 koordinatakbol. Az alsdé csomoéponton atmend (4.18)-ban definidlt f,.,(x) fliggvény
csomopontban vett érintdé vektora — mivel a z koordinataja éppen nulla — éppen azon fiiggdleges sik
normalisat adja meg, mely alaprajzi vetliletben merdleges a gorbére. Ezen sik, illetve a z;,.4
magassagban értelmezett 0j f,,s, (x) fliggvény metszéspontja adja a felsé csomodpontot.

A kiilsé feliileten 1évé csomopontok koordinatait — mint azt mar fentebb emlitettem — egyszeriien
meghatarozhatjuk a hozzéjuk tartozo belsé csomopontok koordinataibol vald szarmaztatassal. A belsd
koordinatakhoz egyszertien hozza kell adjuk az adott belsé csomopontban értelmezett feliileti és
egységnyi normalvektor falvastagsagszorosat:

Xriss = Xpeiss T+t (4.20)

ahol X vektorok a kiilsd és belso x, y és z koordinatakat tartalmazzak, ¢ a falvastagsag, n pedig az adott
pontban értelmezett egységnyi normalvektor. A normalvektort egyszerii geometriai Osszefiiggésekkel
lehet meghatarozni, hisz a feliilet korivek megforgatasabol jon létre, ezért nem kell derivaltakat
alkalmazni.

A Matlabban irt algoritmusban megadhatjuk az alaprajzi ovalis harom paraméterét — R, r és a — ,
illetve kivalaszthatjuk, hogy mely tengely koril torténjen a megforgatds (64.dbra), igy a
legkiilonfélébb feliileteket hozhatjuk 1étre, sokféle geometria vizsgalhatova valik. A kiszadmitott
koordinatakat egy tabldzatba menti el a program, amit a szamitas végén egy excel munkalapra
exportal. Az elénye ennek a megoldasnak az, hogy akar karakterlancot is megadhatunk cellaértéknek,
tehat a majdani 3DEC-es futtatdsokhoz teljes szoveges input file is generalhato.

64.abra A két féle megforgatassal el6allo ovalis kupola geometriai modellje (R = 4,7 = 3,a = 3).
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4.3. Epitési médok szimulalisa

A 2.3. pontban mar volt sz arr6l, hogy az ovalis kupola épiilhet allvany nélkiil, azaz vizszintes
gytrlinkénti falazéssal, illetve allvanyozassal is. A Matlabban megirt algoritmus ezt a két lehetdséget
is figyelembe tudja venni: kiilon opcidként meg lehet adni, hogy mely épitési modot valasztjuk, s a
program eszerint generalja a 3DEC szdmara az input file-t.

A 3DEC explicit iddintegralast alkalmaz a mozgasegyenletek megoldasara. Ez azt jelenti, hogy
bizonyos 1épésszam sziikséges ahhoz, hogy akar csak az 6nsulyra is megtaldlja az egyensulyi allapotot.
A program folyamatosan kozli a teljes rendszerben fellépd kiegyensulyozatlan erdk legnagyobb
abszolut értékét. Ez lehetdséget ad arra, hogy definidljunk egy hibahatart, mely alda ha a
kiegyensulyozatlan erék abszolut értéke lecsokken, a rendszer egyensulyban 1évOnek tekinthetd. A
3DEC programban ez a kiegyenstlyozasi folyamat automatikusan kivitelezhet6 a ,,solve” paranccsal.

Allvanyzat nélkiili épités esetén a Matlab algoritmus minden egyes gyliri zarasa utan beiktat egy
wSolve” parancsot, mellyel onsulyra kiegyenstlyozza az aktudlisan megépiilt gytliriisort. Egy ilyen
modellt mutat épités kozben a 65.dbra, ahol az elmozdulasok szumma értékét lathatjuk.

3DEC DP4.10
T tmrea Cona g Groap, e
Step 20445
Sr2002011 6:25:04 PM

Displacement magnitude
0.0000E+00
5.0000E-08
1.0000E-05
1.5000E-05
2.0000E-03
2.5000E-05
3.0000E-05
3.5000E-05
4.0000E-05
4.5000E-05
5.0000E-05
5.5000E-03
B.0000E-05
E.5000E-05
6 5854E-05

Allvanyzattal ¢épiilé esetben kiilon megadhatjuk, hogy hany részbél alljon a zsaluzat, azaz hany
itemben bontsa azt le a program. Ilyenkor a teljes geometriat felépitjilk, az ugynevezett ,,fix”
paranccsal minden blokkot rogzitiink a kiindulasi allapotdban, majd ahol éppen kivételre keriil a
zsaluzat, ott a ,,free” paranccsal feloldjuk a megkotést, s a ,,solve” paranccsal kiegyensulyozzuk a
megfeleld blokkokat. Ez feliilrdl lefel¢ torténik, mig mindegyik blokk feloldasra nem keriil. A
66.dbrdan a 65.abran mar bemutatott kupola allvanyzattal épiilt valtozatanak szimulécioja lathatd. A
kék szin a még mozdulatlan blokkokat jeldli, a tobbi részen az allvanyzat kivétele miatt a
kiegyenstlyozodas soran mozgéasok kovetkeztek be.

A fentiek szerint egy teljesen altalanos ovalis alaprajzzal rendelkezé ovalis kupola teljes épitését
modellezhetjiik le, mindehhez csak a kiindul6 adatokat kell megadnunk.
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IDEC DP4.10
@2007 ltasea Cansulting Group, Ine
Step 7301
9/20/2011 B:44:39 PM

Displacement magnitude
0.0000E+10
1.0000E-D4
2.0000E-04
3.0000E-04
4.0000E-04
5.0000E-D4
6.0000E-04
7.0000E-04
5.0000E-04
9.0000E-D4
1.0000E-03

I 1.1000E-03
1.1590E-03

66.dbra Allvanyzattal val6 épités szimulacidja.

4.4. A boltozatmodell anyaganak jellemzoi

Fontos megemliteni, hogy a Matlab program akar merev, akdr deformalhaté elemekre is el tudja
késziteni a 3DEC input file-t. Merev elemek esetén a 3DEC szdmara elég a blokkok siirtiségét
megadni, deformalhaté elemek esetén pedig a nyirdsi (G) ¢és térfogatvaltozasi modulus (K) is
sziikséges adat. Mivel a 3DEC szoftvert elsdsorban geotechnikai problémak megoldasara fejlesztették
ki, az anyagmodell megadasakor a szokdsos rugalmassagi modulus (E) és a Poisson-tényezé (v) helyett
a nyirasi- és térfogatvaltozadsi modulust kell megadni. A két adatpar kifejezhetd egymdsbol a
kovetkezé modon:

E

= 3’ (4.21)
E

= 2am (4.22)

Diszkrét elemes modell esetén az épitdelemek megszokott anyagjellemzdinek definidlasa mellett meg
kell adnunk a kapcsolati modell jellemzdit is (részletek a 3.3.2.2.pontban). Falazott szerkezetek esetén
egyszeri Coulomb-féle strlédasos modellt alkalmazhatunk. Ekkor bemend adat a normalis- és érintd
iranyu merevségek, illetve a surlodasi szog nagysaga. Ha a falazott szerkezetek klasszikus elmélete
szerint modelleziink, akkor merev elemeket, és elviekben végtelen nagy kapcsolati normalis- €s érintd
iranyi merevségeket kell alkalmaznunk, a surlodasi szoget pedig 90° kozelében kell felvenni. Ekkor
ugyanis semmiféle deformacié — sem az épitdelem, sem a kapcsolat szintjén — nem kdvetkezik be, a
megcsuszas a végtelen nagy surldodasi tényezé miatt nem alakulhat ki. A késébbiekben valos, mért
adatokkal kalibralt anyagi és kapcsolati jellemzdket is felhasznéltam a futtatdsaim soran. Az adatokat
Fodi Anita (BME Hidak és Szerkezetek Tanszék) laborkisérletei és ezekhez igazitott 3DEC modellje
alapjan vettem fel. A két fajta esetben alkalmazott anyagi és kapcsolati jellemzdket a 2.tdablazat
tartalmazza. A program nem alkalmaz mértékegységeket, ezért ligyelni kell arra, hogy egységes
rendszerben adjuk meg az anyagjellemzdket, illetve az eredmények leolvasasanal is tudni kell, hogy az
értekek milyen alap mértékegységekbdl szarmaznak. A szamitasok soran a hosszsag alapegységének
a métert, a tomeg alapegységének a kilogrammot, az 1d6 alapegységének pedig a masodpercet
valasztottam. Ezekbdl az erd alapegységére Newton dimenzié adodik, igy barmilyen mas,
szarmaztatott mértékegységet ilyen alapegységekkel kell megadni. Az eredmények esetében az
elmozduldsok igy méterben, a fesziiltségek N/m?2-ben értendéek. A 2.tdbldzatban feltiintettem az
alkalmazott mértékegységeket is.
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Slirliség E v G K ki ks f
kg/m® | 10°Pa - 10°Pa | 10°Pa | N/m® | nN/m? °
2500 X X X X 10" 10 90
2500 25 0.15 10.87 11.90 101 111 35
2. tablazat

4.5. A Heyman-féle minimalis falvastagsagok meghatarozasa

Mar emlitettem a 2.4.pontban, hogy térbeli boltozatokra — csakugy, mint boltivre — levezethetd egy
ugynevezett minimalis falvastagsadg, melyre a boltozat biztonsdgi mérészama éppen 1, azaz éppen a
kinematikailag hatdrozatlanna valas, stabilitasvesztés hatdran van a szerkezet. Fontos tudni, hogy
ezeket az elméleti kritikus értékeket pontos, gorbiilt héjfeliilet feltételezésével, illetve a klasszikus
elmélet feltevéseivel — lasd 2.4. pontot, illetve (44)-t — szarmaztattdk. A valdsagban azonban a helyzet
a kovetkez6 :

e a blokkok, illetve a szerkezet deformaldodik, szemben az elmélet megmerevitett szerkezeti
vizsgalataval; a diszkrét elemes modellben ezeket a hatasokat figyelembe tudjuk venni;

e a kovek, téglak kisebb-nagyobb megcsuszasai kombindlodhatnak a csuklés mechanizmus
kialakulasaval, a tonkremeneteli mod Osszetetté valhat;

o a faragott kovekkel, téglakkal csak megkdzeliteni tudjuk az elméletileg pontos gorbiilt héjalakot.

Lathatjuk, hogy szamos olyan paramétert vizsgalhatunk, ami felveti a kérdést, hogy a klasszikus
elmélet feltételezései mennyire érvényesek a gyakorlatban. Ebben a pontban ezt szeretném vizsgalni
szamitogépes szimulaciok segitségével.

4.5.1. Gombkupola minimalis falvastagsaginak meghatarozasa kinematikai modszerrel

A 2.4. pontban mar sz6 esett a képlékenységtan statikai, illetve kinematikai modszerérél. A
témaban fellelhetd szakirodalom szerint boltivek, boltozatok minimadlis falvastagsagdnak vizsgalatat -
egy-két esettdl eltekintve (lasd (91)-t) - statikai modszer szerint végezték. A 18. szazadban Poleni volt
az, aki eldszor hivatalos megbizasbol statikai analizist végzett a romai Szt. Péter bazilikan. A
szeleteléses technikéval egy szelet vizsgalatat végezte el. Blokkokra osztotta az egész szerkezetet,
majd az egyes blokkok sulyat reprezentald stlyokat akasztott egy kotélre a megfeleld blokkok
sulypontjanak helyén. Az igy kialakuld gorbe vizszintes tengelyre vett tiikkorképét a kivalasztott szelet
hatarol6 vonalain beliil el tudta helyezni, amibdl azt a kovetkeztetést vonhatta le, hogy a szelet
stabilnak mondhatd, s igy az egész szerkezet megfelel. Heyman hasonl6 elvek szerint, szeleteléses
technikaval vizsgalta gombkupoldk esetére a minimalis #R aranyokat (¢ falvastagsidg, amelyet
allandonak tekintett az egész boltozatra; R: a gdmbkupola sugara), azaz feltételezte, hogy a meridian
iranyt kialakuld repedésekkel a boltozat ugyis kiilonalldo szeletek egylitteseként viselkedik.
Eredményeit a 67.abra fekete szinii gorbéje mutatja az a meridian szog fliggvényében. Teljes
gdmbkupola esetén (azaz ¢ = 90°) a minimalis #/R érték 0.042 .
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67.abra Minimalis t/R arany gémbkupola esetében az a kezdé merididnszog fliggvényében

Ez az eredmény konzervativ megoldas, hisz a gytriiranyt erdk stabilizal6 hatasat figyelmen kiviil
hagyja ez a két dimenzids analizis. Ha pontosabb megoldést szeretnénk, akkor a statikai méddszert
kiterjeszthetjiik harom dimenzidra is. Ekkor a membranelméletet kell alkalmazzuk, hisz a
nyomasfeliilet éppen egy membranfeliilet, er6k csak a sikjdban mikodnek. Ekkor az elézéekhez
hasonldéan a feladat: meg kell taldlni azt a legkisebb vastagsagot, #/R aranyt, melyre még talalhato
olyan membranfeliilet, mely a szerkezeten beliil halad. A (92)-ben taldlhatd doktori dolgozatban a
szerz0, Wanda W. Lau a statikai modszert 6tvozte a membranelmélettel, igy 1étrehozva egy modositott
algoritmust, mely a gylrliiranyt erdket, azaz a térbeli teherhordast is figyelembe veszi. Megoldasa a
67.abran piros szinnel lathatod, mely végig a konzervativabb, Heyman-féle megoldas alatt fut. Ezen
megoldas szerint teljes gdmbkupoldra a minimalis #/R ardny 0.041. Lathato, hogy gdmbkupola esetén
minimalis az eltérés, de mas geometriai kialakitasnal, ahol a tetépont koriili gytriiiranyl nyomoéerdk
stabilizalo hatasa nagy szerepet jatszhat a szerkezet stabilizdlasdban — példaul csucsives kupolék esetén
—, ott az eltérés mar joval nagyobb is lehet a szeleteléses technika €s a harom dimenzidés megoldas
kozott.

Az, hogy keressiik azt a nyomasvonalat, illetve nyomasfeliiletet, mely még éppen a szerkezeten
beliil halad, més oldalrol tekintve azt jelenti, hogy keressiik azt a helyzetet, mikor az erék éppen
kilépnek a szerkezet sikjan kiviilre. Csak nyomasnak ellenallé szerkezet esetén elvileg szigorubb
megkotés az, ha nem akarjuk, hogy barhol is huzas keletkezzen — repedések alakuljanak ki —, mert
ekkor a nyomdasvonalnak, nyomasfeliiletnek a keresztmetszet bels6 harmadaban kell futnia. Mas
esetben is teherbir6 marad a szerkezet, csak éppen a htzas helyén felnyilik, illetve ezen
keresztmetszetekben atrendezddnek a fesziiltségek. Ha azonban a szerkezeten kiviilre keriil a
nyomasvonal, akkor ott csukloként elfordul egymason a két szomszédos é€pitéelem. Ha megfeleld
szamU helyen torténik ez meg, akkor a szerkezet kinematikailag hatdrozatlanna valik, kialakul a
csuklos torési mechanizmus. Ez a mechanizmus tengelyesen szimmetrikusan hato fliggéleges teherrel
terhelt gombkupola esetén korszimmetrikus, a 68.dbran lathato modon kovetkezik be. Harom
csuklosor alakul ki, egy a kupola tovében, kettdé pedig a kupola kozépsé magassagaban. Az also
elemek kifelé borulnak, a legfelsé elem csak fiiggélegesen lefelé halad. A statikai modszer egy also
kozelitést ad a toréteherre, ezért mondtuk azt, hogy ha taldlunk olyan nyomasfeliiletet, mely soran az
egyensulyi és torési feltételek fennallnak, akkor a kupola biztonsadgos, ha nem, akkor a mechanizmus
kialakul, az adott teherintenzitas pedig éppen a toro teherintenzitdas. Mivel Onsuly esetén egy intenzitas
van, innen kovetkezik, hogy ha a vizsgalatok szerint kialakul a mechanizmus, az ellen semmit sem
tehetiink, tehat 1étezik olyan #/R értékkel jellemzett kupola, mely sajat sulya alatt 6sszeomlik.
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68.dabra Gombkupola 6sszeomlasi mechanizmusanak vazlata

A szakirodalomban nem talaltam térbeli boltozatok minimalis #/R aranyat kinematikai médszerrel
vizsgald munkat, talan a statikai modszer kiforrottsaga miatt. Ezen dolgozatban azonban szerettem
volna erre is egy megoldast adni. A kinematikai modszer a statikaival ellentétben éppen a
mechanizmus kialakulasanak lehetséges valtozatait vizsgéalja (lasd 2.4.pont). Ha ez egyértelmii —
példaul egyenletesen vasalt, két sz¢élén feltdmasztott, négyszog alakii vasbeton lemez egyenletesen
megoszld teherrel terhelve —, akkor a tordintenzitds az adott teherelrendezésre azonnal
meghatdrozhato, ha nem egyértelmti a mechanizmus kialakuldsa, akkor az azokat jellemzé csuklok,
csuklosorok helye paraméterként kezelendd. A 68.dbran lathato, hogy esetiinkben két paramétertink
van, a két kozbensd csuklosor, mert a harmadikrél tudjuk, hogy biztosan a talpnal fog kialakulni. A
megoldashoz a virtualis erdk tételét hasznalhatjuk, hisz a torés pillanatdban az erdrendszeriink még
statikailag lehetséges erdrendszer. A kiilsd és belsd virtualis munka a kovetkezoképpen irhat6 fel:

SW, = fTée + f(s) qtoudsS + f(V) gréudy, (4.23)

W, = — ) o'SedV, (4.24)

ahol fT a koncentralt jellegfi kiilsé er6k vektora, e a veliik kompatibilis kiilsé elmozdulasértékek
vektora, q7 és g7 a test feliiletén és a térfogata mentén megoszlé kiils erék vektora, du a veliik
kompatibilis elmozdulasfiiggvények vektora, o’ a fesziitségek, 8¢ pedig a velilk kompatibilis
alakvaltozas-fiiggvények vektora. Egy statikailag lehetséges erérendszer barmely virtudlis
erérendszeren végzett munkdja zérus, tehat a virtualis munkak tétele szerint:

A vizsgalatokat a klasszikus elmélet feltételezései szerint merev testekkel végezziik, illetve a
kapcsolatoknal keletkezd disszipaciot elhanyagoljuk. A (4.23)-as képletben csak a harmadik — térfogati
eréket, azaz az Onsulyt leird — tag marad csak, a (4.24)-es képlet merev testek esetén értelmét veszti,
azaz nulla. A végleges formula :

5W = 5Wk S f(V)

A képletet ugy értelmezhetjiilk, hogy ha taldlunk olyan mechanizmust, melyet végtelen kicsiny,
virtualis elmozdulasként miikodtetiink a szerkezetre, s amelyen a teljes onsulyi erérendszer virtualis
munkéja zérus vagy pozitiv, akkor az a mechanizmus valdban ki is tud alakulni. Ha egy adott
szerkezeten nem taldlunk ilyen konfiguraciot, tehat ha barmely kis kimozditadson az onsuly altal

gréudv =0. (4.26)
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végzett munka mindig negativ — azaz megfelelden vastag a boltozat —, akkor az stabil, 6nsulyat
biztonsaggal viseli.

Els6 1épésként a virtudlis elmozduldsrendszert hataroztam meg. Az also, kifelé billend elemeknél,
azaz a talpnal egy végteleniil kicsiny &6 elfordulast iktattam be a 69a.dbrdn lathato modon. Itt
lathatéak azok a jelolések is, melyeket az Osszefliggések felirasanal hasznalni fogok. R; és R, a
gémbkupola belsé és kiils6 sugarai, ¢, és ¢, az also és felsd keresett csuklosor gombi koordinatakkal
vett magassagi szogei, az (1, Z) koordinataparok pedig az indexnek megfeleléen az elsé és masodik
csuklosor hengerkoordinatait jeloli, ahol a mésodik index kiindulési allapotban 0, elmozdult allapotban
1.

(r20,Z20)

69.abra

Mivel a teljes feladat korszimmetrikus, az alapvetd Osszefiiggéseket egyetlen gombcikkre irtam fel. A
69b. dabran a csuklosorok Osszekotésébol 1étrejovo rudlancolat elvi fliggdleges elmozdulasi abraja
lathato. Az Osszefliggések nem linearizadlhatdéak 66 szempontjabol. A kiindulasi allapotban a (r,Z2)
koordinataparok a kdvetkezéképpen hatarozhatoak meg:

710 = Ry * cos(¢) , (4.27)
Zio = Ry * sin(¢,) , (4.28)
Ty0 = Ry * cos(¢y) , (4.29)
Zy0 = R, xsin(¢,) , (4.30)

Bevezetiink néhany segédmennyiséget. A 0 és 1 pontok kozotti tavolsdg, azaz az elsé ,,rudelem”
hossza, illetve az altaluk kijelolt vonal vizszintessel bezart szoge :

Ly = \/(Rz —110)% + ZlOZ ; (4.31)
_ Z10
6, = atan (_RZ_Tlo) . (4.32)
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Az 1 és 2 pontok kozotti tavolsag, azaz a masodik ,,radelem” hossza :

Ly =~/ (rio — 120)% + (Z1o — Z20)? . (4.33)

Az elmozdult allapot koordinatai :
111 = Ry, — Ly * cos(0, + 660), (4.34)
Zi1 = Ly *sin(64 + 60) , (4.35)
1 = Tyo, (4.36)
Zyr =\Ly* = (ryy = 191)% + 745 . (4.37)

Az elmozdulési ébra ordinatai:

AZy, = Zy1 — Zy9 , (4.38)
dZ, =7y, —Zy . (4.39)

A virtudlis munka felirdsahoz sziikség van az egyes merev, elmozduld elemek sulyabol szarmazo
ered0 erdkre, valamint azok hatdsvonaldra, azaz az elemek sulypontjara. Egy héjdarab térfogata a
kovetkezOképpen irhato fel gombkoordinatakkal :

V= %(cos(dh) — cos(p,)) ¥, —9,) (R,® — R.®), (4.40)

ahol ¢, és¢, a fiiggbleges sikban, V;és¥9, a vizszintes sikban értelmezett gdombi
koordinatarendszerben hasznalatos szogek, melyek a héjelemet hataroljak. A  Descartes-
koordinatarendszer tengelyeire értelmezett statikai nyomatékokat gémbi koordinatakkal felirva, majd
leosztva az elem térfogataval megkapjuk a sulypont koordinatait:

XS = —%(sln(@l) - Sln(ez)) (R14 - R24) (d)l - d)z - Sln(22¢1) + Sln(22¢2)) ) (4.41)
- _ L
T 16V

(cos(6;) — cos(8)) (Ry* — R*) (29, — 2¢p1 + sin(2epy) — sin(2¢)) , (4.42)

N

Z; = 5, (cos(@1)? = cos(@2)?) (Ri* — R;*) (6, = 62). (4.43)

Ha ismerjiik az elem stlypontjanak X és Yy koordinatait, akkor abbdl r; = \/ X2 + Y2 segitségével az
elmozdulési abrardl leolvashatd az elem sulypontjanak fiiggéleges elmozdulasa, amit az elem sulyaval
Osszeszorozva megkapjuk az onsuly altal az elemen végzett kiilsd virtudlis munka értékét. Igy tehat
barhol is legyen a két csukldésorunk — ¢p; és ¢, paraméterek — a teljes virtualis munka kiszamithat6 az
elemeken végzett munkak dsszegeként.

A két csuklosor helyének vizsgélatara, azaz a két paraméter szerinti vizsgalatra két egymasba
agyazott ciklust irtam, mely sordn a program ¢, és ¢, 0sszes lehetséges értékparjat sorra veszi. Ha
¢1 > ¢,, azaz a valdsagban felsé csuklosor az alsé alatt van, akkor a program 0 értéket rendel a
munkahoz, ha nem, akkor kiszamolja a tényleges virtualis munkat. igy egy olyan matrixot kapunk,
melynek elemei az i-edik sorban ¢€s j-edik oszlopban 1€v0 ¢4 ; és ¢, ; ért€kparokhoz tartozo virtualis
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munkdkat tartalmazza. Ha ezt a matrixot feliiletként abrazoljuk, akkor van a feladatnak megoldasa, ha
a feliilet pozitiv és negativ értékeket is felvesz, hisz ekkor biztosan lesz olyan ¢, ; €s ¢, ; par, melyre a
6W = 0 lesz. Ha a feliilet csak a pozitiv vagy csak a negativ sikrészben van, akkor a virtualis munka
semmilyen ¢, ; és ¢, ; ért€kparra nem lehet nulla, azaz az Osszeomlds nem kovetkezhet be. A
70.abran lathatd feliiletek maguk a virtudlis munkat tartalmaz6o matrixok kirajzolt képei, az x és y
tengelyen a ¢, és ¢, paraméterek szerepelnek, illetve azok 100/m/2-vel szorzott értékei. Els korben
megvizsgaltam, hogy jo nagy falvastagsag esetén — feltételezve, hogy ekkor nem kovetkezik be az
Osszeomlas - milyen alaku, elhelyezkedésii a felillet. A 70a.dabran lathato, hogy a virtualis munkak
végig negativ értéket vesznek fel. Az algoritmust Gigy irtam meg, hogy egy kicsi falvastagsagtol
indulva az algoritmus minden falvastagsag esetére kiszamolja a lehetséges ¢y ; és ¢, ; szdgekhez
tartozo virtualis munkék értékeit, majd a feliilet maximum €s minimum értékének aranyat eltarolja.

B0

&l oo 100
a b

70.dbra Szamitott virtualis munkakbol képzett feliilet a két csuklosor helyzetének fiiggvényében

Amikor a (7) falvastagsag tul kicsi, azaz bekovetkezhet az 6sszeomlés, a virtualis munka felvehet nulla
értéket, ezért a feliilet maximumaénak és minimumaénak ardnya egy negativ szam. Amint a feliilet csak
negativ értéket vesz fel, a maximum érték nulla lesz, igy a tort értéke is nullava valik. fgy ha t/R
fliggvényében abrazoljuk ezt az aranyt, a még éppen Ossze nem omlo kupolédhoz tartozo6 t/R érték ott
lesz, ahol a 71.abrdn lathato grafikon el0szor felveszi a nulla értéket.
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A 71.dbra szerint a minimalisan sziikséges t/R érték 0,0427. A megoldasban elhanyagoltam azt a
tényt, hogy a stlypont nem pontosan a csuklésorokat Osszek6td merev ,,rudlancon™ fekszik, az
elmozdulasi abra pedig ezen ,,radlanchoz tartozik. A hibat ndvelheti még az a numerikus hiba is, mely
abbol ered, hogy a 66 beiktatott virtudlis elforduldst elviekben végtelen kicsire kellene venniink,
melyet csak megkdzeliteni tudunk, hisz tal kis 68 érték esetén szamolnunk kell a kerekitési hibakkal.
Az elhanyagoldsok ¢és kozelitések ellenére a megoldds igen jol megkozeliti a szakirodalomban
talalhato, statikai modszerrel levezetett elméleti értéket.

Ovalis kupolak esetében is felirhatunk hasonld dsszefliggéseket, megoldhatjuk a problémat statikai
vagy kinematikai modszerrel is, &m a megoldas komplexitasa nagysagrendekkel nagyobb feladatot ad
szamunkra. Az ovalis kupoldk esetén nincs kdrszimmetria, egy csukldsor helyzete mar nem csak egy
paraméterrel jellemezhetd, a csuklosorok térbeli gorbét alkotnak, az elemek stlya, sulypontja csak
kozelitd integralokkal hatarozhaté meg, az elmozdulési abra egy nem korszimmetrikus feliiletet alkot.
Ezek azok a nehézségek, amik miatt az ovalis kupolak esetére inkabb egy jol kalibralt diszkrét elemes,
numerikus modellt hasznaltam.

4.5.2. Vizsgalt geometriai modellek

A vizsgalataim soran olyan geometriai kialakitast valasztottam, melyet mar az egyiptomi ovalis
kapcsan emlitettem, hisz ez a leggyakrabban alkalmazott ovalis kupola forma. Ott lathattuk, hogy az
alaprajzot ugy alakitottdk ki, hogy mindkét R sugarti koriv kozéppontja rajta van magan az ovalison,
igy két egymasnak dontott R és a befogokkal rendelkezd derékszogii haromszog hatarozza meg az
alaprajz alakjat. Az 59.abra jelolései szerint ekkor R = yi egyenléséghez jutunk. Ilyen altalanositott
egyiptomi ovalist mutat a 72. dbra.

72.dbra Atalanositott egyiptomi ovalis parametrizaldsa

Ennek tudatdban rogzitett R és a esetén — azaz, ha megadjuk, hogy milyen oldalaranyt derékszogi
haromszoggel dolgozunk — 7 értéke szamithato a kovetkezé modon :

r=p—c=2*R—VR? +a?. (4.44)
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Ahhoz, hogy rendszerezve tudjuk ko6zodlni a kiilonbozé geometriai kialakitdsokhoz tartozd minimalis
falvastagsagokat, talalnunk kell egy olyan jellemz6 adatot, amely az elnytjtottsdg mértéket fejezi ki.
Vizsgalataimhoz a kovetkezOképp definidltam mérészamot:

e=%_1. (4.45)

r

Ennek a mennyiségnek két sz€lso értéke van altalanositott egyiptomi ovalis esetén. Els6 esetben f =
0, a eltlinik, igy r = R egyenldség miatt e = 0, egy kor alaprajzot kapunk, melynek elnyujtottsaga
valdban nulla. A masik véglet a B = 60°, ekkor r tlinik el, vagyis az e végtelenné valik. Illyen médon
valtoztatasaval kiilonféle geometridk vizsgalhatoak. A kiilonbozd kialakitasi boltozatok kozos,
megegyez0 tulajdonsdganak az alaprajzi teriiletet valasztottam, hisz gyakorlati szempontbdl a
lefedhetd teriiletnek van a legnagyobb jelentdsége. Vizsgélataimban tehat azonos teriileti alaprajzokat
alakitottam ki, amelyek az ,.elnytjtottsdg” mértékében kiilonboztek egymastol. A két szélsé eseten
kiviil tovabbi 4, azaz dsszesen 6 alaprajzi kialakitast vizsgaltam. Egy rogzitett § szog esetén R, a és r
aranya allandd, melyet a 3.tdblazat mutat be az egyes tipusuk elnyujtottsagi értékét is feltlintetve. A
B = 60° esetet gyakorlati okokbol nem lehet felépiteni, hisz ekkor mar olyan éles torések vannak a
geometriaban, hogy az tulajdonképpen kivitelezhetetlenné valik.

0.00 Kor alaprajz 1 0.000 1.000 0.000 1.00
30.00 - 1 0.577 0.845 0.183 1.42
36.87 Egyiptomi ovalis alaprajz (3-4-5) 1 0.750 | 0.750 0.333 1.50
45.00 - 1 1.000 0.586 0.707 1.59
53.13 Forditott egyiptomi alaprajz (4-3-5) 1 1.333 | 0.333 2.000 1.67
55.00 1 1.428 0.257 2.898 1.68
60.00 - 1 1.732 0.000 | végtelen 1.73

3.tablazat

Az aranyok tudataban elegend6 egy paraméterrel jellemezni a (4.7)-nél megadott teriiletre vonatkozo
Osszefliggést. Célszerlien ez a paraméter legyen R. A Microsoft Excel programjanak ,solver”
moduljaval rogzitett alapteriilet esetére R értéke megkereshetd. A szamitdsok alapjaul egy 5 méter
sugart gdbmbkupola alaprajzi teriiletét valasztottam. Ezen értékek mellett a tobbi geometriai kialakitas
R, a és r paramétereit a 4.tabldzat mutatja. A kiilonbozo alaprajzi kialakitasokat lathatjuk a 73.dbrdn.

0.00 1 0.000 | 1.000 0.000 1.00 5.000 | 0.000 | 5.000 [ 1.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 1.571 | 78.5
30.00 1 0.577 | 0.845 0.183 142 4.164 | 2.404 | 3.519 | 8.327 | 4.164 | 4.164 | 3.048 | 0.524 | 1.047 | 785
36.87 1 0.750 | 0.750 0.333 1.50 4.092 | 3.069 | 3.069 | 8.183 | 4.092 | 4.910 | 2.455 | 0.644 | 0.927 [ 785
45.00 1 1.000 | 0.586 0.707 1.59 4.036 | 4.036 | 2.364 | 8.071 | 4.036 | 5.707 | 1.672 | 0.785 | 0.785 | 78.5
53.13 1 1.333 | 0.333 2.000 1.67 4.006 | 5.341 | 1.335 | 8.011 | 4.006 | 6.409 | 0.801 | 0.927 | 0.644 | 78.5
55.00 1 1.428 | 0.257 2.898 1.68 4.002 | 5.716 | 1.027 | 8.004 | 4.002 | 6.557 | 0.589 | 0.960 | 0.611 | 78.5
60.00 1 1.732 | 0.000 [ végtelen 1.73 3.998 | 6.925 | 0.000 | 7.996 | 3.998 | 6.925 | 0.000 | 1.047 | 0.000 | 78.5
4.tablazat
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(@ f=0° ; () p=30°; (¢) B=3687°; (d [ =45 ; (e p=5313% () B =55°

73.abra Kiilonboz0 alaprajzi kialakitasok a B szog szerint

4.5.3. Probafuttatasok, kalibracio

A diszkrét elemes modell kapcsolati jellemzdinek helyes felvétele kulcsfontossag a modell
megbizhaté miikodéséhez. Deformalhat6 elemek esetén lathattuk, hogy az anyagjellemzdk, kapcsolati
jellemzok kisérleti eredményekhez igazithatéak, a merev elemes futtatdsokhoz azonban sziikség van a
hogy a minimalis #R arany hogyan fiigg a kapcsolati normal- és érintd iranyu merevségektdl. Ezen a
modellen a mérethatds vizsgalatanak egy tipusat is elvégeztem, azaz allandé R sugarti gdmbkupola
esetére elemeztem, hogy mennyire befolyasolja a megoldast, ha az alapkoron vett elemek szamat
novelem (tehat a falazoelemek méretét csokkentem). A kiilonbozd vizsgalt modelleket mutatja a
74.dbra.

Az alapkor felosztasanak szama : (@) 10 ; (b) 20 ; (¢) 30 ; (d) 40 ; (e) 50
74.dbra A kalibraciohoz alkalmazott gémbkupola modellek
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Az eredményeket a 5.tablazatban foglaltam Ossze, valamint két kiilonb6z6 elv alapjan grafikonon
abrazoltam Oket. A 75.abra az egyre ndvekvO normalmerevségek fliggvényében — logaritmikus skalan
— mutatja a sajat onsuly alatti 6sszeomlés elkeriiléséhez sziikséges minimalis #/R aranyt, az 76.dbra
ugyanezt mutatja, de a felosztds szamanak fiiggvényében, az 77.dbra pedig az elemméret/R

fiiggvényében. A vizsgalatoknal a surlodasi tényezot végtelen nagyra vettem fel.
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10 0.63 0.062 0.038 0.032 0.031 0.031

20 0.31 0.071 0.046 0.042 0.040 0.040

30 0.21 0.080 0.050 0.045 0.043 0.042

40 0.16 0.085 0.051 0.045 0.043 0.042

50 0.13 0.089 0.052 0.045 0.043 0.042
5.tablazat

75. dbra A t/R arany véltozasa a kapcsolati normalmerevségek fliggvényében

Minimadlis t/R ardny
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76. dbra A t/R arany valtozasa az alapkor felosztasanak szamanak fliggvényében
gdmbkupola esetén
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77. dbra A t/R arany valtozasa a relativ elemméret fliiggvényében gombkupola

esetén
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Elemméret és R ardnya

Az é4brakbol tobbféle tanulsdgot vonhatunk le. A kapcsolati normalmerevség ndvelésével az
eredmények egy hatarértékhez tartanak. Ez a hatarérték azonban Iényegesen fiigg a felosztas szamatol.
Lathato, hogy nagy elemekbdl épitett, szogletes gombkupola esetén a minimalis #R arany akar az
elméleti érték ald is mehet, azaz ilyen kupola akar kisebb falvastagsaggal is épiilhet ugyanakkora
biztonsdggal, mint egy ,,tokéletes” gdmbkupola. Ez azt jelenti, hogy a nagyméretii falazoelemek
Osszefesziilnek, egymdsra tdmaszkodnak, illetve hajlitdst egy nagy elem fel tud venni, a sok kicsi
viszont nem, igy nagyobb elemekbdl épitett szerkezet teherbirdsa akar nagyobb lehet. Az elméleti
értéket akkor kozelitjik meg jol, ha a normalmerevséget legalabb 100 vagy 10! N/m3-re, a
maximalis falazéelemméretet pedig a boltozat jellemzd méretének — jelen esetben a sugarnak — a
maximum 20%-4ra vessziik fel.

A fenti vizsgalatot elvégeztem f = 30°estére is, azaz a megcsuszas lehetdségét is figyelembe
prébaltam venni. Az eredményeket a 6.tdbldzat mutatja. Az eredményekben érdemi valtozas fdleg kis
felosztas és kis normalmerevségek esetén tapasztalhatd, de mar lattuk, hogy ez a tartomany nem
jellemzi jol a falazott boltozat viselkedését, tehat figyelmen kiviil hagyhato. Erdekes, hogy ezen
esetben a minimalis #/R arany végértéke 0,043, azaz az elméletinél némileg magasabb érték. Az
eredmények kiillonbozdsége azt mutatja, hogy az Onsulyra torténd O0sszeomlasi mechanizmusban a
megcsuszasok szerepe elhanyagolhat6, dominansan a csukldés mechanizmus a tonkremenetel oka.

10 0.63 0.068 0.038 0.032 0.031 0.031

20 0.31 0.072 0.046 0.042 0.041 0.040

30 0.21 0.080 0.050 0.045 0.043 0.043

40 0.16 0.085 0.051 0.045 0.043 0.043

50 0.13 0.089 0.052 0.045 0.043 0.043
6.tablazat

Egy masik fajta mérethatas-vizsgéalatot is elvégeztem, ahol a kapcsolati jellemzOket mar a fenti
vizsgalatok tapasztalatait felhasznalva adtam meg. Ez esetben az elemek méretét vettem konstansnak, s
az egyre nagyobb méretli kupolakra vizsgaltam a minimalisan sziikséges #/R aranyt. Ebben az esetben
mar egy f§ = 30°-os altalanositott egyiptomi ovalis kupolat vettem alapul, mely a rovidebbik tengely
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koriili megforgatassal all el. Az eseteket és az eredményeket a 7.zdbldzat tartalmazza. Az utolso el6tti
oszlop (m/R) az elemméret €s a sugar aranyat adja meg.

0.750 | 0433 | 0634 2.5 0.9 0.25 0.28 3.4

1.000 | 0577 | 0.845 45 1.2 0.25 0.21 3.4

1500 | 0.866 | 1.268 10.2 1.8 0.25 0.14 3.5

2.000 | 1.155 1.691 18.1 2.4 0.25 0.10 3.5

3.000 | 1.732 | 2536 40.8 3.6 0.25 0.07 3.5

4000 | 2309 | 3.381 72.5 438 0.25 0.05 3.5
7.tabazat

Az egyes esetekben kiszdmoltam a kupola altal lefedett alapteriiletet, majd abbdl egy ekvivalens
sugarat szamoltam, mintha gombkupola esete allna fenn. Lathato, hogy ezen jellemz6 hossz — az
ekvivalens sugar — 20%-a koril, csakigy, mint az elsé tipusi mérethatds vizsgalatdnal, mar
megbizhatoak és konstansak az eredmények . Ez azt jelenti, hogy az elemméretet maximalisan ezen
jellemzd hosszasagi érték 0,2-szeresére vehetjiik fel, ami példaul egy 5 méter sugarua goémbkupola
esetén 1 méter. Ilyen méretek a gyakorlatban sehol nem fordulnak eld, tehat megallapithatd, hogy a
gyakorlatban hasznalatos (elemméret/jellemzé hossz) ardny mindig olyan, hogy a késdbbiekben
bemutatott eredmények alkalmazhatéak lesznek rajuk.

4.5.4. A numerikus futtatasok eredményei

A diszkrét elemes futtatasokat a 2.tablazat szerinti anyag- €s kapcsolati jellemzokkel és a 4.tablazat
szerinti geometriai kialakitdsokkal végeztem el, az atlagos elemméretet 0,25 méterben hataroztam
meg. Az allvannyal torténd €pitési modot valasztottam, a teljes allvany egy titemben kertl kivételre,
azaz a megeépllt szerkezet azonnal megkapja az Onsulyterhet. A megtamasztasok kialakitdsa ugy
tortént, hogy a kupola legals6é gylirisora ala az algoritmus beépit még egy, szélesebb gylirtisort,
alapzatot, melynek alkotd tégla elemeit azutan a ,fix” paranccsal rogzitettem, igy azok az analizis
soran mozdulatlanok, azaz megtartjak a kupola sulyat. Az alapzat és a felszerkezet elemei kozott
ugyanazon kapcsolati jellemzdket allitottam be, mint a felszerkezet elemei kozott, azaz a kapcsolati
normal- és nyirdsi merevségek, valamint a surlodasi szo6g azonos. Geometriai szempontbodl a kupola
nem teljesen zart — ahogyan az a 73.dbrdn is latszodik - , hanem helyet kapott mindegyik modellben
egy feliilvilagitd nyilas is. A nyilas kisebbik mérete — a gyakorlatban szokasos tartomanyban maradva
— a teljes kupola révidebbik tengelyének 10%-a. Minden egyes kialakitasnal iteracids uton kerestem
meg a minimdlis #R aranyt, melynek ezred pontossaggal torténd meghatarozasahoz olykor 5-10
futtatdsra is sziikkség volt egy adott esetre. Iteracid alatt azt értem, hogy elsé kozelitésben a
gombkupolara jellemz6, elméleti #/R érték koriil vettem fel a vizsgalt kupola vastagsagat, majd ha erre
a kupola stabil maradt, akkor feleztem, ha 0sszeomlott, akkor kétszereztem a vastagsagot. Ekkora
1épéskozzel mar az elsé 1épés utan eldall az az eset — illetve ennek a forditottja is akar - amikor az
el6z0 vastagsagnadl még Osszeomlott a kupola, a pillanatnyindl pedig nem. Innentél kezdve
tartomanyfelezéssel szamol tovabb a program, azaz a kdvetkezo futtatds vastagsagat az 6sszeomlo €s a
stabil kupola ismert vastagsagi értékeinek szamtani kdzepében veszi fel. Mindegyik futtatds végén a
modelleket elmentettem, ily modon rengeteg futtatdsi eredmény allt rendelkezésemre, melyeken a
mechanikai viselkedés szamos egyéb jellemz6jét is meg tudtam vizsgalni (lasd 4.6. €s 4.7.pont). Ebben
a pontban a minimadlis #/R ardnyok vizsgalatanak eredményeit mutatom be, melyet a 8.tablazat foglal
Ossze. A tablazatban t,,;, a vizsgalatok soran megtalalt minimalis — O&sszeomlas elkeriiléséhez
sziikséges — szerkezeti vastagsagot, Tyin €S Tmay @ feliilet legkisebb €s legnagyobb gorbiileti sugarat
jeloli. A minimalis gorbiileti sugar mindkét tipusu kialakitas esetén maga az r paraméter, a maximalis
gorbiileti sugar pedig elsd tipus esetén — hossztengely koriil megforgatott eset — 2R, masodik tipus
esetén pedig (a + 7).
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1. tipus : Hossztengely koriili megforgatassal képzett kupola (merev elemek)

0.00 5.000 | 0.000 5.000 78.5 0.205 0.041 0.041 0.041 0.041 0.0000

30.00 4.164 2.404 3.519 78.5 0.221 0.053 0.037 0.063 0.027 0.1830
36.87 4.092 3.069 3.069 78.5 0.217 0.053 0.035 0.071 0.027 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 2.364 78.5 0.202 0.050 0.032 0.085 0.025 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.180 0.045 0.027 0.135 0.023 2.0000
55.00 4.002 5.716 1.027 78.5 0.192 0.048 0.028 0.187 0.024 2.8979
60.00 3.998 6.925 0.000 78.5 X X X X X X

2. tipus : Rovid tengely koriili megforgatassal képzett kupola (merev elemek)

0.00 5.000 | 0.000 5.000 78.5 0.205 0.041 0.041 0.041 0.041 0.0000

30.00 4.164 2.404 3.519 78.5 0.146 0.035 0.025 0.041 0.025 0.1830
36.87 4.092 3.069 3.069 78.5 0.127 0.031 0.021 0.041 0.021 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 2.364 78.5 0.137 0.034 0.021 0.058 0.021 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.144 0.036 0.022 0.108 0.022 2.0000
55.00 4.002 5.716 1.027 78.5 0.156 0.039 0.023 0.152 0.023 2.8979
60.00 3.998 6.925 0.000 78.5 X X X X X X

1. tipus : Hossztengely korili megforgatassal képzett kupola (deformalhaté elemek)

0.00 5.000 | 0.000 5.000 78.5 0.185 0.037 0.037 0.037 0.037 0.0000
30.00 4.164 2.404 3.519 78.5 0.225 0.054 0.038 0.064 0.027 0.1830
36.87 4.092 3.069 3.069 78.5 0.221 0.054 0.036 0.072 0.027 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 2.364 78.5 0.210 0.052 0.033 0.089 0.026 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.192 0.048 0.029 0.144 0.024 2.0000
55.00 4.002 5.716 1.027 78.5 0.192 0.048 0.028 0.187 0.024 2.8979
60.00 3.998 6.925 0.000 78.5 X X X X X X

2. tipus : Rovid tengely koriili megforgatassal képzett kupola (deformalhato elemek)

0.00 5.000 | 0.000 | 5.000 78.5 0.185 0.037 0.037 0.037 0.037 0.0000
30.00 4.164 | 2.404 | 3.519 78.5 0.158 0.038 0.027 0.045 0.027 0.1830
36.87 4.092 | 3.069 | 3.069 78.5 0.147 0.036 0.024 0.048 0.024 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 | 2.364 78.5 0.157 0.039 0.025 0.067 0.025 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.156 0.039 0.023 0.117 0.023 2.0000
55.00 4.002 | 5.716 | 1.027 78.5 0.164 0.041 0.024 0.160 0.024 2.8979
60.00 3.998 6.925 0.000 78.5 X X X X X X
8. tablazat

A fenti tablazatok szdmozott, kijelolt oszlopainak értékeit grafikonon tettem szemléletessé. A =
60°-o0s valtozatot gyakorlati szempontbol kizartam a vizsgéalatokbdl. A grafikonok lefutdsa azt mutatja,
hogy az elnytjtottsag mértéke, azaz az e érték gazdasagossagi, illetve gyakorlati szempontbdl jo, ha 2
alatt marad. A grafikonokon ugyan abrazoltam a f = 55°-0s esetet, de ennek csak elméleti jelentdsége
van, gyakorlatban ilyen kialakitassal nem talalkozunk (ezért maradt ki a f = 60°-o0s valtozat is) . Az
els6 grafikon (78.dbra) a minimalisan sziikséges szerkezeti vastagsdg és az alaprajzi révidebbik
tengely aranyat mutatja.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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78.dbra t,,. /R értékei kiilonbdz6 kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnyujtottsdgi mérték
fliggvényében
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Az elsé fontos megallapitas merev elemes futtatdsok eredményeire, hogy gdombkupola esetére az
aranyszam kisebbre adodott (0.041) az elméleti értéknél, az elemek egymasra hatasa, a sarlodasi
kapcsolatok stabilizald hatdsa miatt. Itt az elemek kotésben vald elhelyezése okozza ezt a hatast. A
legszembetlinébb, hogy a két fajta tipus, kialakitas teljesen mas eredményeket ad. A laposabb, elsé
tipusu, hossztengely megforgatasaval keletkezd geometria esetén a minimalis értékek minden esetben
nagyobbra adodtak, mint a masodik tipus szerinti eredmények. Ennek az az oka, hogy ugyanazon
alaprajzi kialakitassal a rovidebbik tengely koriili megforgatassal keletkezd kupola metszeteinek
geometridja joval kozelebb all a lancgdrbéhez. Ez elonyos, hisz kedvezébb az Onsuly eloszlasa, a
nyomasvonal alakja kozel all az eredeti metszet alakjdhoz, igy azt csak igen kis vastagsag esetén
hagyja el. A masik esetben ellaposodott korivek alkotjdk a metszeteket, melyek eldénytelenebb
sulyeloszlassal birnak, a nyomdsvonal konnyebben hagyja el a keresztmetszetet. Az egyik
legfontosabb eredménye a vizsgalatoknak az, hogy valds anyagjellemzdk és deformalhato elemekkel
torténd futtatasok esetén az értékek végig a merev elemes futtatasok eredményei felett futnak, azaz az
elméleti, merev elemeket feltételezé szamitasok a biztonsag karara tévednek. Erdekes viszont, hogy
gombkupola esetén egyfajta befesziilés torténik az alakvaltozasok kovetkeztében, ez az egyetlen
kialakitas, ahol a deforméalhat6 elemes szamitds kisebb minimalis #/R aranyt adott. Ilyen értelemben a
Heyman-féle 0.042-es elméleti érték egy konzervativ becslés, mely a biztonsag javara ad kozelitést a
valds eredményre.

A kovetkezd grafikon (79.dbra) a minimalisan sziikséges falvastagsag és az alaprajzi hossztengely
aranyat mutatja kiilonboz6 kialakitasok esetére.
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79.dbra t,, /(a+r) értékei kiilonb6zd kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnydjtottsdgi mérték
fliggvényében
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mutatja.
80.dbra t,, /1., értékei kiilénb6zd kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnydjtottsdgi
mérték fiiggvényében
0.200

3.0000

Itt mar kitlinik, hogy a hosszabbik alaprajzi mérettel torténd normalds esetén a gdombkupolanal
elénydsebb falvastagsagokat kapunk. Az értékek az elnyujtottsdg novekedésével csokkennek, a
tendencia azonban megmaradt. A masodik tipust kialakitdsu kupola elénydsebb, a rugalmas eset
mindig a merev megoldas felett fut. A kovetkezd grafikon (80.dbra) a minimalisan sziikséges
vastagsadg ¢és a kiilonbozd kialakitasu kupolak feliiletének legkisebb gorbiileti sugardnak aranyat
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Ezen a grafikonon tiinik ki a legjobban a tendencia. A grafikonon ko6zdlt ardny az elnyujtottsag
mértékével folyamatosan né (hisz az 7,,;,, érték is igy folyamatosan csokken). Erdekes, hogy a két
tipus gorbéinek lefutdsa azonos, csak egy eltoldsban kiilonboznek egymastol. Alul természetesen a
masodik, feliil az els6 tipusu kialakitas eredményei futnak.

A kovetkez6d grafikon (81.dbra) mar nem a legkisebb, hanem a legnagyobb gorbiileti sugarral valo
aranyat mutatja a minimalis szerkezeti vastagsdgoknak kiilonb6z0 kialakitasti ovakupolak esetén.

81.dbra t,,/r,., értékei kiilonb6zé kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnyujtottsdgi mérték
fliggvényében
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A két merev megoldés, illetve a két deformdlhaté elemes megolddsa érdekes mddon kozel egy
értékhez tart (0.001-0.002 koriili eltéréssel). A gdmbkupoldhoz képest csokkend értékeket kapunk a
novekvo 7, értékek miatt is részben.

4.5.5. Az ovalis kupolak gazdasagossaga

A gazdasagossagrol akkor kapunk képet, ha az egyes kialakitdsokhoz sziikséges épitdelem
mennyiségeket meghatarozzuk. A biztonsdgi mérdszdm - jeldlje y - falazott szerkezetek esetén
megadja a tényleges ¢s a minimalisan sziikséges falvastagsdg ardnyat, melyet éppen most hataroztunk
meg. Harom biztonsdgi mérdszdmot vizsgaltam : y = 1.0 , azaz mikor a falvastagsdg éppen a
minimalisan sziikséges falvastagsag, y = 1.5 , illetve y = 2.0 . Mivel a 4.tdbldzat szerinti kiilonb6zo
kialakitasok egyenld alaprajzi teriiletet eredményeznek, gazdasagossaguk megitélhet a fajlagos, 1 m*-
nyi alapteriiletre jutd koétomeg/térfogat alapjan. Mindharom biztonsagi tényezdre, mindegyik
kialakitasra, illetve merev és deformalhatdo elemek esetére (minimdlis falvastagsag ettdl fligg)
meghataroztam az épitdelemek fajlagos térfogatat, majd az elnyujtottsag fiiggvényében abrazoltam azt
a kovetkezd grafikonokon.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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82.dbra EpitSelemek egységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és

merev elemek esetén
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Az 1. tipust kialakitds ¢és merev elemek esetén (82.dbra) lathatdo, hogy barmely kialakités
gazdasagosabb a gdmbkupolanal. 2-nél nagyobb elnyujtottsagi érték folott ismét noni kezd a fajlagos
térfogat, azaz a gyakorlatban gazdasagtalan ilyen tartomanyban ovalis kupolat épiteni (nem is
¢épitenek), de meg kell emliteni, hogy a gombkupolandl még igy is kedvezébb lenne az
anyagfelhasznalas.

83.dbra Epitéelemek egységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és
deformdlhato elemek esetén
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Deformalhat6 elemek esetén (83.dbra) — a f = 30°-os kialakitast kivéve — szintén elmondhatd, hogy
bar kicsivel, de gazdasagosabb anyagfelhasznalashoz jutunk ovalis kupolak esetén.
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84.dbra Epitelemek egyséqgnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 2. tipusu kialakitds és
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A 2. tipusu kialakitas esetén (84.dbra) e = 2.0 — 2.5 elnytjtottsagi érték alatt a gdmbkupolanal kisebb
anyagfelhasznaldssal épithetiink azonos alapteriiletet lefedd ovalis kupolat. Itt a leggazdasdgosabb
kialakitas a kis elnyujtottsagi értékeknél van.

85.Gbra EpitGelemek eqységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és

deformdlhato elemek esetén
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Rugalmas esetben (85.dbra) — ami kozelebb all a valosaghoz, mint a merev elemekbdl all6 modell - az
alakvaltozasok kedvezotlen hatasa révén ugy alakul at a geometria, hogy nagyobb falvastagsdgokra
van sziikségiink. A merev elemeknél latott gazdasagossagot igy elveszitjik. Az e = 0.75 — 2.0
elnyljtottsagi érték kozott csaknem azonos anyagfelhasznélassal épiilhetnek a kiilonbozd kialakitasa
boltozatok. E felett az anyagfelhasznalas megnovekszik, ismét olyan tartoméanyba keriiliink, ahol nem
érdemes épiteni — a kivitelezhetdség miatt sem — ovalis kupolat. Megjegyzem, ha a gdmbkupola esetén
a merev elemes megoldast tekintjiik a - biztonsadg javara torténd — megoldasnak, akkor az ovalis
kupoladk anyagfelhasznaldsa még ez esetben is a gdbmbkupolanal kedvezébb e < 2.0 értékek esetén.

A fenti vizsgalatok, eredmények segitenek egy vizsgalt ovalis alaprajzii kupola biztonsagat és
gazdasdgossagat megitélni. A minimalis vastagsagok esetén nyilvan az alaprajzi befoglaldo méretek — a
rovidebbik, illetve a hosszabbik alaprajzi féltengely — szerinti normadldssal szamitott gorbék
alkalmazhatdak a gyakorlatban. Ha ismerjiik egy ilyen kialakitast kupola tényleges vastagsagat, akkor
a minimalisan sziikséges vastagsagot a grafikonokrdl leolvashatjuk, s a kettd értékbol aranyt képezve
megkaphatjuk a kupola biztonsadgi mérdszamat onsuly teherre. Fontos volt 1atni, hogy a deforméalhato
elemekkel torténd szamitasok nagyobb minimalis falvastagsagi értékeket adtak, azaz a merev
épitoelemek feltételezése ovalis kupolak esetén akdr a biztonsdg kdrdra is torténhet. Az
anyagfelhaszndlds vizsgalataval megmutattuk, hogy ezek az ovdlis kupoldik azonos biztonsdaggal és
alaprajzi teriilettel akdar gazdasdagosabban is épiilhetnek, mint a hagyomdnyos gombkupoldk.

4.6. A tamaszerok eloszlasanak vizsgalata

A tdmaszer6 eloszlasa, annak fiiggdleges €s vizszintes komponensének nagysdga rendkiviil fontos
adat szamunkra. Ettdl fiigg az, hogy hol lehet biztonsaggal megbontani az alatimaszt6 szerkezeti részt,
annak eltavolitdsa vagy karosodasa esetén mekkora erdt kell ideiglenes vagy véglegesen beépitett
megtamaszto szerkezetekkel felvenniink stb.

Az eloszlas az alatamasztas merevségétdl is fiigg. Jelen dolgozatban csak merev alatdmasztast
vizsgaltam, hogy egyaltalan képet kaphassunk az 4.tdbldazatban felsorolt geometriai kialakitasu ovalis
kupoldk globalis viselkedésérdl. A numerikus modell kalibracioja sordn lathattuk, hogy onstly teher
esetén a megcsuszasok kialakulasa nem jellemz6. Egy stabil, dnstlyara 6ssze nem omld kupola esetén
ez azt jelenti, hogy a tdmaszerd eloszlds egy olyan globalis jellemzd, amit 1ényegesen nem valtoztat
meg a szerkezet folytonos vagy diszkrét jellege. A 3.2.pontban emlitettem, hogy ilyen globalis
tulajdonsagok vizsgalatara akar kontinuum modellt is alkalmazhatunk. Egy olyan parametrikus
modellt épitettem az ANSYS végeselemes programban, mellyel — csakugy, mint a 3DEC esetén —
barmely altalanos kialakitast ovalis alaprajzu kupola vizsgalhato. A kovetkezdekben ezt a numerikus
modellt, valamint az abbol kinyert eredményeket szeretném bemutatni.

4.6.1. A végeselemes modell

A végeselemes modell esetében egyszerti héjfeliiletet alakitottam ki, hiszen itt nem a pontos
fesziiltségeloszlas vizsgalata volt a cél, hanem egy globalis tulajdonsag jellegének kimutatasa. A
geometria kialakitasa joval egyszerlibb feladat volt, hiszen az ANSYS Iétre tud hozni forgasfeliiletet
egyszerlien a vezérgdrbe adott tengely koriili megforgatisaval, tehat elegendd volt az alaprajzi gorbét
parametrikusan kiszerkeszteni, majd azt a kisebbik vagy a nagyobbik tengely koriil megforgatni attol
figgden, hogy mely kialakitast akarjuk elérni vele. Egy ilyen alaprajzi gorbét, illetve a
megforgatasabol keletkez6 feliiletet 1atunk az 86.dabran.
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Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jozsef
87



JW

NN RAERARRRRIRANE L e
Z sisr s een e MUEGYETEM 1782 P oz ,
Epitomérndki Kar Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék
LINES AN ARERS A‘N
LINE NUM “‘Jléfsiéi TYPE NUM scrlé?si?ég
OVALRUBOLA 0 OVALKUPOLR 0O

86.dbra Alaprajzi ovalis gorbe és a megforgatasaval keletkezo feliilet

Az elemek SHELL181-es elemek, melyek a Reissner-Mindlin-féle linearis nyirasi modellt
alkalmazzak, illetve hajlitasi és membranmerevséggel is birnak. Az elemek vastagsagi értéke mellett
meg kell adni az anyagjellemzodket is, melyek ez esetben csak a siirliség, illetve a rugalmassagi
modulus. Mivel a diszkrét elemes futtatasoknal a kapcsolati merevségek igen magasak voltak, a
rugalmassadgi modulus értékét az ¢épitdelem rugalmassagi modulusa szerint vettem fel elsd
kozelitésben. A halot strukturaltan alakitottam ki négyszog elemekbdl. Az ANSYS képes strukturalt
halot generalni, ehhez a 86.dabrdan lathatd kupolat alkoté vonalak mentén meg kell adni, hogy hany
elemet osszon ki az adott vonalra, igy ennek megfeleléen probalja felvenni a halozatot. Ezt a
strukturalt halét mutatja a 87.dbra. (A végleges modellben a halo siirtisége sokkal nagyobb!)
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87.dbra Strukturalt halo kialakitasa 88.dbra Alaprajzi gorbén egyenletesen kiosztott csomopontok

A megtadmasztasok az alapvonal mentén csak elforduldst engednek meg, azaz fix csuklos kialakitdst
valasztottam, hisz abban az esetben, ha a talp mentén a nyomd- és nyirderd aranya olyan, hogy
megcsuszas nem kovetkezhet be, az elemek a talp mentén mozdulatlanok, csak elfordulni képesek. A
megcsuszast utdlag ellendrizhetjiik le a tdmaszerdk ismeretében. A parametrikus input file-t gy irtam
meg, hogy az kimenti egy vektorba a talppontokban miikodd reakciderdket, azok x, y és z
komponenseit. Ehhez az kellett, hogy az alapvonalon a csomopontok szamozasa nem csak hogy ismert
legyen, hanem a vonal mentén haladva sorban is legyenek (lasd 88.dbra), ezért ezt a pontsort még a
halé felvétele eldtt osztottam ki, majd épitettem egybe a kész haloval. A tdmaszerdket egyszerii
linearis statikai szamitassal hatdroztam meg.
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4.6.2. Parametrikus vizsgalatok

A tamaszer6 eloszlasa fligg a merevségektdl. A rugalmassagi modulus értékét a 2.tablazat mérési
eredményei altal hatdroztam meg. Ezt az értéket allandonak tekintettem, paraméternek a Poisson-
tényezOt, valamint a héj vastagsdgat vettem. A Poisson-tényezének harom lehetséges értékét
vizsgéltam : 0 — 0.15 — 0.30, hiszen falazott szerkezetek ezen tartomanyba esnek bele. A h¢j
vastagsagat az Onsulyra minimalisan sziikséges falvastagsagok ismeretében hatdroztam meg. Ezen
értekek a kisebbik alaprajzi tengely 4 — 6 % - a koriil mozognak. Figyelembe vettem, hogy a
gyakorlatban ezen szerkezetek minimalisan 1,5 — 2,0-szeres biztonsaggal rendelkeznek, igy hogy a
megfeleld tartomdnyt lefedjem a falvastagsagokat a kisebbik alaprajzi tengely 5 — 10 — 15 — 20 % -
ara vettem fel a parametrikus vizsgalat soran. A 3.tdblazatban lathatd Osszes — a [ = 60° —as
valtozatot kivéve — geometriai kialakitdst vizsgaltam a fenti paraméterek szerint.

Elsdként a 4.tablazatban bemutatott, azonos alapteriiletii kiillonbozd kialakitdsu kupolakat vizsgaltam,
melyeknek vastagsdga minden esetben az alaprajzi rovidebbik tengely 10%-a, a Poisson-tényez6 pedig
0.15 egységesen. Az eredményeket a 89.dbra mutatja. A gorbék jeloléseinél a B és az utana kdvetkezd
szdm a f szoget jeloli, az utolsd6 szdm pedig a kialakitds tipusat (1 — hosszabbik tengely koriil
megforgatva, 2 — rovidebbik tengely koriil megforgatva).

89.dbra Azonos alapteriiletdi és t/R ardnyu ovdlis kupoldk fliggbleges tdmaszerdinek eloszldsa
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi szég fokban

Az abrardl tobbféle kovetkeztetés vonhatd le. Lathatd, hogy gombkupola esetén a tdmaszerd eloszlés
egyenletes. (Ellendrzésként : a kupola teljes sulya M = 2R*mtp g =252+ m 0.1 %5 = 2500 *
9.81 = 1926132N , amit a keriilettel leosztva M /(2Rm) = 1926132N /(2 *5*m) = 61312N/m
adodik.) Az ovalis kupoldk — hasonldéan az egyirdnyban teherhordd lemezekhez — a hossztengellyel
»parhuzamos” peremei mentén hordjak a nagyobb fliggdleges terheket, illetve ennek mértéke annal
nagyobb, minél elnyujtottabb a kupola, minél nagyobb a hossztengely és a rovidebbik tengely aranya.
A tamaszerd eloszlas gorbéjén kiugrasszerli zavarok lathatdak bizonyos helyeken. Ezek a helyek éppen
az alaprajzi ovalis gorbe alkotd koreinek illesztési pontjai. Itt a gorbe/feliilet ugyan folytonos, de a
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gorbiilet mar nem, az illesztési pont két oldalan két kiilonbozo gorbiilet szamithato. Ezen zavarok tehat
a geometria valtoztatasaval egylitt valtoztatjadk helyiiket az illesztési pontokkal. A masodik tipusu
geometriai kialakitas esetén ugyanazon alaprajzi teriiletet lefedd valtozatok sokkal nagyobb fiiggdleges
tamaszer6t eredményeznek, mint az els0 tipustak. A tadmasz kozelében 1évé falak sokkal
meredekebbek ez esetben, maga a kupola is nagyobb tomegii a kialakitas miatt, a nagyobb fiiggdleges
tamaszerd ezzel magyarazhatd. Ezzel egyidoben majd latni fogjuk, hogy a vizszintes tamaszerdk
csokkenni fognak. A kdvetkezd, 90.dbra a vizszintes tdmaszerdket ereddjét mutatja.

90.dbra Azonos alapteriiletd és t/R ardnyd, de kiilonb6z4 kialakitdsd ovdlis kupoldk vizszintes
tamaszerdinek eloszldsa
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi sz6g fokban

Az abrén lathatd, hogy vizszintes tamaszerd esetén megfordul a helyzet, az 1. tipust kialakitassal, azaz
a laposabb kupola esetén nagyobbak a vizszintes reakciok, sot ha figyelembe vessziik az aranyokat,
akkor ez esetben sokkal nagyobb a vizszintes/fiiggbleges reakciok aranya, mint a masodik tipust
kialakitas esetén. Altalanos tendencia, hogy az elnyujtottsag novelésével novekedik a vizszintes
tamaszerd is. Az illesztési pontokndl itt is megjelenik a zavar, ez esetben az elsd tipusu kupolat
befolyasolja 1ényegesebben, tehat éppen azokat a kialakitasokat, amik esetében a laposabb geometria
miatt eleve nagyobb a vizszintes reakciok értéke. Az mar most kitlinik az abrakbol, hogy a megcsuszas
valéban nem alakulhat ki. A fliggéleges reakcid legkisebb értéke is 60000 N/m koriil van, a
legnagyobb vizszintes reakcioé pedig 25000 N/m alatt. Ha minimdlisan 30°-os surlodasi szoget
feltételeziink, az koriilbeliill 0.5 — 0.6-o0s surldédasi tényezonek felel meg. A vizszintes és fliggdleges
reakcid értéke ezen aranyszamot meg se kozeliti, tehat a fix csuklos megtamasztasi feltétel helyesnek
bizonyult.

A kovetkez0 abrdkon (91.abra — 1.tipus ; 92.abra — 2.tipus) a globalis derékszogi
koordinatarendszerben értelmezett Fx és Fy tdmaszerdk altal bezart szogeket abrazoltam.
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91.dbra Fx és Fy vizszintes tdmaszerék dltal bezdrt szégek 1. tipusu kialakitds esetén
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi szég fokban
92.dbra Fx és Fy vizszintes tamaszerék dltal bezart szégek 2. tipusu kialakitds esetén
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A lineéris vonal jelenti a gdmbkupolara vonatkozo adatokat, itt ugyanis a korszimmetria miatt
egyenletes a vizszintes reakciok eloszlasa is. A zavarok a masodik tipusu kialakitasnal nagyobbak, az
elsdnél valamivel egyenletesebb a lefutas.

A kovetkezd 1épésben a Poisson-tényez6 hatasat vizsgaltam meg (93.dbra). Ertékeit ugy vettem fel,
hogy egy esetleges kontinuum modell épitése, illetve homogenizacié soran alkalmazandd értékek
tartomanyat lefedje a vizsgalat. Csak a tendenciat vizsgaltam, a valodi — 3-4-5 oldalaranyt derékszogi
haromszoggel szerkesztett — egyiptomi ovalist vettem alapul, a héj vastagsaga a kisebbik alaprajzi
tengely 10%-a, a geometria a rovidebbik tengely koriili megforgatassal alakul ki.

93.dbra Fiiggbleges tdmaszerd eloszlds a Poisson-tényezé fliggvényében egyiptomis
ovdlis kupola esetén
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Alaprajzi gérbén mért alaprajzi sz6g értéke fokban

Novekedd Poisson-tényezd esetén a hosszabbik tengellyel ,,parhuzamos” oldal mentén
megnovekednek, a hossztengely végeinél csokkennek a fiiggdleges tdmaszerdk. A novekedés, illetve
csokkenés aranyosan torténik, tehat mas Poisson-tényezd esetén a gorbék kozott lehet interpolalni. Ez
a tendencia barmely mas kialakit4snal is hasonloan megfigyelhetd.

94. dbra Vizszintes tdmaszerd eloszldsa a Poisson-tényezd fiiggvényében egyiptomi
ovdlis kupola esetén
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Alaprajzi gérbén mért alaprajzi sz6g értéke fokban
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A vizszintes reakcioerdk lathatoan (94.dbra) erdsebben fiiggnek a Poisson-tényez6tdl, hiszen ezek a
reakciok javarészt a gatolt alakvaltozasokbol, a talp mentén surlodas altal alakulnak ki. A tényezd
novelésével globalisan minden pontban ndvekedni fog a vizszintes reakciok értéke, &m nagyobb
tényezonél a maximalis és minimalis érték kozotti kiilonbség csokken, a zavar mértéke viszont ndni

fog.

A fentieken kiviil a héj vastagsaganak, mint paraméternek az eloszlasra valé hatasa is jelentds. A fenti
geometriaval, valamint az alaprajzi tengely hosszanak 5 — 10 — 15 — 20%-ara vett vastagsaggal,

n
e

Tartészerkezetek Mechanikaja Tanszék

illetve 0.15-6s Poisson-tényezdvel végeztem el a vizsgalatot, melyet a kovetkezd, 95.dbra mutat.

93.dbra Fiiggbleges tadmaszeloszlds vdltozdsa a vastagsdg fiiggvényében
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Az é4bra varhatoan azt mutatja, hogy névekvo vastagsagok mellett novekedni fognak a fiiggdleges
tamaszerdk is. A fontos az, hogy vajon a relativ eloszlas mennyire valtozik, azaz a talp mentén korbe
haladva az eloszlds ugyanolyan marad-e. Ehhez a 90°-0s értékhez normaltam le mindegyik gorbét,

melyet a 96.abra mutat.

96.dbra Fiiggbleges tamaszerd eloszldsdnak vdltozdsa a vastagsdg fliggvényében
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Alaprajzi gérbén mért alaprajzi sz6g értéke fokban
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Lathato, hogy a hossztengellyel ,,pdirhuzamos” részeken az eloszlas fiiggetlen a héj vastagsagatol, a
hossztengely végeihez kozeledve azonban a zavar mértéke anndl nagyobb, minél vékonyabb a
szerkezet. A t/R = 0.20 esetben példaul mar alig jatszik szerepet az illesztési ponton keletkezd ugras.
Hasonlé normaléssal allitottam el a vizszintes reakciderdk abrajat is (97.dbra).

97.dbra Vizszintes tdmaszerd eloszldsdnak vdltozdsa a vastagsdg fliggvényében
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Alaprajzi gérbén mért alaprajzi sz6g értéke fokban

A fiiggbleges reakcider6khoz hasonldan itt is a vékony héj esetében a legnagyobb a zavar mértéke. A
tobbi esetben — melyek a valos koriilmények kozott redlis vastagsagok — az eloszlas minimalisan fligg
a vastagsagtol.

Igen fontos kovetkezménye volt a vizsgalatoknak az, hogy kideriilt, hogy t/R valtozoval R-t6l
fliggetlenithetd az eloszlas lefutasanak jellege, a normalt gorbék alakja. Ez azt jelenti, hogy adott
kialakitasra — rogzitett f szogre, mindkét fajta megforgatassal — a fenti négy, gyakorlatban hasznalatos
t/R ardnyokkal elkészithetéek a normalizélt eloszlasi abrak. Ha tehat ismerjiikk a kupola alapvonala
mentén legalabb egy pontnak az abszolut tdmaszerejét, akkor a tobbi ardnyosan szamithatd. Az
tomegétol, igy erre kiilonbozoé kialakitasokra R és t/R fliggvényében parametrikus vizsgalatot
hajtottam végre. A 98.dbra egy ilyen vizsgalat eredményét mutatja f = 36.87°-0s, masodik tipust
kialakitas, illetve mind fiiggéleges mind vizszintes reakcider8k esetére, valamint 000 kg/m’
anyagstriiséget feltételezve.

Ezeket a grafikonokat a tobbi kialakitasra is eldallitottam. A normalt, eloszlast reprezentald
grafikonokkal egyiitt a kovetkezoképp hasznalhatd. Ismerjiik az ovalis kupolank kialakitasat, valamint
az R rovidebbik alaprajzi féltengely hosszat és a falvastagsagot. A fenti gorbérdl igy leolvashatjuk,
hogy egy ilyen kialakitasu kupoldnak kozelitéleg mekkora fiiggdleges €s vizszintes tamaszreakcidja
keletkezik a kitiintetett pontban akkor, ha az épitéelem anyaganak siirtisége 1000 kg/m’. Ezt tehat a
valodi anyagstriiség ezred részével meg kell szorozni, hogy a tényleges, vizsgalt kupola reakcioit
kapjuk. A kapott reakciok a 96-97.dbra jelolése szerinti 90°-hoz tartozik. Mivel éppen ehhez a ponthoz
képest normaltam le az eloszlast reprezentdld gorbéket, ezért barmely pontban ezen reakcio értéke
szorozva a pontban jellemz6 eloszlasi ardnyszdmmal megadja az ottani reakcid tényleges értékét. Azt
fontos kiemelni, hogy ezek az értékek csak nagysagrendileg adjak meg a tdmaszreakciokat, hiszen
ezek teljesen merev tamaszok esetére vonatkoznak. A valo ¢életben az alatamasztas rugalmas, valamint
a tdamaszmozgasok miatt atrendezOdhet az erdjaték, mégis a jelleg, a nagysagrend megbecsiiléséhez jol
alkalmazhatdak a fenti grafikonok.
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2. tipus =36.87° 2. tipus B=36.87°
8000 1000
900
7000
— 800
g £
N 6000 s /
= < 700
‘2 5000 / Q
= g 600
S S
5 e t/R=0.05 N s t/R=0.05
& 4000 — Q 500 —
g s t/R=0.10 g s £ /R=0.10
NS §
/ t/R=0.15 400 t/R=0.15
$ 3000 “
<) e t/R=0.20 Q s £ /R=0.20
Q S /
S £ 300
S 3
S 2000 / & / /
w / 200 / i/
1000 / / / 7
/ 100 /e =
0 _/ 0 _%
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Alaprajzi kistengely hossza , R (m) Alaprajzi kistengely hossza , R (m)
98.dbra

4.7. Osszeomlasi modok, repedéskép vizsgalata

Ebben a pontban néhany mondatban, illetve képpel illusztralva szeretném bemutatni az egyes
futtatdsok sordn szerzett tapasztalataim az Osszeomlasi moddokkal és a repedéskép kialakuldsaval
kapcsolatban.

A gombkupola 0Osszeomldsi mechanizmusidt mar ismertettem a 4.5.1.pontban, valamint
illusztracioként rendelkezésre all a 68. és 69.abra. Az 99.dbra egy t/R = 0.04 arannyal rendelkez6
gombkupola tonkremenetelét mutatja. Lathaté, hogy a mechanizmus korszimmetrikus (az dbra az
elmozduldsok ereddjének nagysagat adja meg), teljesen visszaadja az elméleti, feltételezett csuklos
mechanizmust. Ezen gombkupola geometriai kialakitasat, felépitési modjat mar lathattuk a
4.5.3.pontban, ahol a mérethatas vizsgalatot, illetve kapcsolati jellemzok kalibralasat végeztem el. Az
abra jol mutatja, hogy ez esetben ténylegesen kialakulnak a ,szeleteléses technikanal” ismertetett
»szeletek”, a gombkupola also részében a gylriiirdnyu nyomoderdk megsziinésével el is tdvolodnak
ezek egymastol, azaz merididn irdnyu repedések jelennek meg. Két szemben 1évo fél ,,szelet” lathatoan
nem tamaszkodik egymasnak, ha feliilvilagitét helyeziink el a kupolan. Az erdatadas ez esetben a
kupola fels6 részében kialakuld gytrliiranya nyomoéerdk segitségével valosul meg. Megfeleld
falvastagsag esetén tehat ez a térbeli teherhordas teszi stabilla és 6nhordova a gdmbkupolat.
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99.dbra Gombkupola 6sszeomlasi mechanizmusa 3DEC programmal szimulalva

A fenti abra latott kialakitas csak egy elméleti modell. A gyakorlatban az elemek nyilvan kotésben
kertilnek elhelyezésre. Ilyen falazéssal kialakitott gOmbkupola Onsulyra torténd Osszeomlasi
mechanizmusait lathatjuk a 100.dbrdn.

A kovetkezdekben az elsé ket kép mindig az adott kialakitasu kupolat axonometrikus nézetben abrazolja az dsszeomlas
megindulasa elott (a), illetve kozben (b). A szinskdla az elmozdulasok nagysagat jelolik kéktol pirosig novekvé modon (az
értékek ez esetben nem fontosak). Az utina kévetkezo két kép az osszeomlas elotti alaprajzi rovid (c) , illetve hosszabbik
tengely menti metszetét (d) mutatja, a metszeten fekvo pontok elmozdulasi vektorait, valamint a metszet mogotti szerkezeti
részek elmozdulasi értékeit is dbrdzolva. Az utolso két képen (e)(f) ugyanezen metszetek és abrazoldsok lathatoak, am az
asszeomlasi folyamat kézben. Gombkupola esetén a (c) és (d) abrat kihagytam, mert érdemi kiilonbség nem mutatkozik az
utolso kettéhoz kepest.

A legérdekesebb dolog, ami rogton feltlinhet az dbrdk tanulmanyozasa soran az, hogy nem teljesen
korszimmetrikus falazds esetén az Osszeomlasi mechanizmus sem lesz korszimmetrikus, pedig a
godmbkupola esetében ezt jogosan elvarnank. A 100.a-b-c dbrdkon lathatjuk ezt az aszimmetriat, a
100.c dabra bal oldalan nagyobb kifelé billenés kovetkezik be. A tonkremenetel egyébként a szokasos
modon alakul ki, a metszeten abrazolt vektorabran lathatd, hogy a felsé rész fiiggdlegesen mozog csak,
az als6 rész kifelé¢ billen, a kozbensd, két csuklosorral hatarolt rész pedig kifelé¢ és lefelé mozog
egyszerre. Az aszimmetrikus Osszeomlas kialakuldasahoz elegendd lehet csak annyi, hogy a kovek
kiosztasa a darabolasok révén nem egyenletes. Ekkor ahol tobb kisebb elem van, ott kdnnyebben
megnyilik gyliriiiranyban a kupola — tobb merididn irdnyu repedés alakul ki - , s igy a gylrtiranyu erék
eloszlasa sem lesz egyenletes. Az alsé rész kifelé billenése soran szintén szétnyilik, s mivel ezt a

o s

szétnyilast befolyasolja a gylirliirdnyt erd, az aszimmetria ezen keresztiil maris biztositott.

100.a 100.b
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100.c 100.d

100.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipust kialakitas; § = 0°

Az 101.dbra a 4.tablazat szerinti kialakitasok f = 30°-0s és elsd tipusu valtozatdnak Osszeomlési
mechanizmusait mutatja. A mechanizmus itt is szimmetrikusnak indul, majd a késébbi fazisokban
aszimmetrikussa valik. A csuklosorok magassaga lathatoan valtozik, azaz térgorbét alkot egy-egy
csuklosor. Az alaprajzi gorbe hossztengelyével ,parhuzamos” részeken magasabban, mig a kis
gorbiileti sugaru, hossztengelyt lezar6 részeken alacsonyabban halad ez az elfordulési tengely (piros
részek). A mechanizmus ennek ellenére hasonld a gombkupolaéhoz : harom csuklosor osztja meg a
szerkezetet, a felsd rész lefelé mozog, az also rész kifelé billen, a kozépso rész pedig kifelé és lefelé
mozog. Erdekesség, hogy ovalis kupolak esetén, ahogy ez ebben az esetben is lathato, eléfordulhat a
geometria kialakitdsabol adodoan az, hogy egyes elemek az 6sszeomlas soran egyszeriien kicsusznak a
tobbi, szomszédos elem koziil. A geometriai atalakuldsok sordn Osszefesziilhetnek tgy az elemek,
hogy az addig a szomszédai altal atadott nyomoerd révén stabilnak vélt elemre mar nem hatnak ezen
stabilizdld nyomoerdk, igy kicsuszik a tobbi elem koziil. A repedéskép itt is a merididn irdnyu
repedésekbdl all. Ovalis kupolék esetében feliilnézetbdl ezek a repedések nem a kupola geometriai
koézzéppontja felé tartanak, hanem mindig a vizszintes metszetek alkotta gérbékre merdlegesen futnak.
A megnyilasok mindig a kisebb gorbiileti részeken lesznek nagyobbak, azaz esetiinkben a
hossztengely végénél 1évo részeken.

101.d
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101.e

101.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipusi kialakitas; f = 30°

A kovetkezO, 102.abran a [ = 36.87°-0s, elsé tipusu kialakitas lathatd. Az el6zdekben elmondottak
érvényesek itt is, azonban kevésbé latszik, de a kozbensd csukldsorok kozelebb keriiltek egyméshoz,
valamint mindketté pozicidja lejjebb keriilt. Ilyen modon a hossztengely végénél 1évo, kis gorbiileti
sugarral rendelkezd részek egyre instabilabbd vélnak, kibillenésiik a hossztengellyel parhuzamos
részek kibillenését megeldzi. Ekkor a hossztengely végéhez kozeli felsobb részek alatamasztisa
megszlinik, ezeken a részeken omlik be elséként a kupola. Ez lathaté az 102.f dbrdan is : a
hossztengelyre merdleges metszetekben, a végektodl tavol, a belsd részekben hasonlé a mechanizmus,
mint a gdmbkupolanal, az egyes részek analdg moédon mozdulnak el. A hossztengellyel parhuzamos
metszetben azonban az latszik, hogy a felsé részek itt is fliggdlegesen lefelé mozognak ugyan, de az
also részek kibillenése kovetkeztében a kozbensd (gombkupola esetén lefelé és kifelé elmozdulo)
részek mar jorészt a kupola belseje felé mozdulnak, omlanak be.

102.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipusi kialakitas; § = 36.87°
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Az elsd tipusu kialakitdsok kozott vizsgaltam még a f = 45° — 53.13° — 55°-0s valtozatokat is, a
fentiekhez hasonld abrasorokat kozlom (103-104-105.dabra). Mindegyik esetre a mar emlitett
jellemzoket lehetne felsorolni, természetesen az elnyujtottsdg (egymashoz egyre kozelebb és
alacsonyabbra keriild csuklosorok, mechanizmus eltérése a gombkupolaétol) és a minimalis gorbiileti
sugar (repedéskép, repedéstagassag fliggése) valtozasanak figyelembevételével.

103.e 103.f

103.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipus kialakitas; f = 45°
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104.¢ 104.1f

104.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipusu kialakitas; § = 53.13°

L LEELREES
-

105.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 1.tipusi kialakitas; § = 55°
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A masodik tipusu kialakitdsok tekintetében els6ként a [ = 30° — 36.87° — 45°-0s eseteket
mutatom be. Ezek dsszeomlédsainak kialakulasat mutatja a soron kdvetkezd harom abra : 106-107-108.
abrak. Azért keriilt ez a harom valtozat elére, mert a masodik tipusu kialakitas esetén ezek az e < 2.0
elnygjtottsagi  mutatoval rendelkezé kupoldk hasonléan viselkednek, mint az elsé tipusu
megforgatassal eléallitott valtozatok. A rovidebbik tengellyel parhuzamos metszetekben cstcsiveket
kapunk, a csucsives boltivekrél pedig ismeretes (lasd (91)-t), hogy egyrészt stabilabbak, mint a
hagyomanyos félkor alaku boltivek, valamint az 6sszeomlasi mechanizmusuk — a csuklok helyétol
eltekintve — azonos. Ez azt jelenti, hogy hasonldan az elsd tipusu boltozatok esetében az dsszeomlasi
mechanizmus itt is a gombkupolaéhoz hasonld a hossztengelyt lezard részektdl tavol esd, belsd
részeken, melyet ezen metszetek elmozdulasi vektorabrai is aldtimasztanak. Erdekes megfigyelni,
hogy a csuklok kialakulasa egy kialakitas esetén majdnem végig egy magassagban kdvetkezik be, azaz
majdnem egy sikban fut egy-egy csuklosor, ellentétben az elsé tipusnal latott, az elnyujtottsag
mértékével egyre nagyobb szintkiilonbségekkel rendelkezd csuklosorok térgorbéivel. A végleges
Osszeomlas hasonld a nagy elnyujtottsdgt elsd tipusu kupoldk mechanizmusahoz. A boltozat also,
kdzbenso csuklosora altal meghatarozott alsé részek kifelé billennek, de a hossztengelyek végénél ezt
a kibillenést kevésbé tudja kdvetni az eggyel magasabban fekvd kozbensd rész, s igy egy i1d6 utan
beomlik a boltozat belseje felé. Ezen kialakitdsok esetén is megfigyelhetd egy-egy épitdelem
individualis kicstiszésa, lehulldsa. A repedéstagassag itt is a hosszabbik tengely végénél 1évo részeknél
lesz nagyobb mértékdi.

106.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 2.tipusi kialakitas; § = 30°
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107.d

107.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakitas; § = 36.87°
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108.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakitas; § = 45°

Az e > 2.0 elnyugjtottsagi szammal rendelkezd kupoldk esetén, azaz a [ = 53.13° és 55°-0s
valtozatoknal (109-110. abra) egy érdekes dolog figyelhetd meg. Az alaprajzi gorbe a hossztengelyek
végénél egyre csucsosabbd, hegyesebbé valik, igy a megforgatds utdn a feliileten ez a hossztengely
mentén, a hossztengely folott egy merevitd ivet eredményez. Ez a merevitd iv a boltozat
hossztengelyének végeihez vezeti le az erdket. Az egyre elnyujtottabb boltozatok esetében a
rovidebbik tengellyel parhuzamos metszetekben egyre nagyobb gorbiileti sugara, egyre kisebb
gorbiiletli csucsivek keletkeznek. A térbeli membran teherviselés anndl hatékonyabb, minél jobban
gorbiilt a boltozat feliilete. Az egyre kisebb gorbiiletek azt eredményezik, hogy a hajlitas is egyre
inkdbb dominanssa valhat ezeken a kozel sik részeken, igy a nyomasvonalat konnyen kitéritheti a
keresztmetszetbdl ez az erdjaték. A merev iv €s az ennek két oldalrol nekitdmaszkodo kevésbé gorbiilt,
hajlitasnak is kitett részek kozosen azt eredményezik, hogy egy-egy csuklosor mar nem egy zart
gorbe, hanem azok a merevitd ivnél, azaz a hossztengely végeinél megszakadnak. Az &sszeomlasi
mechanizmus sordn a merev iv talpanal 1évo részeket a tobbi rész kifelé tolja, erre ez a merevitd iv a
boltivhez hasonlé elmozdulasokkal reagal, de a tobbi rész mozgasdhoz képest relativ mozdulatlannak
tekinthetd. Az ezen kiviil esd részekben a magassag mentén két helyen, illetve a talpndl alakul ki
csuklosor — az eddig megszokott modon -, a merevitd iv megtamasztd hatasa révén azonban ezek a
részek kiilon-kiilon a merevité iv két oldalan omlanak be, az also részek itt is kifelé billennek. A
repedések ilyen kialakitasok esetén a merev és kevésbé merev részek talalkozasanal, azaz végig a
merevitd iv mentén alakulnak ki, illetve meridian irdnyban a mar megszokott modon.
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109.f

106.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakitas; § = 53.13°
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106.dbra Osszeomlasi mechanizmus; 2.tipusi kialakitas; f = 55°

4.8. Osszefoglalas

Jelen dolgozat ovalis alaprajzzal rendelkezd kupoldk viselkedését targyalta Onsuly teherre. A
vizsgalataim kozott kiemelkedd szerepet kapott az Osszeomlds, stabilitasvesztés elkeriiléséhez
sziikséges minimdlis falvastagsdgok meghatidrozasa kiilonb6z0 kialakitdsok esetén. Egyszerti,
gombkupola esetére megmutattam, hogy a kinematikai modszerrel — ha csak feltételezések aran is —
hogyan lehet levezetni analitikus/numerikus tton ezt a sziikséges, minimalis vastagsagot. A
godmbkupolara vonatkozd megoldast referenciaként hasznaltam fel, a tovabbi, bonyolultabb geometriak
vizsgélatara a 3DEC diszkrét elemes programban épitettem numerikus modelleket mind merev
elemekkel, mind deformalhaté elemekkel szimuldlva a falazatot. A numerikus futtatdsok igen érdekes
eredményekkel szolgaltak. A merev és a valddi, mért adatokkal kalibralt deformélhaté elemekkel
torténd szamitasok eredményei szerint a merev elemekkel torténd szamitas a biztonsag karara téved a
gombkupolara vonatkozd eredmény kivételével. Az a feltételezés tehat, hogy az ¢épitéelemek
deformalhatdsaga elhanyagolhat6, ez esetben megbukott. Az is kideriilt, hogy a gdmbkupolanal relativ
kisebb falvastagsdgokkal is épiilhetnek ovalis kupolédk, melynek eredményeképpen egyes kialakitdsok
az épitdelem felhasznaldsa terén gazdasagosabbak is lehetnek a gombkupolanal.

Ezen kupoldk tamaszerd eloszlasanak vizsgalata soran ismét érdekes eredmény sziiletett. Minden
egyes esetben ugras fedezhetd fel az eloszlasban. Ez az ugras éppen ott van, ahol az alaprajzi gorbét
alkoto ivek illesztési pontjai talalhatdak, azaz a gorbiilet megvaltozasanak kornyékén. A tdmaszerdket
rugalmas alapon szamitottam - hisz mint globalis jellemzé vehetd figyelembe -, valamint merev
tamaszokat feltételeztem. Ez nem tikrozi a valdsadgot, hisz mindenképpen ki fognak alakulni
egyenldtlen siillyedések, illetve maga az aldtdmaszto szerkezet sem feltétlen végtelen merev, mégis a
tamaszerok nagysagrendjének megbecsiilésére alkalmas ez az eljards. Paraméteres vizsgalatokkal
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grafikonokat allitottam el6, melyek a falvastagsag és a jellemzd alaprajzi rovidebbik tengely
ismeretében megadjak egy kitlintetett pont abszolut tamaszerdit (fiiggdleges €s vizszintes). Egy masik
grafikonsoron az alaprajzi gorbén korbe haladva abrazoltam, hogy ezen kitiintetett pontban 1évé érték
hogyan aranylik a tobbi pontban szamithato értékekhez, azaz egy normalt eloszlasi abrat készitettem.
fgy a két fajta grafikon segitségével a legkiilonfélébb kialakitasok tamaszeréi meghatarozhatok
nagysagrendileg barmely talppontban.

Az utolsé részben lathattuk az egyes esetek Osszeomldsi modjait, a repedések, megnyilasok
jellemzo kialakulasat. Igyekeztem a futtatdsok soran tapasztalt jellegzetességeket - amennyire lehetett
igy abrakon keresztiil — minél részletesebben ismertetni.

A fenti vizsgélatokkal képet kaphattunk az altalanossdgban kevesebb figyelmet élvezd ovalis
kupolak globalis viselkedésérdl, a minimalisan sziikséges falvastagsagokrol, a gazdasdgossagukrol, a
tamaszerdk eloszlasarol, az 6sszeomlasi médokrol €s a repedések kialakuldsarol onsuly teher esetére.
A vizsgalatok eredményei ilyen modon segitségiinkre lehetnek egy egyedi, ovalis alaprajzi kupolaval
kapcsolatos probléma megoldéasaban.
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5. Tovabbi célkitiizések

Mar a dolgozat témajanak kivalasztasakor rengeteg kérdéssel alltam szemben, a dolgozat témajaul
szolgald vizsgalatok sordn pedig wjabbak és ujabbak meriiltek fel, melyeket érdemes Ilehet
megvizsgalni. A minimalisan sziikséges falvastagsagok (esetleg a tamaszerdk eloszlasa) kapcsan a
kovetkezd vizsgalatokat lehetne még elvégezni :

a megoldas fiiggdsége a deformalhatd elemek anyagjellemzgitol,

a megoldas fliggdsége a kapcsolati merevségektol,

hogyan valtozik a megoldas, ha nem merev tamaszokat feltételeziink,
esetleg mas, teljesen altalanos kialakitasokat is megvizsgalni.

A tamaszeloszlassal és repedések kialakuldsdval kapcsolatban Onsuly teher esetére a vizsgalt
kialakitasokkal kapcsolatban elegendd adattal birunk. Fontos lehet azonban mas terhek vizsgélata is,
még akkor is, ha ilyen szerkezetek esetén az onsuly teher a dominans teher. Egyéb terhek bevondsa a
vizsgalatokba a kovetkezd kérdésekhez vezet :

milyen a kiilonboz6 kialakitast kupolék teherbirdsa féloldalas teherre (pl. hoteher),
pontszerii terhekre,

egy¢b foltterhekre,

szeizmikus terhekre,

egyenldtlen tamaszsiillyedésre.

Mindegyik esetben a teherbiras vizsgalatan kiviil fontos a tdmaszerdk eloszlasanak és a repedéskép
kialakuldsénak jellemz6éinek megismerése.

A fent felsorolt célkitlizéseket, felmeriilt kérdéseket, illetve azok egy részét egy késdbbi dolgozatom
soran mindenképpen szeretném teljes korlien megvizsgalni, hogy még jobban megismerhessiik az
ovalis kupoldk mechanikai viselkedését, teherbirdsat, hogy minél biztonsadgosabban tudjunk eljarni
ezen szerkezetekkel végzett mérnoki munkank soran.
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