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Racsos tartdk ruderdi identifikacidinak pontositasa Monte-Carlo-mddszerrel

Absztrakt

Dolgozatom arra keresi a vdlaszt, hogyan lehet minél pontosabban meghatarozni egy adott allapotban
adott racsos szerkezet ruderGit (és esetleg az engedékenységeit is) identifikaciéval. Ennél az identifikacios
eljarasndl a tartéra hatd terheket kell ismert mértékben megvaltoztatni, és a szerkezet csomdpontjainak
koordinatait kell megmérni mind az eredeti helyzetben mind a teherndvekmények hatasara bekovetkezé
elmozdult allapotban. A feladat matematikai megfogalmazdsa egy (rendszerint tulhatarozott) linearis
egyenletrendszerhez vezet, amelyik egylitthatomatrixa gyakran rosszul kondicionalt. Emiatt a keresett
mennyiségeket csak pontatlanul szdmithatjuk. A helyzetet tovabb rontja, hogy a koordinatak mérése is
pontatlan.

A feladat megolddsdhoz a Maple programrendszer felhaszndldsaval programokat irtam. Az eljards
hasznalhatdsagat, a szamitasi eredmények hibait szimulalt mérések alapjan mutatom be. El6re felveszem a
meghatdrozandd adatokat, majd a kiinduldsi helyzetet és az elGirt tehernévekmények hatasara bekovetkez6
,valés” csomoponti elmozdulasokat harmadrend(i elmélet alapjan, nemlinedris iteracios eljarassal szamitom. E
szamitott koordinatakbol a ,mért” adatokat kerekitéssel allitom elG.

Bemutatom, hogy az eredmények pontossagat novelni tudom, ha a Monte-Carlo-mddszert hasznalom. A
,pontos” koordinatakat a mérési pontossagtdl fliggé adott szérdsu normal eloszlasu véletlen szammal
megzavarom, és az igy kapott értéket kerekitem. Ily mddon sok mérést szimuldlok, mindegyikhez
meghatarozom a szamitandé mennyiségeket, és ezek varhaté értéke pontosabb eredményt szolgaltat, mint az
egy ,mérés” alapjan szamitott eredmények.

Az dltalam irt program tetsz6leges topoldgiaju racsos tartok esetén mikodik, csupan a bemend adatait kell
megvaltoztatni. Az eljarast a dolgozatban tobb példaval illusztralom. A program konny( kezelhet6sége miatt
oktatasi célokra is hasznalhaté.

Kulcsszavak: racsos tartd, identifikacio, Monte-Carlo-mddszer, harmadrend(i elmélet.

My study looks for the answer, how can you determine more accurately member forces of a given truss in a
given state with identification. By this identification method you must vary the loads of the truss in some
degree and you must measure the coordinates of joints in aboriginal and in moved state. The mathematical
composition of the task is a (often overconstrained) linear system, which coefficient matrix is often badly
conditioned. That is why you can calculate the wanted result inaccuracy.

To solve the task | wrote programmes with Maple. | demonstrate the utility of the method and the
miscalculations with simulated measurements. | give the determined items and the starting position in

advance. | calculate the ,real” displacements of the joints which are occurred by the given load increments
with a third order theory nonlinear iteration method. | generate the ,measured” coordinates from these data

with rounding.

If | use Monte Carlo method | can increase the accuracy of the results. | disturb the ,real” coordinates with a
given standard deviation, normal distribution random number depend on the accuracy of the measurement. In
this way | simulate many measurements, | determine the wanted results to all of them. The expected value of
these results provides a more accurate solution.

The program created by myself works in case of arbitrary topology trusses, only you must vary the inputs. |
illustrate the method with many examples. Because of the user friendly interface it is useable for educational
purposes.

Keywords: trusses, identification, Monte Carlo method, third order theory
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1. Bevezetés

A dolgozat a 2011. novemberi Tudomadanyos Didkkori Konferencidra késziilt. Célja a racsos
szerkezetek ruderdi identifikacidjanak pontositdsa. Emellett készilt egy olyan program is,
amely tetsz6leges geometriaju sikbeli / térbeli racsos tartok allapotjellemzéit hatarozza meg
adott terhek esetén harmadrend( elmélet alapjan.

Gdspar a XI. Magyar Mechanikai Konferencian [1] el6adast tartott arrdl a Turko [2] altal
felvetett problémardl, hogy miként lehet rideréket identifikacioval meghatdrozni racsos
tartdk esetén. ElGadasaban levezette a mddszerhez sziikséges egyenleteket. Bemutatta a
megoldashoz szlkséges ismert, ismeretlen, illetve mérend6 mennyiségeket. Emellett
egyszerU példakon keresztil illusztralta az eljarast.

Az én feladatom, hogy a kidolgozott eljaras pontossagat Monte-Carlo-médszerrel, illetve
egyéb eljarasokkal noveljem.

Dolgozatom a Feladat kitlizése cim( fejezettel kezd6dik, melyben ismertetem a
megoldandd problémat, az identifikacié pontatlansaganak okait, illetve a céljaimat. A Tartd
megadasa ciml részben bemutatom a szamitds soran alkalmazott modellt, és azt, hogy az
altalam irt programnak milyen mennyiségeket kell megadni. A Valdsag szimuldlasa cim(
fejezet azt a mddszert mutatja be, amellyel pontosan szamithatdak a tarté csomoépontjainak
koordinatdi abban az esetben, ha a szerkezetre ismert nagysagu terheket helyeziink. Ezutan
bemutatom az identifikacié modszerének linearis egyenletrendszereit, melyeket felhasznalva
a ruderdk, illetve engedékenységek szamithatdk. Ebben a részben lesz szé ezen tulhatarozott
egyenletrendszerek megoldasi lehetGségeirdl is. Ezutdn kozlom azokat a programokat
melyekkel a szimuldcidkat végeztem. Egyszerl geometridju tartdkon szemléltetem a Monte-
Carlo-mddszerrel elért eredményeimet. Végil az eredmények értékelésével zarom a
dolgozatot.
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2. Afeladat kitlizése

Dolgozatomban racsos tartdk raderGit hatdrozom meg identifikaciés maddszerrel. A
szerkezet rudjai csak huzasra, illetve nyomasra vannak igénybe véve. Nyomott rudak esetén
stabilitasi problémakkal nem foglalkozom, mivel a dolgozat elsédleges célja a ruderdk ezen
meghatdrozasi moédszerének pontositdsa. A szerkezetre a kiinduldsi dllapotban hathatnak
terhek, melyek nagysagat és iranyat nem biztos, hogy ismerem. Az is el6fordulhat, hogy bar a
szerkezetre nem hat kils6 teher, a rudakban mégis er6 ébred, ekkor a rudak
sajatfesziltséggel rendelkeznek.

A ruaderGket olyan identifikdciés mddszerrel hatdrozom meg, melyhez csak a tarté
csomoépontjainak koordindtait kell mérni kilonb6z6, de ismert nagysagu és iranyud
teherndvekmények hatasara elmozdult dllapotokban. A mddszer pontositasara tobb okbdl is
szlikség van.

e A megolddshoz haszndlt linearis egyenletrendszer egylitthatdmatrixa gyakran rosszul
kondicionalt.

e A csomdpontok koordinatdainak mérése pontatlan. Ez a pontatlansag két részbdl
tevédik 6ssze. Egyrészt a mérésre haszndlt mUiszerek pontatlansagbdl fakadé hiba. A
korszer( miszerekkel végzett gondos mérések hibdja néhany tized milliméter. Ez azt
jelenti, hogyha a koordinatdk az 1-10 méteres intervallumba esnek, akkor az 6todik
értékes jegy mar megbizhatatlan. Mdasrészt egy valds szerkezeten nem tudjuk az
elméleti csomdpont koordinatait mérni, csak a szerkezet fellletén jelolhetliink meg
pontokat. A megjel6lésben is bizonytalansag van, a valdsagban a koordinatdkat
kiilpontosan fogjuk mérni.

e Az alkalmazott tehernévekmények nagysaga és iranya, is nagymértékben befolyasolja
a szamitds végeredményét.

Ezen korilmények mellett a mddszert csak nagyon specialis esetekben (pl. kis
rugalmassagi modulussal rendelkezé anyagok esetén) lehetne a gyakorlatban alkalmazni.
Célom, hogy a kapott eredményeket pontositsam, igy lehet6vé téve a moddszer
alkalmazhatésagat az épitémérnoki gyakorlatban haszndlt anyagok esetén is.
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3. Atartéo megadasa

Ebben a részben bemutatom a racsos szerkezet modelljét, illetve szdmba veszem azokat a
mennyiségeket, amelyek az identifikaciés eljardshoz sziikségesek. A tartdé adatainak
felvételét egy példan keresztlil mutatom be.

El6sz0r a racsos tarté topologiajat kell vizsgdlni, melyhez adott a racsos tarté alakzatanak a
modellje.

L ) ‘

/ \\/ \

ST7T77 / (;//

Amennyiben a szerkezet gorg6s tdmasszal kapcsolddik a foldhoz, azt helyettesiteni kell egy
tetsz6leges hosszusagu, nagyon merev ruddal, amely csuklés tamasszal kapcsolédik a
foldhoz:

A csomoépontoknak sorszamot kell adni. Fontos megjegyezni, hogy el6szor a belsé
csomépontokat sorszamozzuk, majd a kilsé csomépontokkal folytatjuk a szamozast.
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A csomépontok sorszamozdasaval megkapjuk azok darabszamat. Ismerniink kell, hogy ebbdl

mennyi a belsé csomdpontok szama. Tovabba tudnunk kell, hany radbdl all a szerkezet.

A programnak meg kell adni a ,kapcsolédé csomdpontok”-at, azaz azt, hogy melyik
csomopontot melyikkel kot 6ssze rud. A sorszamaik alapjan novekvd sorrendbe rakjuk a
csomdpontokat. Osszegy(ijtjik, hogy az i-edik csomdponthoz mely csomdpontok
kapcsolddnak. Ezeket a csomdépontokat is ndvekvd sorrendbe allitjuk sorszamuk alapjan. A
kapcsolédd csomodpontok listdajan egy rud csak egyszer szerepelhet, azaz a kapcsolddd
csomopontok tablazatdnak pontosan annyi sora van, ahany ruddal modelleztik a

szerkezetet.
Kapcsolodoé csomopontok
Kezd6pont Végpont
1 2
1 11
1 12
2 3
2 6
8 9
9 10

Ha az engedékenységeket ismert mennyiségekként kezeljlik, akkor azokat is meg kell adni a
szamitashoz.

Koordinatak megadasa:

A racsos szerkezetek a valdésagban mindig haromdimenziésak. A program lehet6séged ad
sikbeli, kétdimenzids feladatok vizsgdlatara is, ekkor Dim=2. A szdmitashoz sziikséges
csoméponti koordinatdk a gyakorlatban méréssel, vizsgdlataim soran pedig valdszin(iségi
alapon kerilnek meghatdrozasra. Az 3altalam Maple-ben megirt program jobbkezes
koordinata-rendszert hasznal (eltér6en az épitémérnoki gyakorlatban haszndlt balkezes
Descartes-féle koordindta-rendszert6l), igy Ugyelni kell a koordinatdk elGjelhelyes
megadasara.

A tehernévekmények nagysdgat és iranyat a csomdpontokra kell redukalni.
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4. A valosag szimulalasa

Ebben a részben a racsos szerkezet bels6 csomdpontjainak koordinatdit (elGirt
teherndvekmények hatasara elmozdult allapotban) szamité eljarast mutatom be. Az itt
meghatdarozott helyvektorok fogjak képezni az identifikacids mdédszerhez szlikséges kiindulasi
adatokat. E koordinatdkat mérhetném a valdsagban idedlis eszk6zokkel. A szimulacié soran
alkalmazott eljaras végeredménye a racsos tartd belsé csomdpontjainak koordinatai, a
tehernévekmények hatasara elmozdult allapotban. Dolgozatomban a valdsdg modellezését a
leheté legpontosabb mddszerrel kivdnom megvaldsitani. Ezért a teherndvekmények
hatdsdra bekodvetkez6 allapotjellemz6 valtozasokat harmadrend( elmélet felhaszndlasaval,
iteraciods eljarassal szamitom. Allapotjellemz8k alatt a bels6 csomépontok helyvektorait, és a
rader8ket értem. A fenti iteraciot addig ismétlem, mig a csomdpontok koordinatainak
pontossaga joval meghaladja a jelenlegi muszerekkel a mérndki gyakorlatban elérhetd
pontossagot. Tehat az eljaras végén megkapom azokat a koordindtakat, melyeket az eredeti
helyzetébdl elmozdult szerkezeten az adott teher hatdsara idealis esetben mérhetnék.

Az iterdcids eljards bemutatdsa:

A szamitds elméleti hatterét Gaspar Magasépitési Szerkezetek Mechanikdja ciml egyetemi
jegyzete [3] alapjan ismertetem. A médszer harmadrend{ elméletet hasznal a csomdponti
elmozduldsok szamitdsara.

A kiindulasi allapot:

A kiinduldsi allapotban a szerkezet stabilis helyzetben van. A csomédpontokra terhek
hathatnak, ezdltal a rudakban mar a kezd6éllapotban is er6k ébredhetnek. Az is el6fordulhat,
hogy bar a szerkezet tehermentes, a rudakban er6 ébred, ekkor a szerkezet
sajatfesziltségekkel rendelkezik. A kés6bb targyalt identifikacid célja, hogy a kiindulasi
allapot ruder6it, és esetleg a rudak engedékenységeit meghatarozza. Tehat amikor a
valdsagot szimuldlom, ismert mennyiségként kell kezelnem a késébb identifikacidval
meghatdrozni kivant kezd6allapotbeli riderbket és engedékenységeket. Az aldbb ismertetett
iterdcios eljarassal azt kivdanom meghatarozni, hogyha a racsos tartéra a megadott
teherndvekményt teszem, annak belsé csomépontjai hova mozdulnak el, azaz a bels6
csomépontok helyvektorait az elmozdult allapotban.

Az ismert mennyiségek és jeloléseik:
e Rudak szama, pdarab
e Kiilsé csomopontok szama v, darab, és azok helyvektorai r

o A bels6 csomépontok szama v darab. A bels6 csomdpontok helyvektorait a

kezddallapotban ([(0)) ismerem. Ezek a koordindtdk a valds szerkezet
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csomoépontjainak  pontos, idedlis korlilmények kozott mért értékei a

kezdé6allapotban.
e Ismerem, mely csomoépontot melyikkel kapcsol 6ssze rud.

o A fesziltségmentes rudhosszakat nem ismerem, de azokat szamithatom a
kezd6allapotban fesziiltség alatt 1évé rudhosszakbdl a Hooke-torvény alapjan:

A!:E.§+L (4.1)

ahol ta csomdpontokra haté kinematikai terhek vektora, amit a példak soran 0-nak

feltételezek. Az (4.1) egyenletet atalakitva kapjuk a kovetkez6 formuldt a
feszlltségmentes radhosszakra:

I, =17 -F-s?. (4.2)

o Aj-k csomdpontokat 6sszek6t6 rdd normdlmerevsége szamithaté az aldbbi képlettel:

.
E-A=-2 (4.3)

Fic

e Ha ismerem a kiinduldsi allapotban a szerkezetre hatdé terheket (q(o)) a

csomopontokra redukdlva, akkor §(°) -t nem vehetem fel ettél flggetlenil. Ebben az

esetben a statikai hatarozatlansdag fokanak megfelel§ szamu (alkalmas) rudban
ébredé er6 vehetd fel, a tobbit az egyensulyi egyenletekbdl kell szamitani.

Ha e terhek nem ismertek, akkor §(°) tetsz6legesen felvehetS, majd a kiindulasi

allapot terheit a kezd6allapotra felirt egyensulyi egyenletbdl szamithatom:

q(O) _ _g(o) .§(0). (4.4)

e Ismerem a terhelési esetek soran alkalmazott tehernévekmények vektorat: Aq(i) .
A meghatdrozandd mennyiségek:

o Aszerkezetben a teherndvekmények hatasara megvaltozott riderék vektora §(i).

o Ateherndvekmények hatasdra elmozduld belsé csomoépontok helyvektorai [(i) .

Az dllapotjellemz6k meghatdrozasanak |épései:

A konnyebb atlathatésadg kedvéért a tovabbiakban a terhelési esetekre vonatkozd felsé
indexet (“)) elhagyom.
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A még ismeretlen csoméponti koordinatak fliggvényében felirhatd a rudak kezd6pontjabdl a

rudak végpontjadba mutaté vektor:

Xi XJ’
re =L =5, =1 Y |~ Yil (4.6)
Z, Z.

]

A (4.6) vektor euklideszi normaja ([4] 258. o.), megegyezik a j-k rdd adott allapotbeli
hosszaval. Fontos megjegyezni, hogy az alabbi mddon kiszdmolt rddhossz nem egyezik meg a
fesziiltségmentes rddhosszal.

L =‘[jk‘ :\/[ka Ty = \/(xk —%)+ (Y, -y + 2z -2 (4.7)

A rud egységvektora egy olyan egységnyi hosszusagu vektor, melynek irdnya megegyezik a
radtengely iranydval:
r.
& = (4.8)
ik
A szerkezet egyensulyi egyenlete a kdvetkez6képpen irhato fel:
G(n) s+q=0. (4.9)

Az (4.9) miveletet elvégezve megkapom az 6sszes bels6 csomdpont vetiileti egyenleteit,
olyan formaban, ahogy azt a Statika cim(i targyban megismertem. A fenti egyenletben a G

matrixot egyensulyi matrixnak nevezziik, ezen egyensulyi matrix elemei (4.8)-ban definialt
egységvektorok. Az egyensulyi matrix mérete: blokksorainak szdma megegyezik a bels6
csomopontok szamaval, az oszlopok szamat a rudak szama hatdrozza meg. Az egyensulyi
matrix a csomodponti koordinatak fliggvénye.

A szerkezet egyensulyi egyenlete nemlinearis egyenletrendszer mely csakis a csomdponti
koordinatak, és a ruder6k fliiggvénye. Roviden igy jeloljik:
f(r,s)=0. (4.10)

Fizikai egyenlet:
Egy rudra felirva az alabbi fizikai egyenletet kapom:

Aly =Fy oS+, (4.12)
ahol F; a j-k csomopontokat sszekotd rud engedékenysége, mely az alabbi médon
szamithato:

F. :ﬁ (4.11a)

ik T MVik
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A geometriai egyenletet a fizikai egyenletbe helyettesitve:

lo, —li +Fyc Sy + 1 =0. (4.12)
Az egész szerkezetre a kovetkez6 formdban tudom felirni a kompatibilitasi egyenletet:

l,— 1+

(hay!

s+1=0. (4.13)

A szerkezetre felirt kompatibilitasi egyenlet ismét a csomdpontok helyvektoraitdl és a
raderéktél fliggé nemlinedris egyenletrendszer. Nemlinearis, mivel a rudak hosszat
Pitagorasz-tétellel szamitom, az els6rend(, linedris kozelités alkalmazdsa helyett. Roviden:

g(r,s) =0. (4.14)

Az (4.10) és (4.14) egyenletrendszert egyiitt is felirhatjuk a kovetkezd alakban:

HESH
h(x) =0, h=|"|, x=|7| (4.15)
9 S

A kompatibilitdsi és az egyensulyi egyenlet 6sszesen Dim-v+p darab ismeretlent tartalmaz.

Ezt az egyenletrendszert Newton—Raphson-méddszerrel oldom meg.

A nemlinearis egyenletrendszer megolddsara hasznalt eljarast a skalarfliggvényeken
értelmezett Newton-mddszerrel mutatom be. Ezt a mddszert alkalmazta J. Raphson angol
matematikus vektor-vektor fliggvényekre.

A Newton-maddszer alapotlete:

Felveszem az ismeretlen mennyiség elsé kdzelitését, amely a tényleges gyokhoz elég kozel
taldlhato: x. (A kdvetkezékben az i felsg index nem a terhelési esetre vonatkozik, hanem
az iteracio i-edik l1épésére.)

X / x(#+1) X

A Newton-modszer alapgondolata
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Ezutdn geometriai megfontolasokkal szeretném kiszamitani x™" helyét. Felirhatéak a

kovetkez6 osszefliggések:

oo h(x")

h (X()):m’ (4.16)
) ) (i)

D @) _h(x7) (4.17)

h'(x®)

igy az egyenlet megoldasanak jobb kozelitéséhez jutottam. Fontos felhivni a figyelmet,
hogyha az elsé kozelités nincs elég kozel a valddi gyokhoz, akkor a mddszer nem biztos, hogy
a gyokhoz fog konvergalni.

A Newton—Raphson-maédszer alkalmazasa (4.15)-re:

g(i)(l(iﬂ) _X(i))"'h(i) =0, (4.18)
amely képletben g(i) a h vektor-vektor fiiggvény Jacobi-matrixa ([4], 127. 0.).

Bizonyithatd ([3] 28. 0.) az alabbi 6sszefliggés:

a ot
dh | or s C G
J=—=| ~ =l = | 4.19
ax"|ag og [Q F 19
or 0s

A fenti Jacobi-matrixot behelyettesitem az (4.18) egyenletbe, figyelembe véve azt, hogy az E

matrix az iterdcié soran allando, viszont G egyensulyi matrix és C kiegészit§ merevségi

matrix iteracids lépesrél iteracios lépésre valtozik. Az g(”l)—g(') kifejezés megadja az

allapotvaltozdk egy iteracios lépésben tortént valtozasat. h(i) jelenti az egyensulyi egyenlet

és a kompatibilitasi egyenlet hibajat, amit a tovabbiakban Ag(i) -vel és AI(i)—veI jelolok, és

elébbit kiegyensulyozatlan tehernek, mig utébbit kompatibilitasi hibanak nevezem.

c® GO Ar® Aqh(n
=0 ol |=0. (4.20)
G F || As AtY

A fenti egyenletrendszer masodik egyenlete:

GTV . Ar® +E,A§(i) +AtY =0. (4.21)

A (4.21) egyenletbdl kifejezhet6 a ruder6k valtozasa:
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F-As" = —(GT(i) Ar® 4 At(i))

@) 1 AT | AL @) (4.22)
As” =—F"-(G 7 -Ar + AtY).
A ruderék valtozdsat behelyettesitem az (4.20) egyenletrendszer elsé egyenletébe:
g(i) ‘A[(i) +g(i) -A§(i) +A9h(i) -0
g(i) ~A[(i) _g(i) ’E—l(gT(i) -A[(i) +AI(D) _l_Aqh(i) -0 (4.23)
(g(i) 'El 'ETU) —g(i)) -A[(i) _ Aqh(i) —g(i) _El 'A'E(i)-
Az (4.23) egyenlet az aldbbi formaban is irhatd:
50) -A[(i) = Agfi), (4.24)
ahol
KO=c".F'.c""-c® (4.25)
az érint6 merevségi matrix, és
() _ (M) _ ) 1 4400
Aq _Agh GV -F At (4.26)
a redukalt tehervektor az i-edik iteracids l1épésben.
Belathatd, hogy egy rud merevségi matrixa az aldbbi formulaval adhaté meg:
Kj =G"-E"G™-C"
I a§jk aij |
Lo le or . or,
KO=| [ p2fer e ]| T T s 427
=k | € =l |:_Jk _Jk] 6§jk agjk - ( )
Ly or |
[ 003) 720!
K(i) _ ﬁjk ﬁjk
=jk 0(i) 0(i)
__ﬁjk 5jk
ahol
. E.-A. . - E—el. et
o) =l el ey =I5 (4.28)

=jk ()
IOjk Ijk
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A szerkezet merevségi matrix egy kvadratikus matrix, blokksorainak és blokkoszlopainak

szama megegyezik a belsé csomépontok szamaval. j-k rad érinté merevségi matrixat a
kovetkez6képpen kell elhelyezni a matrixban:

j-edik k-adik
oszlop oszlop
. . (i) 0]
j-ediksor — > ﬁjk —Kjk
Bels6 csomdpontok
— szamanak megfelel6
k-adik sor ——> —55: . ﬁj:() .. szam blokksor

Adott q_teher és t_kinematikai teher esetén az allapotjellemz6ket a kdvetkezd iterdcios

lépésekkel lehet szamitani:

1. Aziterdcid elsé lépése: 1 =1, felveszem a ruderdk elsé kozelitését [(1) -t, §(1) -t.

2. Az i-edik kozelitéssel kiszamitom a kiegyensulyozatlan terhet, és a kompatibilitasi
hiba nagysagat:

Aqh(i) :g(i) _§(i) +q
- - - (4.29)
At =1, -9 +E_§(u) it
3. Haateherhibak normaja az altalam definialt hibahatarnal (¢, ; €,) kisebb, vagyis
()
‘Agh ‘S g,
_ (4.30)
‘AI(')‘ <g,

akkor a legutolsd kozelitést elfogadom a rider6k és a csomdpontokhoz tartozéd
helyvektorok értékének. Ezzel az eljards befejez6dik. Ha nem teljestl a (4.30)
egyenl6tlenségek kozul valamelyik, akkor folytatom az iterdciét. Jelenleg a
legnagyobb pontossaggal a geodéziai mUiszerek rendelkeznek. Ezek a mszerek a
tizedmilliméteres pontossagot képesek elérni. Ezt a pontossdgot a valdsag
szimuldlasakor tobb nagysagrenddel meghaladom.
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jk
féatloblokkjat, és ezekbdl 6sszeallitom a szerkezet érint6 merevségi matrixat. Ezen
kivil az i-edik értékekbd6l meghatarozom a szerkezet redukalt terhét.

Ezutan a 5“) -A[(i) :Aqfi) linearis egyenletrendszerbdl egyértelmuien
meghatarozhaték Ar" értékek. A raderdk valtozasat az i-edik lépésében az
AsY =—F* (G- Ar” + At") egyenletrendszer jobb oldalén 4lI6 kifejezés adja.

Az dllapotjellemz6k jobb kozelitése:

=1+ Ar
(i+1) _ () 0 (4.31)
S =S +As

Ezutdn i =1+1 értékadassal visszatérek az iteracié masodik lépéséhez.
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5. Aruderdk, illetve az engedékenységek meghatarozasahoz hasznalt
osszefiiggések

Ebben a fejezetben szeretném ismertetni azokat a képleteket, amelyeket felhasznalva
szamitani fogom a szerkezet ruderdit és a rudak engedékenységeit.

A rendelkezésemre all6 egyenletek:

A szerkezetre minden terhelési esetben Dim-vdarab fliggetlen egyensulyi egyenlet és

darab kompatibilitasi egyenlet irhato fel (Hooke-torvény).

Egyensulyi egyenletek:

G”.s"+q” =0, (i=01..1). (5.1)

Kompatibilitasi egyenletek:

19—l =F-s”, (i=0.1...1). (5.2)

Ezen egyenletekbdl kiindulva lehet meghatdrozni az ismeretlen mennyiségeket. Az
egyenleteket at kell alakitani Ggy, hogy benniik ismeretlen mennyiségként csak a ruderdk,
engedékenységek, illetve azok a mennyiségek szerepeljenek, amelyeket a szerkezeten mérni
tudunk.

Az egyensulyi egyenleteket t+1 allapothoz lehet felirni. Ha az 1...t terhelési esetek
egyensulyi egyenleteibdl kivonjuk a 0. terhelési allapot (azaz a kiindulasi helyzet) egyensulyi
egyenletét, akkor a szerkezetre hato terhek helyett az egyenletekben a tehernévekmények
fognak szerepelni.

G _S(i) +q G(O) +q(0) ~0

ONN0 ) M _ (5.3)
G -G +Aq

A fesziltségmentes rudhosszak kifejezhetéek a kiindulasi allapotra felirt kompatibilitasi
egyenletbdl:

=19 -F.s? (5.4)

A kompatibilitasi egyenletekbe az (5.4) egyenletet kell helyettesiteni:
| _j© +E_§(0) :E'§(i)' (5.5)

A (5.5) egyenletbdl kifejezve a megvaltozott §(i) -t behelyettesitjiik az (5.3) egyenletbe:
sO=fF" -(!(i) —[(O) +F- S(')) (5.6)

(ga) _gw)),g’w) +2<i) 'E_l'(!(i) —!(O))+Ag“) ~0. (5.7)
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5.1.Nem ismert a kiindulasi helyzet terhe

Az (5.7)-ben felirt egyenletrendszerrel a kiindulasi allapotban ébredé raderék szamithatok.

0 , 2 . s s , , , / P .
© egyértelmld meghatarozdsdhoz a felirhatd egyenletek szamanak el kell érnie az

S
ismeretlenek szamat. A felirhatd egyenletek szamat novelni a terhelési esetek szamanak
novelésével lehet. Ha az engedékenységek ismertek, a kiindulasi helyzet terhe viszont nem, a

sziikséges terhelési esetek szama az aldbbi médon irhaté fel:

t>—t  tez" (5.8)
Dim-v
Amennyiben a keresett mennyiségek csak a kezdGdllapotbeli ruder6k, és az
engedékenységeket ismertnek tekintem, a rdderék az aldbbi egyenletrendszer megoldasabol
adddnak:
G(1) _G(O) Aq(l) +G(1) -F_l . (I(l) _ I(O))
s+ : =0. (5.9)

c®_g© AQO +GOFL. (10 Z1@)
Ha az ismeretlenek kozé soroljuk a rudak engedékenységét is, a sziikséges terhelési esetek
szama:

S (5.10)
Dim-v

Ez esetben a kdvetkezd egyenletrendszert kell megoldani:

G(l) _G(O) G(l) . L(l) Aq(l)

(0) -
.F } =0 (5.11)
X

Aq(t)

G(t) _ G(O) G(t) X L(t)

A (5.11) egyenletrendszerben az gi) diagonalmatrix felépitése:

1-1©® 0 0
L= o0 0o | (5.12)

@ _ 10

0 0 19

Azaz a diagonalmatrix j-edik f6éatlobeli eleme a j-edik rdd hosszvaltozasat jelenti a
kezddallapothoz viszonyitva.

Az X vektor az engedékenységek reciprokjait tartalmazza az alabbi médon:
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1
R

X<
Il

(5.13)

1
Fu

Miutan a fenti egyenletekkel kiszamitjuk a ruder6ket, a kezdd6allapot terhét az aldbbi
képlettel szamithatjuk:

5.2. A kiindulasi helyzet terhe ismert

A szerkezet statikai hatarozottsaga befolyasolja a megoldas mddszerét.

Amennyiben a szerkezet statikailag hatdrozott, akkor a kiindulasi helyzet rudergit mindig
lehet az alabbi médon szamitani:

KON _(g(fn )7l-q‘°). (5.15)

Ha a szerkezet statikailag hatdrozott és a rudak engedékenységeit is meg szeretnénk
hatarozni, egy teherndvekményt kell alkalmazni. A tehernévekmény hatasara a rudakban
ébred6 er6 megvaltozik:

50 :_(ga) >*1,<_(0) +A9(1)). (5.16)

Az engedékenység rudanként szamithatd az aldbbi formulaval:

® _ 100
_ Ii _Ii

F =

S S (5.17)
i Si(1) _ Si(O)

A szerkezet statikailag nem hatdrozott

Ha a rudak engedékenysége és a kiinduldsi helyzet terhe ismert, a kezd6allapot ruderéi az
aldbbi mdédon szamithata:

(0)

o F |

[[)

I(l) . I(O))
) =0. (5.18)

@
G"” g+
= -[S(O)]+ bl

® _(|(t) B |<0))

(t)
& g+

9}
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A terhelési esetek szamat itt is ugy kell megvalasztani, hogy a felirhatd egyenletek szama

elérje az ismeretlenek szamat:

> 2H 9 tez (5.19)
v-Dim

Ha a rudak engedékenysége ismeretlen, akkor az aldbbi egyenletrendszer megolddsa a
feladat:

i G® o | 9‘0) ]
G(l) G(l) . L(l) S(O) q(l)
= == = B =+ —. = O’ (520)
g(t) g(t) _|=_(t) q(t)

ahol Eés X jelentése teljesen azonos az (5.12) és (5.13)-ban leirtakkal. A ruderék és a rudak

engedékenységek meghatdrozdsahoz sziikséges terhelési esetek szama:

t>_F -1 teZ'. (5.21)

v-Dim

5.3. A fenti egyenletrendszerek megoldasi modjai

Az identifikdcids eljardshoz haszndlt Osszefliggések 4dltaldban tulhatdrozott linearis
egyenletrendszerek. Ez azt jelenti, hogy é‘5=t_) linedris egyenletrendszer A

egyltthatomatrixa mxn-es, ahol m>n.

5.3.1. Legkisebb négyzetek modszere

Az ilyen tipusu egyenletrendszer megoldhaté a legkisebb négyzetek mddszerével ([4] 276.0.).
A mérési és egyéb hibak miatt az egyenletrendszer nem elégitheté ki pontosan, igy egy

r=(r,r,,...,r,) maradékvektort kapunk, ahol

x-b,  r=0 (5.22)

[:

>

Ebben az esetben az X vektor ugy hatarozhaté meg, hogy

~g—b)T-(é-5—p)=min, (5.23)

m
2=rr=(Ax-b

i=1

1>

azaz, a hibak négyzetdsszege minimalis legyen. Ez az elv Gausstél szarmazik.
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5.3.2. Megoldas altalanositott, Moore—Penrose-inverzzel

Az mxntipusd valés A matrix altalanositott vagy Moore—Penrose-inverzének ([5] 82.0.) az

nxmtipusd A" matrixot nevezziik, ha kielégiti a kévetkez6 tulajdonséagokat:

+ —_—

A

1>
13>
1>

A

>
>

T=A, (5.24)

1>

A" és A" - Aszimmetrikus. (5.25)

Az altaldnositott inverz pontos numerikus értékekkel (raciondlis szdmokkal) valé szamitasra
is lehet6séget ad. Ez viszont nagymértékben megndveli a szamitas idejét. A 7. fejezet
programleirdsaiban a legkisebb négyzetek modszerét alkalmaztam.

Az egyenletrendszer megolddsat neheziti, hogy az egyltthatématrix altaldban rosszul
kondicionalt ([6] 632.0.). Egy A matrix kondicionaltsagat Héfluuéu szorzat jellemzi. Ha az

egyutthatomatrix gyengén meghatarozott, akkor az azt jelenti, hogy az egyutthatdk kis
megvaltoztatdsa a megoldas nagymérték(i megvaltozdsat vonja maga utdn.

A linearis egyenletrendszerek megoldasdval a keresett mennyiségek (ruderdk és
engedékenységek) szamithaték.

Gyakorlati szempontbdl az 5.1 és 5.2-ben targyalt egyenletrendszerek kevésbé tlinnek
hasznalhatdnak, mivel a kapott eredmények pontossaga nagymértékben fligg a szamitashoz
hasznalt éles jegyek szamatol. Ma az elérhet6 legnagyobb pontossagot az épit6iparban
geodéziai mUiszerek adjak. Fels6rend(i szintezéssel tizedmilliméteres pontossag érheté el,
viszont csak magassagi koordinatakat tudunk segitségével meghatdrozni. Korszerd
tahiméterekkel viszonylag gyorsan meghatdrozhatéak térbeli pontok koordinatai
milliméteres pontossaggal. GPS technoldgidval a pontosnak szamité RTK alapu
koordinatamérés viszont csak 5-50 mm-es hibaval hatarozza meg egy csomodpont
koordinatait ([7] 4-9. 0.). Ezen miszerek nagynak mondhaté pontossaga azonban altaldban
kevés ahhoz, hogy identifikacids eljarast hasznalva megbizhatdéan visszakapjuk a keresett
mennyiségeket. Dolgozatomban maddszereket keresek, melyek hozzajarulnak az
identifikacidval meghatdrozott riderék hibdinak csokkentéséhez.
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6. Az identifikacids eljaras pontositasanak lehetGségei

A valdsdg szimuladldsa cimil fejezetben bemutattam, hogy a rdcsos szerkezet valésagos
viselkedését hogyan lehet nagy pontossdggal modellezni, ha arra a megadott
tehernovekményeket helyezem. Itt ismertetem, hogyan fogom a koordindtamérések
eredményeit szimuldlni valdszinliségi alapokon. Az igy kapott koordindtakbdl szamitott
raderGket hasonlitom 0©ssze a 8. fejezet példaiban az eredetileg ,meghatarozandé
mennyiségként” felvett ruderékkel.

Az elérhetG pontossag vizsgdlatanal a kovetkezSket fogom 6sszehasonlitani:

e Megvizsgdlom, hogy az identifikdcids eljardssal mekkora pontossag érheté el, ha a
mérést pontosan végzem, de mérési eredményeket csak a megadott pontossaggal
olvasom le. Ezt Ugy teszem, hogy a szamitds soran felhasznalt dsszes koordinatat
(azaz a belsé és a kiils6 csomépontok koordindtait is) a megadott pontossagura
kerekitem. A kerekitéseket a programom az aldbbi leképezéssel szamitja:

« s round (10° - x)
10°

ahol d azt mutatja meg, hogy kerekités utdn hany tizedes jegyet hagyunk meg a
szambdl. Itt minden esetben csak egyszer ,mérem” a csomdpontok koordinatait,

majd ezen adatokbél szamitom ki 5 -t.

o Megvizsgalom azt is, hogy javul-e a pontossag, ha a mérésnél eggyel tébb tizedes
jegyet, de azt pontatlanul olvasom le. A pontatlansagot a mérés, azaz a valdszin(iségi

valtozo szoérdsaval (G)jellemzem. Ekkor az iteracids eljarassal kapott eredményeket

véletlenszerlien megzavarom, majd a megadott tizedes jegyre kerekitem. Itt is
egyetlen mérésbél szarmazod, kerekitett adatokat haszndlom fel §(°) szamitasara. Az

altalam irt program ezt a zavarast ugy valdsitja meg, hogy az iteracids eljarassal nyert
pontos koordinatdkhoz normal eloszlasi és megadott szérasu véletlen valtozét
rendel, majd minden ,, mérés” soran véletlen mintat vesz az eloszlasbdl.

e A mérési eredmények pontossagdt megprébalom a Monte-Carlo-mddszer
felhasznaldsaval is javitani. Itt az iteracids eljarassal szamitott koordinatakat
megzavarom, megadott pontossagura kerekitem. Ebben az esetben tébb mérést is
szimuldlok. Az egyes mérésekbdl szamitott ruder6k szamtani atlagat hasonlitom
Ossze az iteracids eljarassal kapott eredményekkel.

A 7. fejezetben leirt programokkal kapott eredményeket a 8. fejezetben egyszer(i példain
szemléltetem. A példak soran semmilyen adathoz nem rendelek hozzd mértékegységeket. A
gyakorlatban koordindtaméréskor maximum tizedmilliméteres pontossag érhetdé el. Tehat ha
a kerekitéseknél négy tizedes jegyet hagyok meg a helyvektorok koordinataibél, akkor az azt
jelenti, hogy a koordinatak dimenzidja a méter.
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7. Programleirasok

Ebben a fejezetben bemutatom azokat a programokat, amelyeket a szamitasokhoz
felhasznaltam, illetve oktatasi célra készitettem. A programokat Maple 15 segitségével irtam.
Az alabbi programok el6nye, hogy nem specifikusan egy-egy példdhoz irédtak, igy ha mas
tartéra szeretnénk &ket alkalmazni, csak a program legelején talalhatd felhaszndlok altal
megadott bemend adatokat kell megvaltoztatni.

7.1. Allapotjellemzéket szamité iteracids eljaras

Az alabbi program azt az iterdcids eljarast irja le, mellyel adott ¢ és t terhek hatasara a belsé

csomépontok koordindtai és a raderdk szamithatdak. Az alabbi program akkor lehet hasznos,
ha ismerjik a szerkezet anyagat, rudainak feszlltségmentes hosszat, és a ra hatd terheket.
Ezekbdl az adatokbdl harmadrendi elmélettel szamitja ki a bels6 csomépontok helyvektorat,
és a terhek hatasara megvaltozott ruderdket.

# A kovetkez6 adatokat a felhasznalonak kell megadnia:

# A szamitds soran hasznalt tizedes jegyek szama: (Mivel a nagyon nagy pontossag nem
noévelte szignifikdns mértékben a futtatasi idot, ezért valasztottam ilyen nagy értékre a
Digits-t.)

Digits := 100:

# Adja meg a feladat dimenzidjat (sikbeli=2; térbeli=3)
Dim :=2:

# Adja meg az 6sszes csomoépont szamat:
cs:=7:

# Adja meg a bels6 csomdépontok szamat:
bcs :=1:

# Adja meg a rudak szamat:
rsz :=6:

# Adja meg elsé kozelitésben a bels6 csomdépontok koordinatait, illetve adja meg a kiilsé
csomopontok koordinatait:

koor := Matrix(cs, 2, [[0, 0], [0, 1], [.5*sqgrt(3), .5], [.5*sqrt(3), -.5], [O, -1], [-.5*sqrt(3), -.5], [-
.5*sqrt(3), .5]]):

# Adja meg azoknak a csomoépontoknak a sorszamat melyeket rudak kapcsolnak 6ssze:
kes := Matrix(rsz, 2, [[1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5], [1, 6], [1, 7]]):
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# Adja meg a fesziiltségmentes rudhosszakat:

|0 :=Vector(rsz, [1,1, 1,1, 1, 1]):

# Adja meg a rudak normalmerevségét:
EA := Vector(rsz, 1000):

# Adja meg a bels6 csomépontokra hato kiilsé terheket:
g := Vector(bcs*Dim, [1, 0]):

# Adja meg a kinematikai teherbdl szarmazé megnyulasokat:
t := Vector(rsz, 0):

# Adja meg a ruderdk elsé kozelitését:
s :=Vector(rsz, [1, 2, 3, 1, 2, 3]):

# A tovabbi szamitdsokat a program vézgi, tovabbi adatbevitelre sziikség nincs:

# Engedékenységek szamitasa:

foritorsz do for j to rsz do FO[i][j] := 0 end do end do:
for i to rsz do FO[i][i] := I0[i]/EA[i] end do:

F := Matrix(rsz, rsz, (i, j) 2> FO[il[j] ):

E := Matrix(Dim, Dim, 1, shape = diagonal):

hiba := 10000:
while evalf(hiba) > 10°"/2 do

# A rudak kezdGpontjabol a végpontjukba mutaté vektor meghatarozasa:
for i to rsz do r[kes[i][1]][kes[i][2]] := koor[kes[i][2]]*"-koor[kes[i][1]] *" end do:

# A rudak hosszanak a szamitasa: (ez nem a fesziiltségmentes rudhossz)
forito rsz do I[kes[i][1]1[kes[i][2]] := sart(r[kes[i][1]]1[kes[i][2]] wr rlkes[i][1]][kes[i][2]]) end
do:

# Rudtengely irdnyl egységvektorok készitése:
for i to rsz do e[kes[i][1]][kes[i][2]] := r[kes[il[1]][kes[i1[2]]/1[kes[i1[21]][kes[i][2]] end do:

# e[i][j] elemek helyrerakasa, G egyensulyi matrix elkészitése:

foritorsz do for j to bcs do if kes[i][1] = j then GO[j][i] := e[kes[i][1]]1[kes[i][2]] else GO[j][i] :=
Vector(Dim, 0) end if end do end do:

foritorsz do for j to bcs do if kes[i][2] = j then G1[j][i] := -e[kes[i][1]][kes[i][2]] else G1[j][i] :=
Vector(Dim, 0) end if end do end do:

forito bcs do for j to rsz do for k to Dim do G2[Dim™*(i-1)+k][j] := GO[i][jl1[k]; G3[Dim*(i-
1)+k][j] := G1[i][jl[k] end do end do end do:

G := Matrix(bcs*Dim, rsz, (i, j)=> G2[i][j]+G3[il[j]):
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# Az érint6 merevségi matrix létrehozasa:

for i to rsz do K[kes[i][1]1[kes[i][2]] := ((-1)*(EA[i]/10[i]-s[i1/![kes[il[1]][kes[i1[2]]))
*e[kesl[i][1]][kes[i1[2]].e[kes[i1[2]1[kes[i][2]] *-E*s[i]/I[kes[i][1]][kes[i1[2]]; Klkes[i1[2]1[kesi][1]]
:= K[kes[i][1]][kes[i][2]] end do:

for i to cs do for j to cs do if whattype(K[i][j]) # Matrix then K[i][j] := Matrix(Dim, Dim, 0) end
if end do end do;

for j to cs*Dim do for i to cs*Dim do K100[i][j] := 0 end do end do;

for m from 0 to cs-1 do for k to Dim do for i to Dim do for j to cs do
K100[Dim*m+i][Dim*m+k] := K100[Dim*m+i][Dim*m+k]-K[m+1][j][i][k] end do end do end
do end do;

for j to bcs do for i to bes do for k to Dim do KOO01[Dim™*(j-1)+k][i] := K[j][i][k] end do end
do end do:

for j to bcs*Dim do for i to bes do for k to Dim do KO002[j][Dim*(i-1)+k] := KOOO1[j][i][k] end
do end do end do:

K0003 := Matrix(bcs*Dim, bcs*Dim, (i, j)=> KO002[i][j]+K100[i][j]):

# Kompatibilitasi hiba szamitasa:
for i to rsz do Atl[i] := 10[i]-I[kes[i][1]1[kes[i1[2]1+F[il[i]*s[i]+t[i] end do:
At := Vector(rsz,(j)=>At1[j]):

# Kiegyensulyozatlan teher szamitasa:
Agh = G.s+q:

if evalf(VectorNorm(Agh)) > evalf(VectorNorm(At)) then hiba := VectorNorm(Agh) else hiba
:= VectorNorm(At) end if:

# Redukalt teher szamitasa:
Aqgr := Agh-G.FL.At:

# Bels6 csomdpontok koordinatdinak jobb kozelitése:

Ar := LinearSolve(K0003, Aqr):

for j to Dim do for i to bcs do koorl[i][j] := Ar[Dim*i+j-Dim] end do end do:
for i from bcs+1 to cs do for j to Dim do koorl[i][j] := 0 end do end do:
koor2 := Matrix(cs, Dim,(i, j)—=> koor1[i][j]):

koor := koor+koor2:

# A ruderdk jobb kozelitése:
As = (-1)*F.(G*T.Ar+At):
s :=s+As end do:
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7.2. A valosag szimulalasahoz késziilt program

Ez a program ugyanazt az iteracios eljarast alkalmazza, mint a 7.1-ben ismertetett program,
de célja eltérd. Itt ismert mennyiségként kezelem a szerkezet rudaiban ébredd erét, és
ismerem a csomodpontok koordinatait is a kiinduldsi allapotban. Az adatokbdl szdmithaté a
kezddallapotban a tarté csomdpontjaira hatd terhek vektora. Ez a program a csomdpontok
Uj koordindtait szamitja a stabilis kezd6allapotbdl kiindulva a megadott tehernévekmények
hatasara.

A feszliltségmentes rudhosszakat nem ismerem, ezért azokat a program nem kéri bemend
adatként. A rudak normal merevsége helyett, a rudak engedékenységeit kell megadni.

A bels6 csomépontoknak, és a riuder6knek nem az els6 kozelitését, hanem magat a kiindulasi
helyzet allapotjellemzéit kell megadni.

Meg kell adni a tehernévekményeket.

with(LinearAlgebra):
# A kovetkez6 adatokat a felhasznalénak kell megadhni:

# A szamitds soran hasznalt tizedes jegyek szama:
Digits := 100;

# Adja meg a feladat dimenzidjat (sikbeli=2; térbeli=3)
Dim := 2:

# Adja meg az 6sszes csomépont szamat:
cs =4

# Adja meg a bels6 csomépontok szamat:
bcs :=1:

# Adja meg a rudak szamat:
rsz ;= 3:

# Adja meg a terhelési esetek szamat:
terh :=2:

for a from 1 to terh do

#Adja meg a kiindulasi helyzetben a csomdpontok koordinatait:
koor[0]:=Matrix(cs,Dim,[[0,0],[1,01,[-1/(2),-(sqrt(3))/(2)],[-1/(2),(sqrt(3))/(2)1]):
koor[a]:=koor[0]:

#Adja meg azoknak a csomdépontoknak a sorszamat melyeket rudak kapcsolnak dssze:
kcs:=Matrix(rsz,2,[[1,2],[1,3],[1,4]]):
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#A meghatarozni kivant kezd6allapotbeli raderdk:

s0:=Vector(rsz, [20,10,30]):
5:=s0:

#A bels6 csomépontok elmozdulasait a kovetkezé tehernévekmény hatasara kivanom
szamitani:
Aq:=Matrix(terh,bcs*Dim,[[45,45],[20,-50],[0,-40]]):

#Engedékenységek megadasa:

for i from 1 to rsz do for j from 1 to rsz do FO[i][j]:=0 end do: end do:
FO[1][1]:=0.001:F0[2][2]:=0.001:F0[3][3 ]:=0.001:

F:=Matrix(rsz,rsz, (i,j)->FO[i][j]) :

77 2

H#KEZDOALLAPOTBAN: Rudak kezd6pontjabdl a végpontjukba mutaté vektorok
meghatdarozasa:

forifrom 1 to rsz do r[kes[il[1]][kes[i][2]]:=koor[a][kes[i][2]]1*(%T)-koor[a][kes[i][1]]1*(%T) end
do:

#KEZDOALLAPOTBAN: Rudak hosszanak kiszamitdasa: (ez itt nem a fesziiltségmentes
rudhossz!)

for i from 1 torsz do
I[kes[il[1]][kes[i][2]):=sqrt((r[kes[il[1]][kes[i][2]11)A(%T).(r[kes[i1[1]][kes[i][2]])) end do:
2[0]:=Vector(rsz,(j)->(I[kes[j][1]1[kes[j1[2]])):

#KEZDOALLAPOTBAN: Egységvektorok elkészitése:
for i from 1 to rsz do e[kcs[i][1]1[kes[i1[2]]:=(r[kes[i][2]1[kes[i1[2]])/(I[kes[i][1]1[kes[i1[2]]) end
do:

#KEZDOALLAPOTBAN: G egyensulyi matrix elkészitése, e[i,j] elemek helyrerakasa:

for i from 1 to rsz do for j from 1 to bcs do if kes[i][1]=j then GO[ j][i]:=e[kes[il[1]][kes[i][2]] ;
else GO[j][i]:=0 end if; end do; end do:

for i from 1 to rsz do for j from 1 to bcs do if kes[i][2]=j then G1[ j][i]:=(-
1)*e[kes[i][1]][kes[i][2]] ; else G1[j][i]:=0 end if; end do; end do:

for i from 1 to bcs do for j from 1 to rsz do for k from 1 to Dim do G2[Dim*( i-
1)+k][j1:=GO[il[j][k]; G3[Dim* (i-1)+k][jl:=G1[il[j][k] end do; end do;end do:
G[0]:=Matrix(bcs*Dim,rsz,(i,j)->(G2[il[j1+G3[il[j])):

# A meghatarozandé raderdkbdl, és a kezdGallapotbeli G matrixbdl szamithaté a teher:
g:=-G[0]. s:

E:=Matrix(Dim,Dim,1,shape=diagonal):

# A fesziiltségmentes radhosszak szamitasa:
for i from 1 to rsz do I0[i]:=I[kes[i][1]][kes[i1[2]1-F[il[i1*s[i]; EA[i]:=(IO[i])/(F[i][i]) end do:
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q:=q+(Aqg[a])*":

Az ezutdn kovetkez6 részek teljes egészében megegyeznek a 7.1-ben leirt iteracidval.

7.3. Monte-Carlo-szimulaciéhoz alkalmazott program
Ennek a programnak a futtatdsdhoz el6szor sziikség van a 7.2 alatti program futtatdsara.

# Adja meg a mérések szamat:
meresekszama:=100:

# Adja meg a mérések szorasat:
szoras:=0.000025:

# Adja meg a mérések élességét:
d:=5:

with(Statistics):

# Az elvi, pontos csomodponti koordinatakbdél a megadott szorassal mérési eredményeket
generalok a kiilonb6z6 terhelési allapotokban:

for meres from 1 to meresekszama do

for a from O to terh do

for j from 1 to Dim do for i from 1 to cs do
kooreloszlas[i][j]:=RandomVariable(Normal(koor[a][i][j],szoras)):
koordinataeloszlas[i][j]:=Sample(kooreloszlas[i][j],1):
koor100[i][j]:=(round(10”(d)*koordinataeloszlas[i][j][1]))/(10”(d)) end do: end do:
koor1000:=Matrix(cs,Dim, (i,j)->koor100[i][j]):

# Rudak kezdGpontjabdl a végpontjukba mutaté vektorok meghatarozasa:
for i from 1 to rsz do rterheles[kcs[i][1]][kcs[i][2]]:=koor1000[kcs[i][2]]%T—
koor1000[kesl[i][1]]*" end do:

# Rudak hosszanak kiszamitdasa: (ez itt nem a fesziiltségmentes ridhossz!)

for i from 1 torsz do
Iterheles[kcs[i][1]][kcs[i][2]]:=sqrt((rterhe|es[kcs[i][1]][kcs[i][2]])%T.(rterheles[kcs[i][1]][kcs[i][
211))? end do:

Bterheles[a]:=Vector(rsz,(j)->(Iterheles[kes[j1[1]]1[kes[j1[2]1])):

# Egységvektorok elkészitése:
for i from 1 to rsz do eterheles[kes[il[1]]1[kes[i][2]]:=
(rterheles[kes[i][1]][kes[i][2]])/(Iterheles[kcs[i][1]][kes[i][2]]) end do:
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# e[i,j] elemek helyrerakasa, G egyensulyi matrix elkészitése:

for i from 1 to rsz do for j from 1 to bcs do if kcs[i][1]=j then GO1]
jlli]:=eterheles[kes[i][1]1[kcs[i][2]] ; else GO1[j][i]:=Vector(Dim,0) end if; end do; end do:
for i from 1 to rsz do for j from 1 to bcs do if kes[i][2]=j then G11[ j][i]:=(-
1)*eterheles[kes[i][1]1[kcs[i][2]] ; else G11[j][i]:=Vector(Dim,0) end if; end do; end do:
for i from 1 to bcs do for j from 1 to rsz do for k from 1 to Dim do G21[Dim*( i-
1)+k][jl:=GO1[il[j][k]; G31[Dim* (i-1)+k][j]:=G11[i][jl[k] end do; end do;end do:
Gterheles[a]:=Matrix(bcs*Dim,rsz,(i,j)->(G21[i][j]+G31[i][j])) : end do:

A tovabbiakban a program menete attél fligg, ismert-e a kiindulasi helyzet terhe, illetve a
rudak engedékenységei.

7.3.1. Akiindulasi allapotban ismeretlen a teher, de a rudak
engedékenységei ismertek

# A rader6k szamitasa a megzavart koordinatakbdl:

for a from 1 to terh do Gblokk10[a]:=(Gterheles[a]-Gterheles[0]): BIokklO[a]:=—(Aq[a])%T—
(Gterheles[a]).F.(8terheles[a]-8terheles[0]): end do:

for a from 1 to terh do for k from 1 to bcs*Dim do Gblokk11[bcs*Dim*(a-
1)+k]:=Gblokk10[a][k] end do: end do:

for a from 1 to terh do for j from 1 to rsz do for k from 1 to bcs*Dim do
Blokk11[bcs*Dim*(a-1)+k]:=Blokk10[a][k] end do: end do: end do:
Gblokk12:=Matrix(terh*bcs*Dim,rsz,(i,j)->Gblokk11[i][j]):
Blokk12:=Vector(terh*bcs*Dim,(j)->Blokk11[j]):

sszamitott[meres]:= sO-LeastSquares(Gblokk12,Blokk12): end do:

sosszeg:=Vector(rsz,0):

for i from 1 to meresekszama do sOsszeg:=s6sszeg+sszamitott[i]: seredmény[i]:=(s6sszeg)/(i)
end do:

# A Monte-Carlo-mddszerrel javitott riderdk relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to rsz do
seredmény10[j][i]:=]| (seredmény][i][j]1)/(sO[j])| *100 end do: end do:
elteresl:=Matrix(rsz,meresekszama, (i,j)->seredmény10[i][j]):

# Az egy méréssel meghatarozott ruder6k relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to rsz do
sszamitottO[j][i]:=| (sszamitott[i][j])/(sO[j])| *100 end do:end do:
elteresO:=Matrix(rsz, meresekszama, (i,j)->sszamitottO[i][j])
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7.3.2. A kiindulasi allapot terhe és a rudak engedékenységei ismeretlenek

# A ruderd6k szamitasa a megzavart koordinatakbol:

for a from 1 to terh do Gblokk10[a]:=(Gterheles[a]-Gterheles[0]):
BIokklO[a]:=—(Aq[a])%T: end do:

for a from 1 to terh do for k from 1 to bcs*Dim do for i from 1 to rsz do
Gblokk11[bcs*Dim*(a-1)+k][i]:=Gblokk10[a][k][i] end do: end do: end do:

for a from 1 to terh do
LO[a]:=Vector(rsz,(j)->Lterheles[a][j]-€terheles[0][j]):
L[a]:=Matrix(rsz,rsz,L0[a],shape=diagonal):
lokk2[a]:=Gterheles[a]. L[a] end do:

for a from 1 to terh do for k from 1 to bcs*Dim do for i from 1 to rsz do
Gblokk11[bcs*Dim*(a-1)+k][i+rsz]:=lokk2[a][k][i] end do: end do: end do:

for a from 1 to terh do for j from 1 to rsz do for k from 1 to bcs*Dim do
Blokk11[bcs*Dim*(a-1)+k]:=Blokk10[a][k] end do: end do: end do:
Gblokk12:=Matrix(terh*bcs*Dim,2* rsz,(i,j)->Gblokk11[i][j]):
Blokk12:=Vector(terh*bcs*Dim,(j)->Blokk11[j]):

for i from 1 to rsz do peredmény[i]:=s0[i]; peredmény[rsz+i]:=(1)/(FO[i][i]) end do:
peredményl:=Vector(2*rsz, (j)->peredménylj]):

sszamitott[meres]:= LeastSquares(Gblokk12,Blokk12): end do:

sosszeg:=Vector(rsz*2,0):

for i from 1 to meresekszama do sOsszeg:=s6sszeg+sszamitott[i]; seredmény[i]:=(s6sszeg)/(i)

end do:

# A Monte-Carlo-mddszerrel javitott riderGk és engedékenységek relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to 2*rsz do

seredmény10[j][i]:=| (peredmény1[j]-seredmény][il[j])/(peredmény1[j])| *100 end do: end

do:
elteresl:=Matrix(rsz*2,meresekszama, (i,j)->seredmény10[i][j]):

# Az egy méréssel meghatarozott riderdk és engedékenységek relativ hibaja %-ban:

for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to 2*rsz do sszamitottO[j][i]:=| (peredmény1[j]-

sszamitott[i][j])/(peredmény1[j])| *100 end do:end do

7.3.3. A kiindulasi helyzet terhe és a rudak engedékenységei ismertek

# A raderdk szamitasa a megzavart koordinatakbdl:
for a from O to terh do
Gblokk10[a+1]:=Gterheles][a]:
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Blokk10[a+1]:=-(q[a])-(Gterheles[a]).FA(-1).(Bterheles[a]-8terheles[0]): end do:

for a from 1 to (terh+1) do for k from 1 to bcs*Dim do Gblokk11[bcs*Dim*(a-
1)+k]:=Gblokk10[a][k] end do: end do:

for a from 1 to (terh+1) do for j from 1 to rsz do for k from 1 to bcs*Dim do
Blokk11[bcs*Dim*(a-1)+k]:=Blokk10[a][k] end do: end do: end do:
Gblokk12:=Matrix((terh+1)*bcs*Dim,rsz,(i,j)->Gblokk11[il[j]):
Blokk12:=Vector((terh+1)*bcs*Dim,(j)->Blokk11[j]):

sszamitott[meres]:= sO-LeastSquares(Gblokk12,Blokk12): end do:

sosszeg:=Vector(rsz,0):

for i from 1 to meresekszama do sOsszeg:=s6sszeg+sszamitott[i]: seredmény[i]:=(s6sszeg)/(i)
end do:

# A Monte-Carlo-mddszerrel javitott riderdk relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to rsz do
seredmény10[j][i]:=]| (seredmény][i][j]1)/(sO[j])| *100 end do: end do:
elteresl:=Matrix(rsz,meresekszama, (i,j)->seredmény10[i][j]):

# Az egy méréssel meghatarozott ruderdk relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to rsz do
sszamitottO[j][i]:=| (sszamitott[i][j])/(sO[j]) | *100 end do:end do:
elteresO:=Matrix(rsz, meresekszama, (i,j)->sszamitottO[i][j])

7.3.4. Akiindulasi helyzet terhe ismert, a rudak engedékenységei
ismeretlenek

# A raderd6k szamitasa a megzavart koordinatakbol:

for a from 0 to terh do Gblokk10[a+1]:=(Gterheles[a]); Blokk10[a+1]:=-(g[a]) end do:
for a from 1 to (terh+1) do for k from 1 to bcs*Dim do for i from 1 to rsz do
Gblokk11[bcs*Dim*(a-1)+k][i]:=Gblokk10[a][k][i] end do: end do: end do:

for a from 0 to terh do LO[a]:=Vector(rsz,(j)->Bterheles[a][j]-Cterheles[0][j]);
L[a]:=Matrix(rsz,rsz,L0[a],shape=diagonal); lokk2[a+1]:=Gterheles[a]. L[a] end do:
for a from 1 to (terh+1) do for k from 1 to bcs*Dim do for i from 1 to rsz do
Gblokk11[bcs*Dim*(a-1)+k][i+rsz]:=lokk2[a][k][i] end do: end do: end do:

for a from 1 to (terh+1) do for j from 1 to rsz do for k from 1 to bcs*Dim do
Blokk11[bcs*Dim*(a-1)+k]:=Blokk10[a][k] end do: end do: end do:
Gblokk12:=Matrix((terh+1)*bcs*Dim,2* rsz,(i,j)->Gblokk11[i][j]):
Blokk12:=Vector((terh+1)*bcs*Dim,(j)->Blokk11[j]):
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for i from 1 to rsz do peredmény[i]:=s0[i]; peredmény[rsz+i]:=(1)/(FO[i][i]) end do:
peredményl:=Vector(2*rsz, (j)->peredménylj]):
sszamitott[meres]:= LeastSquares(Gblokk12,Blokk12): end do:

sosszeg:=Vector(rsz*2,0):
for i from 1 to meresekszama do sOsszeg:=s6sszeg+sszamitott[i]; seredmény[i]:=(s6sszeg)/(i)
end do:

# A Monte-Carlo-mddszerrel javitott riderSk és engedékenységek relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to 2*rsz do

seredmény10[j][i]:=| (peredmény1[j]-seredmény][il[j])/(peredmény1[j])| *100 end do: end
do:

elteresl:=Matrix(rsz*2,meresekszama, (i,j)->seredmény10[i][j]):

# Az egy méréssel meghatarozott riderék és engedékenységek relativ hibaja %-ban:
for i from 1 to meresekszama do for j from 1 to 2*rsz do sszamitottO[j][i]:=| (peredmény1[j]-
sszamitott[i][j])/(peredmény1[j])| *100 end do:end do

A 7.3 fejezetben leirt programmal kapott eredményeket dbrazoltam a 8. fejezet példaiban.
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8. Példak
8.1.Statikailag tulhatarozott szerkezet: 3D-s hinta

Az els6 példa egy statikailag tulhatarozott térbeli szerkezet, amely kis er6k hatasara is képes
nagy elmozduldasokat végezni. A tartdét a ra hatd terhek stabilizdljak. A példaban az
ismeretlen mennyiségek a kezddallapotbeli ruder6k, a kiinduldsi allapotban a
csomépontokra hatd terhek és a fesziltségmentes ridhosszak. A rudak engedékenységét
ismertnek tekintem.

A tarté modellje:

A csomépontok koordinatait irraciondlis szamoknak vettem fel, hogy a késGbbi kerekitések
biztosan megvaltoztassak a koordinatak értékét.

Csomopont X Y,

N

1 26, 2 - 1616

[T
o
N

1

H

=)
.N.Nkl
oll ol ™
N|| —

2
3
4

Kiindulasi helyzetben a ruderdk vektora legyen:
s?T=[4 5 5]

A fenti ruder6k lesznek a meghatarozandd mennyiségek az identifikacid soran.

A rudak engedékenységei legyenek most ismert mennyiségek:

F=<0,001O 0,0012 0,0013>.

A ruderdk meghatarozasahoz (5.10) szerint elegendd egy tehernévekményt felvenni, mivel
az ismeretlen mennyiségek szama harom, mig egy tehernévekmény 6 Uj egyenlet felirasat
teszi lehet6vé. Legyen ez a tehernévekmeény:

AqP"=[0 0 10 0 O 0]

Az elsé terhelési esethez tartozd csomdponti helyvektorok szamithatok az iteracios eljardssal
szamitva (7.2-es program):
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4.810019818 9.635897861
¥ =| -2.471074240 |, 1Y =|-2.603471741 |.
4.485699457 2.889379031

A teherndvekmények hatdsdra a rudak minimalis mértékben nyultak meg (a legnagyobb
fajlagos nyulas a masodik rddban kovetkezett be, értéke 2%.o).

Ha a koordinatdkat egyszer mérem, és a méréseket pontosan végzem (az iteracidval kapott
eredményeket 3 tizedes jegyre kerekitem), akkor az identifikdcidés eljardssal szamolt

kezd&allapotbeli ruderék eltérése az elére felvett 57 -tél:
(7.3.1-es program, mérések szama: 1, c =0, d=3)

s — o =[-0.5864135957  0.7682935701 -1.257692544].

2 Sszamitott —

Az eredményekbdl lathato, hogy a szamitds eredményéil kapott ruderdk kézott van olyan,
amely tobb mint 20%-ban eltér a valds rader6tdl.

|II

A ruderGket a kovetkez6kben egyetlen ,mérésbé szamitom. Torténjen a
koordinataleolvasds most nagyobb, tizedmilliméteres élességgel, de pontatlanul. A
grafikonok megmutatjak, mennyit tér el az adott mérés soran a ruderé a valds értékétdl:

(7.3.1-es program, mérések szama: 1000, ¢ ==+0,00025, d=4)

Az els6 rudban ébredd er6 eltérése a valdsagtdl az 1000 mérés folyaman:

abszolit

hiba 0 ‘]

T T T T T T T T T T 1
100 200 300 400 500 500 700 800 900 1000
mérések

Az 1-2 rudban szamitott erd eltérése a valosagtol

2011. oktober 33



e PPl
Budapesti M(iszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartészerkezetek Mechanikaja Tanszék

abszolit
hiba

|
\ = = —
—_ ; = . — .

Pl EFET AT AR AR A AT P EFETEI SN EN AR IR

'
[

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
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mérések

Az 1-3 rudban szamitott erd eltérése a valosagtol

abszoliit 91
hiba

-

T | T T T | T | T | T | T | T | T | T 1
100 200 300 100 500 600 700 500 900 1000
mérések

A 2-4 radban szamitott eré eltérése a valdsagtol

Az eredményekbdl [athatd, hogy hiaba olvasunk le az elérhet§ pontossag utan még eggyel
tobb tizedes jegyet a mérés soran, az nem jelenti a pontossag novekedését.

Most vizsgaljuk meg azt, hogy mi torténik akkor, ha t6bbszér megmérjik a koordinatakat a
terhelési esetek soran, és az azokbdl szamitott raderdéket atlagoljuk.

Az aldbbi grafikonok az adott ruderd eltérését abrazoljak annak fliggvényében, hogy hany
mérésbdl szamitott raderd szdmtani atlagat vettem. A grafikon jobb Iathatdsdga kedvéért az
ordinata beosztasa nem egyezik meg az el6z6 grafikonokéval.

Az els6 rudban szamitott erd eltérése a rudban valdban ébred6 er6tél:
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0.0

abszolit
hiba -02
-4
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T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
100 200 300 400 500 500 700 300 200 1000
mérések
Eltérések az 1-2 rudban az atlagolt mérések szamanak filiggvényében
04—
0.3+
0.2~
abszoliit
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100 200 300 400 500 600 700 200 200 1000
merések
Eltérések az 1-3 rudban az atlagolt mérések szamanak filiggvényében
02
0
abszoliit _,
hiba

-04

-06

-0.8

T T T T ‘ T T T T T T T T T ‘ 1
100 200 300 100 300 600 700 800 900 1000
meérések

Eltérések a 2-4 rudban az atlagolt mérések szamanak figgvényében

Egyértelm(ien latszik, hogyha nagyon sok mérést végzek, az ingadozdsok egyre kisebbek, a
rader6k értéke konvergdl egy, a valésagban felvett értékéhez nagyon kozeli szamhoz. A
raderdk relativ hibaja tiz mérés utdan mar nem haladja meg egyik rddnal sem a 4%-ot. 100
mérés utdn a legnagyobb relativ hiba 1% kordli. Természetesen a gyakorlatban
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koordinatanként nem kivitelezhet6 az 1000 mérés elvégzése, itt csak azért szamitattam 1000

mérést, hogy az eltérések konvergencidja minél jobban Ilathatd legyen.

Novelhet6-e a pontossag azzal, hogy a minimdlisan szikségesnél tobb terhelési esetben
mérjlik a koordinatakat?

Most két terhelési esetet veszek fel:

AQPT=[-5 -2 10 0 0 10], Aq®"=[0 0 10 0 0 O]

Az alabbi grafikonok az adott mérésszambdl Monte-Carlo-médszerrel szdmitott ruderék
szamtani atlagat abrazoljak:

0.8+

0.6+

abszolit

hiba 0.4

. : ‘ . : . : . : . . . : . .
100 200 300 100 500 600 700 500 900 1000
meérések

Eltérések az 1-2 rudban az atlagolt mérések szamanak fliggvényében 2 terhelési eset alkalmazasakor

04

-0.024

-0.04 4

abszoliit -0.06
hiba

-0.08+

-0.10

-0.12+

: . ; ‘ . ; . ; . ; ‘ . ; ‘ .
100 200 300 400 300 600 700 800 %00 1000
mérések

Eltérések az 1-3 rudban az atlagolt mérések szamanak fliggvényében 2 terhelési eset alkalmazasakor
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mérések

Eltérések a 2-4 rudban az atlagolt mérések szamanak fiiggvényében 2 terhelési eset alkalmazasakor

Mint [athatd, az abszolut hiba akar negyedére is csokkenhet. Terhelési esetenként 10 mérés
utan a legnagyobb eltérés a valds ruder6nek minddssze 2,5%-a. Megjegyzendd viszont, hogy
a terhelési esetek szamanak novelésével linearisan n6 az elvégzend6 mérések szama is. Az
eredményekbdl lathatd, hogy statikailag tulhatarozott szerkezetek esetén érdemesebb a
sziikségesnél tobb terhelési esetet felvenni, és terhelési esetenként kevesebb mérést
végezni, mint a minimalis terhelési esetszammal sokszor megmérni a koordinatakat.

8.2.Statikailag hatarozatlan szerkezet: Y-alakua tarto

Az alabbi példa egy sikbeli szerkezet, mely statikailag egyszeresen hatarozatlan. A szerkezet
rudjai egymassal 120°%-os széget zarnak be. A kiinduldsi helyzetben a rudak hossza egységnyi.

zgff\dr

\ -
\<-),/

-

RS

g
3

=< /f
N

Az Y-alaku tarté modellje
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Csomoépont X; Y,
1 0 0
2 1 0

A szamitasok soran a keresett, ismeretlen mennyiségek a kiindulasi helyzetben a rdderék
vektora. Minden rud engedékenysége ismert: F=0.001.

Fontos megjegyezni, hogy azokban az esetekben, mikor a rudak engedékenységeit és a
kiindulasi allapot terhét sem ismertjik, és egy bels6 csomdéponthoz két olyan rud
kapcsolédik, melyeknek a masik vége fix csomdponthoz kapcsolddik, akkor az
egyltthatomatrix két rudhoz tartozo oszlopai linedrisan 6sszefliggenek, ezért a ruderék nem
hatdrozhatok meg egyértelmdien. Ennek bizonyitdsa megtalalhaté az [1]-es irodalomban.

A szerkezetre hato terheket most is ismeretlennek tekintem.

A meghatdrozandd ruderék:
s”T=[20 10 30].

Osszesen 3 ismeretlen adatom van, ezért minimum két dllapotban kell megmérni a szerkezet
koordinatait, igy 4 egyenlet irhaté fel, amibdl az ismeretlen mennyiségek szamithatok.

A szamitashoz szlikséges teherndvekmények:
AQPT =[45 45], Agq®T=[20 -50].

A ruder6k szamitasahoz az (5.9)-ben szerepl6 egyenleteket haszndltam fel.

Ha a koordinatakat csak 3 tizedes jegy pontosan olvasom le, a szamitott ruderék eltérése:
(7.3.1-es program, mérések szama: 1, =0, d=3)
O s ion =[3-798  -15.48 3.321].

“szamitott

S
Azaz a szamitott ruder6k kdzott van olyan, amelynek a relativ hibdja 150% feletti.

A szamitas pontossagat itt sem noveli az, hogyha a mérés soran eggyel tobb tizedes jegyet
olvasunk le, de azt pontatlanul.

Vizsgdljuk meg most azt, hogy a méréseket pontatlanul, de 4 tizedes jegy élességgel
végezzik, majd azokat a fent leirt Monte-Carlo-mddszerrel javitjuk. A mérés pontatlansaga
o =+0,00025.
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A kapott eredmények:
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Az 1-2 rudban ébredgé erd relativ hibaja Monte-Carlo-maddszer hasznalata el6tt, és utan
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Az 1-3 rudban ébredgé erd relativ hibaja Monte-Carlo-mddszer hasznalata el6tt, és utan
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Az 1-4 rudban ébredgé erd relativ hibaja Monte-Carlo-maddszer hasznalata el6tt, és utan

2011. oktober

39



So8ss) e
Budapesti M(iszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartészerkezetek Mechanikaja Tanszék
10 mérés elvégzése utan, és a Monte-Carlo-mddszer hasznalataval a hibak nagysaga felére

csokkent, de az eredmények még mindig megbizhatatlanok. Most megprébalom azt, hogy a
minimalisan szikségesnél tobb terhelési esetet veszek fel, és ebbdl a tulhatarozott
egyenletrendszerbdl szamitom a ruderéket.

A terhelési esetek szdma legyen t =6, a tehernévekmények vektora:

45 20 10 0 20 -15
Aq® = AQ®@ = CAQP = | Ag@ = CAQq® = CAQ® = _
d {45} T 7 w0 ™ Tlo ™ Tlao] M Tleo ™ T30

A szamitott ruderG6k eltérése a valésagtol a mérések fliggvényében:

60 4

30 4
1-2

riid
relativ *07]
hibdja
[#6] 30
20
104
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
meéréselc [ - |
] 404
350 4
300
4 30_
250 1—-4
1—-3 ] rud
riid ] relatfv
relatfv 200__ hiaﬁjﬂ 20
hibgja ] [25]
[%] 150 4
100 104
50
—TT T 7T T L e e e |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 B0 100 120 140 160 130 200
méréselc[ - | mérések [ - |

A rudakban ébredé erd relativ hibaja, Monte-Carlo-mddszer hasznalata utan 6 terhelési esetbdl szamitva

Az eredményekbdl kitlinik, hogy ennél a statikailag hatarozatlan szerkezetnél a terhelési
esetek szdmdanak novelésével az elérhet6 pontossdg nem novelhet6. Megfigyelhetd, hogy 6
terhelési esetnél monotonabb mddon javul az eredmény, mig a minimalis 2 terhelési
esetben a Monte-Carlo-szimuldciéval szamitott raderdk értéke jobban ingadozik.
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Tehat ha 6sszesen ugyanannyi mérésre van id6, jobban megéri kevesebb terhelési esetben

tobb mérést végrehajtani, mint tobb terhelési esetet alkalmazni, de a csomdpontok
koordinatdit kevesebbszer mérni. A teherndvekmények iranyat gondosan meg kell
valasztani, lehet6leg ugy, hogy az a rudak egységvektorainak a koordinatdit a lehetd
legnagyobb mértékben mddositsa.

Vizsgaltam azt is, hogy az identifikacidhoz hasznalt linedris egyenletrendszer
egyutthatomatrixanak elemei hogyan befolyasoljdk a szamitott raderék pontossagat. Az (5.9)
egyenletrendszer egylitthatématrixanak blokkjaiban egyensulyi matrixok kiilonbségei (azaz
egységvektorok kiulonbségei) szerepelnek. A feladatokndl egységesen vettem fel a szérast
o=10.00025 értékre (azért ezt az értéket vettem fel, mert ha a csomdpontok
koordinataihoz méter dimenziét rendelek, akkor ezzel az értékkel jellemezhet6 a valdsagban
elérhet6 legnagyobb pontossdg). A vizsgalatot az Y-alaku tartdra elvégezve a kovetkez6
megallapitasokat teszem:

o Az egyltthatomatrixban szerepl6 értékek a 4. tizedes jegytdl kezdve a felvett széras
miatt megbizhatatlanok.

e Ha megfelel6 tehernovekményekkel és teherelrendezéssel sikerilt elérnem azt, hogy
az egyltthatématrix minden elemének elsé értékes jegye legalabb a masodik tizedes
jegyre essen, tehat két pontos tizedes jegy marad a szdmitdsban, akkor a raderék
relativ hibdja 10% alatti. Ha az elmozdulasok kisebbek, és az egyiutthatomatrix
minden elemében legalabb egyetlen pontos jegy marad, akkor a szamitds pontossaga
egy nagysagrenddel csokken.

e Tovabb vizsgdlva az egylitthatomatrix elemeinek els6é értékes jegye és a szamitott
ruderének a pontossaga kozotti kapcsolatot kozel linedris 0sszefliggést tapasztaltam.
Azaz a ruder8ket akkor tudtam 10%-nal kisebb relativ hibaval meghatarozni, ha az
egyltthatomatrix minden eleme legaldbb két pontos tizedes jegyet tartalmazott.

8.3.Identifikacios eljarasok 6sszehasonlitasa

Harmadik példaként egy statikailag kétszeresen hatarozatlan racsos tartéon szdmitom a
keresett mennyiségeket. Ezzel a példaval a célom, hogy egyforma feltételek mellett
(terhelési esetek szama azonos, azonos teherndvekmények, azonos mérési pontossag) a
szamitott ruderdket (és engedékenységeket) 6sszehasonlitsam az alabbi esetekben:

Ismeretlen a tartdra hato teher, ismertek a rudak engedékenységei.
Ismeretlen a tartdra hatd teher, ismeretlenek a rudak engedékenységei.
Ismert a teher, ismertek a rudak engedékenységei.

P wnh e

Ismert a teher, ismeretlenek a rudak engedékenységei.
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A racsos tarté modellje:

A csomoépontok koordinatai:

Csomopont sorszama: X; Y
1 1 1
2 2 1
3 1 0
4 2 0
5 0 0
6 3 0

A meghatdrozandé ruderdk vektora:

s“’”:[—so 25 5/15 35 511 25 35 425 25 —5@].

Mindegyik rud engedékenysége F=0.005. Ezeket az engedékenységeket elsé és harmadik
esetben ismert mennyiségként veszem, mig a masodik és negyedik esetben ismeretlenként.

Harom terhelési esetet veszek fel, mely mindegyik szamitashoz elegenddé felirhaté
egyenletet biztosit az ismeretlen mennyiségek meghatarozasahoz.

AQPT=[-10 10 10 10 10 -10 -10 10]
AqPT=[10 -10 -10 -10 -10 10 10 -10]

Aq®T=[5 10 5 10 0 10 O 10].

A ,mérések” pontatlansagat, azaz a szorast most is o =10.00025 értékre veszek fel.

Az eredmények értékelésekor a Monte-Carlo-maddszerrel javitott eredményeket hasonlitom
O0ssze. A Monte-Carlo-maddszerrel (kb. 10-20 mérés elvégzése utan) minden esetben egy
nagysagrendl pontossagnovekedést értem el ahhoz képest, hogy csak egyszer mérem a
csomoépontok koordinatait. Ezt a pontossagnovekedést a 2-4 csomdpontokat 6sszekotd rad
esetében mutatom be:
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Relativ hibak nagysaga 2-4 radban Monte-Carlo-mddszer hasznalata
el6tt és utan, ha ismeretlen ( és ismertF.
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[ 23] [96] 50
20
100
] 10
T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
10 20 30 40 30 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
mérések szama mérések szama

Relativ hibak nagysaga 2-4 ridban Monte-Carlo-mddszer hasznalata

el8tt és utan, ha ismeretlen ( és F.
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mérések szama
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[%0]

T — T T T T T
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Relativ hibak nagysaga 2-4 radban Monte-Carlo-mddszer hasznalata

el6tt és utan, ha ismert ( és F is.
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1_
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mérések szama

Relativ hibak nagysaga 2-4 radban Monte-Carlo-mddszer hasznalata

el6tt és utan, ha ismert (] és ismeretlen F.

A rudak nagy szdma végett az eredményeket tablazatos formaban kozlom. A tablazat adatai

azt jelentik, hogy mekkora lehet a keresett mennyiség legnagyobb relativ hibdja %-ban

terhelési esetenként és csomdpontonként 20 mérés elvégzése utan.
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Rud Ruderd relativ Ruderd relativ Ruderd relativ Ruderd relativ

hibaja hibaja hibaja (ismert g | hibaja (ismert q

(ismeretlen q és | (ismeretlen q és és F) és ismeretlen F)

ismert F) F)

1-2 2,0% 15% 0,1% 0,5%
1-3 0,8% 11% 0,3% 1,0%
1-4 4,0% 50% 0,5% 2,5%
1-5 1,6% 23% 0,05% 0,1%
2-3 10,0% 13% 0,5% 3,0%
2-4 4,0% 25% 0,3% 1,5%
2-6 1,5% 5% 0,06% 0,1%
34 1,4% 5% 0,4% 1,0%
3-5 1,0% 4% 0,4% 0,7%
4-6 1,2% 13% 0,5% 0,8%

A szimulaciébdl egyértelmien latszik, hogy ennél a tartondl a legkevésbé pontosan akkor
tudtam meghatarozni a a tartéra hatéd terheket és a rudak
engedékenységeit is az ismeretlen mennyiségek kozé soroltam. Mdsodik leggyengébb
pontossagot akkor értem el, ha az engedékenységet ismertnek, de a kezd&allapot terhét
ismeretlennek feltételeztem. Ezeknél az eredményeknél akar egy nagysagrenddel pontosabb
eredményt tudtam elérni, ha a kiindulasi allapot terhét ismertnek tekintettem. Ennek az oka,
hogy mig (5.11) és (5.9) egyenletekben az egyensulyi matrixok kilonbségei, addig az (5.18)
és (5.20) egyenletekben az egyensulyi matrixok szerepelnek. A szamitasra haszndlhatd
értékes jegyek szama egyensulyi matrixok kilénbsége esetén konnyen lecsokkenhet. A

riuderéket, mikor

pontatlanabb eredményekhez ismeretlen engedékenységek és teher esetén az is hozzajarul,
hogy az egyitthaté matrix kondiciészama egy nagysdgrenddel nagyobb, mint abban az
esetben, ha F-et és ( -t ismert mennyiségként kezelem.

RGd Engedékenység relativ Engedékenység relativ
hibaja (ismeretlen q) hibaja (ismert q)
1-2 4,5% 0,5%
1-3 1,5% 0,5%
1-4 13,0% 0,7%
1-5 1,2% 0,2%
2-3 8,0% 0,4%
2-4 3,0% 0,5%
2-6 2,5% 0,3%
3-4 4,0% 0,9%
3-5 5,0% 0,3%
4-6 2,0% 1,5%

Az engedékenységeket is pontosabban tudjuk szamitani abban az esetben, ha a kezdallapot
terhét fel tudjuk venni az ismert mennyiségek kdzé.
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9. Osszefoglalas, kdvetkeztetések

Dolgozatomban bemutattam a rdcsos tartdék raderdi identifikdcidjanak pontositasara
haszndlhatd eljarasokat. Monte-Carlo-szimulacidval az identifikacid pontossagat minimum
egy nagysagrenddel minden esetben javitani tudtam, igy Uj, pontosabb eredményeket tudok
kozolni.

A feladatok megolddsdahoz nem ,kereskedelmi” szoftvereket haszndltam fel, amelyekbe csak
az adatokat kell behelyettesiteni. Hirom kiilonb6z6 programot is irtam Maple kérnyezetben,
amely egy mérnokok altal jol ismert matematikai program. Az altalam irt programok nem
specifikusan egy-egy feladathoz késziiltek, igy nagyon kdonnyen alkalmazhatdk mds racsos
szerkezetre is. A programjaimat ,felhasznaldbarat” mdédon készitettem, igy azok is kdnnyen
igénybe vehetik, akik nem ismerik a szamitds elméleti hatterét.

Tobbféle (statikailag tulhatarozott, illetve statikailag hatdrozatlan) szerkezeten és
ismeretlenek tobbféle kombindcidjaval végeztem szamitdsokat, amelyekbdl az aldbbi
kdvetkeztetéseket vonom le:

e Altaldnossdgban elmondhatd, hogy a mddszer akkor m(ikédik hatékonyan, ha a
szerkezet rudjainak irdnyat jelent6sen meg tudom valtoztatni a kiilonboz6 terhelési
esetek sordn, hiszen ezek a mennyiségek szerepelnek a megoldashoz hasznalt linearis
egyenletrendszerek  egyltthatématrixaiban.  Kiilonésen  fontos, hogy a
teherndvekmények hatdsdara a rudak egységvektora minél nagyobb mértékben
megvaltozzon, ha a kiindulasi helyzet terhét ismeretlennek tekintjik, mivel ekkor a
linearis egyenletrendszer egyltthatdmatrixdban az egységvektorok kilonbsége
szerepel.

e Ha a ruderb6ket az identifikacido e tipusaval szeretnénk pontosan meghatdrozni,
mindenképpen érdemes tobbszor mérni a csomdpontok koordinatait. Szimulacidim
alapjan egy nagysagrendl pontossagnovekedés érheté el, ha az ismeretleneket
csomopontonként és terhelési esetenként 10-20 mérés adataibol szamitom, majd az
eredményeket atlagolom.

e Statikailag tulhatarozott szerkezeteknél konnyebb nagy elmozduldsokat elérni akar
nagy normalmerevségl anyagok esetén is. fgy a mddszer e szerkezetek esetén
pontosabb eredményt szolgaltat. Eredményeim azt mutatjdk, hogy a szamitott
mennyiségek pontossaga tovabb javithatd, ha a minimdlisan szikségesnél tobb
terhelési esetet veszek fel. (8.1 fejezet)

e Statikailag hatarozatlan szerkezeteknél sokkal nehezebb szignifikans elmozdulasokat
elérni, f6leg ha a rudak nagy normdlmerevségli anyagbdl (pl. fémekbdl) késziiltek.
(8.2 fejezet)

e Az identifikacid soran megoldandd linedris egyenletrendszer egyitthatématrixanak
elemeibdl lehet kovetkeztetni az elérhet6 pontossagra. Ezt az Osszefliggést a 8.2
fejezet végén vizsgaltam az Y-alaku tartd esetén.
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A moédszer gyakorlati alkalmazdsanak egyik f6 korlatja a jelenlegi mlszerek , pontatlansaga”.

Ha e miszerekkel egy-két tizedes jeggyel tobbet lehetne pontosan leolvasni, akkor a
raderGket és engedékenységeket esetleg valds, épitémérnoki szerkezeteken is meg lehetne
hatarozni az identifikacio e modszerével.

A dolgozat megirasat kifejezetten hasznosnak talaltam szakmai fejlédésem szempontjabal.
Mindamellett, hogy elmélyitettem matematikai és szilardsagtani ismereteimet, megtanultam
haladd szinten programozni Maple-ben.

Mindezek mellett a 7.1-es fejezetben leirt, allapotjellemzSket szamitd iteracids program
egyszerl kezelhet6sége, és gyors futasi ideje miatt akdr oktatasi célokra is felhaszndlhato
lehet.

Végeredményképpen elmondhatom, hogy a racsos tartdk ruderdi identifikacidjanak
pontositasa Monte-Carlo-mddszerrel lehetséges, az eredmények relativ hibdja viszonylag
kevés mérésszambdl szamitva egy nagysdgrenddel csokken. Az dltalam irt programok
tetsz6leges topoldgidju racsos tartdk esetén pontos eredményeket szolgdltatnak, konnyen
haszndlhatoak.

Tovabbi vizsgalatokra érdemesnek tartom a kdvetkez6 kérdéseket:

e Tekinthetem-e ismertnek a tartéra hatd terheket? Amennyiben igen, és a terheket
mérni tudom, milyen pontossaggal mérhetéek ezek a terhek? Mennyiben csdkkenti a
teher mérésének a bizonytalansadga az identifikacidval meghatarozott mennyiségek
pontossagat?

e Szamitdsaim soran a kinematikai jellegli terheket nem vettem figyelembe. Ha a
tartéra a teherndvekmények helyett / mellett kinematikai terhek is hatnak,
meghatdrozhatdk-e a raderék?
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