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1. Bevezet®

A természetben el®forduló gyémántkristályok általában különböz® anyagokkal szennyezet-

tek. Az egyik leggyakoribb szennyez®anyag a nitrogén, ami többféle módon képes beépülni

a gyémántrácsba. A jelen dolgozat számára legfontosabb módosulata az, amikor a tökéletes

rácsból két egymás melletti szénatom hiányzik, és az egyik rácspontba egy nitrogénatom

kerül (1. ábra). Az így kapott, nitrogénb®l és vakanciából álló rácshibát nevezzük nitrogén-

vakancia (NV) hibának. A lyuk környékére az ún. NV0 típus esetén így összesen 5 elektron

koncentrálódik: a 3 környez® szénatomoktól egy-egy darab, a nitrogént®l 2 származik. A

hibának azonban létezik az ún. negatív töltés¶ (NV−) változata, amikor egy eredetileg

máshonnan származó elektron is a hiba környezetébe lokalizálódik, ezáltal negatív tölté-

s¶vé téve azt.

1. ábra. Nitrogén-vakancia gyémántrácsban

A NV-hiba jelent®sége abból fakad, hogy számos különleges alkalmazása lehetséges:

szolgálhat szobah®mérsékleten m¶köd®, nanoméret¶ magnetométerként [1], amivel a sej-

tek mérettartományában lehet vizsgálni a mágneses tér inhomogenitásait, illetve ígére-

tes tulajdonságai alkalmassá teszik, hogy a kvantum-informatika alapvet® épít®kövének,

a kvantum-bitnek (szokásos elnevezéssel: qubit) egy elemét képezze. A qubit a klasszikus

informatikából ismert bit analógja kvantumrendszerekben. A legf®bb különbség, hogy míg

egy klasszikus bit csak 0 és 1 értékeket vehet fel, addig egy qubit a 0-val és 1-el jelölt

ortogonális kvantumállapotok tetsz®leges egyre normált lineárkombinációját felveheti.

A magnetométeres alkalmazás már jelenleg is megvalósítható [2]: megfelel® technológi-

ával létrehozható olyan pár nanométeres szonda, amit atomer® mikroszkóp (AFM) t¶jének

a hegyére helyezve egy optikailag olvasható, nagy térbeli felbontású olvasófejet kapunk. Az

elvi elrendezést, és egy ilyen t¶ elektronmikroszkópos felvételét az alábbi két ábra mutatja:
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2. ábra. A pásztázó szondás mikroszkópként használt NV centrum elvi elrendezése. Kép

forrása: [2]

3. ábra. A képen piros színnel látható a tömbi gyémántból kivágott nanoméret¶ lapka, a

fehér téglalapban jelölt csúcsban pedig a méréshez használt egyetlen NV-centrum található.

Kép forrása: [2]

Az AFM segítségével biztosítani tudjuk, hogy az NV-centrum és a minta távolsága

állandó értéken, körülbelül 10 nm-en maradjon. Ekkor már olyan közel vagyunk a minta

felszínéhez, hogy ha azon van mágnesezettség, akkor annak a mágneses tere befolyásolja az
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NV-centrum elektronállapotainak energiaszintjeit. Zeeman-e�ektusnak hívják azt a jelen-

séget, amikor küls® tér hatására az eredetileg degenerált energiaszintek küls® mágneses tér

jelenlétében felhasadnak. Az NV-centrum esetén is ez történik, azonban a helyzet annyi-

val bonyolultabb, hogy ez a ponthiba anomáliás Zeeman e�ektust mutat: vagyis küls®

tér hiányában sem fog megegyezni a különböz® irányú spinbeállásokhoz tartozó állapotok

energiaszintje. Az mS = 0 és mS = ±1 állapotok közötti energiakülönbséget hívjuk nulltér-

felhasadásnak (Zero Field Splitting, ZFS). A küls® mágneses tér ezt az amúgy is jelenlév®

felhasadást torzítja el.

A tér megméréshez egy modulált, küls® mágneses teret szokás használni, míg detektá-

lása optikai úton történik: ha a küls® mágneses tér frekvenciáját változtatjuk, egy adott

értéknél a centrum által emittált fény intenzitása rezonanciaszer¶ megváltozik. A küls® tér

frekvenciájának és a ZFS paraméter ismeretében a mágneses tér meghatározható. A mérés

elve a 2. fejezetben részletesen bemutatásra kerül.

A nulltér felhasadás (ZFS) mértéke természetesen h®mérsékletfügg®, és a gyakorlati

felhasználás szempontjából nagy jelent®séggel bír, hogy ezt a h®mérsékletfüggést az ®t

létrehozó mechanizmusokkal együtt megértsük, és megmérjük. Jelen dolgozat célja az, hogy

egy egyszer¶ modellb®l kiindulva kvantummechanikai számításokkal vizsgálja meg a NV−

hiba ZFS paraméterének h®mérsékletfüggését.

2. Az NV−-hiba optikai és rezgési tulajdonságai

2.1. A hiba szimmetriája, szerkezete

A gyémánt már az el®z® század közepe óta intenzív kutatás tárgyát képezi. du Preez [3] et

al már 1965-ben közzétette, hogy 1b típusú gyémántkristályt 2 MeV-os β-sugárzásnak és

h®kezelésnek kitéve 77 K-en éles csúcs válik meg�gyelhet®vé 1.945 eV-nál az abszorpciós

spektrumban, ami a feltételezése szerint a besugárzás által keltett rácshibáknak köszön-

het®. Az 1b típusú, a 4. ábrán jelzett karakterisztikus spektrummal rendelkez® gyémántról

korábbi vizsgálatok már kimutatták, hogy benne a rácshibák többsége elszigetelt, rácspon-

tokban található helyettesít® nitrogénatomokból áll.

1971-ben Clark és Norris polarizációs lumineszcencia méréssel [4] megmutatta, hogy az

így keltett hibák szimmetriája C3v, monoklin I vagy rombos I lehet. Hamer és Davis 1975-ös

cikkében [5] uniaxiális terhelést alkalmazott a f®bb kristálytani tengelyek mentén a kérdés
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4. ábra. Az 1b típusú gyémánt abszorpciós spektruma besugárzás és magas h®mérséklet¶

h®kezelés után

eldöntése érdekében. Az alkalmazott feszültség hatását perturbációs tagként tekintették, és

vizsgálták az állapotok felhasadását. Az abszorpciós spektrum vizsgálata kimutatta, hogy

az els® gerjesztett rezgési állapot E-ként transzformálódik. Ha az alapállapot A1 szimmet-

riával rendelkezik, akkor az E degenerált, gerjesztett állapotokból az átmeneti valószín¶-

ség els® rendben tiltott a π (a rendszer szimmetriatengelyével párhuzamos) polarizációra

nézve. Ha a rezgési alapállapot E-ként transzformálódna, akkor a lumineszcencia spekt-

rumban nagyjából azonos intenzitással kellene σ és π polarizációjú fotonokat találnunk.

A tapasztalatok szerint a fonon oldalsávban 90 %-ban σ polarizációjú átmenet következik

be, ami így a A1 rezgési állapotokhoz köthet®. Ez csak a C3v geometriával konzisztens, és

egyben azt is jelenti, hogy a rezgési alapállapot A1-ként transzformálódik.

Ugyanebben a cikkben [5] Hamer & Davis azt is megmutatta, hogy a 900 K közelében

végzett h®kezelés hatására megjelen® 1.945 eV-os csúcs növekedésével párhuzamosan az

1.673 eV-os és 3.150 eV-os abszorpciós csúcs elt¶nik. Mindkét csúcs szobah®mérsékleten

való besugárzás, majd 800 K-es h®kezelés hatására keletkezik a gyémántban, és korábbi

vizsgálatok az 1.673 eV-os csúcsot egy vakanciaként, a 3.150 eV-os csúcsot pedig egy rács-

közi nitrogénként azonosították. Az 1.945 eV-os csúcs megfelel® hullámhosszú megvilágítás

hatására mintegy 30 %-al gyengült a kísérlet során, ami arra enged következtetni korábbi

tapasztalatokból, hogy a csúcshoz tartozó hibában egy elszigetelt nitrogén található. A két

szerz® így arra a következtetésre jutott, hogy a vizsgált hiba vagy egy NV-centrum, vagy

egy rácsközi nitrogén és egy szubsztitúciós nitrogén alkotja. Kiterjedt vizsgálatok azóta
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meger®sítették, hogy az 1.945-ös csúcs valóban az NV-hibához tartozik.

A 4. ábrán látható abszorpciós spektrumon az éles 1.945-ös csúcs mellett láthatóan meg-

jelenik egy folytonos tartomány, amihez mérhet® intenzitás tartozik. Ennek a magyarázata

az alábbi módon lehetséges:

Ha van egy ismert energiaszintekkel rendelkez® atomunk, akkor két állapota közötti át-

menetnél egy jól meghatározott energiájú foton elnyel®dését, vagy kibocsátását kell detek-

tálnunk. Ennek a fotonnak az energiája persze kiszélesedik az energiaszintek élettartama

és az energia szint energiája között fennálló határozatlansági reláció miatt, de alapve-

t®en egy csúcsot kell kapnunk egy átmenethez. Azonban egy azonos atomokat tartalmazó

kristályrács fotonkibocsátással/elnyeléssel járó átmenetében a kilép® vagy elnyel®d® fo-

ton energiája általában még akkor is sokkal nagyobb szórással tér el az egyetlen atomnál

tapasztalt foton-energiától, ha a rács hibátlan. Ennek oka az, hogy a rácsrezgések kvantu-

mai, a fononok, és az elektronállapotok között csatolás lép fel. Emiatt például egy foton

elnyelésével járó energiatöbbletet nem feltétlenül csak az elektronállapot megváltozására

fordítódik, hanem egy vagy több fonont is gerjeszthetünk vele. A fonongerjesztés nélküli,

fénykibocsátással járó átmenetet az irodalomban Zero Phonon Line-nak (ZPL)-nek hívják.

Mivel a fonon-energiák az elektron-energiákhoz képest nagyon s¶r¶n követik egymást, az

egy atom esetén tapasztalt éles vonal mellett megjelenik egy nagyon s¶r¶ csúcsokból álló,

kvázi-folytonos ún. oldalsáv (5). Mivel szilárdtestekben a jelenség okozói általában a fono-

nok, ezért fonon oldalsávnak szokás hívni a spektrum ezen részeit. Harmonikus közelítés

esetén a két oldalsáv egymás tükörképei kell, hogy legyenek a ZPL-ra, mint tükörsíkra

nézve.

Az elektron-fonon kölcsönhatás okozta fonongerjesztés szemléletes tárgyalását a Franck-

Condon elmélet teszi lehet®vé, amit röviden ismertetünk az alábbiakban:

Az elmélet alapfeltevése az, hogy az elektronátmenetek pillanatszer¶en gyorsak a rez-

gési állapotok közötti átmenetekhez képest, mert az atomok tömege jóval nehezebb, így

lassabban tudják követni a változásokat. Így olyan elektronátmenetek mennek végbe nagy

valószín¶séggel, ahol az atomok pillanatnyi helyzete nem változik. Ha a vízszintes tengelyen

az atomok helyzetét jelöljük, akkor ez esetben a legvalószín¶bb átmenet függ®leges irány-

ban van, ezért gyakran vertikális átmenetnek is hívják. Ez tehát önmagában nem okozna

változást a vibrációs állapotban. Azonban elképzelhet®, hogy az elektronállapot megvál-

tozása megváltoztatja az atomok egyensúlyi helyzetét, ezért a rezgési állapot végs® soron

megváltozik. Ezt szemlélteti a 6. ábra:
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5. ábra. A fonon oldalsáv és a ZPL ideális alakja harmonikus közelítésben. A függ®le-

ges tengelyen az intenzitást mérjük. Az oldalsáv alakja alacsony h®mérsékleten Poisson-

eloszlást követ, magasabb h®mérsékleten, illetve er®s elektron-fonon csatolásnál pedig

Gauss-eloszláshoz közelít

A Franck-Condon elmélet kvantummechanikailag is megfogalmazható. Ennek az alapját

a Born-Oppenheimer közelítés képezi, vagyis az a közelítés, hogy a teljes hullámfüggvény

szétcsatolható egy csak a magok helyzetét®l függ®, a rezgési állapotokat leíró hullámfügg-

vény, valamint egy, az elektron koordinátáktól explicite, de a magkoordinátáktól implicite

függ® elektron-hullámfüggvény szorzatára. Ebben a közelítésben azon két vibrációs átmenet

között lesz nagy az átmeneti valószín¶ség, amelyek átfedési integrálja nagy.

2.2. A NV−-centrum elektronszerkezete

A NV−-hiba a legfrissebb számítások szerint [6, 7] a következ®képpen néz ki:

Az hiba megjelenése a rács szimmetriáját C3v-re redukálja, aminek karaktertábláját

az 1. táblázat tartalmazza.

Ennek a pontcsoportnak tehát 2 db egydimenziós irreducibilis ábrázolása van, és egy

darab 2 dimenziós. Számunka ez azért lesz jelent®s, mert a molekula�zikából ismert tétel

szerint a rendszer rezgései ezen reprezentációk szerint transzformálódhatnak.

Ab initio számítással sikerült meghatározni az NV−-hiba alapállapoti elektronkon�gu-

rációját, aminek a sematikus rajzát a 7. ábra tartalmazza.

A szennyezés hatására megjelenik 3 elektronpálya, amik közül kett® egyszeresen degene-
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6. ábra. Rezgési állapot változással járó vertikális elektronátmenetek szemléltetése. Víz-

szintes tengelyen a fononokhoz tartozó általános q koordináta található, míg ~Ωi jelöli

egy fonon energiáját. Epi jelöli azt az energiatöbbletet, amennyivel nagyobb energiájú fo-

ton nyel®dik el a hosszabb kék nyíllal jelzett folyamatban, mint a rövidebb, kék nyíllal

szemléltetett ZPL folyamatban.

C3v E 2C3 3 σv
A1 1 1 1

A2 1 1 -1

E 2 -1 0

1. táblázat. A C3v pontcsoport karaktertáblája

rált (A1) és egy kétszeresen degenerált (E). Ezen 3 pálya közül a legalacsonyabb energiájú

A1 elektronállapot a vegyértéksáv belsejében jelenik meg. Mivel ez meglehet®sen mélyen

helyezkedik el a vegyérték-sávban, a gerjesztési folyamatokban ez a betöltött energiaszint

jó közelítéssel nem vesz rész, az elektronszerkezet tárgyalásánál rendszerint csak a maradék
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7. ábra. Az A2-ként transzformálódó elektron alapállapot energiaszintjei mS = 1 esetén

4 elektront vizsgálják. Mivel a rendszer Hamilton-operátora felcserélhet® a C3v pontcsoport

szimmetriaoperátoraival, így van közös sajátfüggvényrendszerük, azaz az elektronpályák a

C3v valamelyik irreduciblis reprezentációja szerint kell hogy transzformálódjanak. A rend-

szer elektronállapotának szokásos jelölése az, hogy megjelöljük azt a reprezentációt, ami

szerint az adott reprezentáció transzformálódik, és a bal fels® sarokban jelöljük a spind-

egenerációt. Tehát pl 3A2 egy olyan szimmetriájú triplett állapotot ír le, ami az A2 rep-

rezentáció szerint transzformálódik a szimmetriaoperátorok hatása alatt. Csoportelméleti

megfontolásokkal kimutatták, hogy az alapállapoti hullámfüggvény 3A2 szerint transzfor-

málódik, ha az elektronok spinjét nem vesszük �gyelembe. Ha a teljes hullámfüggvényt

írjuk fel, térszer¶, illetve spinszer¶ résszel, akkor az alapállapot szimmetriája A1 (ms = 0)

vagy E (ms = ± 1) lesz [7] a C3v duplacsoportban.

A nulltér-felhasadás (Zero Field Splitting, ZFS): A nulltér-felhasadás a Schrödinger-

egyenlet egyik relativisztikus korrekciója. Ahogy a neve is jelzi, az energiaszintek felhasa-

dását okozza küls® mágneses tér jelenléte nélkül. Okozója általában a spin-pálya kölcsön-

hatás, de a jelen hibánál az elektronspinek közötti dipól-dipól kölcsönhatás ad járulékot

az alapállapotban. A leírás szempontjából minden olyan kölcsönhatást beleértünk, ami
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spinfügg® energiaszintekhez vezet zéró mágneses tér mellett.

A kölcsönhatást leíró operátort HZFS-nek fogjuk hívni, amelynek alakja:

ĤZFS = ŜTDŜ, (1)

ahol D egy 3x3-as, 0 nyomú, szimmetrikus tenzor. Diagonális alakra transzformálva az

alábbi átalakításokkal a szokásos alakra hozható:

ĤZFS = DxS
2
x +DyS

2
y +DzS

2
z = D

(
S2
z −

S(S + 1)

3

)
+ E

(
S2
x − S2

y

)
(2)

ahol D és E mérésekb®l meghatározható konstansok, és általában ezekkel jellemzik a felha-

sadás mértékét a diagonális elemek helyett. Tökéletes C3v szimmetria esetén E-nek nullának

kell lennie szimmetria okok miatt. Az összefüggés a diagonális elemekkel:

D = 2
3
Dz E = Dx−Dy

2
,

ahol D szokásos neve: axiális ZFS paraméter, míg E-t a transzverzális ZFS paraméternek

szokás hívni.

Acosta et al 2010-es cikkében [8] a ZFS h®mérsékletfüggését vizsgálta Fluoreszcencia

Detektált Mágneses Rezonancia módszer segítségével. A módszer alapelve a következ®:

8. ábra. Az elektronállapotok energiája az NV−-centrumban. Folytonos színes nyíl jelöli

a sugárzással járó, hullámos a sugárzásmentes átmeneteket. A nyilak mellett feltüntetett

hullámhosszak a fonon gerjesztés nélküli (ZPL) átmenethez értend®ek.

A 8. ábrán látható a NV-hiba elektronállapotainak energiaszintjei. Termikus egyen-

súlyban az mS = ±1 és mS = 0 energiaszintek közel azonos betöltöttség¶ek, mivel a ZFS
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okozta energiakülönbség csupán µeV nagyságrend¶. Azonban egy olyan hullámhosszúságú

lézerrel, aminek az energiája épp a 3A2 →3 E energiakülönbségre van hangolva, a ta-

pasztalat szerint a NV-centrum spin-polarizálttá tehet®: kell®en hosszú idej¶ besugárzás

után az mS = ±1 al-szint betöltöttsége jóval kisebb lesz, mint az mS = 0 szinté. A spin-

polarizáció oka az ún. intersystem-crossing (ISC) a 3E, mS = ±1 és az 1E, 1A1 állapotok

között. Az ISC az összefoglaló neve az olyan átmeneteknek, amikor a kezdeti és a végálla-

pot spindegenerációja nem egyezik meg. Ezek sokszor nem járnak fénykibocsátással, mert

dipólátmenetnél az ilyen jelleg¶ átmenet els® rendben tiltott. A fénykibocsátásos ISC-nek

külön neve van: foszforeszencia, de általában a fénykibocsátás nélküli ISC-t nevezik egysze-

r¶en ISC-nek. A jelen esetben ez az 3E és az 1E, 1A1 állapotok között következik be, és az

oka a spin-pálya kölcsönhatás [9]. Az ábrán látható módon az ilyen spontán legerjeszt®dés

útján elinduló rendszer mindenképp az mS = 0 alapállapotba kerül vissza, �uoreszcencia

nélkül (legalábbis ami a 638 nm körüli tartományt illeti).

Az energiaszintek ilyen szerkezetével a következ®képpen lehet kimérni D értékét: Lé-

zeres pumpálás segítségével az alapállapotból a triplett gerjesztett állapotba tudjuk jut-

tatni az NV-centrumokat tartalmazó mintánkat. Az el®bb leírtak miatt elegend® id® eltelte

után ez egy spin-polarizált alapállapotot fog el®idézni. Ebben az állapotban a �uorszcencia

spektrumban 638 nm-nél valamilyen I0 intenzitást fogunk mérni. Ha megfelel® frekvenciájú

változó mágneses teret bocsátunk a mintánkra, akkor ezzel a küls® térrel mesterségesen vi-

hetjük át az mS = 0 állapotból az mS = ±1 állapotba a rendszerünket. A lézeres pumpálás

az alapállapot mS = ±1 állapotát a gerjesztett állapot mS = ±1 állapotába viszi, ami

viszont az ISC révén bizonyos valószín¶séggel sugárzás nélkül gerjeszt®dik le alapállapotba!

Így 638 nm-nél a �uoreszcencia spektrumban egy rezonanciaszer¶ csökkenést tapasztalunk,

ami a mérések szerint akár 30%-os csökkenést is jelenthet az eredeti I0 intenzitáshoz képest.

Acosta et al. [8] 280-330 Kelvines h®mérséklet-tartományban mérte ki a D és az E

paramétert. Ideális esetben C3v szimmetriájú rendszernél az E paraméter értéke 0 kellene

hogy legyen, azonban ®k nem 0 értéket mértek. A feltételezések szerint ennek az oka lokális

feszültség a hiba közelében.

A D paraméter értéke nagyságrendileg 2,87 GHz körül mozog a szobah®mérséklet köze-

lében, és ebben a fent említett tartományban egy jó közelítéssel lineáris h®mérsékletfüggést

mértek ki, amire egyenest illesztve a D paraméter h®mérsékletfüggésére a következ® értéket

kapjuk: 1
D
dD
dT

= −2.585 ·10−5K−1 . A zéró tér felhasadás a tanulmányok szerint túlnyomóan

a hibában található 2 db pár nélküli elektron dipól-kölcsönhatásából fakad. A szerz®k meg-
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próbálták az er®s h®mérsékletfüggést a kristályrács h®tágulásával magyarázni, azonban a

hibátlan gyémántkristálynál mért h®tágulási együttható felhasználásával becsült 1
D
dD
dT

=

−5, 8 · 10−6K−1 érték egy kb 4,5-szeres szorzóval kisebbnek adódott, mint az általuk mért

érték. A szerz®k felvetették, hogy az eltérés oka az lehet, hogy a hiba lokálisan másként

tágul, mint a hibátlan kristályrács. Dolgozatomban ennek a feltételezésnek a valóságtar-

talmát vizsgálom a lokalizált rácsrezgéseken keresztül.

3. Az NV−-centrum lokális h®tágulásának analízise an-

harmonikus potenciál segítségével

3.1. Kvantummechanikai modellalkotás a rezgés vizsgálatához

3.1.1. A 3D probléma redukálása 1D problémára

Az NV−-centrum rezgési módusainak vizsgálatához egy egyszer¶ kvantummechanikai mo-

dellt vezettünk be. Az az elgondolás, hogy ha ezt a kvantummechanikai modellt meg tudjuk

numerikusan oldani, akkor tudunk számolni koordináta várható értéket, amivel jellemez-

hetni lehet az atomok átlagos távolságát. Az ebb®l számolt, adott rezgési módushoz tartozó

h®tágulási együttható pedig lehet®séget teremt a lokalizált és delokalizált módusokra jel-

lemz® atomtávolságok összehasonlítására a h®mérséklet függvényében.

A modellünk a következ®: tekintsük a harmonikus közelítésben számolt 64 atomos szu-

percellához tartozó 3N darab fononmódust. Az (A.3)-ban leírtak alapján a VASP kiszámítja

az összes lehetséges rezgési frekvenciát (ωλ) és a hozzá tartozó egyre normált sajátvektoro-

kat (eλ). A harmonikus közelítésben kapott eλ vektorok megadják a 63 darab atom elmoz-

dulásának irányvektorát, és ebben a közelítésben az összes atom ω körfrekvenciával rezeg

az egyensúlyi helyzete közül. Így eλ komponensei épp az egyes irányokba érvényes ampli-

túdókat adják meg, azonban a normálás miatt természetesen csak egymáshoz viszonyítva

van jelentésük ezeknek a számoknak. Legyen az összes atom egyensúlyi koordinátáját tar-

talmazó 3N dimenziós vektor r0. Ekkor ha r0-hoz hozzáadunk x · eλ-t (x ∈ R), akkor a λ
index¶ módusnak megfelel® irányba térítettük ki egy egyenes mentén az atomokat. A 3D

problémát úgy tudjuk leredukálni 1D-re, hogy a különböz® frekvenciákhoz tartozó rezgé-

seket külön kezeljük, és az egyetlen általános koordinátánk az a x szorzófaktor lesz, amivel

megszorozzuk a sajátvektort. Ezt az egy koordinátát olyan egységekben mérjük, hogy az
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összes elmozdulás közül a legnagyobbal lesz egyenl®, vagyis egy fels® korlát lesz az atomok

elmozdulására. Így például a 0,5 Å -ös általános koordináta azt jelenti, hogy a 64 atom

közül a legnagyobb amplitúdóval rezg® atom maximális kitérése a rezgése során 0,5 Å.

Erre azért van szükség, hogy tudjuk, mikor vagyunk a harmonikus közelítés keretein belül.

A VASP program például 0.015 Å elmozdulást használ alapértelmezésben a rezgésszámí-

táshoz, mert ekkor a tapasztalatok szerint még tetsz®leges rács, illetve molekula esetén

érvényes a harmonikus közelítés.

A szilárd testek h®tágulását mikroszkopikus szinten anharmonikus rezgésekkel szokás

leírni [10]. A mikroszkopikus modell az, hogy magasabb h®mérsékleten az atomok átla-

gos távolsága növekszik. Harmonikus rezg®mozgás esetén a koordinátaoperátor várható

értéke minden gerjesztett állapotra megegyezik az egyensúlyi koordinátaértékkel, tehát ez-

zel nem lehet leírni a rácsállandó megváltozását. Azonban a valóságban a szilárdtestekben

a potenciál nem harmonikus. Ezt az anharmonikus potenciált úgy térképeztünk fel, hogy

olyan nagy x értékkel térítettük ki az atomokat, ami már kívül esik a harmonikus közelítés

tartományán. Ennek érdekében módusonként 27 különböz® állapotra szimuláltuk le a szu-

percella statikus teljes energiáját (E), T = 0 K-en. Ezt úgy tettük meg, hogy az atomok

egyensúlyi koordinátáihoz hozzáadtuk az általános koordinátával szorzott sajátvektorokat,

vagyis E(r0+x·eλ)-t számoltuk ki 27 különböz® x értékre. Ezután a problémát úgy vizsgál-

tuk tovább, mint egy egydimenziós, immár nem harmonikus potenciálban mozgó részecske

kvantummechanikai problémáját.

A 27 teljesenergia-értékb®l készíthet® potenciáltérképet a VASP program segítségével

készítettük el. El®ször egy segédprogram segítségével beolvastuk a rezgésszámítás által

generált kimeneti fájlból a eλ vektorokat, és a vizsgált módusoknál legeneráltam 27 álla-

potot. Az ezekhez tartozó x értékek 0,05 Å-ös lépésközzel változtak -0,5 Å-t®l -0,05 Å-ig,

majd ugyanilyen lépésközzel 0,05 Å-t®l 0,5 Å-ig . A nemsokára ismertetend® e�ektív tömeg

meghatározásához s¶r¶bb mintavételezésre volt szükségünk a 0,015 Å alatti harmonikus

közelítés tartományában, így ott a következ® koordináta használtuk: -0,015, -0,01, -0,005,

0, 0,005, 0,01, 0,015. Miután a VASP kiszámította a teljesenergiát erre a 27 rögzített álla-

potra, vettük az egyes kitérítésekhez tartozó energiák és az egyensúlyi energia különbségét.

Így csak az elmozdulásból adódó energiatöbbletet tartottuk meg, az egyensúlyi helyzetben

a potenciál értéke így 0.

A feltételezésünk szerint ez a potenciálmenet anharmonikus, így szükség volt egy model-

lez® potenciálra. A választásunk a Morse-potenciálra esett, ami egy aszimmetrikus poten-
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ciál, amit eredetileg kétatomos molekulák rezgési spektrumának kvalitatív magyarázatához

használtak, ugyanis sok olyan tulajdonságát le tudja írni ezeknek a rezgéseknek, amit a

harmonikus közelítés nem, pl.: magasabb energián a kötéshossz megnyúlik, és egy bizonyos

energiaszint felett felszakad a kötés. A potenciál általános, illetve általunk használt alakja:

VMorse(r) = D(1− e−a(r−r0))2 = D(1− e−ar)2 (3)

Ahogy a képletb®l látható, ezt az anharmonikus potenciált mindössze 3 paraméterrel

le lehet írni:

• D - A rendszer disszociációs energiájával van kapcsolatban, de a zérusponti energia

miatt nem egyenl® vele. Ha a zérusponti energia E0, akkor Edisszoc. = D - E0.

• a - A potenciál anharmonicitását adja meg, 1/hosszúság dimenziójú pozitív szám.

Ha D-t állandón tartva a-t növeljük, n® a potenciál eltérése a harmonikustól.

• r0 - Az egyensúlyi távolság koordinátája. A mi modellünkben ilyen paraméter érte-

lemszer¶en nincs, mert a változónk maga (r − r0).

A potenciál egyik el®nye számunkra, hogy mindössze két paraméterrel le lehet írni, és

De → ∞ , re → 0, de Dea
2 → 1

2
mω2 esetén a harmonikus potenciálhoz tart. Ez másként

azt is jelenti, hogy ha r → 0, akkor a Morse-potenciál jó közelítéssel hasonlít a harmonikus

potenciálhoz.

A 9. ábrán látható kép a Morse-potenciált és a harmonikus potenciált hasonlítja össze,

míg a a 10. ábrán egy általunk vizsgált tipikus potenciáltérkép látható illesztett Morse-

potenciállal.

Az ábrán látható a Morse-potenciál els® 6 energiaszintje. A kvantummechanika alapvet®

törvényszer¶sége, a határozatlansági reláció miatt természetesen ebben a kötött állapotban

sem nulla az alapállapoti energia. Ezen felül míg a harmonikus oszcillátor energiaszintjei

ekvidisztánsak, addig a Morse-potenciál energiaszintjei közötti különbség az energiaszint

növekedésével csökken, és valahol 0-vá válik. Emiatt a Morse-potenciálnál csak véges sok

kötött állapot van. Ha a rendszer energiája ennél nagyobb, akkor ott az energiája folyto-

nosan változhat.

Adott tehát egy 27 pontra illesztett Morse-potenciál, amivel le lehet szimulálni a felté-

telezett rezgési energiaszinteket. A Hamilton-operátor:
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9. ábra. A Morse-potenciál és a harmonikus potenciál összehasonlítása. Az ábra jelölései

szerint a Morse-potenciál két paramétere: De, ami rendszer disszociációs energiáját hatá-

rozza meg (de az zérusponti energia miatt nem egyenl® vele!), valamint a, ami az ábrán

ugyan nem látszik, de az anharmonicitást adja meg. re az egyensúlyi távolság.

H = − ~2

2m

∂2

∂x2
+D(1− e−ax)2, (4)

ahol x jelöli az általános koordinátát. Az egyetlen kérdés a (4) Schrödinger-egyenletben

szerepl® tömeg. Mivel jelen esetben ez nem köthet® egy konkrét részecskéhez, így e�ek-

tív tömegként fogunk rá hivatkozni az elkövetkez®kben. Az értékére a harmonikus köze-

lítés segítségével lehet egy becslést adni. Négyzetes potenciál esetén a következ® alakú a

Schrödinger-egyenlet:

− ~2

2meff

∂2

∂x2
Ψ +

1

2
meffω

2x2Ψ = EΨ (5)

Ha ismerjük a rendszerünk potenciálját a harmonikus közelítés tartományában, akkor il-

leszthetünk rá egy négyzetes függvényt a Morse-potenciál helyett:

Vharm. = Cx2 (6)

Ezt összevetve a (5)-ben található potenciállal azt kapjuk, hogy 1
2
meffω

2 = C, vagyis
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10. ábra. A leginkább lokalizált, 157-es módus 1D potenciáltérképe. Piros karikával ábrázol-

tam a VASP-al számított értékeket, a folytonos kék vonal a rá illesztett Morse-potenciált

jelenti

meff = 2C
ω2 . Ez az e�ektív tömeg más lesz minden egyes módusra, hiszen függ a potenciál

alakjától, és a körfrekvenciától is.

3.1.2. A Schrödinger-egyenlet numerikus megoldása

A Schrödinger-egyenlet megoldó programot Matlabban készítettem, véges di�erencia mód-

szer felhasználásával. A módszer lényege, hogy a feladatot diszkretizáljuk, és a képletben

szerepl® második deriváltat középponti numerikus di�erenciával helyettesítjük. Megfelel®en

s¶r¶ talppontok választása esetén az így kapott mátrix-egyenlet megoldása jól közelíti az

eredeti egyenlet megoldását.

A numerikus deriválási séma:

f ′′(xi) ≈
f(xi+1)−f(xi)

h
− f(xi)−f(xi−1)

h

h
=
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
, (7)

ahol h az osztásköz. A Schrödinger-egyenlet diszkretizált alakja:
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
− ~2

2meff



−2 1 0 · · · 0

1 −2 1 · · · 0

0 1 −2 1
...

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1 −2


+



V (x1) 0 0 · · · 0

0 V (x2) 0 · · · 0

0 0 V (x3) 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0 V (xn)




F = EF,

(8)

ahol F jelenti a Ψ hullámfüggvény diszkrét pontokban vett közelítését. A sajátérték-

probléma már könnyen megoldható a matlab eig() parancsával. Ez a parancs egy általános

mátrixot fels® Hessenberg alakra transzformál hasonlósági transzformációval, majd a sa-

játértékeket QR-iterációval keresi meg. Mivel a Hamilton-mátrixunk alapból tridiagonális,

ezért az els® lépésre nincs is szükség.

A szimuláció a véges di�erencia módszeren alapszik, ami akkor tud jól m¶ködni, ha elég

s¶r¶ a felosztás ahhoz, hogy a megoldásfüggvény nem változik túl meredeken két osztópont

között. Ez a feltétel a vizsgált rendszerre csak bizonyos sajátenergia-értékek alatt teljesül,

ugyanis a Morse-potenciál megoldásai nagyon hasonlítanak az Hermite-polinomokra. Az

Hermite-polinomok viszont a sajátenergia növelésével egyre jobban oszcilláló függvényekké

válnak, ezért adott felosztás mellett biztos elérjük azt a helyzetet, amikor a rögzített lé-

pésköznél kapott közelít® sajátfüggvények már nem írják le jól a valóságot.

Ezzel párhuzamosan egy másik e�ektus is elrontja a szimulációt: a véges tartomány.

Csak véges tartományt tudunk leszimulálni programmal, azonban az Hermite-polinomok

exponenciálisan csengenek le a végtelenben, valamint a energia növekedésével egyre kiter-

jedtebbek lesznek. Emiatt lesz egy olyan küszöbenergia, amikor a rendszer valódi megoldása

�kilóg� a szimulációhoz tartozó tartományból, ami nyilvánvalóan hamis eredményre vezet

(valamint a várható érték számításakor is jelent®ssé válik az, hogy nem -∞..∞-ig vizsgáljuk

a rendszert, hanem egy véges tartományon). A fenti feltételekre való tekintettel fogadtuk

el szimuláció eredményeit.

3.2. Módusok kiválasztása

A VASP program segítségével meghatároztuk a szupercellához tartozó rezgési normál mó-

dusokat, amikb®l a program 186 darabot adott meg. Mivel a változók száma 3*63 = 189,

és a koordinátatengelyek közül mindhárom irányhoz tartozik egy transzlációs mozgást leíró
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módus, így valójában csak 189 - 3 = 186 valódi rezgési módusunk van. A 3 transzlációs

megoldást leválasztva a maradék 186 rezgési módust osztályozni kellett lokalitás szempont-

jából: számunkra kifejezetten a vakancia közeli atomokra lokalizált rezgési módusok voltak

az érdekesek, ezeket a következ® két módon próbáltuk azonosítani:

Az els® módszer egy szemléletes megközelítés: minden módushoz hozzárendeltünk egy

ú.n. lokalizációs indexet (LID), amit a következ®képpen számoltunk: kiválasztottuk a vak-

anciához legközelebbi 3 szénatomot, valamint a nitrogént, és a nitrogénhez legközelebbi 3

szénatomot, és vettük az ezen kiválaszott atomok maximális kitérésének és a többi atom

maximális kitérésének hányadosát. Ezzel a módszerrel a hibához leginkább köt®d® ato-

mok kitérését tudjuk vizsgálni a többi atomhoz képest. A nitrogénhoz közeli 3 szénatomot

azért vettük bele a vizsgált atomok sorába, mert a nitrogénhez képesti helyzetük nagyban

befolyásolja a nitrogén töltéseloszlását.

A második módszer az ú.n. Inverse Participation Ratio (IPR) alapján való csoportosí-

tás. [11] cikkben használt de�níció alapján a rezgések lokalizáltságát az IPR a következ®

módon jellemzi:

P =
3N∑
i=1

(ui · ui)2
[

3N∑
i=1

(ui · ui)

]−2
, (9)

ahol N az atomok száma a szupercellában, az u vektor pedig az egyes atomok x, y, z

irányú kitéréseit tartalmazza. Ez láthatóan egy 0 és 1 közötti számot rendel minden mó-

dushoz, és pontosan akkor veszi fel a maximális értékét, ha az u vektornak csak egyetlen

komponense nullától különböz®. Ez a módszer így nem érzékeny arra, hogy melyik atom

rezgése számottev®en nagy a többihez képest, ami eredményezheti azt, hogy egy, nem az

NV−-centrumhoz szorosan kapcsolódó atom nagy kitérés¶ rezgését találjuk meg. Tekintve

a szupercella relatíve kis méretét és a módusok kezelhet® számát, az esetleges, számunkra

érdektelen módusok egyrészt kis valószín¶séggel fordulnak el®, másrészt könnyen kisz¶rhe-

t®ek egyszer¶ ellen®rzéssel.

Az analízis céljából kiválasztottam 7 különböz® módust. Ezek tulajdonságait a 2. táb-

lázat tartalmazza:

A módusszám egy önkényes számozása a módusoknak, amit a VASP adott meg. Az

elektronszerkezet leírásánál ismertetett tétel szerint a rendszer minden rezgési módusa a

rendszer szimmetriacsoportjának valamely irreducibilis reprezentációja szerint transzfor-

málódik. C3v szimmetria esetén a már említett 3 irreducibilis reprezentáció lehetséges: A1,

A2, E. Ezek közül az els® kett® egydimenziós, míg az E módus kétszeresen degenerált, ezért
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2. táblázat. A vizsgált rezgési módusok tulajdonságai
Módusszám 9 24 146 157 164 168 184

Energia (meV) 162.3 154.3 94.5 77.0 75.6 69.1 59.7

Lokalizáció delok. lok. delok. lok. lok. delok. lok.

Szimmetria A1 Ex A1 A1 A1 A1 A1

Lokalizáció (LID) 0,546 0,519 0,445 3,312 1,345 1,056 2,343

Lokalizáció (IPR) ·100 1,06 3,69 1,09 4,58 2,28 1,25 2,04

szokás különbsége tenni Ex és Ey módusok között.

A táblázatból is látszik, hogy a lokalizáltság eldöntése komoly probléma, ugyanis a két

osztályozási módszer csak kevés esetben ad egyez® eredmény. Azt biztosan kijelenthetjük,

hogy mindkét osztályozás szerint lokalizáltak a 157, 84 és delokalizáltak a 9, 146 és 168 mó-

dusok. Figyelembe véve, hogy az LID index egy jóval önkényesebben választott függvénye

az elmozdulásoknak, mint az IPR, így ez utóbbit tekintjük �zikailag helyes paraméter-

nek. Ezt az is alátámasztja, hogy a maradék két módusra az osztályozások ellentmondó

végeredményt szolgáltattak. Ha azonban ábrázolóprogrammal megjelenítjük az így kapott

rezgéseket, azt �gyelhetjük meg, hogy mindkét esetben az átlagosnál nagyobb a hiba kör-

nyéki atomok kitérése, a magas IPR értékükkel összhangban.

3.3. Eredmények

A kiválasztott módusokkal lefuttattam az általam írt analizátor programban. A program

a következ® lépéseket hajtja végre:

• Beolvassa az adott módushoz tartozó 1D potenciáltérképet a pot.txt fájlból.

• A beolvasott adatok közül kiválasztja a harmonikus tartományban található pontokat

(kitérés < 0,015 Å), és erre négyzetes függvényt illeszt. Az illesztési paraméterb®l

meghatározza az e�ektív tömeg értékét amu-ban, vagyis atomi tömegegységben. Az

illesztés részletes paraméterei, és az e�ektív tömeg lementésre kerül a mass�t.txt-ben.

• A beolvasott adatokra Morse-potenciált illeszt, aminek két paramétere van: a és D0.

Az illesztés részletes paraméterei lementésre kerülnek a morse�t.txt-ben.
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• Az illesztett Morse-potenciál segítségével elvégzi a probléma diszkretizálását, és elké-

szíti a Hamilton-operátor ily módon közelített mátrixát. A Matlab eig parancsának

segítségével meghatározza a sajátvektorokat és sajátértékeket, amiket lement a me-

revlemezre.

• Kvantummechanikai várható értéket közelít a diszkretizált koordináta operátorra:

〈x〉n = 〈Ψn|x|Ψn〉 ≈
N∑
i=1

Fn,ixiFn,i, (10)

feltéve, hogy a sajátvektorok normáltak:

N∑
i=1

Fn,iFn,i = 1 (11)

ahol N a közelítéshez használt pontok száma, Fn,i a numerikus közelítéssel kapott

n-ik sajátvektor i-ik komponense és xi a diszkrét értelmezési tartományból képezett

vektor i-ik komponense (potenciáltérképben talált minimális kitérést®l a maximális

kitérésig terjed® tartomány, a fent írt módusokra ez a -0,5..0,5 tartomány).

A (3). táblázat a kapott paramétereket tartalmazza:

3. táblázat. A Morse-potenciál illesztéséb®l kapott paraméterek a kiválaszott módusokra. A

CI oszlopban a 95%-os kon�denciaszinthez tartozó kon�denciaintervallumot jelöltük meg.
Módus meff CI D CI a CI

9 266,36 268,74..263,98 4316 3814..4817 0,4241 0,4004..0,4478

24 103,98 104,57..103,38 6878 5652..8104 0,1989 0,1813..0,2164

146 168,43 174,33..162,53 1.649·105 1.454·105..1.845·105 0,03395 0,03193..0,03596

157 56,10 59,76..52,43 5612 4800..6424 0,08542 0,07925..0,09159

164 62,24 71,28..53,20 1.748·104 1.361·104..2.135·104 0,05027 0,04471..0,05582

168 183,05 187,96..178,15 7,475·106 5,047·106..9,903·106 0,003815 0,003196..0,004435

184 70,52 76,92..64,12 4812 4270..5353 0,08229 0,07767..0,08692

A táblázatban a 3 illesztési paraméter található, ami a Schrödinger-egyenlet felírásához

kell. Mindegyik paraméter mellett szerepel egy CI feliratú oszlop, ez tartalmazza a 95 %-os

kon�denciaszinthez tartozó kon�denciaintervallumot.
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Meg kell jegyeznem, hogy a táblázatból úgy látszik, hogy mindegyik kiválasztott mó-

dusra sikerült (bizonyos pontossággal) illeszteni az általunk feltételezett görbéket, vagyis

hogy a modell tökéletesen m¶ködött. Ez nincs így: két olyan módust is találtunk, amire a

Morse potenciál szemmel láthatóan nem illeszkedik. Ez a 10 és a 94 módusok voltak, 11.

és 12. ábrán látható a potenciáltérképük:

11. ábra. A 10. módus potenciáltérképe. A 95 %-os kon�denciaintervallum D-re: -

5,334·109..5,764·109, a-ra: -0,01562..0,01824

Ez már jelzi, hogy a Morse-potenciállal való leírás nem mindig jó közelítés az NV

centrum módusaira, de sok esetben hatékonyan lehet vele közelíteni a valóságot.

A szimuláció következ® lépése a várható értékek kiszámítása volt. A Matlabos szimulá-

cióval sajnos csak az alacsonyenergiás tartományban tudtuk elkészíteni a várható értékeket,

vagyis olyan állapotokra, aminek az energiája nem haladta meg a 6-8 eV-ot (a pontos érték

módusonként változott). Ez általában 50-100 számolható várható értéket jelentett módus-

onként. Az egyik tipikus görbe a 13. ábrán látható. A jelenség az összes módusnál ugyan

az: körülbelül 6-10 meV felett a várható érték hirtelen visszaáll a 0 körüli értékre. Ezt

valószín¶leg a véges szimulációs tartomány és a gyors oszcilláció okozza: egy bizonyos ener-

giaérték felett a sajátfüggvények jókora része a szimulációs tartományon kívülre esik, ami

mindenképp hamis eredményre vezet. Másrészt a nagyon gyorsan oszcilláló sajátfüggvénye-
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12. ábra. A 94. módus potenciáltérképe. A 95 %-os kon�denciaintervallum D-re: -

1,955·104..6,963·104, a-ra: 0,03074..0,4715

ket már nem tudja pontosan leírni a diszkrét mintavételezés, így a görbe alatti területtel

kapcsolatban álló várható érték is hibás lesz.

Az el®bbiek miatt az analízisbe, hogy biztosan a �zikailag reális tartományban dolgoz-

zunk, csak a 6 eV-nál kisebb energiájú állapotok várható értékeit vettük bele. Az így kapott

pontok nagyon nagy pontossággal egy egyenesre estek, így egyenest illesztettünk rájuk. Az

így kapott egyeneseket ábrázoltuk a 14. ábrán. Az illesztett egyenesek paramétereit a 4.

táblázat tartalmazza.

Az utolsó oszlopban az SSE érték az egyes pontoknak az illesztett egyenest®l való távol-

ságának a négyzetösszegét adja meg, vagyis az illesztés során minimalizálandó mennyiség

minimumát adja meg.

A következ® lépésben a lineáris h®tágulási együtthatót akartuk megbecsülni statisztikus

�zikai megfontolások segítségével.

Eddig kvantummechanikai várható értéket számoltunk annak a kiszámításához, hogy az

egyes rezgési állapotokban mi a koordináta operátor várható értéke (〈x〉). Most statisztikus
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13. ábra. A 157-es lokalizált módus koordináta várható értékeinek változása az energia

függvényében

4. táblázat. Illesztett egyenesek paraméterei. SSE jelenti az illesztés sum of squares error -

ját, vagyis az egyes adatpontok és az illesztett egyenes távolságának négyzetösszegét
Módusszám Típus Meredekség(eV/Angström) Tengelymetszet (eV) SSE

146 Delokalizált 7,469·103 -1,913·10−4 1,651·10−7

157 Lokalizált 6,391·102 2,239·10−5 1,865·10−8

164 Lokalizált 1,172·103 -5,175·10−5 4,026·10−8

168 Delokalizált 3,805·104 -1,940·10−4 1,993·10−7

184 Lokalizált 5,279·102 2,286·10−8 2,526·10−8

24 Lokalizált 1,824·103 -7,489·10−5 2,270·10−8

9 Delokalizált 2,442·103 -2,186·10−4 1,214·10−7

�zikai átlagolást fogunk használni annak számításához, hogy adott h®mérsékleten várha-

tóan melyik állapot fog megvalósulni, vagyis kiszámítjuk a koordináta operátor várható

értékének h®mérsékletfüggését (Jelölésünkben: 〈x〉-ot).
A leíráshoz kanonikus állapotösszeget alkalmazunk, mivel számunkra csak a környezet-

tel való h®csere a fontos a h®tágulási együttható szempontjából. Így az állapotösszeg:
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Összehasonlító diagram a különbözõ módusok várható értékeinek eltolódásáról

Módus 146 − Delokalizált

Módus 157 − Lokalizált

Módus 164 − Lokalizált

Módus 168 − Delokalizált

Módus 184 − Lokalizált

Módus 24 − Lokalizált

Módus 9 − Delokalizált

14. ábra. Diagram a számított várható értékekr®l. A 4 db lokalizált módus mindegyikének

kisebb a meredeksége az ábrán mint a delokalizáltaknak, így azonos energián a lokalizált

módusoknál nagyobb lesz az átlagos távolság

Z =
∑
n

e−βEn , (12)

és a koordináta operátor várható értékének statisztikus �zikai átlaga:

〈x〉 =
1

Z

∑
n

xne
−βEn , (13)

Mivel az x általános koordináta az egyensúlyi helyzett®l való eltérést adja meg, és Morse

potenciál esetén ez az eltérés mindig megnyúlást, és sosem összehúzódást jelent, így két

szénatom közötti távolság:
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L = L0 + 〈x〉, (14)

Ha egy olyan rendszerünk lenne, amiben két meghatározott tömeg¶ atom rezeg az egyen-

súlyi helyzete körül egy adott potenciálgödörben, akkor (14) egyenlet valóban a két atom

átlagos távolságát írná le a. A mi esetünkben ennél jóval bonyolultabb a helyzet, hiszen több

mint 100 különböz® frekvenciájú rezgési állapota van a szupercellánknak, és mindegyik rez-

gési állapotot más és más potenciállal írtunk le. Azonban megfeleltethetünk minden rezgési

módushoz egy h®tágulási együtthatót a következ® képlettel:

α =
1

L

dL

dT
=

1

L
kbβ

2

[
1

Z

∑
n

xnEne
−βEn −

(
1

Z

∑
n

xne
−βEn

)(
1

Z

∑
n

Ene
−βEn

)]
, (15)

ami a β-kon keresztül természetesen h®mérsékletfügg® lesz. Az L0 távolságnak a két szom-

szédos szénatom közötti távolságot vettük, ami 1,53 Å-nek felel meg. Err®l a mennyiségr®l,

amit az individuális rezgési módusok h®tágulási együtthatójának, (α)-nak fogunk hívni,

semmi nem garantálja, hogy a szupercella valódi h®tágulását adná meg, azonban arra al-

kalmas, hogy összehasonlítsuk az egyes módusokat. Tehát azt mondhatjuk, hogy nagyobb

α nagyobb átlagos atomok közötti távolságot jelent az adott módusra nézve.

Az állapotösszeg számolását nem tudjuk teljesen egzaktul elvégezni, ugyanis a leírtak

szerint a szimulációból csak körülbelül En < 6 meV energiaértékig tudunk várható értéket

számolni a koordináta operátorra. Az állapotösszeget ezáltal csak úgy tudjuk elkészíteni,

hogy mindössze ezt az alacsonyenergiás tartományt használjuk fel. Ez a módusonként kb

az alsó 20-30 energiaszintet jelentette, a modell szerint azonban körülbelül 10 000 kötött

állapot lehetséges, ugyanis a potenciál nagyon kevéssé tér el a harmonikustól. Ez azt jelenti,

hogy nagyon sok állapotot hanyagolunk el, azonban alacsony h®mérsékleten (< 4-500 K) ez

mégis jó közelítés lehet. Vegyük ugyanis a módusok jellemz® energiatartományát: ~ω ≈ 100

meV. Ekkor exp(−β~ω) ≈ 0, 08-nek adódik 500 K-en. Mivel a potenciál közel harmonikus,

ezért En ≈ n~ω, ami azt jelenti, hogy az állapotösszeg egymás utáni tagjainak hányadosa

közelít®leg 8 század lesz. Mivel a várható érték sokkal lassabban növekszik ennél, így nem

követünk el nagy hibát, ha elhagyjuk a 20. állapot utáni állapotokat.

A 15. és 16. ábrákon a vizsgált módusokra számolt 〈x〉 és α értékek láthatóak a h®mér-

séklet függvényében.

Az ábrákról látható, hogy a lokalizált módusokhoz számolt h®tágulási együttható 4-

10-szer nagyobb szobah®mérsékleten, mint a delokalizáltakhoz tartozó együttható. Ezzel
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A koordináta operátor hõmérsékletfüggése

Módus 146 − Delokalizált

Módus 157 − Lokalizált

Módus 164 − Lokalizált

Módus 168 − Delokalizált

Módus 184 − Lokalizált

Módus 24 − Lokalizált

Módus 9 − Delokalizált

15. ábra. A koordináta operátor h®mérsékletfüggése a [10,500] K tartományon

kvalitatíve magyarázni lehet az Acosta et al által felvetett problémát [8], nevezetesen, hogy

a zéró tér felhasadás D paraméterének h®mérsékletfüggését nem tudták megmagyarázni a

tiszta gyémánt h®tágulási együtthatójával, ugyanis az általuk mért h®mérsékletfüggést csak

egy körülbelül 4,5-szer nagyobb h®tágulással konzisztens. Az NV−-centrum lokalizált mó-

dusai a számításaink szerint adott h®mérsékleten olyan módon rezegnek, hogy az atomok

átlagos távolsága nagyobb, mint a delokalizált módusokra. Mivel a lokalizált módusokban

csak a hiba körüli pár szénatomnak és a nitrogénnek van jelent®s elmozdulása, így ezen ato-

mok átlagos távolsága várhatóan nagyobb lesz, mint a vakanciától távol es® szénatomoké,

hiszen az utóbbiaknak csak a delokalizált rezgési módusokban van jelent®s amplitúdójuk.

Ez pedig magyarázatot adhat a tiszta gyémántnál nagyobb, lokális h®tágulásra.
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Az egyes módusokhoz tartozó hõtágulási együtthatók hõmérsékletfüggése

Módus 146 − Delokalizált

Módus 157 − Lokalizált

Módus 164 − Lokalizált

Módus 168 − Delokalizált

Módus 184 − Lokalizált

Módus 24 − Lokalizált

Módus 9 − Delokalizált

16. ábra. A független rezgési módusok h®tágulási együtthatójának változása a [10,500] K

tartományon

4. Az NV− centrum lokális h®tágulásának analízise a

Grüneisen paraméter segítségével

4.1. A h®tágulási együttható és a Grüneisen paraméter kapcsolata

Az el®z® szekcióban a lokalizált rezgési módusokat külön-külön vizsgáltuk annak érdeké-

ben, hogy mekkora lehet a járulékuk a hiba lokális h®tágulásában. Az el®bbi kvalitatív

módszerrel kapott eredményeket azonban nem lehet összehasonlítani semmilyen mérési

eredménnyel, hiszen egy valódi mérés során az összes lokalizált, illetve fononmódus együt-

tesen határozza meg a minta termikus viselkedését. A mérésekkel való összehasonlíthatóság

érdekében az ún. Grüneisen-paraméteres leírást fogjuk alkalmazni, ami egyszerre veszi �-
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gyelembe az összes rezgési módus járulékát a h®tágulásban. A leírás alapja az ún. kvázihar-

monikus közelítés: ebben a közelítésben az atomokra ható er®t nem lineárisnak tekintjük,

hanem magasabb rend¶, anharmonikus tagokat is �gyelembe fogunk venni, azonban az így

kapott mozgásegyenletek megoldásának els® közelítésként továbbra is a fononokat fogjuk

tekinteni. Mivel ebben az esetben csak annyi lesz igaz, hogy egy fonon csak egy adott

id®pillanatban lehet megoldása az anharmonikus tagokat tartalmazó egyenleteknek, a fo-

nonok nem lesznek végtelen id®tartamú gerjesztések, hanem két vagy több másik fononná

bomolhatnak el.

Az anharmonikus tagok �gyelembe vételével lehet®ség nyílik a h®tágulás tárgyalására. A

jelenség leírásához kanonikus sokaságot fogunk használni, vagyis a szabadenergiával fogunk

számolni:

F = −kbT lnZ, ahol Z =
∑
i

e−βεi (16)

Az alábbiakban bevezetjük néhány anyagi állandó de�niáló egyenletét:

• Térfogati h®tágulási együttható: αV =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

• Térfogati rugalmassági modulus: κT = − 1

V

(
∂p

∂V

)
T

Induljunk ki a következ® termodinamikai összefüggésb®l:(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
p

(
∂V

∂p

)
T

= −1 (17)

Ha bevezetjük az el®bb de�niált anyagi állandókat, a következ® alakra jutunk:

αV =
1

κT

(
∂p

∂T

)
V

(18)

Tehát szükségünk van a p(T ) összefüggésre. Ezt a szabadenergiából a következ® képlettel

számíthatjuk ki:

p = −
(
∂F

∂V

)
T

(19)

Egy λ számú rezgési módussal és ω(q) diszperziós relációval rendelkez® szilárdtest szabad-

energiája harmonikus közelítésben a Debye-modell szerint a következ® alakú:

F =
1

β

∑
λ,q

ln(1− eβ~ωλ(q)) +
∑
λ,q

1

2
~ωλ(q). (20)
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Az anharmonicitást az ún. kváziharmonikus közelítéssel vesszük �gyelembe. Feltesszük,

hogy az egyes rezgési állapotok közötti energiakülönbség továbbra is ~ω, vagyis az energia-
spektrumunk, s így a szabadenergia kifejezése változatlan marad, de megengedjük, hogy ω

függjön a térfogattól, vagyis ω = ω(V ). Ebben a közelítésben tehát a szabadenergia:

F =
1

β

∑
λ,q

ln(1− eβ~ωλ(q,V )) +
∑
λ,q

1

2
~ωλ(q, V ). (21)

Így a nyomás:

p =
∑
λ,q

(
− ∂

∂V
~ωλ(q, V )

)
nλ(q)− ∂

∂V

(∑
λ,q

1

2
~ωλ(q, V )

)
, (22)

ahol bevezettük a betöltési szám szokásos de�nícióját:

nλ(q) =
1

eβ~ωλ(q,V ) − 1
(23)

Írjuk be (22)-t (18)-be:

αV =
1

κT

∑
λ,q

(
− ∂

∂V
~ωλ(q, V )

)
∂

∂T
nλ(q) (24)

A zérusponti energiákat jelent® második tag elt¶nik, hiszen ω-ról csak V -függést tettünk

fel, így p csak a betöltési számon keresztül függ a h®mérséklett®l. Mivel a fajh® ebben a

közelítésben

cV =
1

V

(
∂E

∂T

)
V

=
1

V

∑
λ,q

~ωλ(q, V )
∂

∂T
nλ(q) =

1

V

∑
λ,q

cV λ(q) (25)

alakú, így célszer¶ elvégezni az alábbi azonos átalakítást:

αV =
1

κT

∑
λ,q

(
− V

ωλ(q, V )

∂ωλ(q, V )

∂V

)
1

V
~ωλ(q, V )

∂

∂T
nλ(q) =

1

κT

∑
λ,q

(
−∂ lnωλ(q, V )

∂ lnV

)
cV λ(q) =

1

K

∑
λ,q

γλ(q)cV λ(q),

(26)

ahol bevezettük a módus- és hullámszámfügg® γλ(q) ún. Grüneisen-paramétert :

γλ(q) = −∂ lnωλ(q, V )

∂ lnV
= − V

ωλ(q, V )

∂ωλ(q, V )

∂V
(27)
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De�niáljuk az így kapott, egyes módusokra (adott hullámszám mellett) számolt Grüneisen-

paraméterek következ® átlagát:

γ =

∑
λ,q

γλ(q)cV λ(q)∑
λ,q

cV λ(q)
=

∑
λ,q

γλ(q)cV λ(q)

cV
(28)

(28) felhasználásával a (26) egyenlet a következ® alakot ölti:

αV =
γcV
κT

(29)

Ez az úgynevezett Grüneisen-összefüggés [12].

Az el®bb felvázolt közelítés a mi számunkra kiválóan alkalmazható, ugyanis az ab-

initio DFT szimulációval tetsz®leges térfogat mellett meghatározhatjuk a rezgési módusok

frekvenciáit, és így a Grüneisen-paraméter értékét haladó di�erenciával közelíthetjük. A

κT kompressziómodulus is kiszámolható a szabadenergia deriváltjaként, hiszen (19)-ból és

a de�níció felhasználásából következik, hogy

κT = V

(
∂2F

∂V 2

)
(30)

Mivel a betöltési szám várható értéke, illetve annak h®mérséklet szerinti deriváltja tetsz®-

leges h®mérsékleten analitikusan számolható, így a szabadenergia ismeretében a h®tágulási

együttható meghatározható.

4.2. A numerikus deriválási séma meghatározása

A Grüneisen-paraméter kiszámolásához a következ® deriváltat kellett numerikus módszer

segítségével közelíteni:
∂ωλ(q, V )

∂V
(31)

Ennek a legegyszer¶bb módja az, ún. haladó di�erencia: Kiszámítjuk a deriválandó függ-

vény értékeit n db diszkrét, ekvidisztáns pontban, majd ezeket megfelel® súlyokkal össze-

adjuk, és elosztjuk a lépésközzel:

∂ωλ(q, V )

∂V

∣∣∣∣∣
V=V0

≈

n∑
i=0

ciωλ(q, V0 + i ·∆V )

∆V
(32)
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A használt közelít® képletben a ci-k valamilyen ismeretlen súlyfaktorok, ∆V pedig a lé-

pésköz. A súlyfaktorokat úgy célszer¶ megválasztani, hogy a pontos értékt®l való eltérés a

lépésköz minél nagyobb hatványával legyen arányos, hiszen ekkor a lépésköz csökkentésével

a módszer gyorsabban konvergál a pontos értékhez.

Mi a rezgésszámítást 5 különböz®, ekvidisztáns rácsállandó érték mellett végeztük el:

el®ször az eredeti (r0), optimalizált rácsállandóval, majd annak 1.0025, 1.005, 1.0075 és

1.01-szeresével. Ezáltal azonban a térfogatelemek nem egyenl® távolságonként követik egy-

mást, hiszen azok r3-el skálázódnak. Emiatt a szakirodalomba hozzáférhet® súlyfaktorokat

nem használhattuk fel a haladó di�erencia kiszámításához, hanem el®ször meg kellett ha-

tároznunk ®ket. Ezt ismertetjük az alábbiakban:

Tekintsünk egy f(x) függvényt, aminek az x0-beli deriváltját akarjuk közelíteni haladó

di�erenciával úgy, hogy adott 5 db hi távolság, amikre f(x0+hi) ismert (ezek közül h0 = 0)

(17. ábra). Használjuk az f0 = f(x0) jelölést, valamint f ′(x) alatt a derivált pontos értékét

értsük. Ekkor a Taylor-sorfejtés szerint:

f(x0 + hi) = f0 + f ′hi +
1

2
f ′′h2i +

1

6
f ′′′h3i + · · · (33)

Ha a hi+1−hi távolságok egyformák volnának, akkor természetes lenne azt mint lépésközt

választani. Mivel ez nincs így, ezért mi a 4 távolság átlagát választottuk lépésköznek, vagyis

∆x = (h1 + (h2 − h1) + (h3 − h2) + (h4 − h3))/4 = h4/4.

x0

h1

h3

h4

h2

17. ábra. A de�niált távolságok

A súlyfaktorokat úgy akarjuk megválasztani, hogy a hiba a hi távolságok minél nagyobb
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hatványával legyen arányos:

4∑
i=0

cif(x0 + hi) = f ′ ·∆x+ σ(h5i ) + · · · (34)

A képletbe már beleírtuk azt az eredményt, hogy 5 ismeretlen ci együtthatóval csak a hi-k

els® 5 hatványáról tudjuk biztosítani, hogy ne adjanak járulékot, vagyis h0−h4-en nem fog

szerepelni (34) jobb oldalán. Ez könnyen látszik, ha beírjuk (34)-ba a Taylor-sorfejtését az

egyes tagoknak, akkor összesen 5 feltételt tudunk egyszerre megkövetelni:∑
i

cif(x0 + hi) = f(c0 + c1 + c2 + c3 + c4) + f ′(c1h1 + c2h2 + c3h3 + c4h4) +

1

2
f ′′(c1h

2
1 + c2h

2
2 + c3h

2
3 + c4h

2
4) + · · · = f ′ ·∆x+ σ(h5i ) + · · ·

(35)

Ezek mátrixos alakban felírva:

1 1 1 1 1

0 h1 h2 h3 h4

0 h21 h22 h23 h24

0 h31 h32 h33 h34

0 h41 h42 h43 h44





c0

c1

c2

c3

c4


=



0

∆x

0

0

0


(36)

Ha ezt a lineáris egyenletrendszert megoldjuk, megkapjuk ci-ket. Alább feltüntetjük az

ekvidisztáns felosztás esetén, illetve a mi konkrét számainkra kapott együtthatókat:

5. táblázat. Összehasonlító táblázat a haladó di�erencia koe�cienseir®l ekvidisztáns és az

általunk használt nem ekvidisztáns esetben
Ekvidisztáns felosztás Saját felosztás

c0 -2.0833 -2.0941

c1 4.0000 4.0000

c2 -3.0000 -2.9703

c3 1.3333 1.3070

c4 -0.2500 -0.2426

Az adatok jól láthatóan csak kissé térnek el. Ennek így is kell lennie, hiszen a hi-k

közötti távolság is csak kis mértékbe változik.
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A második deriváltra is szükségünk lesz, jelöljük a koe�cienseit ωi-vel. Most a következ®

egyenletet kell az együtthatóknak teljesítenie:∑
i

ωif(x0 + hi) = f(ω0 + ω1 + ω2 + ω3 + ω4) + f ′(ω1h1 + ω2h2 + ω3h3 + ω4h4) +

1

2
f ′′(ω1h

2
1 + ω2h

2
2 + ω3h

2
3 + ω4h

2
4) + · · · = f ′′ · (∆x)2 + σ(h5i ) + · · ·

(37)

Ez mátrixos alakban felírva:

1 1 1 1 1

0 h1 h2 h3 h4

0 h21 h22 h23 h24

0 h31 h32 h33 h34

0 h41 h42 h43 h44





ω0

ω1

ω2

ω3

ω4


=



0

0

2(∆x)2

0

0


(38)

A 2-es szorzó (∆x)2 el®tt a Taylor-sorfejtésben szerepl® 1
2!
-os tag következménye.

Az így kiszámolt együtthatókat ismét összehasonlítottuk az ekvidisztáns haladó di�e-

rencia együtthatóival:

6. táblázat. Összehasonlító táblázat a haladó di�erencia koe�cienseir®l ekvidisztáns és az

általunk használt nem ekvidisztáns esetben
Ekvidisztáns felosztás Saját felosztás

ω0 2.9166 2.9438

ω1 -8.6666 -8.6935

ω2 9.5000 9.4556

ω3 -4.6666 -4.6009

ω4 0.9166 0.8949

Az eltérés ebben az esetben is csekély, de ezek felhasználásával pontosabb eredményre

számíthatunk. Tehát a két közelít® képlet, amit használni fogunk a deriváltakra:

f ′(x0) ≈

4∑
i=0

cif(x0 + hi)

∆x
(39)

f ′′(x0) ≈

4∑
i=0

ωif(x0 + hi)

(∆x)2
(40)
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4.3. Eredmények

Az el®bb ismertetett számolásokat Matlab szkript segítségével végeztük el. A h®tágulási

együtthatót nem csak egy h®mérséklet értékre számoltuk ki, hanem 10 K-t®l 500 K-ig

10000 ekivdisztánsan mintavételezett pontban. Ezáltal a h®tágulási együttható h®mérsék-

letfüggését is meg tudtuk jeleníteni az alább található gra�konokon. Ezen kívül közöljük az

egyes módusokra számolt Grüneisen-paraméter értékeket 3 különböz® rendezési elv alap-

ján: el®ször a módusszám szerint, majd az IPR értékek, s a teljeség kedvéért az LID értékek

szerint. A (26) képletb®l látszik, hogy a Grüneisen paraméter végül is egy súlyfaktor, ami az

egyes módusok járulékának nagyságát szabályozza a h®tágulási együtthatóból. Így egy na-

gyobb Grüneisen paraméterrel rendelkez® módus nagyobb járulékot jelent, vagyis nagyobb

h®tágulásért felel®s. A mi számunkra az a kérdés, hogy vajon van-e egyértelm¶ korreláció

a rezgés lokalizáltsága és a Grüneisen-paraméter értéke között.

Az kapott gra�konok:
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Az egyes rezgési módusok Grüneisen paramétere a módusszám függvényében
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18. ábra. A módusszám függvényében meg�gyelhet® némi korreláció: a nagy módusszámú

módusok kisebb Grüneisen paraméter értékkel rendelkeznek. Mivel a VASP csökken® ene-

riaértékek szerint rendeli hozzá a módusszámot a rezgési állapotokhoz, így ez azt jelenti,

hogy a kis energiájú rezgési módusoknak kicsi a Grüneisen paraméter értéke.
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Növekvõ LID szerint sorbarendezve

19. ábra. Ezen a gra�konon szinte semmilyen korreláció nem �gyelhet® meg, ami alátá-

masztja, hogy az LID nem jó jellemz®je a rezgések lokalizáltságának.
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Az egyes rezgési módusok Grüneisen paramétere az IPR függvényében
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Növekvõ IPR szerint sorbarendezve

20. ábra. A gra�konon meg�gyelhet® a korreláció az IPR és a Grüneisen paraméter között.

Nagy átlagban tehát az �gyelhet® meg, hogy az IPR és a Grüneisen paraméter között

van összefüggés, míg az LID és a Grüneisen paraméter között nincsen.
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A (29) felhasználásával a kapott h®tágulási együttható - h®mérséklet gra�kon:
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Kísérleti térfogati rugalmassági modulussal kapott eredmény
Számított térfogati rugalmassági modulussal kapott eredmény

21. ábra. A h®tágulási együttható h®mérsékletfüggése a Grüneisen-módszernél. A számolást

kétféleképpen is elvégeztük: egyszer egy kísérleti adatot használtunk fel a rugalmassági

modulusra (κ = 4.42 ·1011 Pa, [13]), másodszor pedig közvetlenül számoltuk numerikus

deriválással, (30) segítségével. Ez utóbbi esetben κ = 7.19 ·1011 Pa adódott.

Az így kapott h®tágulási együtthatót a következ® lépésként össze kellene hasonlítani

a tömbi gyémántra lefuttatott számítások eredményeib®l számolható h®tágulási együttha-

tóval. A κ rugalmassági modulusra kapott hasonló értékek mindenesetre biztatóak. Ezen

szimuláció tervbe van véve a közeljöv®ben.

5. Összegzés

A dolgozatban az NV−-centrum rezgési tulajdonságait vizsgáltuk, és sikeresen meghatá-

roztuk a ponthiba lokalizált rezgéseit. Különböz® módszerekkel megnéztük, milyen súllyal

vesznek részt a lokalizált, illetve nem lokalizált rezgések a h®tágulás jellegének kialakítá-

sában. Az individuális rezgési módusok vizsgálata azt a feltételezést támasztja alá, hogy

a lokalizált módusok nagyobb átlagos atomtávolságot eredményeznek, és emiatt a hiba és

környezete jobban fog tágulni, mint a tiszta gyémánt. Az eredményeinket publikáltuk a

37



New Journal of Physicsben 2011-ben, amire azóta több független hivatkozás is érkezett. A

vizsgálataink eredményeként közelebb kerültünk ahhoz, hogy a nulltér-felhasadási állandó

állandó h®mérsékletfüggésének mikroszkopikus okait megértsük, ami az ultraszenzitív mag-

netometriai alkalmazás szempontjából kiemelt fontosságú.

A témakörben tervezett további kutatási irányok: Az atomok közötti átlagos távolságok

korrekt statisztikus �zikai átlagát molekuladinamikai szimulációval meg lehet kapni, egy

ilyen szimuláció eredményével tervezzük összevetni az eddigi eredményeinket. Célunk még

szimulációk segítségével közvetlenül számolni a hibában kialakuló elektron-fonon kölcsön-

hatás nagyságát, amib®l következtethetünk azokra a mikroszkopikus jelenségekre, amik a

centrum abszorpció spektrumának jellegét kialakítják. A legels® lépés azonban természe-

tesen a Grüneisen-paraméteres analízis végrehajtása egy tömbi gyémánt klaszteren, és a

kapott adatok összevetése az NV-centrumra kapott adatokkal.

6. Köszönetnyilvánítás

Köszönöm témavezet®mnek, dr. Gali Ádámnak a sok segítséget, amit e dolgozat megírása

közben nyújtott.

Köszönettel tartozom még Aradi Bálintnak a vibgen script megírásáért, ami nagyban meg-

könnyítette a munkámat az adatok feldolgozásában.
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A. Az NV−-centrum modellezéséhez használt módsze-

rek

A.1. A szupercella-módszer

A hibát tartalmazó kristályok szimulációját mindig kénytelen vagyunk valamilyen véges

térrészre szorítani, mivel számítógéppel nem tudunk végtelen sok atomot �gyelembe venni

a szimulációhoz. Egy ponthiba egy tökéletes kristályrácsban azért tud különleges e�ektu-

sokat produkálni, mivel más jelleg¶, lokalizált elektron-hullámfüggvények tartoznak hozzá,

mint a tökéletes rácshoz. Egy transzlációs szimmetriával rendelkez® hibátlan kristályban

az elektronállapotok (a Bloch-elektronok) kiterjedtek: az impulzusunk jól meghatározott,

de a helyzetük gyakorlatilag ismeretlen. Ponthiba esetén azt várjuk, hogy a hozzá tartozó

e�ektusok, pl.: potenciáljárulék, elektronállapotok lokalizáltak, azaz bizonyos távolság után

elhanyagolható a járulékuk a tökéletes kristályhoz képest. Ha egy ponthibával rendelkez®

kristályból �kivágunk� egy akkora darabot, aminek a határán a hiba hatása már elhanya-

golható, akkor klaszterr®l beszélünk. Ezekkel a véges klaszterekkel már meg lehet próbálni

modellezni a hiba hatását a kristályra.

A klaszteres szimulációnak két alapvet®en különböz® válfaja létezik:

• Beágyazásos modell : Ennek a lényege, hogy a klaszter határán valami olyan ha-

tárfeltételt választunk, ami jó modellezi a tökéletes kristályos hátteret. Egyik legegy-

szer¶bb alfaja a molekuláris klaszter modell (MCM). Ebben a modellben a klaszter

pereméhez tartozó atomok lógó kötésit H-atomokkal kötjük le, és a tapasztalatok

szerint ez sok esetben hasonlóan jó közelítést tud adni az elektronszerkezetre, mint

például a bonyolult módon konstruált pszeudopotenciálok módszere. Az alapvet®

probléma vele, hogy a kiterjedt elektronállapotokat nem adja vissza pontosan.

• Szupercella modell (SCM): Ez a mi általunk is használt modell kihasználja a

periodikus határfeltétellel járó el®nyöket. Ebben a modellben a klaszter egy végtelen

rács elemi cellája, tehát gyakorlatilag az történik, hogy a klaszterünkre egy periodikus

határfeltételt alkalmaztunk. Ebben a leírásban az elemi cella rácsvektorai a klaszter 3

térbeli méretét megadó rácsvektorok lesznek, és az atomok koordinátáit a klaszteren

belül is ezekkel a rácsvektorokkal fejezzük ki. Így tehát a szupercella modellben az

elemi cella a klaszter, a rácsvektorok a klaszter éleihez húzott vektorok (téglalap
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alakú klaszter esetén) és a bázis a klaszterben található összes atom. A probléma

ezzel a módszerrel éppen fordított, mint a MCM-el: a kiterjedt állapotokat jól írja,

le, de a ciklikus határfeltétel miatt megjelenhet egy mesterséges önkölcsönhatás, ami a

szomszédos �tükrözött� ponthibák között lép fel. A szupercella méretének növelésével

ez a hatás csökkenthet®.

A diplomamunkám els® lépéseként az NV−-centrumot kellett modelleznünk a szimuláció

érdekében. A választás 64 atomos szupercellával való modellezésre esett, és a számításokat

a Vienna Ab-inito Simulation Package (VASP) nev¶ programmal végeztük ún. DFT-LDA

módszerrel, ugyanis több korábbi cikk tanúsága szerint az ilyen szimulációk kiváló pontos-

sággal adták vissza például a kísérletileg mért fonon állapotokat [14, 6].

A.2. Az alkalmazott ab inito számítási módszer

A.2.1. DFT-LDA

A VASP egy sokoldalú programcsomag, ami alapvet®en s¶r¶ségfunkcionál-elméleten (DFT)

alapuló számítások elvégzésére készült, de lehet vele Hartree-Fock típusú, illetve molekula-

dinamikai feladatokat is végeztetni. Az alábbiakban a számításokhoz használt DFT-LDA

módszer áttekintését adjuk meg:

A szilárdtest�zikai számításokban általában azzal a problémával állunk szemben, hogy

adott egy ismert Hamilton-operátorral rendelkez® rendszer, és mi ennek a rendszernek a

jellemz® mérhet® mennyiségeit szeretnénk meghatározni, például a teljesenergiát, mágne-

sezettséget, stb. Ezek kiszámítása mindig valamilyen várható érték kiszámítását jelenti,

például

E = 〈Φ|Ĥ|Φ〉 (41)

A várható értékek számolásához szükségünk van a hullámfüggvényre, amihez pedig a

Schrödinger-egyenletet kell megoldani. A módszerek egy része közvetlenül a hullámfügg-

vény meghatározására törekszik, természetesen közelítések mellett, mert a számítástechnika

gyors fejl®dés ellenére makroszkópikus rendszerek közelítések nélküli szimulációja nem le-

hetséges a hatalmas er®forrásigény miatt. Ilyen módszer például a Hartree-Fock módszer,

ahol a hullámfüggvényt egy Slater-determinánssal közelítjük, amivel a probléma már nu-

merikusan kezelhet®vé válik.

Egy N elektronból álló rendszerre az elektrons¶r¶ség az N-elektronrendszer s¶r¶ségope-

rátorának várható értéke:
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n(r) = 〈Ψ|N̂(r)|Ψ〉 =

∫
Ψ(r1, . . . , rN)N̂(r)Ψ(r1, . . . , rN)dr1 . . . drN =

N |Ψ(r, . . . , r)|2,
(42)

ahol a s¶r¶ségoperátor koordináta reprezentációban:

N̂(r) =
N∑
i=1

δ(r− ri), (43)

A s¶r¶ségfunkcionál-elmélet legfontosabb megállapítása a Hohenberg-Kohn [15] té-

telen alapszik, aminek az egyik megfogalmazása:

Az alapállapoti hullámfüggvény (Ψ0) az alapállapoti elektrons¶r¶ség (n0) egyértelm¶

funkcionálja.

Ψ0(r1, r2, . . . , rn) = Ψ[n0(r)]

A tétel eredeti, nemdegenerált alapállapotokra vonatkozó bizonyítása azon alapszik,

hogy tetsz®leges Ψ hullámfüggvényre E = 〈Ψ|H|Ψ〉 ≥ 〈Ψ0|H|Ψ0〉 = E0, és ennek következ-

tében a Ψ0 ⇒ n0 hozzárendelés kölcsönösen egyértelm¶, így invertálható. A Hohenberg-

Kohn tétel második megállapítása, amit legtöbbször Variációs f®tételként hívnak, így

szól:

Egy adott V (r) küls® potenciálra az

EV [n(r)] = 〈Ψ|T̂ + Ŵ + V̂ |Ψ〉 =

∫
V (r)n(r)dτ + F [n(r)] (44)

funkcionál akkor és csak akkor veszi fel a minimumát, ha n(r) éppen a rendszer alapálla-

potához tartozó s¶r¶ség, vagyis

EV [n(r)] ≥ EV [n0(r)],

ahol

F [n(r)] = 〈Ψ|T̂ + Ŵ |Ψ〉

az ún. univerzális funkcionál, hiszen ez adott kölcsönhatás esetén minden rendszerre ugyan

az. Ez azt is jelenti, hogy a rendszer alapállapotban mérhet® összes tulajdonsága az elekt-

rons¶r¶ség funkcionálja, tehát az alapállapoti s¶r¶séggel az (alapállapotban lév®) rendszert
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teljes mértékig le lehet írni! Mivel az elektrons¶r¶ség csak 3 változótól függ, ez egy nagy

könnyítést jelent a 3N változós hullámfüggvény ismeretéhez képest. A tétel eredetileg csak

nemdegenerált alapállapotú rendszerekre volt bizonyítva, de azóta bebizonyították, hogy

degenerált alapállapotú rendszerekre is igaz.

A Hohenberg-Kohn tétel nem ad iránymutatást arra vonatkozóan, hogyan lehet fel-

írni az el®bbi funkcionálokat. Például

T [n] = 〈Ψ[n]|T̂ |Ψ[n]〉

nem írható fel olyan formában, hogy n(r) benne explicit vagy implicit módon megjelenjen,

hanem máshogy kell megközelítenünk a problémát. Kohn és Sham [16] a következ® módszert

javasolta. Bontsuk fel T [n]-t a következ®képpen:

T [n] = Te[n] + Tc[n],

ahol Te[n] jelentse a nemkölcsönható elektrongáz kinetikus energia operátorát, Tc[n] pedig

jelentse de�níció szerint a T [n] és Te[n] közötti különbséget, ami a korrelációból adódó járu-

lékot tartalmazza, vagyis azt, hogy a valódi hullámfüggvény nem feltétlenül szorzat alakú.

Ekkor már Te[n] felírható explicit módon egyrészecske hullámfüggvények segítségével:

Te[n] =
N∑
i

〈φi[n]| p̂
2
i

2m
|φi[n]〉

Ugyanezt megtehetjük Ŵ -vel is:

W [n] = WH [n] +Wx[n],

ahol WH [n] a Hartree-energia:

WH [n] =
1

2

∫
n(r)n(r′)

|r− r′|
d3r

′
d3r

ésWx[n] ismét de�níció szerintW [n] ésWH [n] közötti különbséget jelöli, és a kicserél®déssel

kapcsolatos e�ektusokat tartalmazza. Ezek felhasználásával kapjuk, hogy:

E[n] = Te[n] +WH [n] + V [n] + Tc[n] +Wx[n] = Te[n] +WH [n] + V [n] + Exc[n], (45)

ahol Exc[n] = Tc[n] + Wx[n] az ún. kicserél®dési-korrelációs funkcionál. Ennek az egzakt

alakja nem ismert, és a gyakorlatban használ DFT számítási módok általában abban kü-

lönböznek, hogy hogyan közelítik ezt a funkcionált.
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Részletesen kíirva:

EV [n(r)] = Te[n(r)] +

∫
V (r)n(r)dτ +

1

2

∫
n(r)n(r′)

|r− r′|
dτ
′
dτ +

∫
Vxc(r)n(r)dτ, (46)

ahol az utolsó tagban Vxc az ún. kicserél®dési-korrelációs potenciál. Ebb®l az alakból látszik,

hogy ez nem más, mint egy nemkölcsönható elektrongáz energia funkcionálja a következ®

e�ektív potenciállal:

Ve(r) = V (r) +

∫
n(r

′
)

|r− r′|
dτ
′
+ Vxc(r) (47)

Ha az ilyen módon felírt E[n] = Te[n]+Ve[n] funkcionálra alkalmazzuk a variációs elvet,

akkor a következ® egyenletekhez jutunk:[
− ~2

2m
∇2 + Ve

]
φi = εiφi (48)

A (48) önkonzisztens egyenletrendszert Kohn-Sham-egyenleteknek hívják. Az így

megoldott e�ektív nemkölcsönható rendszernek az alapállapoti elektrons¶r¶sége megegye-

zik a Coulomb-párkölcsönhatás is tartalmazó, valódi rendszer alapállapoti elektrons¶r¶-

ségével, ha Vxc(r) egzaktul ismert, hiszen ekkor csak más formában írtuk fel az eredeti

egyenletet. Általánosan, kölcsönható rendszerre ez a tag nem adható meg egzaktul, ezért

közelítésekkel kell élnünk. Az egyik, mi általunk használt közelítés az ún. lokális s¶r¶ség kö-

zelítés (Local Density Approximation, LDA). Ebben a közelítésben azt feltételezzük, hogy

hogy a kölcsönható rendszer kicserél®dési-korrelációs energiáját megkaphatjuk a homogén

elektrongáz kicserél®dési-korrelációs energiájának segítségével:

Exc[n(r)] =

∫
n(r) · εxc(r, n(r))dτ ≈

∫
n(r) · εLDAxc (r, n(r))dτ, (49)

εxc(r, n(r)) =
1

2

∫
nxc(r, r

′)

|r− r′|
dr′ (50)

ahol εLDAxc (r, n(r)) jelenti az n(r) s¶r¶ség¶ homogén elektrongáz kicserél®dési-korrelációs

energias¶r¶ségét. Tehát a tér pontjaiban lokálisan más-más s¶r¶ség¶ homogén elektrongáz-

zal közelítjük a rendszerünket a kicserél®dési-korrelációs energia szempontjából. Az LDA

közelítésben a kicserél®dési-korrelációs energia szétesik a kicserél®dési és a korrelációs tagra:
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Exc[n(r)] = Ex[n(r)] + Ec[n(r)] = −3

4

(
3

π

)1/3 ∫
n(r)4/3dr + Ec[n(r)] (51)

A korrelációs energiát megfelel® interpolációs eljárásokkal lehet számolni. A kicserél®dési-

korrelációs potenciált a következ®képpen kaphatjuk meg:

V LDA
xc =

∂(n(r) · εLDAxc (r, n(r)))

∂n(r)
= εLDAxc (r, n(r)) + n(r) · ∂ε

LDA
xc (r, n(r))

∂n(r)
(52)

Kimutatható, hogy ez a közelítés akkor vezet jó közelítésre, ha

• A valódi rendszer s¶r¶sége lassan változik a hely függvényében. Ekkor értelemszer¶en

azért lesz jó a közelítés, mert maga a valódi rendszer jó közelítéssel hasonlít egy

homogén elektrongázra

• A valódi rendszerben nagy elektrons¶r¶ségek fordulnak el®, ekkor ugyanis a kine-

tikus energiából származó tag "elnyomja" a kicserél®dési-korrelációs energiatagból

származó járulékot

V LDA
xc ismeretében a megoldás menete a következ®:

1. Választunk valamilyen kiindulási elektrons¶r¶séget, ami remélhet®leg "közel van"

a megoldáshoz. Ha nagyon különbözik a megoldástól, akkor elképzelhet®, hogy az

iteráció nem fog konvergálni.

2. A nemkölcsönható rendszerre felírjuk a

Ĥeφi = (T̂e + V̂e)φi = εiφi (53)

Schrödinger-egyenletet, ahol (47) kiszámításához felhasználjuk V LDA
xc -t és a feltétele-

zett elektrons¶r¶séget.

3. Az egyrészecske Schrödinger egyenletet megoldva megkapjuk a következ® becslést az

elektrons¶r¶ségre:

n(r) =
N∑
i=1

|Ψ(r)|2, (54)

ahol N az elektronok száma, és a Ψi-k az (53) egyenlet els® N legkisebb energiaérté-

kéhez tartozó sajátfüggvényei.
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4. Megnézzük, hogy az el®z® elektrons¶r¶ségt®l mennyire tér el az így kapott elekt-

rons¶r¶ség. Ha egy bizonyos toleranciahatár alatt van, akkor megállunk, amúgy új

ciklust kezdünk a 2. ponttól.

Az alapállapoti elektrons¶r¶ség ismeretében az alapállapoti energia (44)-be való behe-

lyettesítéssel adódik.

A.2.2. A Projector Augmented Wave (PAW) módszer

Az elektronszerkezeti számítások numerikus elvégzésekor kénytelenek vagyunk az egzakt

megoldás helyett valamilyen véges bázison kifejtett, közelít® megoldást keresnünk. Ah-

hoz, hogy a véges bázison való kifejtés a véges bázis elemszámának növelésével a pontos

megoldáshoz konvergáljon, szükséges, hogy egy teljes rendszert alkotó függvényrendszer

használjunk kifejtési bázisként. Egy kézenfekv® lehet®ség, hogy véges sok síkhullám szu-

perpozíciójával akarjuk leírni a megoldást, vagyis a célunk az, hogy a

Ψ =
∑
i

ciφi

összefüggésb®l a ci együtthatókat meghatározzuk. A technikai probléma a síkhullámbázissal

az, hogy a vegyértékelektronok jellemz®en olyan radiális hullámfüggvénnyel rendelkeznek,

ami az atommag közelében gyorsan oszcillál. A gyors oszcilláció miatt sok síkhullámot kell

használni a pontos közelítéshez, ami a számolási id®t és er®forrásigényt nagyban megnö-

veli. Egy másik probléma nagy rendszámú atomok esetén az elektronok nagy száma, míg

az anyagok legtöbb �zikai tulajdonságát dönt®en a vegyérték elektronok határozzák meg,

így a sok törzselektron explicit számolása sokszor felesleges. Ezen problémák kiküszöbö-

lése érdekében vezették be az ún. pszeudopotenciálokat [17]. A pszeudopotenciálok olyan

e�ektív potenciálokat jelentenek, amik egy levágási sugár felett ugyan azokat a vegyér-

tékállapotokat adják vissza, mint az eredeti potenciál, míg az atommag közelében sokkal

�simábbak� az eredeti hullámfüggvényekhez képest. A pszeudopotenciálok egyben tartal-

mazzák az atommagok és törzselektronok hatását, ezért velük csak a vegyérték elektronokat

kell explicite számolni, az atomtörzshöz tartozó elektronok hullámfüggvényeihez az izolált

atomhoz tartozó hullámfüggvényeket rendeljük. Ez a redukció nagy könnyítést jelenthet

nagy rendszámú atomok esetén.

A pszeudopotenciálok nagy sikerrel alkalmazhatóak sok számítási módszer esetén, azon-

ban bizonyos esetekben elkerülhetetlen, hogy az atomtörzshöz tartozó elektronpályákat
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meghatározzuk, illetve fontos lehet a hullámfüggvény ismerete az atommag közvetlen kö-

zelében. Ezen esetekben a pszeudopotenciálok nem használhatóak, egy másik módszerhez,

a PAW-hoz [18] kell folyamodni.

A PAW mószer alapötlete az, hogy pszeudopotenciálok alkalmazása helyett, amik meg-

változtatják a hullámfüggvények alakját a levágási sugáron belül, olyan lineáris transzfor-

mációkat keresünk, amik a gyorsan oszcilláló hullámfüggvények egy adott levágási sugáron

belül található részét egy �simább� hullámfüggvénybe transzformálják. Ezzel a módszerrel

az összes elektron kezelni tudjuk, a hullámfüggvény atommaghoz közeli részében tárolt

információja nem vész el, azonban kevesebb kifejtési együtthatóra van szükség a pontos

leíráshoz. A PAW módszerben tehát a transzformált, �sima� hullámfüggvényeket számít-

juk ki, ezért ahhoz, hogy velük várható értéket tudjunk számolni, az operátorokat kell

transzformálnunk.

A PAW módszer alapja tehát az a lineáris transzformáció (T̂ ), ami a �sima� hullám-

függvényeket az eredeti hullámfüggvényekbe viszi át:

|Ψn〉 = T̂ |Ψ̃n〉 . (55)

A �sima� hullámfüggvények a következ® Schrödinger-egyenlet megoldásai lesznek:

T̂ +ĤT̂ |Ψ̃n〉 = εiT̂ +T̂ |Ψ̃n〉 . (56)

Az adjungált operátorral való beszorzás biztosítja, hogy a baloldalon kapott új Hamilton

operátor is önadjungált lesz.

A lineáris transzformációtól csak azt várjuk el, hogy az egyes atommagok közelében

transzformálja át a hullámfüggvényeket, ugyanis az atommagoktól megfelel® távolságban a

hullámfüggvények amúgy is simák. Indexeljük valamilyen szisztéma szerint a vizsgált rend-

szerünkben található atommagokat: nevezzük ezt az indexet a-nak (a = 1..N). Rajzoljunk

képzeletben minden egyes atommag köré diszjunkt, ún. augmentációs gömböket, legyen

ezek sugara egységesen rc. Azt szeretnénk, hogy a T̂ transzformáció csak a gömbökön

belül transzformálja át a hullámfüggvényeket. Ezt úgy fogalmazhatjuk meg, hogy

T̂ = 1̂ +
∑
a

T̂a , (57)

ahol T̂a egy olyan transzformációt ír le, ami csak az a index¶ atommag rc sugarú környe-

zetében fejti ki a hatását, ezen kívül a Hilbert-tér nullelemébe viszi a hullámfüggvényeket.
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Fejtsük ki most az eredeti hullámfüggvényeket az ún. parciális hullámok szerint az

augmentációs gömbökön belül. Parciális hullámoknak hívjuk függvények bármely olyan

rendszerét, amik teljes rendszert alkotnak az egyes augmentációs gömbökön belül, és mind-

eközben ortogonálisak a törzsállapotokra. Egy természetes választás, hogy az a-ik atom-

hoz (augmentációs gömbhöz) a parciális hullámoknak az a-ik atomhoz tartozó radiális

Schrödinger-egyenlet megoldásait választjuk:

(− ~2

2m
∆ + Va)|φai 〉 = εai |φai 〉, (58)

ahol |φai 〉 az a-ik atommaghoz tartozó i-ik parciális hullám. (55) teljesülése érdekében az

összes parciális hullámra megköveteljük, hogy

|φai 〉 = T̂ |φ̃ai 〉 = (1̂ + T̂ a)|φ̃ai 〉 , (59)

hiszen |φ̃ai 〉 csak az a-ik gömbön belül van megadva, így rá csak az az a-ik transzformációs

operátor tud hatni. Végezzük el a következ® átrendezést:

T̂ a|φ̃ai 〉 = |φai 〉 − |φ̃ai 〉 . (60)

Mivel T̂ a a Hilbert-tér nullelemébe viszi |φ̃ai 〉-t, ha r > rc, így ebb®l következik, hogy ha

r > rc, akkor |φai 〉 = |φ̃ai 〉. Tehát a �sima� parciális hullámokra is igaz, hogy az augmentációs

gömbökön kívül megegyeznek az eredeti parciális hullámokkal.

Mivel a �sima� parciális hullámok teljes rendszert alkotnak az egyes augmentációs göm-

bökön belül, akkor ezeket használva a �sima� hullámfüggvények kifejthet®ek:

|Ψ̃n〉 =
∑
i

P a
ni|φ̃ai 〉, ha r < rc , (61)

ahol P a
ni valamilyen kifejtési együtthatók. Mivel T̂ lineáris, ezért hattatva (61)-re kap-

juk, hogy az eredeti hullámfüggvényeket is ugyan ezen együtthatók szerint lehet kifejteni

parciális hullámokkal:

|Ψn〉 =
∑
i

P a
ni|φai 〉, ha r < rc , (62)

Mivel T̂ lineáris, ezért az együtthatóknak |Ψ̃n〉 lineáris funkcionáljai kell, hogy legyenek:

P a
ni = 〈p̃ani|Ψ̃n〉, (63)

ahol |p̃ani〉 valamilyen projektor függvény. Ezt visszaírva 61-be kapjuk, hogy

|Ψ̃n〉 =
∑
i

〈p̃ani|Ψ̃n〉|φ̃ai 〉 =
∑
i

|φ̃ai 〉〈p̃ani|Ψ̃n〉 , ha r < rc (64)
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Az egyenlet két oldala csak akkor teljesülhet, ha teljesül az alábbi teljességi reláció:∑
i

|φ̃ai 〉〈p̃ani| = 1̂ , ha r < rc (65)

Szintén (64)-ból következik az alábbi ortogonalitási reláció, |Ψ̃n〉 = |φ̃aj 〉 helyettesítéssel:

〈p̃ani|φ̃aj 〉 = δij , ha r < rc (66)

A projektor függvényekre csak azt a megkötést kaptuk, hogy a (65) teljességi relációt kell

teljesíteniük. Blöchl [18] megmutatta, hogy az ilyen tulajdonságú projektor függvények

legáltalánosabb alakja a következ®:

|p̃ani〉 =
∑
j

({〈fak |φ̃al 〉})−1ij 〈faj |, (67)

ahol az fj-k egy tetsz®leges, lineárisan független függvényhalmaz elemei.

A (65) teljességi reláció segítségével kifejezhetjük a T̂ lineáris operátort, ugyanis:

T̂ a =
∑
i

T̂ a|φ̃ai 〉〈p̃ani| =
∑
i

(|φai 〉 − |φ̃ai 〉)〈p̃ani|, (68)

ahol az els® egyenl®ség azért lehet igaz, mert az augmentációs gömbön belül (65) miatt

egy egységoperátorral szoroztunk be. Az augmentációs gömbön kívül (65) nem feltétlenül

marad igaz, azonban ott T̂ a a Hilbert-tér nullelemébe viszi a tér tetsz®leges elemét, így

itt emiatt lesz igaz az egyenl®tség. A második egyenl®séget (60) felhasználásával kapjuk.

Tehát végeredményben:

T̂ = 1 +
∑
a

∑
i

(|φai 〉 − |φ̃ai 〉)〈p̃ani|, (69)

illetve

Ψn = T̂ Ψ̃n = Ψ̃n +
∑
a

∑
i

(φai − φ̃ai )〈p̃ani|Ψn〉 = Ψ̃n +
∑
a

(Ψa − Ψ̃a), (70)

ahol bevezettük a következ® jelöléseket:

Ψa =
∑
i

|φai 〉〈p̃ani|Ψn〉 (71)

Ψ̃a =
∑
i

|φ̃ai 〉〈p̃ani|Ψn〉 (72)
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A (65) teljességi reláció miatt Ψa és Ψ̃a az a-ik augmentációs gömbön belül megegyezik

Ψ-vel. A kett® között különbség csak a kifejtéshez használ függvényrendszerben van.

Ha tehát kiválasztunk egy |φai 〉 teljes függvényrendszert, és hozzá egy másik lineárisan

független függvényrendszert, amib®l (67) segítségével létrehozzuk a projektor függvénye-

ket, akkor ezzel el®állítottuk a keresett lineáris transzformációt. Ezen függvényrendszerek

kiválasztásából adódó szabadságot használjuk fel arra, hogy olyan T̂ transzformációt al-

kossunk, ami jól reprezentálható �sima� hullámfüggvényeket eredményez. A módszer sikere

abban rejlik, hogy ez a megfelel® választás el®re kiszámolható a periódusos rendszer összes

elemére.

A PAW-módszer egyik legfontosabb el®nye a többi módszerhez képest, hogy az elektron-

hullámfüggvények a maghoz közeli tartományban úgy vannak �kisimítva�, hogy az informá-

ció nem veszik el, mint a pszeudopotenciálok esetén. Ha ugyanis egy tetsz®leges Â operátor

várható értékére vagyunk kíváncsiak egy |ψn〉 állapotban, akkor

〈Â〉 = 〈Ψn|Â|Ψn〉 = 〈Ψ̃n|T̂ +ÂT̂ |Ψ̃n〉 = 〈Ψ̃n|Ã|Ψ̃n〉, (73)

ahol Ã = T̂ +ÂT̂ . Egy általános A operátor transzformáltja így:

Ã =

(
1 +

∑
a,i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(
1 +

∑
a′,i′

(|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉)〈p̃a
′

i′ |

)
. (74)

Ebben a kifejezésben az összes indexet és kvantumszámot beleolvasztottuk i-be az átlát-

hatóság kedvéért, míg a továbbra is az egyes atomokat indexeli. Vegyük észre, hogy T̂ úgy

van megkonstruálva, hogy ha nem vagyunk benne egyik augmentációs gömbbe sem, akkor

a hatása megegyezik az egységoperátoréval. A kifejtésben tehát biztos szerepelni fog Â, ami

azon térrészekb®l ad járulékot, ahol nem található augmentációs gömb! Ezen kívül egyéb

járulékot csak a gömbökön belül kaphatunk. Kifejtve (74)-t kapjuk, hogy

Ã =Â+

(∑
a,i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â+ Â

(∑
a′,i′

(|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉)〈p̃a
′

i′ |

)
+(∑

a,i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
a′,i′

(|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉)〈p̃a
′

i′ |

)
.

(75)

Az utolsó tagból érdemes leválasztani azt az esetet, amikor a = a′:(∑
a,i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
a′,i′

(|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉)〈p̃a
′

i′ |

)
= (76)
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∑
a

[(∑
i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
i′

(|φai′〉 − |φ̃ai′〉)〈p̃ai′|

)]
+

∑
a6=a′

[(∑
i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
i′

(|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉)〈p̃a
′

i′ |

)]
.

Lokális operátorok esetén az utolsó tag nem ad járulékot, mert az augmentációs gömbök

diszjunktsága miatt (〈φai | − 〈φ̃ai |) és (|φa′i′ 〉 − |φ̃a
′

i′ 〉) közül valamelyik nullával lesz egyenl®!

Bontsuk tovább az a = a′ összefüggést:

∑
a

[(∑
i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
i′

(|φai′〉 − |φ̃ai′〉)〈p̃ai′|

)]
= (77)

∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â|φai′〉〈p̃ai′ | −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′| −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φai′〉〈p̃ai′ | +

∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′|+
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′| −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′ | =

Az utolsó két tag mesterségesen lett hozzáadva az egyenlethez, hiszen az el®jeles összegük

0. Hozzuk a kifejezést a következ® alakra:

∑
a

[(∑
i

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)

)
Â

(∑
i′

(|φai′〉 − |φ̃ai′〉)〈p̃ai′|

)]
=∑

a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â|φai′〉〈p̃ai′| −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′ | −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉(〈φai | − 〈φ̃ai |)Â|φai′〉〈p̃ai′|−∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â(|φai′〉 − |φ̃ai′〉)〈p̃ai′ |

(78)

Ha ezt az alakot most visszahelyettesítjük (75)-be, és elvégezzük az összevonást:

Ã =Â+
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â|φai′〉〈p̃ai′ | −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′|+[∑
a,i

|p̃ai 〉
(
〈φai | − 〈φ̃ai |

)]
Â

[∑
a,i′

(1− |φai′〉〈p̃ai′|)

]
+[∑

a,i

(1− |φai 〉〈p̃ai |)

]
Â

[∑
a,i′

(
|φai′〉 − |φ̃ai′〉

)
〈p̃ai′|

]
.

(79)

Ebb®l a kifejezésb®l az utolsó két tag nem ad járulékot, ugyanis
(
〈φai | − 〈φ̃ai |

)
csak akkor

nem 0, ha az a-ik augmentációs gömbön belül vagyunk (hiszen azon kívül de�níció szerint
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meg kell hogy egyezzenek). Az a-ik augmentációs gömbön belül azonban a (65) teljességi

összefüggés miatt az Â túloldalán szerepl® operátor lesz azonosan 0. Tehát végeredményben

a következ®képen néz ki egy lokális operátor a PAW képben:

Ã = Â+
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φai |Â|φai′〉〈p̃ai′ | −
∑
a,i,i′

|p̃ai 〉〈φ̃ai |Â|φ̃ai′〉〈p̃ai′| (80)

Ha a hullámfüggvényekkel akarjuk felírni a várható értékeket, akkor (71) és (72) felhasz-

nálásával kapjuk, hogy:

〈Â〉 = 〈Ψ̃|Â|Ψ̃〉+
∑
a

(
〈Ψa|Â|Ψa〉 − 〈Ψ̃a|Â|Ψ̃a〉

)
(81)

Ezáltal az egyik legfontosabb mennyiség, az elektrons¶r¶ség operátorának várható értéke:

n(r) =
∑
n

fn〈Ψn|r〉〈r|Ψn〉 = ñ(r) + n1(r)− ñ1(r), (82)

ahol

ñ(r) =
∑
n

fn〈Ψ̃n|r〉〈r|Ψ̃n〉, (83)

n1(r) =
∑
n,a,i,i′

fn〈Ψ̃n|p̃ai 〉〈φai |r〉〈r|φai′〉〈p̃ai′|Ψ̃n〉 (84)

ñ1(r) =
∑
n,a,i,i′

fn〈Ψ̃n|p̃ai 〉〈φ̃ai |r〉〈r|φ̃ai′〉〈p̃ai′|Ψ̃n〉 (85)

A (82) egyenlet szemléletesen a következ®t jelenti. Az els® taggal �gyelembe vesszük a

�sima� hullámfüggvények járulékát a várható értékben. Ezek az augmentációs gömbökön

kívül megegyeznek a valódi hullámfüggvényekkel, így hibát ekkor csak az augmentációs

tartományokon belül követtünk el, hisz ott a hullámfüggvényeket mesterségesen simára

transzformáltuk. Ennek érdekében a harmadik tagot levonjuk, ami éppen az augmentációs

gömbökön belül adja meg a �sima� hullámfüggvények járulékát, csak a parciális hullámok

bázisán van kifejtve. Végül a második taggal �gyelembe vesszük a valódi hullámfüggvények

járulékát az augmentációs gömbökön belül. A folyamatot a (22) ábra szemlélteti [19]:
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22. ábra. A PAW módszer er®ssége az, hogy két külön rácson tároljuk el az elektronok

teljes hullámfüggvényét: a �sima� hullámfüggvények jól kifejthet®ek síkhullám bázison, míg

az augmentációs gömbök belsejében radiális rácson fejtjük ki a hullámfüggvényt

A.3. Rezgésszámítás harmonikus közelítésben

Egy kristályrács rezgési módusainak meghatározásakor a kristály atomjainak mozgását

akarjuk leírni az atomok és elektronok együttes potenciálterében. A Born-Oppenheimer

közelítésben, ami egy adiabatikus közelítés, a problémát úgy oldjuk meg, hogy az atomok

és az elektronok problémáját szétválasztjuk: feltételezzük, hogy a rendszer teljes hullám-

függvénye felírható szorzat alakban a következ® módon:

Φn(R, r) = Θn(R)Ψn(R, r) (86)

Itt az elektron-hullámfüggvény természetes változói az ri-k, de függeni fog a magok

helyzetét®l is. Azt feltételezzük a közelítés során, hogy a nagy tömeg¶ atomokhoz ké-

pest a könny¶ elektronok nagyon gyorsan mozognak, emiatt minden egyes pillanatban

az adott magkoordinátákkal leírható Hamilton-operátor sajátállapotaiban vannak. Így ha

megoldjuk a Schrödinger-egyenletet rögzített {Ri} atomokra, akkor azt kapjuk, hogy az

elektronrendszer energiája paraméteresen függeni fog, az atomok {Ri} koordinátájától:

ĤeΨn(R, r) = En(R)Ψn(R, r) (87)

Ekkor ha felírjuk a teljes rendszer id®függ® Schrödinger egyenletét (88), és kihasználjuk,

hogy az aktuális Ĥe-nek az aktuális Ψn(R, r) sajátállapota, akkor az id®függ® Schrödinger-

egyenletünk (89):
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i~∂tΦ(R, r) = ĤΦ(R, r) (88)

i~∂tΘ(R) = (Ĥa + Ee(R))Θ(R), (89)

ahol Ĥa az atomok kinetikus és potenciális energiáját tartalmazó operátor, míg Ee(R) az

elektronok sajátenergiája.

Egy numerikus megoldást alkalmazó programmal természetesen nem lehet az analitikus

megoldást megkeresni az általános problémára, a mi számításaink során sem ezt történt.

Számunkra az a tény fontos, hogy az atommagok mozgását bizonyos feltételek mellett az

elektronoktól függetlenül lehet tárgyalni.

A szupercella rezgéseinek meghatározása az alább ismertetett módon történik. Ez az

általános, sok elemi cellát tartalmazó rácshoz képest egy jóval egyszer¶bb, speciális eset. A

rendszert mi most klasszikusan, Hamilton-függvény segítségével írjuk le, mert a sajátfrek-

venciák ugyanannak a dinamikus mátrixnak a sajátértékeib®l számolhatóak, mint amit a

kvantumos leírásból kapnánk.

A mi általunk vizsgált szupercella a korábban elmondottak alapján rendelkezik a szoká-

sos periodikus határfeltétellel. Azonban a jelen esetben az ismétl®dés periódushossza és a

�rendszer� hossza ugyan akkora, hiszen csak egy darab szupercellát vizsgálnunk. Tekintsük

most a szupercella egy tetsz®leges atomjának tetsz®leges koordinátatengellyel párhuzamos

elmozdulását. A Born-Kármán periodikus határfeltétel miatt a következ® szupercellában

lév® azonos atom azonos irányú elmozdulása meg kell hogy egyezzen az eredeti atoméval.

Emiatt ha Fourier-sorba fejtjük az elmozdulást, akkor a következ® lehetséges hullámszámok

jöhetnek szóba:

eiqR = 1→ q = n · 2π

R
, n ∈ N (90)

Azonban ezek a hullámszámok ekvivalensek, mivel most a rendszer hossza megegyezik a

rácsállandóval. Emiatt egyetlen független hullámszám a megengedett az egész k-térben!

Legyen a szupercellánkban N db bázisatom, és jelöljük az α-ik atom egyensúlyi hely-

zett®l mért elmozdulásvektorának i-ik komponensét Uαi-vel. Harmonikus közelítésben a

potenciális energiát sorba fejtjük az összes atom elmozdulásvektora szerint:

Φ = Φ0 +
1

2

∑
α,α′,i,i′

Uα′i′
∂2Φ

∂rα′i′∂rαi
Uαi = Φ0 +

1

2

∑
α,α′,i,i′

Uα′i′Φα′i′αiUαi (91)
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Az els®rend¶ tag elt¶nik, mert a sorfejtést az egyensúlyi helyzet körül végeztük, a nul-

ladrend¶ tag pedig elhagyható a rezgésszámítás szempontjából. Az elmozdulásvektorokból

készíthetünk egy 3N komponens¶ U vektort, ekkor már index nélkül írhatjuk fel az el®bbi

képletet:

Φ =
1

2
UTΦU, (92)

ahol Φ a potenciális energia második parciális deriváltjaiból képzett mátrix. Az el®állí-

tásának módja miatt természetesen egy szimmetrikus, 3N×3N-es mátrix, és mivel egy

minimumhelyhez tartozó sorfejtésb®l kaptuk, így pozitív de�nit, vagyis a sajátértékei po-

zitívak.

Ezt az eredményt felhasználva a rendszer Hamilton-függvénye:

H =
∑
α

P2
α

2Mα

+
1

2
UTΦU, (93)

Használjuk fel a kanonikus egyenleteket:

U̇αi =
∂H

∂Pαi
=
Pαi
Mα

(94)

Ṗαi = − ∂H

∂Uαi
= −1

2

∑
α′,i′

Φαiα′i′Uα′i′ , (95)

Ha P az összes atom 3 koordinátatengely irányába mutató impulzusából képzett 3N di-

menziós vektor, és M az atomok tömegéb®l képzett 3N×3N dimenziós diagonális mátrix,

akkor az el®z® egyenlet vektoros alakban:

M Ü = −Φ U, (96)

Elkészíthetjük a rezgéshez tartozó normálkoordinátákat Fourier-transzformáció segítségé-

vel:

Uαi =
1

2π
√
Mα

∫
dω uαi e

−iωt (97)

Az általános esetben ebben a képletben egy rácsvektorok szerinti összeg is megjelenne,

azonban mivel csak egyetlen rácsvektorunk van, ezért ezt már nem is jelöljük. Ha ezt

behelyettesítjük (96)-be, akkor a következ® alakot kapjuk:
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ω2u = D u, (98)

ahol az ún. dinamikus mátrix alakja:

Dα′i′αi =
1√

Mα′Mα

Φα′i′αi (99)

Látható, hogy (98) sajátérték-egyenletb®l 3N darab pozitív valós sajátértéket, és így frek-

venciát fogunk kapni. Mivel csak egy darab q érték megengedett, így a frekvenciákhoz

nem tartozik diszperziós reláció. D szimmetrikus voltának köszönhet®en létezik 3N da-

rab ortonormált sajátvektor, jelöljük ezeket eλ-val. Ezen sajátvektorokat ha inverz Fourier

transzformáljuk ω szerint, egy olyan bázist kapunk a 3N dimenziós vektorok terében, ami

szerint az eredeti U vektor kifejthet®. A kifejtési együtthatók lesznek az úgynevezett nor-

málkoordináták:

Uαi(t) =
1

2π
√
Mα

∑
λ

∫
dω eλαi Q

λ e−iωt =
1√
Mα

∑
λ

eλαi Q
λ(t), (100)

ahol eλ a D dinamikus mátrix egyre normált sajátvektora. Ha kihasználjuk, hogy U ilyen

alakban írható fel, akkor a Hamilton-függvény a következ® alakúra módosul (a jelölésben

áttértünk az alsó indexelésre):

H(Pλ, Qλ) =
1

2

∑
λ

(
|Pλ|2 + ω2

λ|Qλ|2
)

(101)

Innen már látszik, hogy a transzformációnak köszönhet®en a Hamilton-függvény szétesett

3N darab harmonikus oszcillátorra, amik egy jól meghatározott sajátfrekvenciával rezeg-

nek. A kvantummechanikai tárgyalás során az így megjelent független kvázirészecskéket

fononoknak nevezik. Mivel a harmonikus oszcillátor gerjesztett állapotainak száma végte-

len, így egy adott frekvenciájú fononból is végtelen sokat lehet gerjeszteni, így nem meglep®,

hogy a fononok bozonok, vagyis a Bose-Einstein statisztának tesznek eleget.

A VASP program a D dinamikus mátrixot számítja ki 3 pontos központi di�erencia

segítségével. A bemenetben megadott értékkel kitéríti az atomokat a koordinátatengelyek

irányaiban, majd numerikus deriválás segítségével kiszámolja az atomokra ható er®t a telje-

senergiából. Az er®kb®l kiszámolja az energia második deriváltjainak a közelít® értékét a 3

pontos központi di�erencia segítségével, végül megoldjaD-re a a (98) sajátérték-egyenletet.

Az így kapott frekvenciákkal számoltam a továbbiak során.
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