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1. Bevezetés

A grafok kovezési kérdései egy kifejezetten fiatal témakor a grafelméleten beliil. 1989-ben Paul
Lemke €és Dan Kleitman [1] egy csoportelméleti zEér6-6sszeg problémat vizsgaltak. Cikkiikben defini-
altak egy algebrai fogalmat. Ezt a fogalmat még ugyanebben az évben Fan Chung [2] fogalmazta at a
grafelmélet nyelvére. Igy keletkezett a kovezési 1épés! illetve a kovezési szam?. InnentSl kezdve a te-
riilet rohamos fejlédésnek indult a kombinatorikusoknak kdszonhetden. Egyre tobb kérdés mertilt fel
a kovezési miivelettel kapcsolatban: optimalis kovezési szdm?, fedd kovezési szam?, optimdlis fedd
kovezési szam, €s a sort még sokdig lehetne folytatni.

Adott egy egyszer( irdnyitatlan grafunk, aminek a csucsaira koveket helyeziink. Egy csicsra ke-
riilhet tobb k& is, illetve az is lehetséges, hogy valamelyik csicson egy ko sincs. Ez utdn a kovezési
1épés a kovetkezd: Ha egy csicson legaldbb két k& van, akkor arrdl két kovet levesziink és egyet
feltesziink valamelyik szomszédos csucsra. A kovezési feladat egy olyan jatékként foghato fel, hogy
megadnak nekiink egy grifot és rajta koveket, nekiink pedig az a célunk, hogy kovezési 1épésekkel
elére meghatdrozott allapotokba jussunk el. Ezek a kivéant dllapotok sokfélék lehetnek: valamelyik
csucsra keriiljon k6, valamelyik csticsra & darab ko keriiljon, az 6sszes csucsra keriiljon k6, és még
sok mds lehetdség van.

A kovezési 1épés definicidjdbol jol lathatd, hogy ezzel szallitdsi problémadkat lehet modellezni.
Gondoljunk arra, hogy a kdvek tizemanyagot jelképeznek, €s az iizemanyag széllitdsdhoz valamennyi
tizemanyagot el kell haszndlnunk.

Az egyszeriibb grafokra szép lassan meg is hatdroztak a kdvezési szdmaikat, azonban nagyobb
és bonyolultabb grafok esetén csak becslésekkel rendelkeziink. Szdmos nyitott probléma van. Ezek
koziil a leghiresebb Graham-sejtése, hogy barmely két graf direkt szorzatdnak a kovezési szima nem
nagyobb, mint a két graf kovezési szimdnak a szorzata.

A problémakor azért is érdekes mivel a kovezési szambdl képzett eldontési probléma NP-nehéz
és coNP-nehéz is egyszerre[4], mig az optimalis kovezési szam eldontési problémaként NP-teljes[4].
Igy a témakor kutatésa segithet a hires P--NP kérdés eldontésében.

A murvézési 1épést® Christopher Belford és Sieben Nandor definidltdk[3]. Ez lényegében az alta-
lanositasa a kdovezésnek, egy 0j fajta megengedett 1épés hozzavételével. A kdvezési témakor fogalmai
illetve kérdései konnyen atalakithatéak a nekik megfelelé murvazasi verzidra, elég csak kicserélni a
definici6jukban a kovezési 1€pést murvazasi lépésre.

A kovezési és murvazasi szamok kozotti kapcsolat kifejezetten érdekes. Vannak olyan grafok
ahol a ketté megegyezik vagy nagyon kozel van egymashoz, mig mas esetekben jelentSs a kiilonbség
kozottiik. Murvazasi szamok esetén példaul ismeriink ellenpéldat a Graham sejtésre.

Az optimdlis murvazési szdm eldontési verzidja szintén NP-teljes. Igy nem szdmithatunk arra,
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hogy létezik hatékony algoritmus éltaldnos graf esetén. Ezért mindenképpen érdemes olyan graf osz-
talyokat keresni amiknek az optimdlis murvazasi szamardl ki tudunk mondani valamilyen allitast vagy
ennek szdmolésara tudunk hatékony algoritmust adni.

Dolgozatomban elsésorban a létra, az n-prizma és a Mobius-létra grafok optimalis murvazasi sza-
maval foglalkozok. Ezen grafok optimalis kovezési szamat méar korabban meghataroztak[S], viszont
az optimdlis murvazasi szamuk eddig ismeretlen volt. Ezen grafok az ut illetve a kor /(5-vel vett di-
rekt szorzataként allnak el6 a Mobius-1étra kivételével. Utdbbi esetben a grafban 1évd két alapkort
felvagjuk és egymasba kotjiik, igy a Mobius-szallaghoz hasonld strukturat kapva. Dolgozatom so-
ran mindharom graf osztaly optimdlis murvdzdsi szdmara formulat adok. A bizonyitdshoz vezetd ut
sordn kitérét teszek a k-optimdlis murvdzasi szdmra, és a kor 2-optimdlis murvazasi szamat meg is

hatarozom.



1.1.

Alapfogalmak

Definicié: Legyen G egy egyszer(i graf, ekkor § kivek elosztdsa® G-n, ha 6 egy V(G) — N7 fiigg-

vény. A fiiggvény egy v cstcson felvett értékét d(v)-vel jeloljiik, és azt mondjuk, hogy v csdcson §(v)

darab k& van a d elosztés szerint.

18] = > e 0(v) az elosztds koveinek a szdma. Ezt a szdmot nevezziik a § elosztds méretének.
Or =Y ,cp 0(v), ahol H részgréifja G-nek.

Definicié: Legyen G egyszert graf, v és u szomszédos csicsok G-ben, és §(v) > 2 Ekkor a (v — u)

egy kovezési lépés aminek a végrehajtisaval a kovetkezd ¢ elosztast kapjuk: ¢'(v) = d(v) — 2 és

&' (u)

=0(u) +16és ' (w) =0(w) haw # u,v.

Definicio:

1.2.

o egy kovezési lépéssorozat ha o = (ki, ko, ..., k) lista ahol k;-k kovezési 1épések. o végre-
hajtasa sordn a listdban szerepl6 kovezési 1épéseket hajtjuk végre a listdban elfoglalt pozicidjuk

szerinti sorrendben.

o = (li,ls,...,l,,) részsorozata o = (ki,ka,...,k,)-nek ha (ly,ls,...,1,,) részlistdja
(k1, ka, ...kn)-nek. Jele: o' C o

oo’ = (ki ... kny b1y oy b))

Kovezési 1épések egy o sorozata végrehajthatd’, ha a sorozatban 16v4 i. kvezési 1épés az el5z3

1 — 1 1€pés végrehajtasa utdn adodo elosztas esetén egy kdvezési 1épés minden i-re.

A J elosztasra a o végrehajthat6 1épéssorozat alkalmazasa utan kapott elosztést d,-val jeloljuk.
A v cstcs elérhetd® § elosztds alatt, ha 1étezik olyan végrehajthat6 o, hogy 6, (v) > 1.

A v csucs k-elérhetd o elosztas alatt, ha 1étezik olyan végrehajthat6 o, hogy d,(v) > k.

Egy 0 elosztds megoldhaté® G-n, ha G minden csticsa elérhetd § aldl.

A kovezési szamok fajtai

Definicié: Az aldbbi kovezési szamokat kiilonboztetjiik meg:

7(G) a G graf kovezési szdma a legkisebb olyan szdm, amire igaz, hogy minden 7(G) méreti

elosztas megoldhato.
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o T,,(G), a G graf optimdlis kivezési szdma a legkisebb olyan szdm, amire 1étezik 7,,,(G) mé-

retd megoldhaté elosztas GG-n. Ezeket az elosztasokat optimdlisnak nevezziik.

o T.ow(G), a G gréaf fedd kovezési szdma a legkisebb olyan szdm, hogy minden 7., (G) méret
elosztashoz létezik egy végrehajthatd kdvezési 1€péssorozat amivel el tudjuk érni, hogy minden

csucson legyen k&.

1.3. A murvazasi szamok

A murvdzdsi lépés a kovezési 1épés egy altalanositdsa. A kovezési 1épéshez hasonldan ha egy
kovet feltesziink egy csucsra akkor Osszesen kett6t le kell venni annak szomszédjairdl. A kovezési

1épéssel ellentétben most nem koveteljiik meg, hogy ez a két k6 azonos csicson legyen.
Megjegyzés
Minden kovezési 1épés egyben murvazasi 1€pés is.

Definicié: Legyen v egy csucs, x és y pedig v szomszédai. Tegyiik fel, hogy z-en és y-on is van ko
vagy ha x €és y megegyezik, akkor legalabb két k6 van rajta. Ekkor azt a miivelet, hogy egy-egy kovet
levesziink x-r6l és y-rdl ha kiillonbozbek, vagy kettSt ha azonosak és egyet feltesziink v-re murvdzdsi
lépésnek nevezzik, és (z,y — v)-vel jeloljik.

Egy (x,y — v) x # y murvazasi 1épést szigori murvdzdsi lépésnek neveziink.

A kovezési szamok fajtaival analég médon értelmezhetbek a murvdzdsi szdmok fajtai is. Az ed-
dig definidlt fogalmaknak is létezik a murvazasi megfelel6jiik. A murvdzdsra vonatkoz6 fogalmat
konnyen meg tudjuk kapni a kovezési esetben definidltbdl, ha a definicigjdban a kdvezési 1€pést mur-
vazasi 1épésre cseréljiik. A murvazast p-val jeloljiik és utdna jonnek az esetleges opt, cov, opt — cov
indexek amik jelzik, hogy melyik szdmr6l is van szo.

Mivel jelen dolgozat grafok optimdlis murvdzasi szdmdval foglalkozik, ezért innentdl kezdve ha

egy fogalmat hasznalunk akkor azalatt a murvazasi esetben érvényes verziot értjiik.

Definicio: G és H egyszer( grdfok direkt szorzatdn a kovetkezd GLIH grafot értjiik:
e V(GOH)=V(G) x V(H)

o ([91, M), [g2, ho]) € E(GOH) <= g1 = ga, (1, h2) € E(H) vagy (g1, 92) € E(G), h1 = hy

Definicié: A P,[1K, grafot létranak'®, a C,,(0K, grafot pedig n-prizmdnak'' nevezziik.

Az n-prizma felfoghat6 ugy is, hogy a l1étra két végét osszekotjiik ugy, hogy a 1étra két szarabol
egy-egy n hosszu kort hozunk 1étre. Ha az 6sszekotés sordn a két szart egymassal 6sszekotve egy 2n

hosszu kort képziink akkor a Mobius létrdt'? kapjuk.

101adder
"n-prism
2Mébius ladder



1. abra. Létra

2. ébra. n-prizma

3. abra. Mobius-1étra




2. A létra optimalis murvazasi szima

2.1. Elokésziiletek

A bizonyitas soran végtelen leszallast alkalmazunk. Vegyiink a grafon egy ¢ optimdlis elosztast.
Kivalasztunk egy Ps[1K, részgrafot ugy, hogy azon maximalis szdmu k6 legyen a o elosztasra nézve
az ilyen részgrafok kozott. Ezt a részgrafot elhagyom, a keletkezd két részt pedig 0sszekotom, ahogy
a 4. abran lathat6. A fennmaradé graf egy megoldhat6 elosztasat konstrudlom ugy, hogy az eredeti
elosztds koveit otthagyom a megmaradé csicsokon, és az elhagyott P3L1K5 koveit 2 kivételével rate-

szem az Uj graf elhagyott részgraffal szomszédos csucsaira.

A 71 7 74 B A B
A4 T t,':ﬁ A B

4. dbra. A belso rész elhagyédsaval redukaljuk a gréfot.

Ebbdl kovetkezik, hogy:
popt(PnDKZ) Z popt(Pn—SDKQ) +2

Igy a popt (P, 0K )-re alsé korlatot tudok adni a popi (), popt(FP200Ks) €s popt(PsOK) értékek

segitségével.

Definicié: A P,[1K, grafbél R = P3;[K, elhagyasat majd az esetlegesen keletkezd két részgraf
Osszekotését P, 1Ky R-rel redukdldsnak hivjuk. Az igy kapott grafot pedig redukdltnak nevezzik.

Jelolés

A gréf csucsaira val6é konnyebb hivatkozds végett a 4. dbran lathaté médon nevezziik el dket, ahol
a piros szinli P3[JK részgraffal redukédlunk. Ezt a részgrafot innentdl jeloljik R-rel.

A redukalds utdn megmarado csicsokra ugyan azon a néven hivatkozunk mint az eredeti grafban.

Az 4bran fliggblegesen lathaté K5 részgrafokat a tovdbbiakban l1étrafokoknak hivjuk. A 1étrafok
csucsainak a jelolését tigy oldjuk meg, hogy a 1étrafok jelét kiegészitjiik egy alul vagy feliilvonéssal.

A 4. dbran lathaté médon rogzitsiik le a bal és a jobb irdnyokat. Az = cstcstdl y balra helyezkedik

el, ha az dbran y-t tartalmazd létrafok balrabb taldlhat6, mint az z-et tartalmazé.



Definicio:

Az P,[K, graf R-rel val6 redukaltjanak 0" elosztdsa a o redukdlt elosztdsa ha teljesiti a kovetkezSket:
e 0"(v) = 0(v) ha v nem az A vagy B létrafok csticsa.
e 0"(w) > ¢§"(w) haw az A vagy a B 1étrafok cstcsa.

o 0"(A) +0"(A) +0"(B) +6"(B) = 0(A) + 6(4) + 8(B) + 0(B) + g — 2

Definicié: Egy x cstics § elosztdsra vett silydsszegén'® a kovetkezd nem negativ racionalis szamot

o= 3 ( % )d(x,v) o

veV(Q)

értem:

Ahol d(z,v) az x és a v csiics tdvolsaga, azaz a kettSt 9sszekotd legrovidebb élsorozat hossza.
x jobboldali siilyosszegén azt érjik, hogy ha az el6z6 szummdbdl elhagyjuk az x csicstdl balra 1évé

cstcsok jarulékait. Ezt Bwg(x)-szel jeloljik.

Megjegyzés

A suilyosszeg fogalom értelmezhetd minden gréfra, mig a jobboldali stlydsszegre ez egydltalan nem
igaz. Kor esetén példaul nem tudunk bal illetve jobb irdnyokat definidlni. A baloldali siilyosszeget

értelemszertien definidljuk.

Definicio: P,[1K,-ben legyen a kovek elosztasa o €s a graf egyik csticsa v. A v cstcstdl balra 1€vo
csticsokat hagyjuk el a rajtuk 1évé kovekkel egyiitt. Igy egy POK, grafot kapunk rajta egy ¢’ elosz-

tassal. v jobbrdl k-elérhetd, hogy ha v k-elérhetd P[1K; grafban a ¢’ elosztas esetén.

Jelolés

Ha v egy 0 elosztas esetén jobbrdl k-elérhetS, de az mar nem igaz, hogy jobbrdl £ + 1-elérhetd
akkor azt mondjuk, hogy v-re jobbrdl legfeljebb k kovet tudunk juttatni. Ezt Js(v) = k-val jeloljiik.

A baloldali elérhetGség esetén az analég mennyiség jele Bs(v).

2.1.1. Lemma. A P,L1K, grdfok esetében egy elosztds alatt az x csiicsra a tole nem jobbra lévé
csucsokrol murvdzdsi lépésekkel juttathato kovek maximdlis szama megegyezik a baloldali siilyossze-

gének also egészrészével. Képlettel kifejezve:

Bs(x) = [ Bws(x))

Bweight argument



BIZONYITAS: A bizonyitds sordn végig z-t6] nem jobbra 1évS csicsokrdl beszéliink. Az = csucstol
d tavolsagnyira legfeljebb két csics van. A d tdvolsagra 1év6 csicsoknak van egy z-hez kozelebbi
kozos szomszédjuk. Ekkor errdl a két csticsrdl murvazasi lépésekkel mozgassunk annyi kovet x-re
amennyi csak lehetséges. Végezziik ezt el minden csucsra az x-tdl vett tdvolsdgukra nézve csokkend
sorrendben. Az igy kapott elosztasban x-t6l d > 0 tadvolsagnyira 1évd csicsokon legfeljebb egy darab

k& lehet 6sszesen. Tehat a baloldali stlydsszegben az z-re el nem juttathat6 kovek jaruléka legfeljebb:

Ezt levonva a baloldali silydsszegbdl megkapjuk az z-re juttatott kovek szdmat ami egész. Igy az z-re

eljuttathat6 kovek szdma tényleg a baloldali sily6sszeg alsé egészrésze. []

2.1.2. Kovetkezmény. A P,[ 1K, grdf minden v kettd fokii csiicsdra igaz a kovetkezd: Ha moho mo-
don probdlunk minél tobb kovet juttatni v-re 1igy, hogy amig tehetjiik addig murvdzdsi lépéssel koze-
lebb hozzuk v-hez a koveket akkor a lehetd legtobb kovet juttatjuk v-re. Tehdt az ilyen mohd lépésso-

rozatok ugyanannyi kovet juttatnak v-re.

BI1ZONYITAS: A kettd foku csicsok a létra szélein helyezkednek el, igy ezen csicsok elérhetdsége

megegyezik a jobb vagy a baloldali elérhetségiikkel. [

Az egyszeriibb irdsmdd miatt a tovabbiakban, amikor murvazési 1épéssorozatrdl beszEliink, te-
gyiik fel, hogy végrehajthat6. Amennyiben egy murvizdsi lépéssorozat mégsem lenne végrehajthato

akkor azt kiilon kiemeljiik.

Definicio: Legyen o egy kezdeti elosztds. Ekkor egy o murvazési 1épéssorozatot v cstcsra nézve

A-maximdlisnak neveziink ha 6, (v) > 1 és létezik o’ amire teljesiilnek a kovetkezdk:
e o' Co

o 6,/(A) = J5(A) vagy 6, (A) = J5(A)

2.1.3. Lemma. Ha a P,L1K; egy ¢ elosztdsa megoldhato. Akkor az A létrafok tetszdleges megvdlasz-

tdasa esetén a tole balra lévi csiicsokra nézve létezik A-maximdlis murvdzdsi lépéssorozat.

Jelolés

Ha egy murvazasi 1€pés jelolésében valamelyik csics helyett x-ot irunk akkor a * helyére barmi-
lyen megengedett csicsot beirhatunk. Példdul a (v, * — w) jelolheti barmely (v, x — w) murvéazasi
1épést ahol x szomszédja w-nek, v-n és x-en taldlhat egy-egy ko, illetve ha v = z akkor v-n legaldbb

két kb van. Egy murvazasi 1épésen beliil a * tobbszori haszndlata nem feltétleniil jelenti ugyanazon



Ui4+1 U; Vi—1

Wi41 w; Wi—1
5. abra. Elnevezések

csdcs haszndlatat minden eldfordulds esetén. Példdul (x,* — w) jeldlhet (v,u — w) murvazasi
1épést ahol v # wu.

Egy murvazasi 1épés érinti a v csucsot, hogy ha (v, x — *)-gal vagy (*, * — v)-vel jel6lhetd.

BIZONYITAS:

Indirekt tegyiik fel, hogy az allitads nem igaz. Az 5. dbrdn lathat6 elnevezéseket hasznaljuk. Legyen
0 a kezdeti elosztasunk, v; pedig az A létrafokhoz legkozelebb 1évS cstics amire nézve nem 1étezik
A-maximélis 1épéssorozat. Mivel ez a legkozelebbi ilyen tulajdonsagu csucs ezért v;_;-re nézve van
egy ot és w;_;-re egy o™t A-maximadlis 1épéssorozat.

Nyilvanvaléan Bs(v;) = 0 és Bs(w;) < 1, hiszen a nagyobb bal elérhetdség pont azt jelenti,
hogy v; elérhetd a tdle jobbra 1évd csticsokat érint6 1€pések nélkiil is, és egy csak baloldali 1épéseket
tartalmazo 1épéssorozat kiegészithetd A-maximalissa.

Legyen o v;_q-et elér8, o’ pedig w;_i-et eléré murvazasi 1épéssorozat. Belatjuk, hogy a o vagy
a o’ 1épéssorozatot megvalaszthatjuk gy, hogy nem tartalmaz v; ;-t6l balra 1évG csicsokat érintd
murvazasi 1épéseket:

Legyen o* 1€péssorozat olyan amivel elérjiik v;_1-et, tartalmaz v;_;-t6l balra 1évd csicsokat érintd
1épéseket, és ezen 1épések barmelyikének elhagydsa esetén v;_; mar nem elérhetd. Ekkor o* tartal-
mazza a (w;, * — ) murvazasi lépést, mivel B(v;) = 0 ezért csak w;-n keresztiil lehet kovet széllitani
v;—1 felé. B(w;) < 1-b8l és a (w;, * — *) murvazasi 1épés sziikségességébll kovetkezik, hogy v; 4
és w; koziil csak pontosan az egyikre keriilhet k6 minden o** 1épéssorozat végrehajtdsa utdn aminek
a részsorozata o*.

Tegyiik fel, hogy a d,+« elosztdsbdl indulva kdvet juttatunk v;-re. Ezt csak akkor tudjuk megtenni
ha B;,..(vi41) = 1. Viszont ez azt jelenti, hogy v;11-et és w;-t el tudjuk érni egy-egy v;-tSl jobbra
1év{ csicsokat nem érintd murvazasi 1épéseket tartalmazé 1épéssorozattal, amik egymads utdn is vég-
rehajthatéak. Tehdt Bs(v;) > 2(Bs(vis1) + Bs(w;)) > 3 -2 = 1, de Bs(v;) = 0 ami ellentmondds.
Ezt ugy oldjuk fel, hogy o** semmilyen bovitése sem tud kovet juttatni v;-re, tehét o, elosztas aldl
nem érhetd el v;.

v; elérhetd § aldl és a v;-re kovet juttaté o~ 1€péssorozatnak v;-tl jobbra 1évS koveket is fel
kell haszndlnia a B(v;) = 0 feltétel miatt. Ezért 0~ -nek tartalmaznia kell a (v;_1,* — v;) vagy a

(w;_1,* — w;) murvazdsi 1épést. Ha az elGbbit tartalmazza, akkor ez azt jelenti, hogy o~ egy rész-



sorozata v;_1-re kovet juttatott, de ez csak ugy lehetséges, hogy ha nem tartalmazott v;_;-t6l balra
1év{ csuicsot érintd murvazasi 1épést. Ha az utébbi, akkor a w;_; eléréséhez is 1étezik egy ilyen (tdle
balra 1év5 cstcsot érinté murvazasi 1épést nem tartalmazé murvazdsi 1épéssorozat). Igy igazoltuk,
hogy o vagy o’ 1étezik, rdaddsul kiegészithetd egy v;-re kovet juttaté 1épéssorozatta egy o 1épésso-
rozattal. Vegyiik az ilyen 1épéssorozatok koziil azokat, amelyekre a Js,(v;_1) + Js,(w;_1) illetve a
JIsor(Vi—1) + Jsor (w;—1) maximélis.

o és o' a v;_1, w;_q altal alkotott létrafokra végz6d6 P[1K, graf masodfokd csidcsaiba juttat
koveket. gy a2.1.1. lemma kévetkezménye miatt A-maximalis 1épéssorozattal is tudunk v;_;-re annyi
kovet juttatni mint o-val, illetve w;_;-re annyi kovet juttatni mint o’-vel. Ha 6, (w;_1) = 0 vagy
8o (vi_1) = 0, akkor lecseréljiik ket a megfeleld A-maximélis 1épéssorozatra és o*-val kiegészitve A-
maximalis v;-t elérd 1épéssorozatot kapunk, ami ellentmond annak, hogy v; nem elérhetd A-maximalis
1épéssorozattal.

Ha o vagy o’ alkalmazdsa utdn v;_;-re és w;_1-re is keriil k&, akkor az csak ugy lehetséges, hogy
mindkettdre pontosan egy keriil. Kiilonben J(v;) = 1 igy a 2.1.1 lemma kovetkezménye miatt v;
elérhetd lenne A-maximalis Iépéssorozattal.

A fennmarad6 esetnél a w;_1-en 1€vé ko nélkiil is elérjiik v;-t, igy helyettesithetiink egy v;_;-re
kovet juttaté A-maximalissal, hiszen: Ha Bs(v;11) + Bs(w;) > 1, akkor w;_; nélkiil is elérjiik v;-t.
Ha pedig Bs(viy1) + Bs(w;) = 0, akkor ¢ aldl nem elérhetd w;, 1, mivel a Js5o(v;1) + Jso(w;i—1)
és a Jso (vi_1) + Jsor (w;_1) Osszegek maximalitdsa miatt w; 1 és v; csicsok koziil pontosan egyen
lehet k& barmilyen 1épéssorozat alkalmazdsa utdn, igy mivel v;,; nem volt balrél elérhetd, igy nem is
elérhetS. Ez ellentmond a 6 megoldhatésdganak.

Mivel minden lehetséges esetben ellentmonddsra jutottunk, ezért az indirekt feltevésiink hamis
volt. [

2.1.4. Kovetkezmény. A P,[1K, R-rel valo redukdldsa utdn az A létrafoktol balra 1évd csiicsok

elérhetoségéhez elegendd ha teljesiil a kovetkezd két feltétel:

J5(A) < Js (A)

P

A szimmetria miatt a B létrafoktol jobbra lévdkre pedig:
B;(B) < Bs(B)
B;(B) < Bs(B)

Most mar csak, az A és B 1étrafokok csticsainak elérhetGségét kell vizsgalnunk.
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2.2. Szimmetriak kihasznalasa

Az R részgrafnak tobb szimmetridja is van, ezért a kezelendd esetek szamat 1ényegesen le tudjuk
csokkenteni, ha a szimmetria osztilyokbdl csak 1-1 reprezentast vizsgalunk.

Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik a kovetkezdket:
O(1) +0(L) = o(r) + d(r)

5(1) +0(F) > 0(1) + 6(z)

EgyenlGség esetén ha valamelyik oldalt nincs k6 mentes csucs, akkor az legyen a bal oldal. Ez nem
tokéletes reprezentdns elem vdlasztds, mert marad még néhany osztdly, amibdl egynél tobb elemet
vélasztunk igy ki. Mindenesetre igy jelentSsen csokkentjiik az esetek szamat. Igy mar tudjuk azt,

hogy az R részgrafon beliil a kovek jelentGs része a 0([) és a 6(T) csicsokon van.

2.3. Régi-uj elérhetoség

Ahhoz, hogy az 1j elosztas aldl elérjiik barmely A-t6l és B-t6l kiilonb6zd csicsot, a 2.1.3 lemma
kovetkezménye miatt elég ha az A és A cstics jobboldali elérhetdsége valamint az B és B csticsok bal-
oldali elérhetdsége nem csokken. A 2.1.1. lemma miatt ezt a kovetkez6 egyenldtlenségekkel irhatjuk
fel:

| Jws-(A)] — | Jws(A)] >0
[Jwsr(A)] — [Jws(A)] =0
|Bus(B)] - [Bus(B)| 20
| Bws(B)] — [Bws(B)| >0

Nevezziik ezeket az egyenl6tlenségeket eredetinek.
Egészrész fiiggvénnyel nem kényelmes szdmolnunk ezért ezek helyett vezessiik be a mddositott

egyenlotlenségeket amelyeket az egészrész fliggvények elhagyésdval kapunk:

Nyilvanvald, hogy ha a mdédositott egyenlStlenségek teljesiilnek akkor az eredetiek is, hiszen
a—b>0= |a| — |b] > 0.Igy szdmoljunk a médositott egyenltlenségekkel mindaddig, amig azok

teljesiilnek. Mér csak az A és B 1étrafokok csticsainak elérhet6ségérdl kell mondanunk valamit.

2.3.1. Lemma. Ha az R részgrdfon legaldbb négy ké van akkor A és B létrafokok csiicsai a keletkezd

Uj elosztds alatt mindig elérhetdek, ha a modositott egyenlotlenségek teljesiilnek.
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B1ZONYITAS: A-ra bizonyitunk: Ha A balrdl vagy jobbrdl elérhetd akkor kész vagyunk. 9 és 0" elosz-
tds megegyezik az A-t6l balra 1évG csicsokra. Legyen o 1épéssorozat ami teljesiti, hogy d,(A4) = 1
Ekkor ennek vegyiik azt a 0, maximalis részsorozatat, ami csak olyan murvazasi 1épéseket tartalmaz,
amik csak A-t6l balra 1év6 csicsokat érintenek. Legyen o; hasonléan az a maximadlis részsorozata o-
nak ami csak olyan murvazasi lépéseket tartalmaz, amik csak A-t6l jobbra 1évS cstcsokat érintenek.
Ha 8, (w1) = 1 és §,;(1) = 1 akkor mivel az A-tSl baloldalra 1év§ csticsokon az dj és régi elosztds
megegyezik ezért 67, (w;) = 1 és mivel Jws-(A) nem kisebb Jws(A)-ndl, ezért Js-(B) = 11igy A

elérhets. A fennmarad6 d,4,; elosztdsokat a mellékelt 6. dbrdn ldthatoak. Ezekkel csak akkor lehet

1 0 1 1 0 0
1 A 0 0 1 A 0 1
1 0 1 1 0 0

0 A 1 0 0 A 1 1
1 1 1 1 1 0

0 A 0 0 0 A 0 1

6. dbra. Rossz esetek amik nem lehetségesek

probléma, hogy ha a mellettiik 1€v6 00,0’ elosztds keletkezik valamilyen o'-re amely rdaddsul nem
tartalmaz (B, * — ) és (B, * — ) murvdzasi lépéseket, hiszen ekkor A nem lenne elérhets. De ez
nem lehetséges mivel dsszesen legaldbb két kovet helyeztiink az A és B 1étrafokokra, és a (B, * — *)
és (B, * — *) murvazasi 1épések kitiltdsa miatt doy07; elosztdsnak is legaldbb ennyi kvet kellene tar-

talmaznia ezen a két 1étrafokon, ami nem teljesiil. Tehat ezen esetek nem dllhatnak eld, igy A elérhetd.

[



2.3.2. Allitas. Ha az eredeti § elosztdsunk megoldhatd, akkor a redukdlt grdfon értelmezett 8" redu-

kdlt elosztds megoldhato, ha a kovetkezd két eset valamelyike fenndll:

1. A modositott egyenldtlienségek fenndllnak

2. Az eredeti egyenlitlenségek fenndllnak és az A illetve B létrafokra 0" dltal helyezett kovekkel

elérjiik ezen két létrafok bdarmely csiicsdt.

Ez konnyen latszik, hiszen az eredeti illetve modositott egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy A
illetve B 1étrafokok csucsai kivételével minden cstics elérhetd. A fennmarad6 négy cstcs elérhetd-
ségét pedig biztositjak a modositott egyenlStlenségek a 2.3.1 lemma miatt. Ha a modositott egyen-
16tlenségek nem teljesiilnek akkor ugy konstrudljuk ¢"-t, hogy A és B létrafok csucsai elérhetéek
legyenek.

Most pedig a P,[ 1K, graf minden megoldhat6 ¢ elosztasahoz megadunk egy megoldhaté redukalt

2.z

elosztast. Az R-en 1év6 kovek szdmara és elhelyezkedésére nézve végziink esetszétvalasztast.

2.4. Legalabb négy ko talalhat6 az R részgrafon

Py

Ebben az esetben haszndlhatjuk az el6z06 allitdst. Amennyiben az eredeti egyenl6tlenségekkel dol-

gozunk akkor az A és B létrafokok csucsai dltal feszitett négyzetre atlésan helyezziik el a koveket.

Jelolés

sz 2

Mivel a részgraf elhagydsa utdn az A létrafok csicsaihoz a B 1étrafok €s attdl jobbra 1évd csticsok
kozelebb keriilnek, ezért a sulydsszegek kiillonbségeinek szdmoldsakor ezek a csticsok nem negativ
jarulékot adnak. Jeloljiik ezt a jarulékot A-val. Mivel az ezen cstcsokon taldlhaté kovek szamardl
nincs tdl sok informacionk, ezért ezekkel nem fogunk szamolni. Ezt megtehetjiik mivel A > 0.

Sajnos ugyanez nem mondhaté el az eredeti egyenlGtlenségek esetén, amik alsé egészrészeket
tartalmaznak. |a| > |b] és ¢ > d-bdl sajnos nem kovetkezik, hogy |a + ¢| > |b+ d|. Ez még egy
indok arra, hogy inkdbb a médositott egyenlStlenségeket hasznaljuk a késébbiek folyaman.

Amennyiben egy csucson 1évd kovek a redukdlds sordn nem Kkeriilnek tavolabb az elérhetdség
szempontjabol éppen vizsgalt csuicstdl €s nem is vesziink le beldliik, akkor ezek a kovek nem negativ
jarulékot adnak az 6sszegiinkben. Amennyiben a kivant nem-negativitds ezen csucsok jarulékai nélkiil
is fenndll, akkor a szdmolds gyorsitdsa és a konnyebb attekinthetdség érdekében ezen jarulékokat nem

2,00

szdmoljuk ki hanem csak egy ,,nem negativ” taggal jeloljiik.

Tekintsiik végig, hogy mely esetekben hogyan kell elhelyezniink a levett koveket.

24.1. () +6(z) >4

Ekkor az (1) és 0(Z) csticsokon 1évS koveket kettd kivételével tegyiink az A csticsra, a tobbit
pedig a 7. dbra alapjan. Ekkor a fennmaradé kovek az A és B létrafok cstcsaitél nem tavolodtak.

Szamszerisitve:
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-  — “ —
A .: l xT T % B
.- : I e G = : I. .
A v x r: B
“ .'

\_/ \/

7. dbra. K& elhelyezési modszer 1.

Tuse(A) — Jus(A) = (5(A) + 6(0) + 6() — 2+ 3(5(4) + 6(7) + 6(0)

1o— 1
+§(5(B)+15(§) +..)—

N

+ 4(6(@) +8(r)+

J/
-~

Ay
— (6C) + H(6(B) +50) + (60) +5@) + S(5(x) + 6(7)) + 1 D)+
+2:0(B) + 0(B) +. )

1. 3 3 1 1 3

== =5(7) — Z5(F) + = - - — >
25(1)+ L0(@) %+85(r)+ 100 + g0(@) + 750 + 81— 8y >0
>0

J/

- A
nem negativ
A tovabbi egyenldtlenségeknél eltekintiink a szdmolas részletezésétol.

Bug(B) — Bug(B) = 26(1)

1
+ Z—L(S(E) —1 4+ nem negativ + A > 0

8
—_——
>1
.- 3._ .
Jwsr(A) — Jws(A) = Zd(l) + gé(:v) —1 + nem negativ + A > 0
~—_———
1
3 1.1 )
Bws-(B) — Bws(B) 1—65(l) + gé(:zc) ~3 + nem negativ + A > 0

>

N

Tehat a megfeleld csiicsok megfelels oldali silydsszegei nem csokkentek, igy 6" megoldhatd
242. §()+o6(x) =3
1. 6(1) = 1, 6(Z) = 2 1 k& keriil A-ra, a tobbi csticsra a 7. dbra alapjén.

— — 1 3
Jwsr (A) — Jws(A) = B + 1 2 — 2+ nem negativ + A > 0
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— — 3 1 1 3 3 1
™ - = — _— e bl T _— —_ — >
Buws (B) = Bus(B) = ¢+ 1 -2 = 14 58(@) + 150(0) + £0(x) + 70(r) + A =0

1 3
Jwsr (A) — Jws(A) = 1 + 3 2 — 1 4 nem negativ + A > 0

3 1
Bws(B) — Bws(B) = ts 2 +nem negativ + A > 0

2. 6(I) = 2, 6(x) = 1. Egy k& keriil A-ra, a tobbi csdcsra a 8. dbra alapjdn.
, RN
A T T v B
ALl =z r; B

8. abra. Ko elhelyezési mddszer I1.

_ — 1 3 3 1 3 7

— — 3 1
Bwgr(B) — Bws(B) = 3 2+ Y 1 + nem negativ + A > 0

1 3 3 1 3 7

Jwsr(4) — Jws(4) = 72+ ¢ =14 720(7) + 50(0) + 70(z) + 2o(r) + A 20
1 1

Bws(B) — Bws(B) = 1% -2+ 3 3 + nem negativ + A > 0

. 0(1) =0, () = 3. Ekkor mivel legaldbb négy koviink van, z-en vagy [-en van k&. A harombdl
egy kovet tegyiink B-re, a maradékot pedig a 9. dbra alapjén.

, RN
- : — “‘ —
A .: l xT T % B
A x r: B
“ .'
\L/ \/

9. dbra. K& elhelyezési modszer I11.
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_ — 1 3 3 3 3
r(A) — A)==-——-+4+-= - A >
Jw(; ( ) J’LU(;( ) 5 4—|-85( )+ 6(l)+85( )+165(£>+ _0
Ez azért igaz, mert z vagy [ csucson van ko.
Bw;-(B) — Bws(B) =

3
1—Z+nemnegativ+A >0

1 3 3
Jwsr (A) — Jws(A) = 1% + 55(&) + Zd(g) + nem negativ + A > 0

Itt is Iényeges, hogy x vagy [ csticson van k&.

1 3
Bws (B) — Bws(B) = 3731 + nem negativ + A > 0
4. 6(I) = 3, §(z) = 0. Ekkor el8szor prébalkozzunk a kovetkezSképpen: 2 k& keriil A-ra, aztdn

a 10. 4brén lathat6 pakolds végrehajtdsa utdn még 1 kovet levesziink B-rol.

",

~, 84
"""""
............................

— — 3 1

Jwsr (A) — Jws(A) =2 — 3 1 + nem negativ + A > 0
3 1

Bwsr(B) — Bws(B) =1 — 373 + nem negativ + A > 0

Tuse(A)  Jus(A) =1~ 2 — 2 T5(7) 4 16(2) + 360) + A > 0

Kivéve ha 6(T) + d(z) + (r) =

1 3 7 3 1
13 ! ° - >
s Lt 6( T)+ g0 + 70(2) + 50(r) + A 20

Kivéve, ha §(1) + 0(z) + (7)) =06s d(r) =

Bwgsr(B) — Bws(B) =

A kivételeket kezelni kell. Sajnos ezekben az esetekben nem tudunk olyan mddszert talédlni a
kovek elhelyezésére, hogy a kitiintetett A, A, B, B csicsok megfelels silyosszege ne csok-

kenjen. Ezért a kivalasztott részgraf maximalitasat kell kihasznalnunk, illetve at kell térniink az

eredeti egyenlStlenségekkel valo szamolésra. Kezdjiik az elsdvel:

§(1) = 3,8(1) > 06s §(F) + 6(z) + 6(r) + 6(Z) = 0. Ekkor a maximalitds miatt megtehetjiik,
hogy az R részgraf helyett az A, [ és x altal feszitett részgrafot hagyjuk el. Az is maximalis
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11. abra. K& elhelyezési mddszer V.

lesz. Ekkor 2/ = 3 I’ > 0 és és egyik masik csticson sincs k& esetet kapjuk, amit korabban méar

vizsgaltunk.

() =3d(r) =16s0(T)+6(T)+0(1)+I(z) = 0 Ekkor a maximalitds miatt barmelyik P3JK,
részgrafon legfeljebb 4 k& talalhaté. Konnyen lathatd, hogy igy az [ jobbrél nem elérhetd, igy

Js(A) = 1.Ha §'(A) = 1 §'(B) = 1 elosztast vdlasztjuk, akkor az eredeti egyenlGtlenségek

teljesiilnek, illetve az A és B 1étrafokok csticsai elérhetdek.

243. §(1)+0(z) =2

1. §(I) =1, 6(7) = 1. Ekkor a 2.2 alfejezetben foglaltak miatt 6(1) + d(z) > 0.

A 11. 4bran lathat6 médon helyezziik el a koveket, majd levesziink egyet-egyet A és A csi-

csokrol.
Jwse (A) = Jws(A) = —= + 260) + 26(0) + 25(2) + —-5(r) + A > 0
wer Wold) = = T oW 0l T g\ T 0k =
Bug(B) — Buy(B) = —~ + —-5(1) + 26(2) + ~5(r) + A > 0
War WP = 7 T g% T RO T 0 =
Jws(A) — Juws(A) = — L + ——5(F) + 26(1) + 26(x) + 26(r) + A >0
Worll2) = JWAZ) = 7 T g O\ T 00 T 08 T g0tk =
73 3 1 1
+(B) — = —— 4+ 26(F) + = - - >
Bws-(B) — Bws(B) 6T 45(7")+ 85@) + 45(£)+ 25(£)+A >0
2. 6(1) = 0, §() = 2. Ekkor tegyiik ugyanazt, mint az el6z6 esetben. §(1) > 0
_ 1 1 3 3
Bw;-(B) — Bws(B) = 1+35(1)+15()+15()+A>o
Wor WolB) == T 16°\W T O T 0 =

Kivéve, ha §(l) = 1 §(F) = 1 és a tobbi csdcson nincs k6. 0(T)+0(7) = 3 és az [ és r 1étrafokon

ugyanannyi ko van, igy ez a tiikkorképe egy mar vizsgalt elosztdsnak.

Jwsr (A) — Jws(A) = —2 + 1—765(F) + %6(1) + Zé(z) + gé(z) +A>0
Bug (B) — Buy(B) = —% + 25(7) + 25@) + %5@) + %5@) FA>0
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3. 6(I) = 2, () = 0. A koveket a 7. dbra alapjan mozgatjuk, majd az A 4s B csicsokrol leve-

sziink 1-1 kovet.

Jwsr (A) — Jws(A) = _411 + 25(7) + }16(;) + %5( ) + 1366( )+ A>0
Bug (B) ~ Bus(B) = —; + %5( )+ 1365@) + 25@) +160) + A >0
Tuge(4) — Jus(4) = — + 1%5( )+ 500 + 302 + 26([) FA>0

Kivéve, ha §(7) = 2, R tobbi csdcsédn pedig nincs k4.

Bws»(B) — Bws(B) = —g + }la(f) + g&(l) + 25@) + %6@) +A>0

Ebben az esetben a kovetkezd kivételeket kaptuk:

e §(1) = 2, 6(F) = 2 és a tobbi cstcson nincs k6.

e 5(1) =2, 6(l) = 2 a tobbi csticson nincs k&,

e 5(1) =2,6(F) = 1, 6(r) = 1 és a tobbi csticson nincs k6.
e 5(1) =2,6(F) = 1,6(1) = 1 és a tobbi csticson nincs ké.

Vegyiik sorra ezeket a kivételeket. Az els6 harom esetre a megoldas a 12. dbran lathato.

Az utols6 esetben sajnos nincsen a modositott egyenlGtlenségeket teljesitd elosztas. Ekkor a
§'(B) = 1, §(A) = 1 a kovetkezSk miatt lesz j6 elosztds: ElSszor is feltehetjiik, hogy az A
l1étrafokon nincs k&, mivel ha van, akkor az A, [, x 1étrafokok altal feszitett részgraffal redu-
kéljunk amire mar taldltunk megfelels ¢’ elosztast. A maximalitds miatt a B létrafokon 1évG
csticsok jobboldali elérhetSsége legfeljebb harom, igy az J;(A) = 1 < Jy(A), a tobbi csticsra
peidg teljesiilnek a mddositott egyenlStlenségek valamint az A és B 1étrafokok csucsai is elér-

het6ek 0" aldl, igy ez jo.

4. §(I) +6(Z) = 1. Itt mar csak egyetlen egy kezeletlen eset maradt: 6(1) = ( )=1,0(]) =
§(r) =1, 0(F) + d(x) = 0. Erre a megoldds az egyszer(i 6(A) = 1 §(B )

Végignéztiik az 0sszes legaldbb 4 kovet tartalmazo eset.

2.5. Pontosan harom ko talalhaté az R részgrafon

2.5.1. Lemma. Legyen 0 elosztdasunk G = P,l1Ky-n olyan, hogy bdrmely P3[1K, részgrdfon legfel-
Jjebb hdrom ké taldlhato. Fixdljunk R = PsL1K, részgrdfot a szokdsos jelolésekkel. Ekkor egy o R-tol
csak balra lévd csiicsokat érintd murvdzdsi lépéssorozat végrehajtdsa utdn az A létrafokra legfeljebb
3 k& kertilhet.
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12. dbra. Megoldasok

B1zONYITAS: Osszuk fel G-t részgrafokra ugy, hogy koztiik legyen R, mindegyik részgraf P,K,
k < 3 és k csak a balszélen €s a jobbszélen 1év6 részgraf esetén lehet kisebb haromndl. Legyenek
ezek arészgrafok V) ... V. Legyen o; olyan murvazasi Iépéssorozat ami csak U§:1Vj csucsokat érintd
murvazasi 1épéseket tartalmaz. Ekkor o; 1 C o;. Nyilvanval6an a V; jobboldali 1étrafokéra o, 1épés-
sorozattal legfeljebb 3 kovet tudunk juttatni. Alkalmazzunk indukciot: Tegyiik fel, hogy V;_;-nek
jobb oldali létrafokdra legfeljebb 3 kovet tudunk csak juttatni. Legyen o; olyan, hogy 6t alkalmazva
maximadlis mennyiségt kovet juttatunk a V; jobboldali létrafokara. o; viszont felirhaté mint o;_;-0’ va-
lamilyen o;-vel, ahol ¢’ minden 1épése a V;-re mozgat kovet. o’ 1épéssorozat egy olyan W = P,[IK>
grafon és ¢ elosztdson végrehajthatd, ahol a graf bal szélsd 1étrafokan legfeljebb 3 k& van, a ma-
radékon pedig Osszesen szintén legfeljebb 3. Véges sok ilyen o’ 1épéssorozat 1étezik igy konnyen
leellendrizhetd, hogy legfeljebb harom kovet tud o’ W jobbszélsG létrafokara juttatni. Igy az eredeti

grafunkban V; jobbsz€lsé 1étrafokara is legfeljebb harom ko keriilhet o altal.

19



Mivel R = V;, valamely i-re ezért V; most belatott tulajdonsagabol kovetkezik az dllitdas. []

A 3 kovel rendelkezd esetekbdl Osszesen tizenhat darab van. Ezekben az esetekben a 13. dbran
lathaté médon helyezziik el a koveket. Az igy keletkez6 ¢ elosztdsok helyessége a részgraf maxima-
litdsabdl kovetkezik. Elég azt igazolni, hogy az R részgraffal szomszédos csicsoknak az elérhet6sége
nem csokken. Ez az el6bbi lemmank miatt véges sok eset leellendrzését jelenti. A tizenhat lehetséges
esetbdl 1ényegében elég tizennégyet ellendrizni, mivel a 13 dbra als6 két esetét visszavezethetjiik két
masik esetre, a mar kordbban is hasznélt eltoldsos triikkkel. Ezen ellendrzések részletezésétdl terje-
delmiik, illetve egyszer(iségiik miatt eltekintiink. A feladat egyszer(iségét szemléltetendd egy esetet
végigszdmolunk:

Legyen §(1) = 1, §(z) = 1 6(F) = 1. Ekkor az elhagyandé részgrafunk szimmetrikus. Ha A 1étra-
fokra balrdl lehet 3 kovet juttatni akkor egy o murvazasi Iépéssorozattal r 1étrafokra legfeljebb plusz
egy kovet tudunk juttatni és azt is csak az [ csicsra. Az A 1étrafokon el tudjuk érni az elhagyandé
részgraf kovei nélkiil az 1-1 ko elosztast. Ezért az 6sszevonds utdn B létrafok csicsainak bal elér-
hetSsége nem csokken. Az A létrafok csticsai pedig a 3-elérhetGség miatt trividlisan elérhetSek. Igy
az Uj elosztds mindenképpen megoldhat6 lesz akarhova is tessziik az egy maradék koviinket. Ha A
létrafokra balrdl legfeljebb 2 kovet tudunk juttatni akkor nem tudunk az r 1étrafokra balrdl kdvet jut-
tatni. Ekkor a B 1étrafok cstcsainak o elosztds alatti elérhetdsége miatt B 1étrafok valamelyik csticsa
jobbrol elérhetd, vagy a B 1étrafoktdl jobbra 1évd 1étrafokra tudunk két kovet juttatni. A részgraf el-
hagyésa és 6sszevonds utan az A csticsra helyezziink kovet. Ekkor a B létrafok csticsai a szomszédos

sz

1étrafokon 1év6 koveknek koszonhetden elérhetéek. Az A 1étrafok csicsai pedig trividlisan elérhetd,

hogy ha balelérhets az A 1étrafok. Ha nem akkor a t6le balra 1évo 1étrafok kétszeresen balrdl elérhetd.

Igy belattuk, hogy ebben az esetben is redukalni tudjuk a grafot.
Megjegyzés

Ha az R részgraf a graf szélén taldlhatd, azaz az elhagyasa esetén nem esik szét a graf, akkor a
probléma trividlis. Ekkor csak 2 csucsra kell elosztanunk a koveket és a fennmaradé csicsokhoz

mindenképpen kozelebb keriilnek a mozgatott kovek.
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2.6. Kis méretii elosztasok

Megvizsgéltuk azon eseteket, amikor taldlhaté olyan PsL1K; részgraf, amin legaldbb harom k&
van. Ezekben az esetekben konstrudltunk egy redukélt elosztdst a redukélt grafra. Most tekintsiik

azon elosztdsokat amiknek egyik P;L1K részgrafjan sincs ketténél tobb ko.

2.6.1. Lemma. Ha P,[1K; grdf egy ¢ elosztdsa olyan, hogy dp. ., < 2 bdarmely P3UIK, részgrdfra
és van egy olyan R = P,10K, részgrdf, hogy 0r < 2 akkor ) nem megoldhaté elosztds.

2.6.2. Allitas. Ha minden PyOK, részgrdfon legfeljebb ketto ko van akkor egy csicsra csak akkor

tudunk kettd kovet juttatni, ha ott mdr a kezdeti elosztds szerint is két ko volt.

Ez az 4llitas a 2.5.1 lemma bizonyitdsdhoz hasonléan indukciéval kénnyen igazolhat6. A bizonyi-
tds azon mulik, hogy egy kdvel rendelkezd csticsra akkor tudunk csak még egy kovet juttatni, ha két

szomszédjan van egy-egy ko vagy ha egy t6le legfeljebb kettd tdvolsdgra 1évo csucs 2-elérhetd.

B1ZONYITAS(2.6.1 Lemma):

e Ha nincs k& R-en, akkor mivel A és B létrafokon legfeljebb kettd-ketté k& van, ezért az x

l1étrafok valamelyik csicsa nem elérhetd.

e Amennyiben az egyetlen k§ az = 1étrafokon van, akkor az A és B létrafokon csak egy-egy
k6 lehet, kiillonben lenne ketténél tobb kovet tartalmazé PsLIK, részgraf. Az allitdsunk miatt
A és B létrafokon barmilyen murvazasi 1épéssorozat végrehajtasa utan legfeljebb egy-egy k6

talalhaté. Igy z létrafok kével nem rendelkezd csticsa nem elérhetd.

e Ha az [ létrafokon van az egyetlen ko, akkor az A 1étrafokon tovabbra is csak egy k6 van

és nem is lehet ra balrdl kovet juttatni. B l1étrafokon legfeljebb két ké van igy x létrafok va-

sz

lamelyik csicsa ismét nem elérhetd. Az, hogy melyik csics nem elérheté a B-n 1évd kovek

elhelyezkedésétdl fiigg.

Belattuk tehat, hogy az ilyen tulajdonsagu ¢ elosztas esetén van nem elérhets csics, igy  nem meg-
oldhaté. []

2.7. A létra optimalis murvazasi szamara vonatkozo tétel

2.7.1. Allitas.
Popt(P2) =2
Popt (PoOK5) =2
popt(PsOK3) =3
Ezen grafok optimadlis murvazasi szdmainak tudatdban és a kordbban igazolt lemmaék segitségével

mér kimondhatjuk, illetve konnyen bizonyithatjuk a létra optimdlis murvdzasi szdmdra vonatkozé

tételt:
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1 0 1 0 1 0

14. dbra. P, Po,LIK,, P3sLIK, egy-egy optimdlis elosztdsa.

2.7.2. Tétel. Han = 3k +1r ahol 0 < r < 3, akkor:

242k har=1
Popt(POK) =< 242k har =2
1+2k har=0

BIZONYITAS:
Felso korlat: A 15. dbran lathaté médon helyezziik el a koveket.
Alsé korlat: Indirekt tegyiik fel, hogy kevesebb k& elég. Legyen E a minimalis méretd ellenpélda és

0 egy optimdlis elosztdsa. Ekkor a kovetkezd esetek lehetségesek:

e Van olyan P3[JK, részgrafja E-nek, amin legaldbb 3 k6 taldlhatd. Ekkor redukédljuk a grafot
ezzel a PsL1K5-vel és a kordbban ismertetett modszerekkel készitiink egy redukalt megoldhat6
elosztdst a redukalt grafon. A redukalt graf optimdlis murvazasi szama ezért legalabb kettdvel
kisebb mint p,,.(E). Igy viszont a redukalt grafra sem igaz a képlet, ezért ez is ellenpélda.
De ez nem lehetséges, mivel a redukélt grafunk mérete kisebb, mint £’ mérete és £/ minimélis

ellenpélda volt.

e Egyik P3L1K, részgrafon sincs 2-nél tobb ko és ezek kozott van egy R részgraf amin csak 1
ké taldlhaté. Ekkor a 2.6.1 lemma miatt ¢ elosztds nem megoldhatd, ami ellent mond a feltevé-

siinknek.

sz

e Minden P;L1K, részgrafon legfeljebb 2 ko taldlhat6. Ekkor a l1étrafokokon 1év6 kovek szdma
az alabbi mintazat valamelyikét kovezheti csak:
2002002002002

vagy
11011011011011

Kettd 1-essel vagy egy 2-essel kell kezdddnie a sorozatnak és két 1-esre vagy egy 2-esre kell
végzddni ahhoz, hogy megoldhaté legyen az elosztds. Ezek viszont nem lehetnek ellenpéldak

hiszen pont annyi kovet tartalmaznak, mint amit a tételiink allit.

A lehet$ségeket végignézve arra jutottunk, hogy az indirekt feltevésiink hamis volt.  []
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3. A k-optimalis murvazasi szam

A k-optimdlis murvdzdsi szdam, az optimélis murvazasi szam altaldnositdsa. Ekkor azt a legkisebb
szamot keressiik, amihez 1étezik akkora méretli elosztds, hogy az aldl barmely cstcs k-elérhets. A
k-optimalis murvazasi szimot pj,_,;-tal jeloljiik.

Ezen dolgozatban most a 2-optimdlis murvazasi szammal foglalkozunk. A kor 2-optimdlis mur-
vazasi szamat hatdrozzuk meg. Erre az n-prizma optimdlis murvdzasi szdmdara vonatkoz6 formula

igazoldsakor sziikség lesz.

3.1. A Kkor 2-optimalis murvazasi szama

3.1.1. Tétel.
p270pt(Cn> =n

Definicio: 2-simito lépésnek nevezziik a kovetkez6t: Ha v masod foki cstcs, u és w a szomszédai és

d(w) > 3 akkor w-r6l 2 kivet levesziink és 1-et 1-et ratesziink a szomszédaira.

3.1.2. Allitas. Ha egy megoldhato elosztdsra alkalmazunk egy 2-simito lépést akkor az igy kapott

elosztds tovdbbra is megoldhato.

Definicid: v csics w-nek bardtja egy elosztasra nézve ha létezik kozottiik olyan tit, hogy az it minden

csucsan van ko.

B1zONYITAS(3.1.1 Tétel):
Felso korlat: Minden cstcsra tegyiink egy kovet.
Alsé korlat: Indirekt tegyiik fel, hogy n-nél kevesebb k& elég. Vegyiink egy n — 1 méreti
2-megoldhat6 elosztdst. Ha vannak olyan cstiicsok amiken legaldbb 3 k& van akkor alkalmazzunk
ezekre a csucsokra 2-simité 1€péseket. Mivel n-nél kevesebb koviink van ezért csak véges sokszor
tehetjiik ezt meg és egy olyan elosztast kapunk ahol minden csicson legfeljebb 2 k& van.

Az igy kapott elosztds esetén jeloljiik a 2 k6vel rendelkezd csticsok szamdt z-szel, az 1 kdvel
rendelkez6k szamdt y-nal, az iires csicsok szamét pedig z-vel. Ekkor az aldbbi két egyenletet {rhatjuk
fel:

r+y+tz=n
2r+y=n-—1
Amibdl kovetkezik:
z=x+1
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A kor 2-megoldhat6 elosztasai rendelkeznek a kovetkezd tulajdonsagokkal:
1. Egymas mellett nem lehet 3 iires csucs.

2. Ha egymds mellett 2 iires csucs van, akkor mindkettonek kell, hogy legyen 2-2 darab 2 kdvel

rendelkezd baratja, melyek rdaddsul nem azonosak.

3. Ha egy iires csucsnak nincs iires szomszédja, akkor legaldabb 2 darab 2 k&vel rendelkezd barat

csucsa van.
4. Egy 2 kovel rendelkez6 cstics legfeljebb 2 darab iires csticcsal barét.

Ezekbdl a tulajdonsdgokbdl kovetkezik, hogy z < x, ami ellentmond a kordbbi egyenletiinknek

igy az indirekt feltevés hamis volt. []
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4. Az n-prizma és a Mobius létra

4.1. Az n-prizma optimalis murvazasi szima

4.1.1. Allitas (k > 2).
popt(CSk—lleQ) S popt(P3k—2|:|K2) § 2k

Popt (C30K3) < popt (Psr—10Ks) < 2k

Popt (Cp110K3) < popt(PspOKy) < 2k +1
A 15. dbran lathato elosztdsokat alkalmazzuk P, _[JK5 illetve P, o[ 1K részgrafokra és a fenn-
maradé csucsokra nem tesziink kovet. A grafokhoz az aldbbi mdédon pérositjuk az elosztdsokat:
e n = () mod 6 esetén haszndljuk a 3k + 2 esetben 1évét.
e n = 3 mod 6 esetén haszndljuk a 3k + 1 esetben 1évot.
e n = 1 mod 3 esetén hasznéljuk a 3k esetben 1évét.
e n = 2 mod 3 esetén hasznéljuk a 3k + 1 esetben 1évét.

k > 2 esetén ezek az elosztdsok rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy ha kivdlasztjuk a
balszélsd és a jobbsz€Elsd 1étrafokok egy-egy csucsat, akkor ezek a csticsok egyszerre elérhetéek. k=1
esetén viszont ez nem teljesiil, igy ezekben az esetekben a 16. dbran lathat6 optimalis elosztdsokkal

rendelkeziink.

N

16. dbra. Az n-prizma optimélis elosztasai n < 5 esetén

4.1.2. Lemma. C,[1K, optimdlis elosztdsa esetén létezik olyan létrafok amire csak 1 kovet tudunk

juttatni.

B1ZONYITAS: C, K-t omlasszuk Ossze egy C), graffa a kovetkez6képpen: Minden 1étrafokbdl egy
csucs keletkezik és két cstics kozott pontosan akkor van €l ha a nekik megfeleld 1étrafokok szomszé-
dosak. Egy létrafokon 1év6 kiveket helyezziik a belle készitett csticsra. Igy a C,[(K, elosztdsdbol

kapunk C),-re egy elosztdst. Konnyen ldthatd, hogy a létrafok 2-elérhetSségének sziikséges feltétele
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a neki megfeleld csics C,-ben val6 2-elérhetdsége. Viszont a 4.1.1 4llitas szerint n-nél kevesebb ko-
vel rendelkezik az n-prizma optimdlis elosztdsa, igy a neki megfeleld C),-en értelmezett elosztas nem
lehet 2-optimdlis a 3.1.1 tétel szerint. Tehdt van nem 2-elérhetS cstcs C,-ben és a neki megfeleld

létrafok rendelkezik a kivént tulajdonsdggal. [

4.1.3. Tétel.
popt(CSk—l\:\KQ) = popt(P3k—2DK2) =2k

Popt(CskDKQ) = popt(szADKz) =2k

Popt (Csr410K2) = popt (P 0K) = 2k + 1

Kivéve:

17. abra. Elnevezések

B1ZONYITAS: A felss korlatot lattuk korabban, most tekintsiik az alsot:

A 4.1.2 lemmadban vett 1étrafok kornyezetét vizsgaljuk. Nevezziik ezt innentdl kezdve C' 1étrafok-
nak és a csucsokra a 17. dbran lathaté jelolésekkel hivatkozunk. Mivel csak egy ko juttathaté ra, ezért
egy végrehajthaté murvazasi 1épéssorozat sem tartalmazhat (¢, ¢ — ) murvazdsi 1épést, ahol a ¢ a
C' 1étrafok csiicsa. Igy a felvagds utan legfeljebb C' csicsainak és azok szomszédainak elérhetSsége
romolhat el. Vagjuk fel a C,[ 1K, grafunkat egy P,[1K,-re:

e Alsé korlat I. A 18. dbran lathaté a kovek elhelyezkedése harom lehetséges esetben. Ekkor az
L és C 1étrafokok kozott vagjuk ketté a grafot. A kovetkezdket mondhatjuk ekkor:

1. A C és R 1étrafok elérhet6 tovéabbra is.
2. Az L létrafok nem elérhetd.

3. az Osszes tobbi 1étrafok elérhetd.
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18. dbra. A z6ld szam a csucson 1év kdvek mennyiségét, a piros balrdl- a kék pedig jobbrdlelérhetd-

ség nagysagit mutatja.

19. dbra. A jelolések megegyeznek az el6z06 dbra jololéseivel.

Tehat ha ezen 3 eset valamelyikét tartalmazza a grafunk akkor ezek alapjan a kovetkez6 egyen-
16tlenség igaz: pop(CrOKs) > popt(Pr—10Ks)

o Alsé korlat I1. A 19. dbran lathat6 esetben a szétvagas utan a kovetkezSket mondhatjuk:

1. Az R létrafok elérhet tovabbra is.
2. Az L és C 1étrafok nem elérhetd.

3. az Gsszes tobbi 1étrafok elérhetd.

Ezek alapjdn, ha ezt az esetet tartalmazza a grafunk akkor a kovetkezd6t mondhatjuk:
POPt(CnDKQ) > Popt(PanDKQ)

Mivel egy megoldhat6 elosztas a C' 1étrafok kornyezetében a 18 és a 19 abrakon lathaté médon
nézhet csak ki szimmetriaktdl eltekintve, ezért csak ez a két alsd korlatunk van. Az eseteket Ossze-

vonva a II. als6 korldt az ami minden grafra érvényes. Ezt felhaszndlva: (n = 3k +r,0 < r < 3)

e r = 0 Ekkor a II. egyenl6tlenségbdl:

,Oopt(CnDKQ) Z papt(Pn_QDKQ) = 2(]{3 - ].) + 2 =2k

o 1 = 1 Ekkor po,t(C,OK3) # popt(Pr—2[0K5) mivel ha egyenld lenne, akkor a 19. dbrdn lathaté

eset megtaldlhat6 a grafunkban és szétvagds utdn az C csicsra 1 kovet helyezve P,[JK,-nek
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egy megoldhaté elosztdsat kapnank amibdl kdvetkezne, hogy:
2]{?+2 = popt(PnDKg) S po;ut(CnDKQ) +1= popt(Pn_QDKg) +1= 2(]{3 - 1) +241= 2k—|— 1
Ami ellentmondas. Igy az I. egyenl6tlenségbdl: Popt(CrOK ) > popt (P10 Ky) =2k 4+ 1

o r = 2 Al egyenldtlenség most is akkor éles ha a 19. dbran lathato esetet tartalmazza a grafunk.
Ekkor egészitsiik ki a szétvdgott grafot és tegyiink 2 plusz kovet rd a 20. dbra alapjan. Igy egy
megoldhato elosztasat kapjuk P, o[ 1K5-nek. Ez alapjan pedig feltételezve a II. egyenl&tlenség

élességét:
2k+4=2(k+1)+2 = popt(Pr20K3) < popt(CrlOK2) 4+ 2 = popt(Po—o0OK5) +2 = 2k +3

Ami ellentmondds. fgy mivel a II. egyenlStlenség most sem lehet éles, ezért az 1. adédik alsé

korlatnak.
o
02
1] 1 O /II 0 ‘ [}

1
‘. R4 N 1 1
~ . ; : :
-
------ B Co 1 0 2 .0 0
B 1 1
R4 1 1
1

.
. .
. .
__________

20. dbra. Igy egészitjiik ki a felvagott grafot.

Az n = 3 illetve n = 4 esetben nem tudjuk elérni az als6 korlétot, de erre a két esetre kézzel ki
tudjuk szdmolni az optimalis murvazési szamot. Az optimdlis elosztdsok ezekben az esetekben a 16.

abran l4thatéak. n > 6 esetén az also és felsd korlat megegyezik, amibdl kovetkezik a tétel allitdsa.

[
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4.2. A Mbobius létra optimalis murvazasi szama

4.2.1. Tétel. Az n hosszii Mobius létra optimdlis murvdzdsi szdma megegyezik az n-prizma optimdlis

murvdzdsi szamdval, kivéve ha n = 4.

B1ZONYITAS: Hasonléan konstrudlunk elosztasokat felsé korlatnak mint az n-prizmanal. Vessziik a
P, 10K, vagy P, 5[1K, grifok egy optimélis elosztasét és a fennmarado cstiicsokra nem helyeziink

kovet:
e n = 0 mod 6 esetén haszndljuk a 3k + 1 esetben 1évot.
e n = 3 mod 6 esetén hasznéljuk a 3k + 2 esetben 1évét.
e n = 1 mod 3 esetén haszndljuk a 3k esetben 1évot.
e n = 2mod 3 esetén haszndljuk a 3k + 1 esetben 1évét.

Az alsé korlat a bizonyitdsdval egyiitt megegyezik az n-prizma alsé korlatjaval. A felvigds sordan
nagyrészt az n-prizma lokdlis tulajdonsdgait hasznaltuk fel, lokdlisan pedig az n-prizma és a Mobius
l1étra is egy egyszer( 1étra. A felvagashoz sziikséges egyetlen globdlis tulajdonsdg az volt, hogy min-
den optimalis elosztds esetén van olyan létrafok, amire csak egy kovet tudunk juttatni. Ez a Mobius
1étra esetén is igaz, mivel a 4.1.2 lemma bizonyitdsa egy az egyben elmondhat6 Mobius 1étrara is.
Felvégas utan pedig trividlisan megegyezik a két bizonyitas.

Az egyetlen kiilonbség az n-prizmédhoz képest, hogy n = 4 esetén elég harom k&, igy elérjiik az

als6 korlétot. Az ezt elérd optimdlis elosztds a tobbi 6-ndl kisebb méretl esettel egyiitt a 21 dbran
lathats. [

A H

1 0 0 1

21. abra. A Mobius létra egy-egy optimélis elosztdsa n < 6 esetén.
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5. Osszefoglal6

5.1. Elért eredmények, felvetodo kérdések

Dolgozatomban a 1étrak és abbdl szarmaztatott grafok optimalis murvéazasi szdméara adtam konkrét
formuldkat. Felvet6dik a kérdés, hogy lehet-e hasonléan egyszerd formuldkat megadni abban az eset-
ben, hogy ha P,-et mas viszonylag egyszer( struktirdju grafokkal direkt szorozzuk, példaul Pj-val
vagy Kj-val. Ekkor a 2.1.1 lemma 4allitdsa nem igaz, igy a P,[JP; illetve a P, 1K} grafok murva-
zasi szamanak meghatdrozasahoz 4j eszkozokre van sziikségiink. A P,-r6l C),-re val6 attérésnél a
kor k-optimdlis murvazasi szama valdszintileg tovébbra is segitségiinkre lesz. Ezen grafok optimalis
kovezési szdma sem ismert.

Jelen dolgozatban a 2-optimalis kdvezési szdmokra csak érintdlegesen tértem ki. Egyediil a kor
esetén hatdroztam meg ezt a mennyiséget, mivel csak erre volt sziikségem az altalam kitlizott célok
eléréséhez. Erdemes lehet megprébalni ezen mennyiséget meghatdrozni a dolgozatomban vizsgalt
tobbi grafra. A kor k-optimélis murvazasi szaméanak meghatarozéasa pedig azért is lehet hasznos mivel
mint kordbban emlitettem, lehet, hogy fel tudjuk hasznélni a P,,[1H-r6l C,,[J1H-ra val6 attérésre H #

K esetén is.
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