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Félcsoportok matrixreprezentaciéinak dimenzidi

Bevezeto

A félcsoportelméletben fontos kutatasi irdany a véges félcsoportok reprezentacidja
matrixokkal, specialisan valamely F test feletti méatrixokkal. Dolgozatomban ilyen
reprezentaciokat fogok vizsgalni egy érdekes és 1j szempont szerint. Pontosabban
megvizsgaltam, hogy a reprezentdlt félcsoport n pozitiv egész elemszamatol illetve
[F-t6l fliggben a reprezentacioban szereplé matrixok altal generalt részalgebra n — k
dimenzidja mekkora lehet. Sikertilt leirni a kapcsolatot az olyan pozitiv egész n és
nem negativ egész k kozott, amelyre a reprezentalt n elemi félcsoport altal ge-
neralt részalgebra dimenzidja n — k. Ezt a kapcsolatot megvizsgaltam olyan ese-
tekben is, amikor specidlis reprezentaciokat vettiink figyelembe. Alapvetéen kétféle
reprezentaciét vizsgaltam alaposabban. Az egyik a null-félcsoport reprezentacidja-
10l sz6l. Ez azért érdekes, mert az esetek tobbségében ennél a konstrukcional a
vizsgalt paraméterek kozott a kapcsolat megegyezik az altalanos esetben kapott
eredményekkel. A mésik részletesebben vizsgalt eset amikor a reprezentacié dia-
gonalis matrixokat hasznal. Az altalam vizsgalt téma idOszer és tjszeri, e témaval
kapcsolatos legels6é eredmények problémafelvetéssel egyiitt a publikacié el6tt allé [1]
cikkben taldlhatoak. A dolgozat a bevezetén kiviil 6t fejezetet tartalmaz. Az elso fe-
jezet a dolgozatban felhasznalt legalapvetobb fogalmakat illetve ismert eredményeket
foglalja 0ssze. A masodik fejezet az altalanos problémafelvetésiink vizsgalataval fog-
lalkozik, megoldéast adva azon n pozitiv egészek és k nem negativ egészek kapcso-
latarol, melyekre teljesiil, hogy van olyan n elemii S félcsoport és annak egy ~
reprezentacidja, hogy v(9) dltal generalt részalgebra dimenziéja n — k. Ebben a fe-
jezetben tehat v és S tetszoleges lehet, semmilyen specidlis feltételt nem koveteltink
vele szemben. A harmadik fejezetben a vizsgalatunk targyat képezé (kordbban is-
mertetett) problémét vizsgaljuk, de azon feltétel mellett, hogy a reprezentalhatd
S félcsoport eleme legyen a null-félcsoportok osztalyanak. A negyedik fejezetben a
probléma specialitdasa abban jelentkezik, hogy olyan 7 reprezentéciokat feltételeziink,
hogy 7(S) elemei diagonalis métrixok legyenek. Az 6todik fejezetben egyéb eredmé-
nyeket kozliink. A dolgozat féleg az [1]-ben megjelolt problémékra ad vélaszt, de

ezen tilmenden addendum az [1] eredményeihez.

1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben a dolgozatban felhasznalasra keriil6 jeloléseket, alapfogalmakat,
illetve ismert eredményeket részleteziink.
A dolgozatban a 0 és 1 egyrészt a széban forgd test nullelemét és egységelemét,

mas helyeken viszont a 0 és 1 egész szamokat jeloli. Ez a kettds szerep nem fog
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félreértést okozni, mert mindig vilagos lesz, hogy éppen melyik szerepben vannak.

Mindenhol, ahol matrixokbdl alkotott halmazrdl, mint félcsoportrol beszéliink, mii-

veletnek a hagyomanyos értelemben vett matrixszorzast értjiik.

Hasznaljuk a kovetkezo jeloléseket:

F,xn: az F test feletti teljes n X n-es matrix algebra;
F,.: az n elemi véges test;

I,: az n X n-es egységmatrix az adott test felett;

S0: az S félcsoportbdl egy null-elem hozzd vételével kapott félcsoport.

1. Definicié. [2] Legyen az S halmazon értelmezve eqy kétvaltozds o mivelet ami
asszociativ (azaz minden a,b,c € S-re a o (boc) = (aob)oc) Ekkor (S, 0)-et

félcsoportnak nevezzik. (Az aob helyett csak ab-t fogunk ¢rni.)

2. Definicib. [2] Legyen S egy olyan nullelemes félcsoport, hogy minden a,b € S-re
ab =10 (ahol 0 az S nulleleme). Ekkor S-et null-félcsoportnak nevezziik.

3. Definicié. [2] Egy S nullelemes félcsoportot nil félcsoportnak neveziink, ha min-

den a-re létezik eqy n pozitiv egész, hogy a™ = 0 (ahol 0 az S nulleleme).

4. Definicié. [6] Eqy félcsoportot kitegnek neveziink ha minden eleme idempotens

(a idempotens ha a® = a)).
5. Definicid. [6/ A kommutativ kitegeket félhalonak nevezzik.

6. Definicid. [4] Legyen a egy ekvivalenciareldcid eqy S félcsoporton. Ha (a,b) € a-
bl és (c,d) € a-bol kévetkezik, hogy (ac,bd) € a akkor a-t kongruenciareldcionak

nevezzuk.

7. Definicié. [/] Legyen adott eqy S félcsoport és rajta eqy o kongruenciareldcid.
Ha az S/« egy félhdlo, akkor azt mondjuk, hogy o az S félhdlé kongruencidja vagy
félhalo felbontdsa.

8. Definicib. [2] Egy félcsoport eqy elemét periodikusnak nevezink ha az dltala ge-
nerdlt félcsoport véges. Eqy félcsoportot periodikusnak neveziink, ha minden eleme

periodikus. Specidlisan a véges félcsoportok is periodikusak.

1. Tétel. Ha eqy félcsoport csoportok félhdloja, akkor annak bdrmely periodikus

részfélcsoportja is csoportok félhdldja.
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1. Megjegyzés. Az 1.Tétel bizonyitdsa azon milik, hogy minden elem periodikus,
igy a hatvdnyai kézt szerepel eqy idempotens elem. A félhalo felbontds osztdlyaiban
csak eqy-eqy idempotens elem van, a csoport eqységeleme. fgy ha tekintjik a félhdlo-
felbontds megszoritdsdt a periodikus részfélcsoportra, akkor eqy alkalmas félhdlofel-

bontdst kapunk.

9. Definicié. [4] Eqgy S félcsoport a elemét teljesen reguldrisnak nevezzik, ha van

olyan x € S, hogy ara = a és ar = za.

10. Definicié. [4] Egy félcsoportot teljesen reguldrisnak nevezink ha minden eleme

teljesen requldris.

2. Tétel. [}] Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen reguldris ha csoportok

unioja, ami ekvivalens azzal, hogy diszjunkt csoportok unioja.

11. Definicié. [2] Akkor mondjuk, hogy az S félcsoport az S; részfélcsoportok erds I
félhdloja, ha S az S; részfélcsoportok I félhdloja, és mindeni > j i,5 € I indexpdrhoz

megadhato S;-nek S;-be olyan ¢; ; homomorfizmusa, hogy az aldbbiak teljestilnek:
1. @;; az S; identikus leképezése;

2. minden 1 > j > k i,5,k € I-re @; j o pjr = @ik ahol o a homomorfizmusok

kompoziciojat jeloli;
3. minden a € S;, b € Sj-re ab = (a)p;i;j(b)p;,j-

12. Definicié. [5] Egy reguldris félesoportot Clifford félcsoportnak hivunk, ha S

minden e idempotens elemére és barmely x € S-re teljesiil, hogy ex = we.

3. Tétel. [5] Tetszbleges félcsoport esetén az aldbbi hdarom feltétel ekvivalens:
1. S részesoportok félhaloja;
2. S részcsoportok erds félhdloja,

3. S Clifford félcsoport.

2. Megjegyzés. A 3.Tétel bizonyitdisiban 1. = 2.-hoz elég a 11.Definicicban sze-
repld i ; homomorfizmust megadni. Az S; egységelemével valo jobb szorzds homo-

morfizmus, és kielégiti a ¢, j-re vonatkozo feltételeket.

4. Tétel. [Mantel] Egy n ponti egyszerii hdromszogmentes G grafnak legfeljebb
|n/2] [n/2] éle lehet. Egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha G a K|pn/2)n/2)-

szel izomorf.
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13. Definicié. [4] Valamely S félcsoportnak eqy F test feletti n-foki reprezentdcidjan
S-nek az F,«, algebra multiplikativ félcsoportjaba valé v homomorfizmusat értyik.

A v reprezentdciot hiinek nevezzik, ha injektiv.

Dolgozatom célja a kovetkezd definicioban megadott szempont szerinti vizsgdlata

a félcsoport reprezentdcioknak.

14. Definicié. [1] Azt mondjuk, hogy eqy nemnegativ egész k reprezentdalhatd F test
felett eqy pozitiv egész n szammal, ha k < n és létezik eqy n-elemi S félcsoport, és
S-nek egy olyan ~v n-fokd hi reprezentdcidja F felett, hogy ~v(S) dltal az Fy«n,-ben

generdlt részalgebra dimenzioja n — k.

3. Megjegyzés. A 14.Definicio jol definidlt, ehhez csak azt kell meggondolnunk,
hogy n darab mdtriz dltal generdlt részalgebra dimenzidja miért legfeljebb n —0 = n.
Ebben az esetben ez azért teljesul, mert a madtrizok félcsoportot alkotnak, s igy
az dltaluk generdlt részalgebra -mint vektortér- megegyezik az dltaluk generdlt vek-

tortérrel.

4. Megjegyzés. A 14.Definicioval ekvivalens, hogy eqy k nem-negativ eqész repre-
zentdalhato n-nel eqy F test felett, ha ¥, multiplikativ félcsoportjanak van olyan n
elemt részfélcsoportja, amely dltal generdlt részalgebra dimenzioja n — k. Ugyanis,
ha adott eqy S félcsoport és eqy v, amelyek eqy k-nak n-nel valo reprezentdcicjahoz
sziikséges, mivel v injektiv, ezért S izomorf~y(S)-sel. gy v(S) és az identikus leképezés

15 elég ahhoz, hogy lissuk k reprezentdlhato-e n-nel.

2. Altaldnos eset

Ebben a fejezetben semmilyen megkotést nem tesziink a v reprezentdaciora. A 14.Defi-
nicioban ismertetett reprezentdlhatosdg feltételét sikerilt pontosan meghatdrozni. Az
|F| véges illetve végtelen eseteket eldszor kilon kezeltem. A konstrukcidk ugyanazon
alapotletet haszndltak. Végil sikerilt felirnom az eredményt eqy olyan formdban,

melybol kideril, nincs lényegi kiulonbség a véges, illetve végtelen eset kozott.

A fejezet elsd lemmdja (5. Lemma) miatt elég minden k nem negativ egészhez meg-
taldlni azt a legkisebb n pozitiv egészet, mellyel reprezentdlhato eqy adott test felett,
ahhoz, hogy k pozitiv egészekkel torténo reprezentdlhatosagat leirjuk. Ezen lemma
specialis reprezentdciok esetén is megkonnyitheti a vizsgdlatokat, feltéve, hogy igaz

az adott reprezentdaciok osztalyan beliil, mint ahogy késobb ldatni fogjuk néhdany estben.
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5. Lemma. Ha eqy k nem negativ egész szam reprezentdlhato eqy F test felett va-
lamely n pozitiv egésszel, akkor k reprezentalhato F felett minden n > n egésszel

18.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy k reprezentalhat6 n-nel az F test felett. Elég belatni,
hogy ekkor k reprezentalhaté n + 1-gyel az F test felett. A feltételbol kovetkezben
F, «» multiplikativ félcsoportjanak van egy n elemi részfélcsoportja Sy, hogy az
So elemei (amelyek métrixok) kézott a maximaélisan linedrisan fiiggetlenek szama
n — k. Most konstrudlunk az F,11)xn+1)-ben egy olyan részfélcsoportot, mely altal
generdlt részalgebra dimenzidéja n — k + 1. Ehhez felhasznédljuk az S elemeit is.
Képezziink az S elemei segitségével olyan (n + 1) x (n + 1)-es métrixokat, hogy
azokhoz mint n X n-es matrixokhoz n + 1-edik sorként és oszlopként csupa 0-at
irunk. Az igy keletkezett n métrixhoz vegyiik hozza még I, 1-et az n + 1-ed rendi
egységmatrixot. Az igy definidlt matrixok S7 halmazarél konnyen megmutathato,
hogy részfélcsoportja F(,11)x(n+1) multiplikativ félcsoportjdnak. Vildgos, hogy az
S1 — {I,11} elemei kozott maximalisan n — k linedrisan fiiggetlen matrix van. Az is
nyilvanvalé, hogy I, linearisan fliggetlen S; 6sszes tobbi elemétdl. Ezért az S; altal
generalt részalgebra F(,1)x(n41)-ben n — k + 1 dimenzids. Tehat k reprezentalhato
n + 1-gyel is az [ felett. [J

6. Lemma. [1] A0 reprezentdlhaté minden pozitiv egész n-nel barmely F test felett.

Bizonyitas. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy a 0 reprezentalhaté az 1-gyel. Ehhez
tekintsiik az 1 x 1-es egységmatrixot F felett. Az 5.Lemma miatt készen vagyunk.
O

5. Megjegyzés. fgy a 6.Lemma bizonyitasaban lényegében ugyanazt a konstrukciot
kapjuk, mint ami az eredeti bizonyitdsban szerepel ldsd [1]. Illetve azt is mondhatjuk,
hogy minden monoid Rg-figgetlen és minden n pozitiv egészhez létezik olyan monoid,
amely n elemi, és ebbdl kovetkezik az dllitds. Az Re-fliggetlenség fogalmdt késébb az

Eqgyéb reprezentdaciok cimi fejezetben ismertetem.
7. Lemma. Az 1 reprezentdalhato minden pozitiv egész n-nel barmely F test felett.

Bizonyitds. Az 1 reprezentalhaté az 1-gyel, ehhez tekintsiik az 1 x 1-es nullmaéatrixot

F felett. Ismét miatt készen vagyunk az 5.Lemma. [J

8. Tétel. Ha F végtelen szamossdgu test, akkor F felett k nemnegativ egész ponto-

san akkor reprezentalhato n pozitiv egésszel, ha k =1 vagy n > k.
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Bizonyitds. A 6.Lemma és a 7.Lemma miatt a k = 0 és k = 1 eset kész. Nézziik a
k > 2 esetet. Eloszor lassuk be, hogy ha n > k akkor k reprezentdlhaté n-nel az F
felett. Az 5.Lemma miatt elég belatni, hogy k reprezentalhaté k + 1-gyel. Legyen
S a k + 1 elemf null félcsoport, a nulleleme legyen 0. Legyen f : S — F injektiv
leképezés, hogy f(0) = 0. Ilyen f létezik, mivel F elemszdma végtelen. Ekkor az S
reprezentacidja legyen a kovetkezo, a € S-hez rendelje hozz4a azt a matrixot melynek
az els6 sor utolsé6 elem f(a), az Gsszes t6bbi eleme pedig 0. Vilagos, hogy ez egy hii
reprezentacidja S-nek, és az is latszik, hogy az altala generalt részalgebra dimenzidja
1. Mar csak annyit kell észrevenni, hogy k& > 2 nem reprezentalhaté k-val F felett.
Ez pedig azért nem lehet, mert ekkor lenne IF, ,,,-nek egy legaldbb 2 elemii nulla-

dimenzids részalgebraja, ami viszont nem igaz. [

9. Lemma. [1] Ha egy k nemnegativ egész reprezentdlhatd n pozitiv egésszel egy F

véges test felett akkor k < n —logg n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy I egy véges test és k nem-negativ egész reprezentalhatd
n pozitiv egésszel felette. Ekkor van egy n elemi S félcsoport és egy v n-foka hii
reprezenticidja S-nek F felett ugy, hogy a v(S) éltal generalt IF,,«,-beli A részalgebra

dimenzioja n — k. Ekkor
n=|S| < [A] = F|"".

Ezért

logm n<n-—k,
azaz

k <n—logpgn.
O

10. Tétel. Legyen F egy véges test. Valamely k nemnegativ egész reprezentdalhato
egy pozitiv n egésszel az F felett pontosan akkor ha k =0 vagy k < n — logjz n .

Bizonyitds. A 9.Lemma miatt elég beldtni, hogy a tételben szereplo reprezentaciok
léteznek. A k = 0 eset a 6.Lemma miatt teljesiil.

A miésik iranyhoz tegyiik fel, hogy k£ nemnegativ egész és n pozitiv egész, hogy
k < n—logg n. Tekintstik a kovetkezd konstrukeiot, melyhez ismét az n elemi null-
félcsoportot hasznéljuk, mint a végtelen esetben is. Elészor a k # 0 esetet nézziik.
Viélasszunk ki n darab kiilonboz6 vektort az I test feletti n—k dimenziés vektortérbol
ugy, hogy az egyik a nullvektor legyen, illetve a vektortér egyik bazisanak elemeit

is tartalmazza. Legyenek ezek vy, vy...v,. Ez k # 0 esetén megtehets, mivel ennek
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a vektortérnek |F|"*

eleme van, ami a k < n — logjp n feltétel miatt legaldbb n.
[lletve legfeljebb n vektort valasztottunk ki, ugyanis a bazisvektorokhoz a nullvektort
hozzavéve Osszesen n — k + 1 darab vektort kapunk, ahol £ > 1. Az F,,«,,-bol pedig
valasszuk ki azokat, melyeknek az utolsé oszlopanak elsé n — k elemébol alkotott
vektor megegyezik valamely v; ¢ = 1,..,n vektorral, és a tobbi eleme nulla. Ezen
n killonb6z6 matrix kozt ott van a null-matrix. Mivel a vektorok legfeljebb n — 1
hossziak voltak, minden méatrix utolsé sordnak Osszes eleme nulla. Emellett, mivel
mindegyik matrixnak a nem nulla elemei mind az utolsé oszlopdban vannak, igy
barmely kettd szorzata a nullmatrix. fgy tehat megkaptuk az n elemi null-félcsoport
egy hil matrixreprezentacidjat F felett. A reprezentaciéban szereplé matrixok altal
generalt részalgebra dimenziéja a vy, ..., v, vektorok valasztasa miatt n — k. Tehat

k-t sikertlt reprezentalni n-nel F felett. [

6. Megjegyzés. Az |F| véges illetve végtelen esetben lényegében ugyanaz a konst-

rukcio szerepel, csak a "log..(n)”’ nincs értelmezve.

A 8.Tétel és a 10.Tétel alapjin megfogalmazom a vdlaszt a [1].cikkben megfo-
galmazott Problem 4.-ban feltett kérdésre, igy osszefoglalva a wvdlaszt az dltaldnos

kérdésre.

11. Tétel. Adott eqy n pozitiv egész és eqy F test. Ekkor eqy k nemnegativ egész

akkor és csak akkor reprezentdlhato n-nel az F felett, ha k < n —limy,_, g [log,(n)].

Bizonyitds. Jelolje ko(n, F) azt a legnagyobb nemnegativ egészt, mely reprezentalhaté
n pozitiv egésszel F test felett. A 10.Tétel és a 8. Tétel alapjan ko(n,F) olyan tulaj-
donséagu, hogy egy k nemnegativ egész akkor és csak akkor reprezentalhatd n-nel F
felett, ha k < ko(n,F), és az értékei a kovetkezok:

kO(laF) = 1;
ha n > 2 és |F| = oo akkor ko(n,F) =n — 1;
ha n > 2 és IF véges test akkor ko(n,F) =n — ﬂogm nw .

Vegyiik észre, hogy

Ko(1F) =1 lim [log,(1)] =1~ lm [0] =1

Ha n > 2, akkor minden A > n esetén 0 < log,(n) <1, n > 2 és |F| = oo akkor

ko(n,F) =n — lim [log,(n)] =n — 1.
h—o00
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A [logj,(n)] adott n pozitiv egész esetén -mint h fliggvénye- a h > 1 egész pontokban
balrdl folytonos. Mivel F test, |F| > 2. Ha F egy véges test, akkor

ko(n,F) =n — hEﬁ?‘_ [logy,(n)] = n — [logg n] .

3. A null-félcsoport reprezentacioi

Altaldnos esetben a konstrukcidkban nagyrészt a null-félcsoport reprezentdcioit hasz-
naljuk. fgy felmeril a kérdés, hogy vajon minden k nemmnegativ egész, mely repre-
zentdalhato eqy T test felett eqy n pozitiv egésszel, reprezentdalhato-e gy is, hogy a
reprezentdcioban szerepld S félcsoport a null-félcsoport. Ezért meguizsgdltam, mely

esetekben lehetséges eqy ilyen reprezentdcio.

15. Definicié. Ha egy k nem-negativ egész reprezentdalhato eqy F test felett eqy n
pozitiv egésszel ugy, hogy a reprezentdcioban szerepld S félcsoport a null-félcsoport,

akkor azt mondjuk, hogy k null-reprezentdlhato n-nel F felett.

12. Tétel. Ha egy 0 < k egész reprezentalhato n-nel eqy F test felett, akkor null-

reprezentdlhato is.

Bizonyitds. Az |F| véges esetben a 10.Tétel bizonyitdsabdl latszik, ugyanazt kell
csindlni |F| = oo esetben is, csak az n,k egészekre vonatkozo feltételt kell kicserélni

értelemszeriien. [

Ami viszont érdekesebb kérdés, hogy a 0 mely testek felett, mely pozitiv egészekkel
null-reprezentdalhato. Eqy olyan konstrukcio vizsgdlata kovetkezik, melyben a matrizok
minden eleme 0 vagy 1. A 0 karakterisztikaju testek felett ez azt jelenti, hogy a
matrixszorzdas kozben nem adhatok ossze két 1-est mert ekkor az eredényul kapott
mdtriznak lenne eqy olyan eleme, ami nem 0, se nem 1. Viszont ha az elobbi feltételnek

megfeleld konstrukciot talalunk, akkor az minden test felett ugyanigy fog mikodni.

18. Lemma. Legyen A egy n x n-es nemnegativ elemd mdtriz, tovdbbd A?> =0,

Ekkor A-nak legfeljebb (%W ng nem nulla eleme lehet, és ez a korlat éles.

Bizonyitds. Ha az A? matrixszorzds kozben két nem nulla elemet Osszeszorzunk,
akkor a nemnegativitds miatt A%-nek lesz pozitiv eleme. EbbSl kovetkezéen ha A

egy nemnegativ elemii n x n-es matrix, hogy A2 =0 akkor az A is amit gy

nxXn?
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kapunk, hogy A 6sszes nemnulla elemét 1-re cseréljiik. Elég az allitast beldtni olyan
méatrixokra melyek minden eleme 0 vagy 1. Tekintsiik azt a G(V, E) irdnyitott grafot
melynek A a szomszédossagi matrixa |V'| = n. Mivel A minden eleme 0 vagy 1, G-
ben nincs tobbszoros él. Tovabba G-ben nem lehet kettd hosszu iranyitott séta, mert
A? = 0. gy G-ben nincs hurokél és ha (a,b) € E(G) = (b, a) ¢ E(G) tehat ha az élek
iranyitasat elfelejtjiik akkor egy egyszerti grafot kapunk. Ez a graf haromszogmentes,
mivel egy haromszog élei nem iranyithatéak gy, hogy ne legyen kettd hosszu séta
benne. Tehat ennek a grafnak aminek ugyanennyi éle van mint ahény 1-es eleme
A-nak legfeljebb [%W L%J éle van a 4.Tétel miatt.

Konstrukcié A-ra, mely folveszi ezt a maximumot: Tekintsiik a 4. Tételben is szerepl6

paros grafot mely szinosztalyai {%W illetve L%J méretlieck. Ha az éleket az egyik
szinosztalybdl iranyitjuk a mésikba akkor nem lesz ketto hosszu séta, tehat ennek a
grafnak a szomszédossagi matrixa jo lesz. [J

Jelolés: A 13.Lemma bizonyitasaban szerepld n x n-es mdatrizok kozul vdlasszuk azt
melynek csicshalmaza V(G) = {1,2,...,n} és a {1,2,..., [2|} az egyik és {[%] +
1,...,n} a mdsik szinosztaly és az élek az elébbibdl vannak iranyitva az utébbiba, ezt

jelolyiik ezutdn A,-nel. Pl. n = 4-re és 5-re:

00011
0011
00 11 00011
Ay = As=10 0 0 1 1
0000
00 0O0O
0000
00 00O

14. Tétel. Han > 5 vagy n = 1 akkor 0 null-reprezentdlhaté m-nel barmely test
felett.

Bizonyitds. Ha n = 1 akkor az egységmatrix jo reprezentacio lesz.

Kovetkezzen a konstrukcié n > 5-re. Vegyiik észre, ha B és C olyan matrixok me-
lyeket megkaphatunk ugy, hogy A, tetszoleges szamu nem-nulla elemét kinullazzuk
akkor BC' = 0,,,,,. Legyen H,, azon métrixok halmaza melyek megkaphatéak tugy,
hogy A, pozitiv elemeit egy kivétellel kinullazzuk. A H,, elemei nyilvan linearisan
fiiggetlenek. Valasszunk ki tetszoleges n — 1 kiilonbozo elemet H,,_1-bdl; ez akkor te-
het6 meghan—1< |H, | = PLT_W L”T_lj, azaz n > 5. Ezek a nullmatrixszal egytitt
egy n — 1 foku reprezentacidjat adjak az n-elemi null-félcsoportnak. Az altaluk ge-
neralt részalgebra dimenzidja nyilvan n — 1. Ezeket a métrixokat blokkdiagondlisan
egészitsiik ki n x n-es matrixokka gy, hogy a hozzavett 1 x 1-es blokk egyetlen eleme

az 1. fgy az n-elemi null-félcsoport egy reprezentacidjat kapjuk n x n-es matrixokkal.

9
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Ezen matrixok nyilvan linearisan fiiggetlenek. Tehat n > 5 esetben is megkaptuk a
0 egy null-reprezentaciéjat tetszoleges test felett. [
A szemléltetés kedvéért az aldbbiakban kozoljik a 14.Tételben szerepld konstrukcio

matrizai n = 5-re:

00000 00100 00010
00000 00000 00000
00000 00000 00000
00000 00000 00000
(00001 [00OO0OO0OT1T] [00O0O0 1]
f0o0000] [00O0OO0O]
00100 00010
00000 00000
00000 00000
(00001 |0OO0OOGOT1 ]

7. Megjegyzés. A 13.Lemmadbol kovetkezik, hogy az elézé konstrukciohoz hasonlo-
val nem walosithato meg a 0-nak 2,3, 4-gyel valo nullreprezentdacioja. Kérdés, hogy

mely testek felett lehet null-reprezentdlni a 0-t 2,3,4 egyikével.
15. Tétel. A 0 nem null-reprezentdlhato 2-vel az Fy felett.

Bizonyitds. A reprezentaciéban nem szerepelhet a 0,,,, mert akkor nem a 0O-nak,
hanem az 1-nek egy reprezentacidjat kapjuk. A kételeml null-félcsoportot a nem-
nulleleme generalja. Ezért elég belatni, hogy a 16 koziil egy matrix sem general olyan
kételemt null-félcsoportot, melyben nem szerepel a 0, 5.

A kovetkez6é matrixok négyzete a 0y, 4:

o] Lo 1] [0

A kovetkez6 hét matrix idempotens:

1 0 0 0 11 10 01 00 10
00 0 1 0 0 10 0 1 11 01
A kovetkez6 0t matrix generatumaban pedig szerepel az I, ,, de egy legaldbb két-

elemi null-félcsoportban nincs egységelem:

10
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) L Bl B

Tehat nincs olyan matrix, ami megfelel6 generatorelem lenne egy ilyen reprezentécié

félcsoportjanak. [

1. Kovetkezmény. Nem igaz, hogy ha egy k nemnegativ egész reprezentalhato va-

lamely n pozitiv egésszel eqy F test felett, akkor null-reprezentdlhato is.

A kovetkezd tétel segithet a 0-nakn = 2,3, 4-gyel valo null-reprezentadlhatésdganak

eldontésében, mivel a null-félcsoport nil-félcsoport.

16. Tétel. Ha adott eqy nil-félcsoport eqy nemtrivialis, test felettt matrix reprezen-

tacioja, akkor a reprezentdcioban szereplo mdtrizok determindnsa 0.

Bizonyitds. Legyen S egy nil-félcsoport és v egy nem-trividlis reprezentacidja S-nek
valamely F test feletti métrixokkal. Az S nullelemének ~ szerinti képe legyen 0.
Ekkor det(0) = det(0?) = det(0)?, tehat det(0) vagy 0 vagy 1. Indirekt tegyiik fel,
hogy det(0) = 1. Mivel v nemtrividis, ezért létezik A € v(S), hogy A # 0. Mivel S
nil-félcsoport, v pedig egy homomorfizmus, ezért létezik i > 2 egész, hogy A" = 0,
de A1 £ 0. Mivel

det(A™1)? = det(A%7?) = det(0) = 1,
ezért A""! determindnsa nem 0. Ez azt jelenti, hogy A invertalhaté. Ugyanakkor
0 _ (Aifl)flAifl(A) _ (Aifl)flé _ (Ai71)71<Ai71>2 _ Aifl’

ami ellentmond A~ # (O-nak. Tehat det(0) = 0. A nil-félcsoport szerkezetébdl
adédéan, ha adott egy B € (), akkor 1étezik n pozitiv egész, hogy det(B") = 0.
Mivel

(det B)" = det(B") = det(0) = 0,

ezért det(B) = 0. Tehat az allitas igaz. [J

4. Diagonalis matrixok

Diagondlis mdtrizok szorzata is diagondlis. Innen jon az étlet, hogy vizsgaljuk meg a

diagondlis mdtrizokbol alkothato félcsoportokat. A fejezet elsd felében konstrukciokat

11
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adok meg. Majd ezek alapjin parcidlis miveleteket definidlok reprezentdciok kézott,
hogy azok segitségével viszonylag 76 konstrukciokat adjak meg eqy konkrét test Iy
felett az 0,1,...,20 szamok reprezentdciojara. Utdna pedig egy teljesen mds, sok-
kal dltaldnosabb megkozelitése kovetkezik a témdnak, mely ugyan nem vezetett még

konkrét reprezentaciohoz de hasznos lehet a tovabbi vizsgdlatok szempontjabol.

16. Definicié. Ha k nemnegativ egész reprezentdalhato eqy n pozitiv egésszel vala-
mely F test felett igy, hogy a reprezentdcioban szerepld madtrizok diagondlisak, akkor

azt mondjuk, hogy k diagondlisan reprezentdlhato n-nel az F test felett.

17. Definicié. Legyen k nem negativ egész mely reprezentdlhato valamely n pozitiv
egésszel valamely F test felett. Ha k-nak van olyan reprezentdcioja n-nel az F felett,
amiben [nem] szerepel a nullmdtriz, akkor azt mondjuk k-nak n [nem-[nullelemes

reprezentdcioja az F felett.

8. Megjegyzés. Egy adott k-nak valamely F test felett n lehet eqyszerre nullelemes

és nem nullelemes reprezentdacioja is.

18. Definicidé. Ha eqy félcsoport test feletti mdtrixokkal valo reprezentdaciojdara tel-
jesul, hogy létezik eqy j pozitiv egész, hogy a reprezentacioban szereplo osszes mdatrix
j-edik sora és j-edik oszlopa csupa 0 kivéve a j-edik sor j-edik elemét, ami vagy min-
den mdtrizban 1 vagy minden mdtrixban 0, akkor azt mondjuk, a reprezentdcionak

van eqy szabad koordindtdja a j,j helyen.
Vizsgadljuk meg, hogy az 5.Lemma mely esetekben teljesil az elozoek kozil.

17. Lemma. Ha egy F test felett eqy k-nak az ng egy nullelemes [nem-nullelemes/
reprezentdcioja, akkor barmely n > ng is ilyen reprezentdcio. Ha k-nak ny diagondlis
reprezentdacidja akkor n > ng is az. Mindkét esetben n > ng-lal valo reprezentdcionak

van szabad koordindtdja.

Bizonyitds. Az 5.Lemma konstrukcioja megfelels. Ha a kezdeti ng-lal val6 reprezen-
tacio nem-nullelemes és van szabad koordindtaja, akkor a szabad koordinatat helyén
minden matrixban 1-re atirva egy szabad koordinatat kapunk. Ha nullelemes a rep-
rezentacid, és van szabad koordinataja, akkor médositani kell a konstrukcién, hogy
megorzodjon a szabad koordindta. Ebben az esetben minden matrixhoz blokkdia-
gonalisan egy 1-est csatolok, és az 1j matrix a nullmatrix lesz. Ezt az 5.Lemmahoz

hasonléan végiggondolva megkapjuk az allitast. [

Allitas Ha eqy IF test felett k-nak n eqy nem-nullelemes reprezentdacicja, akkor k+1-

nek n + 1 egy nullelemes reprezentdacioja F felett.
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Bizonyitds. Minden korabbi métrixhoz hozzavesziink egy csupa nulla sort és oszlo-
pot, ez legyen az utolso sor és oszlop. Emellett az igy kapott n darab (n+1) x (n+1)

matrixhoz hozzaveszem a nullmatrixot, amibol adédik az allitas. [

Allitas Ha eqy IF test felett n a k olyan nullelemes reprezentdcioja, hogy van szabad
koordindtdja, akkor ugyanezen test felett k — 1-nek n eqy nem-nullelemes reprezen-

tacioja ugy, hogy van szabad koordindtdja.

Bizonyitas. Mivel a reprezentacié nullelemes, a szabad koordinata értéke 0, ha ezt
minden matrixban 1-re valtoztatom a reprezentacié nyilvan jé marad, csak a félcsoport

nulleleme nem lesz mar linedrisan fiiggetlen a tobbi matrixtol. [J

18. Lemma. Ha S az F test multiplikativ struktirdjinak egy részfélcsoportja, ak-
kor |S|—1 reprezentdlhato |S|-sel az F felett. Ha S nullelemes, akkor a reprezentdcio
nullelemes reprezentdcio, ha nem, akkor nem-nullelemes reprezentacio. Ez eqy dia-

gondlis reprezentacio, melynek van szabad koordindtdja.

Bizonyitds. Legyen n := |S|. Tekintsiik azokat az n x n-es I feletti métrixokat,
melyek elsé soranak elso elemei rendre az S elemei, a tobbi eleme pedig 0. Ezen

matrixok nyilvan félcsoportot alkotnak, és egy 1-dimenziés algebrat generalnak. [J

9. Megjegyzés. Most olyan konstrukciok kovetkeznek, melyek eqy vagy két szam
reprezentdlhatosagabol egy jabb szam reprezentdlhatosagdra kovetkeztetnek. Ebben
a fejezetben ezen konstrukciokra az is teljesil, hogy ha az adott reprezentdaciok dia-

gondlisak, akkor az eredményil kapott is az lesz.

19. Tétel. Ha ki és ky nemnegativ egészek, és az F test felett reprezentdlhatok
ny # 1-gyel illetve ny # 1-gyel. Akkor ugyanezen test felett nyng —ny — ng + ki + ko

reprezentdlhato ning-vel.

Bizonyitds. A feltételek miatt ekkor létezik S; matrixfélcsoport, melynek elemszama
n; és az altala generdlt részalgebra dimenzidja n; — k; ahol ¢ = 1,2. Ehhez S; x S5-
t fogjuk reprezentdlni (ning) X (ning) méreti métrixokkal. Minden S; x Si-ben
szereplé elemhez ami két matrixokbol allo rendezett par, rendeljik hozzd azt az
blokkdiagondlis matrixot melynek elsé blokkja a rendezett par elsé eleme ami nq xXny
méretli, a masodik blokkja a par masodik eleme ami egy ns X ny méreti matrix
a harmadik és egyben utolsé blokkja pedig a (niny — ny — ng) X (nyng — ny —
ng) méretli nullmétrix. Ez megtehetd, mivel ny,ny # 1-b6l kovetkezéen niny >
ny + no. Ez a hozzarendelés nyilvan egy injektiv homomorfizmus S; x S3-bdl az

F feletti (ning) x (ning)-es matrixok multiplikativ félcsoportjaba. Ezen métrixok
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altal generdlt részalgebra nyilvan izomorf az S illetve S, altal generalt részalgebrak
direkt szorzataval. fgy a dimenzidja ezen reprezentacié generatumanak megegyezik
az S és S altal generélt részalgebrak dimenzidinak 6sszegével. Tehét nyng — ((ng —

k1) 4 (ng — ko)) reprezentélhatéd ning-vel. O

10. Megjegyzés. A 19.Tételben ha ki és ko egy nullelemes reprezentdcidjabol in-
dulunk ki, akkor a kapott reprezentdacioja nine —ni —no+ki+ko-nek is nullelemes, ha
legalabb az eqyik reprezentdcio nem-nullelemes, akkor a kapott reprezentdcio is nem-
nullelemes. Az ny = ny = 2 esetet kivéve a kapott reprezentdcionak lesz eqy szabad
koordinatdja, illetve ha kezdetben az eqyik reprezentdacionak volt, abbol is kovetkezik,

hogy lesz szabad koordindta.

20. Tétel. Legyen ky és ko nemnegativ egészek és az F test felett ky reprezentdlhato
ny-el és ky nem-nullelemesen reprezentdlhato ne-vel. Akkor ugyanezen test felett ki +

ko vagy ki + ko + 1 reprezentdlhato ny + ns-vel.

Bizonyitds. Tegyiik fel nins, k1, ko szamok és [ test a tétel feltételeinek megfeleloek.
Ekkor létezik S; matrixfélcsoport melynek elemszama n; és az altala generdlt rész-
algebra dimenzidja n; — k; ahol i = 1,2 és So-ben nem szerepel a nullmatrix, és
S1NSy = 0. Most az S;-nek az S9-val val6 egyik idealbévitése fog a reprezentaciéban
szerepelni ezt jelolje S. Ekkor S = S; U Sy mint halmazok. Legyen v egy S-bol az
IF (11 +12) x (n1 +n2)-De mend leképezés. Ugy, hogy v az A € S;-hez olyan blokkdiagon4lis
matrixot rendel, melyek elsé blokkja megegyezik A-val, a masik blokkja pedig egy
ng X ng-es nullmatrix. Illetve v a B € S5-hoz pedig azt a blokkdiagonalis métrixot
rendeli, melynek els6 blokkja egy n; X ni-es egységmatrix, a mésik blokkja pedig B.
A v injektiv, mert Sy-ban nem szerepel a nullmétrix és ekkor v(S;) és y(S3) disz-
junktak. Léssuk be, hogy v homomorfizmus. Barmely a,b € Si-re és ¢,d € Ss-re:
~v(a)y(b) = v(ab), v(c)y(d) = v(cd) és v(a)y(c) = y(a). Mar csak v(S) altal generalt
részalgebra dimenzi6jat kell megvizsgalni. A ~(S7) és v(S,) altal generélt alterek
metszete vagy ilires vagy az E matrix altal generalt 1 dimenzids részalgebra, ahol
E az n; x ni-es egységmatrixbdl és az ny X no-es nullmatrixbol képzett blokkdi-
agonalis matrix. Mivel S zart a szorzéasra, az S generdtumaban szereplé matrixok
megkaphatok az S elemeinek linearis kombinacidjaként. Ezért az S altal generdlt
részalgebra -mint vektortér megegyezik- az S &ltal generalt vektortérrel. fgy az S
altal generalt részalgebra dimenzidja ny + ng — k1 — ko — 1 vagy ny + no — k1 — ko
attdl fiiggden, hogy v(S7) és v(S2) generdtumédban egyszerre szerepel E vagy sem.
O
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11. Megjegyzés. Ha a 20.Tételben ko reprezentdciojdnak van szabad koordindtdja,
akkor ki+ky-nek nq+nq egy reprezentdcidja, ha ki reprezentdcidja [nem-[nullelemes,
akkor ki + ko is [nem-[nullelemes lesz. Ugyanis a szabad koordindtdt dtirva 1-re(ha
nem 1) a y(S3) generdtumdban nem szerepelhet E, mert az olyan linedris kom-
bindciokndl, ahol a szabad koordindta helyén O van, akkor az elsé blokk 6sszes eleme
is 0 lesz. Tovdbbd, ha az egész y(S)-ben a szabad koordindta helyére 1-et irunk, akkor
k1 + ka-nek my + nag-vel eqy olyan nem-nullelemes reprezentdcidjat kapjuk, melynek

van szabad koordindtdja.

21. Tétel. Ha ki-nek van eqy nullelemes-reprezentdcioja ni-gyel az F test felett,
és ko-nek eqy nem-nullelemes reprezentdacioja nq-vel, akkor ki + ko nullelemesen

reprezentdlhato F felett nq + na-vel.

Bizonyitds. Legyen S7 egy olyan matrixfélcsoport, mellyel ki-et lehet nulleleme-
sen reprezentalni, n; és Sy olyan, mellyel ks-t lehet nem-nullelemesen reprezentélni
no-vel. Az S; elemeihez rendeljiink hozza rendezett parokat gy, hogy a € S;-hez
az (a,1 — 1) part rendeljik. Ezen rendezett parok halmazat jeldlje S;. Az Si-n
értelmezziink egy miivelet koordinatanként: els6 koordinataban legyen a matrixszorzas,
a masodikban pedig, mint két szdm szorzata. [gy S; izomorf Si-vel, és S| és S disz-
junktak. Legyen S := S} U S} és |S| = ny + ne. Legyen v a kovetkez6 leképzés
S-bOl F (1, £n2)x (n14+ns)-b€: ha @ € S mésodik eleme 0, akkor y(a) az a két blokkbdl
allo blokkdiagondlis matrix, melynek elsé blokkja az a elsé eleme, masodik pedig
az ny X ng-es nullmatrix; ha b € S masodik eleme 1, akkor v(b) az a két blokkbol
allé blokkdiagonalis matrix, melynek els6 blokkja az n; x ni-es nullmatrix, masodik
blokkja pedig a b els6 eleme. Mivel Si-nek eleme a nullmatrix, Sy-nek pedig nem,
ezért 7 injektiv és |y(S)| = |S| = n1 + ng, tovdbbd (S)-nek eleme a nullmatrix.
Ekkor v(S) a métrixszorzasra zart. Nyilvan barmely a,b € S} és ¢,d € Shre
Y(a)y(b) = ~(ab), v(c)y(d) = ~(ed) és Y(@)v(c) = Qnysns)x(nitng)- Az Si dltal
generdlt részalgebra -mint vektortér- izomorf a ~(S;) éltal generalttal, tehét ezek
dimenziéja megegyezik. A v(.S]) altal generalt részalgebra metszete a v(S%) altal ge-
neralttal a nullmétrix. Ebbél kovetkezéen (S) altal generdlt részalgebra dimenzidja
az Sy és Sy dltal generdlt részalgebrdk dimenzidinak osszege azaz (ng —kq)+(na—ko).

Tehét v(S) a ki + ko-nek ny + no-vel valé nullelemes reprezentacidja. O

12. Megjegyzés. Ha a 21.Tételben ki vagy ko reprezentdciojinak van szabad ko-
ordindtdja, akkor ha a reprezentdcioban a szabad koordindtdnak megfeleld helyen az
0sszes mdtrix ezen elemét dtirjuk a szabad koordindtaval megegyeziore, akkor ki + ko

nem-nullelemes reprezentdciojat kapjuk, melynek van szabad koordindtdja.
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22. Tétel. Ha ky és ky nemnegativ egészeknek nqy és ny nullelemes reprezentdcioja
F felett gy, hogy van eqy 1 < ny egész, hogy a ki reprezentdciojanak van szabad

koordindtdja, akkor ki + ko — 1 nullelemes-reprezentalhato ny + ny — 1-el.

Bizonyitds. Legyen az S és az S5 a feltételeknek megfelelé matrixfélcsoportok. Te-
kintsiik a 21.Tétel bizonyitasdban szereplé S! és v konstrukcidjat. Ebben az eset-
ben 7 nem injektiv, a nullmatrixnak két Osképe van, de a tobbi matrixnak egy.
A szabad koordinata helye legyen j,j ekkor az értéke 0, mivel nullelemes a repre-
zentéci. Toroljik v(S) minden elemének j-edik sordt és j-edik oszlopét. Igy, mivel
ezekben minden elem 0 volt, az 4j (ny + na — 1) X (n1 + ng — 1)-es matrixaink
félcsoportja izomorf 7(.S)-el mint félcsoport és az altaluk generalt részalgebrak is
mint algebrék. fgy egy ni +ny — 1 elemii matrixfélcsoportot kaptunk melyek mérete
(ny + ng — 1) X (n1 + ny — 1). Ugyanigy mint a 21.Tétel bizonyitasandal a (S)
generdtuméanak dimenzidja itt is (ny — k1) + (ny — ko). Tehdt k; + ko — 1 nullelemes

reprezentalhaté nq + ny — 1-el. [

13. Megjegyzés. Ha a 22.Tételben azt is feltessziik, hogy ko reprezentdciojanak is

van szabad koordindtdja, akkor a ky + ko reprezentdcidjanak is van.

23. Tétel. Egy k nemnegativ egésznek n eqy nullelemes reprezentdicidoja F test fe-
lett. Tovabbd Sy, S, ..., Sy az F multiplikativ struktirdajinak véges részfélcsoportjai
amik nem feltétlenil kilonbozoek, ahol h pozitiv egész. Elemszdmaik pedig rendre
ki, ko, ....kn # 1. Ekkor a kovetkezok teljestlnek:

1. Ha 51,9, ..., S, mindegyike nullelemes akkor k — h — 1 + H?Zl ki-nek az n —

1+ H?Zl k; eqy nullelemes reprezentdcioja.

2. Ha S1,8s,..., Sy legalabb egyike nem nullelemes akkor k + h — H?:l ki-nak az

n+ H?Zl ki egqy nullelemes reprezentdcidja.

Bizonyitds. A 21.Tétel miatt a (2) esetben elég belatni, hogy —h + Hle k;-nak
van egy nem-nullelemes-reprezentacioja H?:l ki-vel. Az (1) esetben pedig a 22.Tétel
miatt elég belatni, hogy —h — 1 + H?Zl k;-nak van egy nullelemes reprezentaciéja
(TT\, k;)—1-el melynek van szabad koordinatéja. Mindkét esetben tekintsiik a 18.Lem-
ma altal biztositott reprezentacidkat az S; ¢ = 1, ..., h félcsoportokhoz, majd ezekre
a reprezentaciokra egymés utan alkalmazzuk a 19.Tételt. fgy a H?Zl k;-nak egy rep-

rezentaciéjat kapjuk
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-val. A (2) esetben ez egy nem-nullelemes reprezentécid, tehat készen vagyunk. Az (1)
esetben ez egy nullelemes reprezentacid, de a 18.Lemma konstrukcigjabdl adéddéan
-mivel |S;| # 1 minden ¢ € {1, ..., h}-ra- a reprezentdciénak van szabad koordinatéja.

Tehat ebben az esetben is igaz az allitas. [J

14. Megjegyzés. Legyen T eqy p primkarakterisztikdaji test. A véges Abel-csoportok
alaptétele miatt ha d a p—1 osztoja, akkor van d elemi részcsoportja F multiplikativ

struktirdjinak és d + 1 elemi részfélcsoportja, mely egy nullelemes csoport.

A fejezet kordbbi eredményeinek szemléltetésére vezessik be a kovetkezd jelolést:
adott eqy F test, mely legyen most fix. Ha ezen test felett k reprezentdlhats [nem-
[nullelemesen n-nel, akkor jeloljik ezt a kovetkezé mdodon [(n,d)] (n,d)y mddon,
ahol d = n — k. Ha adott két reprezentdcio az elobbiek szerint akkor a 19.Tétel
rajuk valo alkalmazasat jelolyik egymds mellé irassal, a fejezetben szerepld eqyéb
konstrukciokat pedig, melyek idedlbévitést haszndlnak, jelolyik +-szal. Az eredményril
kapott reprezentdciot = utdn irjuk. fgy parcialis miveleteket definidaltam a reprezen-
tacick kozott. Feltételezem, hogy minden kiinduldsi reprezentacidimnak (n,d) van
szabad koordindtdja és n # 1. Most ezek alapjan felirom azon miweleti szabalyokat,

melyek olyan miveletrol szolnak mely megdrzik a szabad koordindtdkat.
(n1,d1)(ng, d2) = (niny, di + da)

(ny,dy)o(ne, d2) = (ning, dy + da)
(n1,dy)o(ng, d2)o = (ning, di + da)o
(n1,d1)o + (na, dz) = (ny + na, dy + da) = (ny + na, dy + da)o
(n1,dy) + (na, dz) = (ny + ng, dy + ds)
(n1,d1)o + (N2, da)o = (n1 +na — 1,dy + da)o

Ezek alapjan kiszamoltam, melyek a legkisebb n pozitiv egészek, melyekkel diagondlis-
reprezentdlhatoak a k = 0, ..., 20 szamok a 5 test folott, ezen konstrukcio alapjin. Az
5—1 osztoi:1,2,4. fgy F5 részfélcsoportjaibol a 18. Lemma dltal kapott reprezentdciok:
(2,1),(2,1)0,(3,1)0,(4,1),(5,1)9. A szamoldst igy végeztem, hogy minden n-re meg-
kerestem azt a legkisebb d-t és do-t amelyre (n,d) és (n,do)o. Igy mdr tudtam ké-
vetkeztetni arra, mely n-ekkel nem lehet reprezentdini eqy k-t. Osszehasonlitdsként
9.Lemma dltal biztositott korldtot s odairtam, azaz minden k esetén a legkisebb n-et,

amire k < n — logsn. Jelolések:
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k: reprezentdlni kivant nem negativ egész,

ny: legkisebb pozitiv egész mellyel ez eqy nem-nullelemes reprezentdcio,
ng: legkisebb pozitiv egész melyre ez eqy nullelemes reprezentdcio,

Ni: k eqy reprezentdcioja ny-gyel,

Ny: k egy reprezentdcioja ng-lal,

n: minn, ng,

log: a 9.Lemma dltal biztositott korldt.

k | ny | ng Ny Ny n | log
011 (1,1) (1,1)o 11
1122 (2,1) (2,1)o 2 |1
2 14| 3 (2,1)+(2,1) (3,1)0 31 3
3045 (2,1)(3,1)0 (5,1)o 4] 4
416 |5 (2,1)(3,1) (5,1)o 515
51717 (3,1)0+ (4,1) (3,1)0+ (4,1) T
6819 (2,1)(4,1) (5,1)0 + (5,1)g 8 | 8
71919 (4,1) + (5,1)o (4,1) + (5,1)o 91 9
8 110 |10 (2,1)(5,1), (2,1)0(5,1)o 10 | 10
0 [12]12 (2,1)(2,1)(3,1)0 (2,1)0(2,1)0(3,1) | 12| 11
10 | 12| 13 (3,1)0(4,1) (4,1) + (4,1) + (5,1) | 12| 12
111414 (41)+ (5, 1)+ (5,1)0 | (4,1)+(5,1)g+(5,1)9 | 14| 13
12115 15| (215, D0+ (5,1 | (2,1)(5,1)0+ (5,1) | 15 | 14
1316 | 15 (3,1)0(4,1) + (4,1) (3,1)0(5,1)o 15| 15
14|16 | 17 (4,1)(4,1) (3,1)0(5,1)0+ (2,1)g | 16 | 16
1518 | 18| (2,1)(3,1)0(3,1)g (2,1)(3,1)0(3,1) | 18| 17
16 [ 19 119 (3,1)0(b, 1)+ (4,1) (3,1)o(5,1)g+ (4,1) | 19| 18
17120120 | (2,1)(2,1)(5,1) (2,1)0(2,1)(5,1)0 | 20 | 19
18 | 20 | 21 (4,1)(5,1) (3,1)0 + (4,1)(3,1)g | 20 | 20
19 (22122 (4,1)(5,1)0+(2,1) (4,1)(5,1)0+ (2,1)p |22 21
2023]23] (4, 105,0)0+ 3,10 | (4,1)(5,1)0+(3,1) |23 22

A tabldzat utolso két oszlopdbdl ldathato, hogy ezen kis szdmok esetén elég jo konst-
rukciokat kapunk, ha nem is mindenhol tudjuk, hogy ez a legjobb de legfeljebb 1
az eltérés. Bdr ez nem jelenti azt, hogy mds testek esetén esetén vagy joval nagyobb
szdmokra is igaz lenne ez. Annyit viszont tudunk, hogy véges testek esetén a 19.Tétel
és a 18.Lemma miatt van tetszoleges egésznél nagyobb k nemnegativ egész, hogy a

konstrukcio dltal biztositott n pozitiv egész eléri a 9.Lemmabol kovetkezd korlatot.

18



Félcsoportok matrixreprezentaciéinak dimenzidi

Ugyanis egy d dimenzids vektortér bedgyazhatd egy n X n-es nulla mdtriz (n > d)
fodtlojaba, ez pont annak felel meg, mintha a vektortér elemei kozt értelmeznénk a

koordindtankénti szorzast miveletként.

A fejezet eddigi részében ldatott konstrukcickrol nem tudjuk még mennyire jdrnak
kozel a fejezet elején kimondatlanul kitiizott célunkhoz, hogy hatdrozzuk meg min-
den k mnem-negativ egészhez és F testhez az dsszes pozitiv egész n-et, mellyel k
diagondlisan reprezentdlhato az F felett. Sajnos eqy konkrét test esetén is nehe-
zen dtlathato az dltaluk biztositott feltétel k reprezentdalhatosdgdra. Ezért a feje-
zet hdtralévo részében kicsit dltalanosabb szemszogbdl kozelitem meg a problémdt.
Ennek kapcsin kitérek az eqyik érdekesebb eredmény természetesen adodo kovet-
kezményeire, elhelyezve azt dltaldnos félcsoportelméleti eredményekhez képest. Célom
arra wranyult, hogy leirjam a diagondlis matrixokkal reprezentdlhato félcsoportokat,
hogy késobb ezek ismeretében tudjam megvalaszolni eqy nem negativ egész diagonalis
reprezentalhatésdagdra vonatkozo kérdést. Jelolje D(F), az T test feletti n X n-es di-

agondlis mdtrizok félcsoportjdt.
24. Tétel. D(FF), Abel-csoportok félhdldja.

Bizonyitds. Legyen o = {(A,B);A,B € D(F),,A;; = 0 & B,; = 0}. Ekkor «
nyilvan ekvivalenciarelacio. Mivel F test, ezért nullosztémentes, tovabba 0 x a =
a*x0 =0 Va € F. Ezekbdl kovetkezben o kongruenciareldcid is. Ekkor D(F), minden
a szerinti osztalyaban pontosan egy olyan matrix van, melynek minden eleme 0 vagy
1. Mivel test, ezért F-ben csak a 0 és 1 az idempotens elemek. Vilagos, hogy ha B a
D(F),, egy idempotens eleme, akkor B minden eleme a fédiagondlisban is idempo-
tens. Mivel D(FF),, minden « osztélydban pontosan egy az eld6bb emlitett felépitésii
idempotens elem van, belathat6, hogy D(FF),,/« izomorf a 2™ elemii Boole-algebraval
mint félhaléval, ha minden osztalybdl, mint reprezentans elemet kivalasztom az
elobb emlitett idempotens elemeket. Tovabba ezen idempotens elemek az adott «
osztalyban egységelemek. Legyen C' € D(F), C' pedig legyen az a métrix, melyet igy
kapunk C-bédl, hogy annak minden nem nulla elemének vessziik az F testen beliili
inverzét. Ekkor C' és C” egy « osztalyba esnek és szorzatuk ezen osztaly egységeleme
lesz. fgy azt kaptuk, hogy minden « osztaly egy csoport. Tehat D(IF) csoportok
félhaléja. Tovabba D(F) kommutativ, ebbél kovetkezik az allitds. O

25. Tétel. Legyen D(F), azF test feletti n x n-es diagondlis mdtrizok félcsoportja.
Ekkor D(F), minden periodikus részfélcsoportja, -specidlisan a végesek is- Abel-

csoportok félhdloja.
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Bizonyitds. A 24.Tételbdl és az 1. Tételbol kovetkezik az allitas. [

2. Kovetkezmény. A 2/.Tétel tovabbi kovetkezményei:

1. A 2.Tételbdl kovetkezben D(F),, teljesen reguldris.

2. A 8.Tételbdl kivetkezéen D(IF),, Abel-csoportok erds félhdldja és D(FF),, Clifford
félesoport.

Eqgy, az elozdekhez hasonlo kovetkezmény az alabbi is:

19. Definicié. [3] Adott eqy S félcsoport és eqy A C S halmaz. Ekkor az A sze-
pardtordan az SepA halmaczt értyik, mely S azon x elemeit tartalmazza, melyekre a
kéovetkezdk teljesiilnek: tA C A, Ax C A, x(S—A) C(S—A) és(S—A)x C (S—A).
Ekkor SepA részfélcsoportja S-nek.

26. Tétel. [3] Legyen S egy félcsoport, G pedig az S részcsoportja. Ha A C S, hogy
SepANG # 0, akkor SepANG eqgy csoport.

3. Kovetkezmény. A 24.Tétel és a 206.Tétel kovetkezménye, hogy D(F), minden
olyan részfélcsoportja, mely valamely A C D(F), halmaz szepardtora, csoportok
félhdloja.

Allitas Ha adott eqy F és S a D(IF) egy véges részfélcsoportja, akkor S elemeinek

a nem O elemei az F test periodikus elemer. []

A diagondlis reprezentdciok esete még nincs készen. Az eddigi eredmények folytatdsd-
nak egy lehetséges modja megadni D(F),, n elemi részfélcsoportjainak felépitését az F
véges multiplikativ részfélcsoportjaibol, s ekozben megfigyelni az dltaluk generdlt rész-
algebra dimenzigjanak vdltozdsdt. A 25.Tétel dltal biztositott szemlélet mutatja hogy
a kordbbi konstrukciok azon alapulnak, hogy D(F),, két egymdshoz képest specidlis el-
helyezkedésti részfélcsoportja egyiitt milyen részfélcsoportot (reprezentdcidt) generdl.
Ezeket az elhelyezkedéseket pontosan leirva és minden esetben meguizsgdlva az dltaluk

generdlt részfélcsoportot, megolddst kaphatunk a felvetett problémadra.

5. Egyéb reprezentaciok

A [1] cikk a reguldris reprezentdcidt, mint specidlis mdtrizreprezentdciot vizsgdalja. A
kovetkezo, mdr jol ismert szempont szerint, hogy eqy k nem negativ egész mely pozitiv
egész n-ekkel reprezentalhato gy, hogy a reprezentdcioban szereplé S félcsoport bal
[jobb] reduktiv és v hi reprezentdcid a jobb [bal] requldris reprezentdcid. Ezen beliil

is foként a O reprezentdcioival foglalkozik.
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20. Definicié. Egy S félcsoportra az mondjuk, hogy bal [jobb] reduktiv, ha minden
a,b € S-re teljesiil, hogy ha minden x € S-re xa = xb Jax = bx], akkor a =b.

21. Definicié. Legyen S egy n elemi félcsoport, rogzitsik az elemeinek eqy sor-
rendjét. Minden s € S-re tekintsiik a kovetkezd n x n-es mdatrixot melynek az elemei

S elemeivel vannak indexelve:

RY = (1)

(5) 1, ha zs=y
'S =
oy 0 egyébként

ahol

Ekkor Rsp : s — R®)-et jobb requldris reprezentdcionak hivjuk. A bal requldris rep-
rezentdcio a jobb requldris dudlisa (ezért elég az egyik, jelen esetben a jobb requldris

reprezentdciot vizsgdlni).

15. Megjegyzés. [1] Eqy S félcsoport jobb [bal] requldris reprezentdcidja akkor és
csak akkor hi ha S bal [jobb] reduktiv.

22. Definici6. Legyen v egy S véges félcsoport n := |S|-foki reprezenticidja egy
F test felett. Azt mondjuk, hogy S ~y-fiiggetlen F felett, ha v hi és v(S) linedrisan
fuggetlen T, ., -ben.

27. Tétel. [1] Legyen n < 3 pozitiv egész. Ha k nemnegativ egész reprezentdlhatd
n-nel F test felett ugy, hogy a szoban forgo reprezentacio az R, akkor k = 0. Ezt
gy is mondhatndnk, hogy eqy legfeljebb haromelemi félcsoport minden jobb regquldris

reprezentdcidja Ry-fluggetlen.

A [1] cikk mutat egy dtelemdi félcsoportot, melynek Ry reprezentdcidja nem Ry-
fuggetlen. Tovdbba feltesz eqy kérdést, hogy a 27.Tétel igaz-e néqgy elemii félcsoportokra
1S.

Az 5. Lemma teljesil a jobb requldris reprezentdciok osztalydn beliil is.

28. Tétel. Ha k-nak azn eqy Ry reprezentdacioja, akkor n+1 is Ry reprezentdcioja
k-nak.

Bizonyitds. Legyen S egy n elemi bal reduktiv félcsoport gy, hogy az Ry reprezen-
tacidja altal generalt részalgebra n — k dimenzids. Vizsgéljuk meg az n + 1 elemii S°
félecsoportot. Az SO félesoport bal reduktiv és az Ry reprezentaciéja altal generdlt
részalgebra n 4+ 1 — k dimenzids. Jelolje 0 az SO nullelemét. Tekintsiik ezutédn S°-

nak azt a rendezését melyet igy kapunk S rendezésébél, hogy 0 S minden eleménél
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nagyobb. Ahhoz, hogy S° bal reduktiv, elég beldtni, hogy Rgop hii reprezentdcidja
S%-nak. Barmely két S-beli elem Rgop dltali képe kiilonbozd. Ekkor Rso’F(O) az az
(n+1) X (n+1)-es métrix, melynek utolsé oszlopdnak minden eleme 1, a métrix tobbi
eleme pedig 0. Az Rgop(5) elemei mind olyan matrixok, melyek utolsé oszlopainak
minden eleme 0, kivéve az utolsét, ami 1. Ebbdl az is 1atszik, hogy Rsor az S° hii
reprezentacija és 0 képe linedrisan fiiggetlen S képétél. Tovabba S elemeinek Rsor
szerinti képei pontosan akkor linedrisan osszefiiggéek, ha az Rgr szerint azok. Tehat

RE(S°) 4ltal generalt részalgebra dimenziéja n + 1 — k. OJ

4. Kovetkezmény. A 28.Lemma és a [1] cikkben szerepld dtelemi konstrukcid nem
meglepo kovetkezménye, hogy a 27. Tétel dllitasa nem telesil otnél tobb elemi félcso-

portok esetén sem.

A témdban tovabbi vizsgdlatokra ad lehetdséget ha a reprezentdciokat eqy bizonyos
félesoportosztalyra szoritjuk meg és abban az esetben vizsgdljuk a nem negativ egészek
reprezentdalhatdosagdt. A kovetkezd konstrukcio azért készilt, mert szerettem volna
reprezentdlni az n elemi ciklikus félcsoportot ezt sajnos csak (n+ 1) x (n + 1)-es

matrizokkal tudtam.

29. Tétel. Legyen S eqy az a elem dltal generdlt ciklikus félcsoport ami nem cso-
port. Ekkor 1 reprezentdlhatd bdarmely |S| + 1-el 1igy hogy a reprezentdcié S°-dt

haszndlja, ahol S° azt a félcsoportot jeloli ahol S-et eqy nullelemmel bévitjiik.

Bizonyitds. A nullelem képe a nullmatrix, ha a tobbi matrix hli reprezentacidja S-
nek és linedrisan fliggetlenek akkor készen vagyunk. Az S minden esetben felfoghato
egy a elem &ltal generdlt szabadfélcsoportnak amelyen egy a kovetkezo alaku de-
finialé egyenléség teljesiil a' = a™*! valamely 0 < i < n ahol n = |S]|, mivel S
nem csoport 0 < i. Ekkor S reprezentalasahoz elég egy olyan A matrixot taldlni
amely kielégiti az A° = A" egyenléséget és A" # A" is teljesiil. Az A métrix
egy (n+1—1i) x (n+1—i)-es és egy i x i-es blokkbdl all. Az els6 blokk legyen
az (1,2,3,...,n — i — 1,n — 1) permutaciénak megfelel6 permuticiématrix, ez egy
n — i-ed rendii permutacié. A masik blokk pedig az a matrix melynek a nem-nulla
elemei a foatlo felett helyezkednek el és ezek 1-esek. Ekkor a masodik blokk i-edik
hatvanya a nullmétrix, az els6 blokk pedig periodikus, és a periddusa n+1—1, tehat
teljestil a definidlé egyenldség. fgy A hatvanyai egy hii reprezentacidjat adjak S-nek.
Az A hatvanyainak linedris fiiggetlenségét kell még belatni. A masodik blokk j < 4
hatvanyai gy néznek ki, hogy a f6atlo folotti j-edik atloban vannak csak 1-esek,
ezért A els6 ¢ — 1 hatvanyai linearisan fiiggetlenek egymastol és a tobbi hatvanytol.
Az A AL A" elemekben pedig az elsd blokk az n — i elemfi ciklikus csoport

regularis reprezentaciéjaval egyezik meg, tehat ezek linearisan fiiggetlenek. [
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(")sszefoglalés

Dolgozatomban a 14.Definicioban megadott fogalmat vizsgdltam. FElészor dltaldnos
esetben, sikerilt megadni a pontos feltételét eqy k nemmnegativ egész szam pozitiv
egésszel valo reprezentalhatosdganak valamely F test felett. Ezt tekintem dolgozatom
legfobb eredményének. Viszont ezzel még nem zdrul le a téma vizsgdlata, ugyanis
tehetiink megszoritasokat a vizsgdlt reprezentdaciokra, s igy e témdaban még béven van
lehetoség ujabb €s ujabb vizsgalatokra. Ha példdaul a reprezentdlt félcsoportosztdalyra
tesziink megszoritdst, azt tehetjik olyan céllal, hogy tobbet tudjunk meg ezen fél-
csoportosztalyrol. A dolgozatomban két ilyen megszoritdst vizsgdaltam, az egyik a
null-reprezentdlhatosdg a mdsik pedig a diagondlisan reprezentdlhatosdg. A null-
reprezentdlhatosdagot majdnem teljesen sikerult leirni. A 0-dnak 2, 3, 4-gyel valo null-
reprezentdlhatésaga viszont nyitott kérdés maradt, leszamitva a 2-vel az Fy test feletti
null-reprezentdlhatdsdgot (15.Tétel). Ebben az esetben bdr elemi esetvizsgdlatot vé-
geztem; -ez sajnos nem vezet kézelebb a kérdés tetszdleges test feletti megolddsdhoz- a
meglepd eredmény miatt mégis leirtam. Meglepd, mert itt a tobbit megoldott esettel el-
lentétesen nem esik eqybe a reprezentdlhatosdg €s null-reprezentdlhatisdg feltétele. A
diagondlis reprezentdlhatosag esetén viszont még nem teljesen kidolgozott, itt megad-
tam néhdany konstrukciot és felvazoltam a tovdabbi vizsgdlatok eqy lehetséges menetét.
Meglepo, hogy itt csak a diagondlis mdtrizok multiplikativ struktirdjat vizsgdlva -
pedig azt hihetnénk ezt ismerjik- egy nem trividlis kérdést kapunk(diagondlis repre-
zentalhatdsdg). Meg kell emlitenem még az 5. Lemmdt, ugyanis érdemes minden ilyes-
fajta vizsgdlatot azzal kezdeni, hogy az emlitett lemma teljesiil-e az adott reprezentd-
ciok osztalydn beliil. Beldttam, hogy az dltalam vizsgdlt esetekben igen és [1] cikkben
vizsgalt jobb-regquldris reprezentdciok kozott is igaz. Az elébb felsorolt eredmények
részben a [1] cikkben szerepld kérdésekre adnak vdlaszt, részben pedig hozzdtesznek

annak eredményeihez.
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