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1. Bevezetd

1.1. Geometriai hattér és f6 eredmény

A dolgozat targya egy specidlis, latszolagos szingularitasokkal rendelkezd linearis dif-
ferencidlegyenlet egyiitthatoinak vizsgalata. A kutatas geometriai motivaciojanak megér-
téséhez eldszor is tekintsiink egy ¥ Riemann-feliiletet, adott P = {to,...,t,} kiilonb6zd
pontokkal. Rogzitsiink egy E, m rangi topologikus vektornyalabot a X felett, és ve-
gyilk a D logaritmikus konneriokat E-n. Egy konnexio6 egy els6rendi differencidloperator
D:E— E®QL, ahol €4, a X-feletti 1-formakat jeloli, tovabba D C-linearis és kielégiti
a Leibniz-szabélyt. Specidlisan egy logaritmikus konnexio D : E — E® QL (log(P)), ahol
QL (log(P)) a ¥ feletti meromorf 1-formakat jeloli. Igy a logaritmikus konnexié egy t ¢ P
pont korill D =d+ A(z)dz alaka — ahol A(z) egy matrix értéki holomorf fiiggvény —,
egy t; € P koriil pedig D =d+ f%’izdz alakia. Az A(t;) sajatértékeit p; g-val jeloljiik, ahol
k=1,...,m.

Legyen M = {(E, D)}/ ~ a logaritmikus konnezick modulustere, ahol ~ a konnexio-
izomorfizmusok altal definiadlt konnexiok kozotti ekvivalenciarelacio. M kovetkezé tulaj-
donsagai ismertek 2] alapjan:

(i) M egy 2N dimenzios, komplex algebrai varietas, ahol

1 . m(m—1
N:§d1m(c./\/l=7( 5 )

(n—1)—m+1. (1.1)
(ii) Me-en létezik holomorf szimplektikus struktira.
Keresiink M egy stirti nyilt halmazin (M") egy kanonikus koordinatarendszert. A mo-
dulustér és a koordinatarendszer tanulmanyozasa tovabbi geometriai probléméakhoz kap-
csolodik, mint példaul Riemann-feliiletek fundamentalis csoportja vagy a csomoéelmélet.
Bizonyos, a modulustérbdl szarmaz6 objektumoknak szamelméleti jelentGssége is van.
A dolgozat {6 eredménye:

1. Tétel. Legyen most X a Riemann-gomb, ekkor létezik M-nek m =3, n =3, generikus
i k-k esetén eqy sird, nyit részhalmaza és egy 12-edfoki V' affin részvarietds T*(C\ P)*-
en, amelyre M°® =T* (((C\P)4\A) \V. (A a nagydtldt jeloli.)

Ko6vetkezmény: M%-on kapunk egy kanonikus koordinatarendszert.



1.2. A megoldias moédszere

2. Tétel. Raogzitett X Riemann-felilet, P ponthalmaz, rogzitett E m rangi vektornyaldb

és I exponensek esetén az M modulustér minden generikus eleme reprezentdlhato olyan

m-edrendd skaldris linedris kézonséges differencidalegyenlettel, amelynek to,t1, ..., t,-ben
wix sajatértékekkel jellemzett szingularitdsa és valamely Q = {q,...,qn} pontokban —

ahol N = %dim@ M — latszolagos szingularitdsa van:
w™ (2)+ By (2)w™ V() +- -+ Bp(2)w(z) = 0, (1.2)

ahol By(2)-k k-adrendd formdk k-adrendd pdlussal P-ben, ill. Q-ban. Az ilyen egyenletet
Fuchs-félének nevezzik. [3]

Egy q; cCP! pontot ldtszdlagos szingularitisnak neveziink, ha létezik a megoldasoknak
olyan alaprendszere, amely regularis fiiggvényekbdl all.

Habar a [3|-ban a 2. tételt bebizonyitjak, indokolt a probléma tovabbi vizsgalata.
Az 1. tétel a 2. tételnek az elss, lehetséges legkisebb nemtrivialis példaja, ahol V' = ().
Bizonyitasomban a [3]-ban felvazolttol eltéré modszereket hasznalok.

Célunk érdekében el6szor felirjuk a differencidlegyenlet egyiitthatoit két polinom hé-

nyadosaként, ahol a nevezdébeli polinomnak éppen a szingularitasok lesznek a gyokei.

~ G(2) _ H(z) ~ K(2)
Bi(z) = o Bao(z) = —W(z),...,Bm( ) Ty
G(Z) = G0+G12+ c '+Gn+N_1Zn+N_1, (13&)
H(z)= Hy+ Hyz+- -+ Hopyy—1) 22N, (1.3b)
K(z)=Ko+Kyiz+-- -+Km(n+N_1)zm("+N_l), (1.3¢)
n N
v =T]E-t) [J¢—a. (1.3d)
i=1 j=1

A differencidlegyenlet vizsgalatat a klasszikus Frobenius-modszerrel végezziik.
3. Tétel. Ha az (1.2) egyenletben a (t;—2)G(2)/0(2), (t;—2)*H(2)/1¥*(2),... holomorf
1, 2 stb. rendd formdk egy t; szingularitds egy kornyezetében, akkor a w(z) megolddsok
(2=t (z—t)H2, ..., (z—t;)Mm fiigguények szerint viselkednek egy t; csicsi szogtar-
tomdnyban, ahol a ji; -k az in. indicidlis egyenlet megolddsai. (Hasonld igaz a q; ldtszo-
lagos szingularitdsokra is.)

Az indicialis  egyenletet tugy Allitjuk el6, hogy a differencidlegyenletbe a
S a(z—t;) " alaka megoldasfiiggvényt helyettesitjiik be, majd vessziik a legkisebb



z kitevéhoz tartozo egyiitthatot. Behelyettesitjiik ¢;-t, majd egyenlévé tessziik nullaval:

pi(ps=1) - (s =m+1) + Gg pa(p = 1) -+ (i —m+2)+- -+ Ky =0, (1.4)

ahol G, ..., Kl a Bi(2), ..., Bn(2) fiiggvények Laurent-sorainak elss, nem feltétlen
nulla tagjai a ¢; helyen. Az indicidlis egyenlet 11, ... i, sajatértékeit a ¢;-hez tart6zo

exponenseknek nevezziik. Tovabba kettd multiplicitasi esetben igazak a kovetkezdk:
(i) Ha pg, — pg, ¢ Z, akkor a megoldasok wy, = 2/ - C(2), wy, = 22 - Cy(z) alakuak,
ahol C1(z) és Cy(z) holomorf fiiggvények.
(ii) Ha pg, — i, € Z, akkor a megoldasok wy, = zM1 - C(z), wg, = 22 - Cy(2) +
+ Kl ky Why 10g(2 — ;) alakaak, ahol Cy(2), Ca(z) holomorf, ;.. € C konstans.
(iii) Ha pg, = py, akkor a megoldasok wy, = 21 - C1(2), wy, = 2"2 - Cy(z) +
+Kj, g, W - log(z—t;) alakiak, ahol Cy(z), Cy(z) holomorf, xj, ,, € C, de &g, ,, #0.

Magasabb multiplicitast esetben analog képletek érvényesek.

Mivel a modulustérben minden ¢;-hez p; -k rogzitettek, ezért ismeretiikben az in-
dicialis egyenletbol kifejezhetjiilk Gl, HE .. ..értékeket, s6t, mint latni fogjuk, a G,
H{?,... értékeket is az indicidlis egyenletbdl fogjuk nyerni.

Tovabbi feltételeket ad az (1.2)-beli egyiitthatokra, hogy a megoldasfiiggvényekben
nem szerepelhetnek logaritmikus tagok, mert akkor nem kapnank latszolagos szingularti-
téast, hiszen a logaritmusfiiggvény nem reguléaris nullaban.

Klasszikusan ismert, hogy mindezen feltételek nem linearisan fiiggetlenek, a reziduum-

tétel miatt az Osszes szingularitas Osszes sajatértékére fennall az an. Fuchs-féle relacio [1]:

S ps=1 (1.5)

i=1,k=1

Az deriil ki, hogy a fenti feltételek Osszessége még mindig N szabadsagi fokot hagy,
ezért bevezethetiink py, ..., py koordinatakat. Kés6bb fogjuk latni, hogy ezek mik lehet-

nek.

A megoldas soran felhasznaljuk a konfluens Vandermonde-mdtrizok determinansara
vonatkozo tételt. Ezek olyan Vandermonde-tipusi matrixok, ahol a sorokban nem csak
kiilonb6z6 valtozok szerepelnek egyre novekvd hatvanyon, hanem a sorok sajat valtozo-
juk szerinti derivéltjai is. El6fordulhatnak magasabb rendd derivaltak, de akkor minden
kisebb rendt derivaltnak is szerepelnie kell! S6t, megengedett, hogy ne minden valtozo-
nak szerepeljen azonos rendi derivaltja! A sorok a derivalas rendje, azon beliil a valtozok

indexe szerinti sorrendben kovetik egymast a matrixban. Legyenek z1, o, ..., xp a matrix



valtozoi, és legyenek rendre ny,no, ..., n; a matrixban szereplé derivaltrendjiik. Ekkor a

konfluens Vandermonde-determinans valamilyen K € R\ {0} allandéval:

Ko JT (=)ot (1.6)

Vi<j parra
1.3. Masodrendq eset

A maésodrendii esetet teljes egészében a [4] cikk targyalja, itt csak a gondolatmenetet
és az eredményeket foglalom 6ssze, mert a harmadrendi eset vizsgalata erre épiil.
Mésodrendii differencidlegyenletnél (m=2) CP'-ben az n+1 db szingularitis mellett
(1.1) szerint N =n—2 latszolagos szingularitasunk van. Az (1.3) szerint deg G(z)=2n—3,
deg H(z) = 4n — 6, deg1(z) = 2n — 2 polinomok, az (1.2) egyenlet megfelelg alakja a
kovetkezG o "
%w/(z) + w%(z))w(z) =0.

A G(z)-bdl és H(z)-bol 6sszesen 6n—7 db ismeretlen egyiitthatonk van. Nézziik, hany

w//(z) +

egyenletet tudunk felirni!

A Frobenius-modszerrel dolgozva kapjuk az (1.4)-nek megfelels indicialis egyenletet:
pi(ps = 1) + G i+ Hy' = 0.
gy van n+1 egyenletiink G(z) egyiitthatoira és n+ 1 egyenletiink H(z) egyiitthatéira:

G(t)i =1—(pig+pi2), (1.7)
H(t)i = Mi1 - Hi2-

A latszolagos szingularitasokra a -k meghatarozottak, az indicidlis egyenlet egyik
gyokének 0O-nak kell lennie, hogy w;(0) # 0 teljesiiljon. Ez rogton azt eredményezi, hogy
H{’ =0. Az indiciélis egyenlet masik gydke nem lehet 1, hiszen akkor (1.7)-nek megfelelGen

G¥ =0 lenne, de ez nem lehetséges. Igy a minimalis érték a ;. = 2. Vagyis:

Gy =—1,
HY =0.

Ez ajabb 2(n—2) db egyenlet.
A pj1—pj2 € Z miatt ki kell zarni a logaritmikus tagokat, ez tjabb n —2 egyenlet.
Ezt a feltétel a [4]-beli 3.1-es lemma fogalmazza meg, a G és a H egyiitthatoira egyiitt

vonatkozik:
H"(q;)+H'(g;)- (H'(¢;) +G'(g;)) - (1.8)



Végiil még szabadon megvalaszthatjuk H'(g;) értékeket a p; koordinataknak, ajabb
n—2 egyenletet kapva. Igy Ossszes 6n — 6 egyenletiink van, de a rangot eggyel csokkenti

az (1.5) relacio:
Z i+ e = 1.
=0

Ezzel valoban egy legfeljebb 6n —7 rangu linearis egyenletrendszerhez jutottunk G és H
egyiitthatoira.

Az egyenletrendszer alakjabol azonnal kovetkezik, hogy G 2n—2 egyiitthatojara 2n —1
egyenletiink van, és az (1.5) Fuchs-relacio miatt ebbdl csak 1 nem fiiggetlen, tehat G
egylitthatoi egyértelmiien meghatarozhatoak. Emiatt az (1.8)-beli G-H csatolas megszi-
nik, a [4|-ben pedig bizonyitast nyer, hogy H egyiitthatoira vonatkoz6 egyenletrendszer
matrixa egy (4n—5) x (4n—>5)-0s konfluens Vandermonde-métrix, amelynek determinén-
sa (1.6) miatt nem 0, vagyis a matrix teljes rangi. Tehat masodrendii esetben valoban

teljesiil a 2. tétel.

2. A harmadrendii eset dltalanos vizsgalata

2.1. Az egyenletrendszer felirasa

CP'-ben most is n+1 db valodi, és (1.1) szerint N =3n—5 db latszélagos szingulari-

tasunk van. Legyenek ezek:

P:{tOJ"'JtTL}7 Q:{qla"'7t3n—5}7

ahol to-at a végtelenbe valasztjuk. Az (1.2) differencidlegyenlet egyiitthatoira (1.3)-nak

megfelelGen bevezetjiik az alabbi jeloléseket :

G(Z) = Go +--- +G4n_624n_6,
H(Z) = H() +- - +H8n_1228n_12,
I(z) =T+ -+ L1gp_152""7'%,

v =TI []¢-a)

Ez Osszesen 24n — 33 egyiitthato. A differencidlegyenlet:

H(z)
¥*(2)

) . 1(2)
o) T

w///(z) + ¢3(Z)

w'(2)+

w(z) =0. (2.1)



2.2. A szingularitasokra vonatkozo6 feltételek

A (2.1) megoldasat t; kornyezetében Frobenius-modszerrel keressiik, vagyis a
w(z) =2 ai(z —t;)" alakot irjuk be az egyenletbe. A 3. tétel szerint eljarva az egyiitt-
hatok helyett is azok Laurent-sorat kell szerepeltetniink. Adott #; ponthoz a fo, Héi, Iéi

rendre a Laurent-sor —1., —2., —3. tagjai. Az i =1,...,n pontokra:
G Go+Giti+- -+ Gyt O
Gy = lim (2 —t;) (2) = n0+ it 3:_56 ) (2.2a)
2t (2) Tl ti—te) L (8 —a)
H Ho+ Hiyt;+- - -+ Hg,_19t®" 12
HE = lim (= — g, 2 Hot Hitit R (2.2b)
s V2 T i) TIZ (ti—a@)
. 1 Io+Iiti+- -+ I1gp_qstt2 18
Il = lim (2 —t;)? 32) oAbt +3 2 . (2.2¢)
s V2 T rrii—te )P TLZ (G —a)
Ugyanezzel a szamitassal {yp-ra a kovetkezék adodnak:
GBO = G4n—67
H{® = Hg, 12,
I = Ign_1s.
Ekkor az (1.4)-nek megfelels indicialis egyenletet kapjuk:
i — 1) (1 = 2) + G i (s — 1) + Hy' pi+ Iy = 0.
[;-re rendezve:
S (GE =324 (HY —Gh +2)p + I = 0.
A Viéte-formulak alapjan (a gyokoket p; , modon indexelve):
fia + g+ pis = 3— Gy, (2.4a)
IRV R R URY R Sl ) O e H(t)i — Gﬁf +2, (2.4b)
M1 i 23 = —]éi. (2-40)

Kifejezziik Gf, H', I értékeket, végss soron pedig az alabbi linearis egyenletrendszerhez

jutunk G, H és I egyiitthatoira (mindenhol i =1,...,n):

Gan—6 = 3— (fto1 + o2+ Ho,3), (2.5a)
4n—6 n 3n—>5

S G =B (gt matps)] [ ti—t) ] ti—a). (2.5b)
k=0 k=1,k#i =1

Hgp 12 = fto,1 /40,2 + Ho,1 10,3 + Ho,2/t0,3 — (Ho,1 =+ flo2 + o) +1, (2.5¢)



8n—12
Z ¥ Hy = [pa 1 oo+ pia iz + piopiis — (i + pio+ piz) +1] -

k=0
n 3n—5
IT =t [T ti—a)?, (2.5d)
k=1,k£i =1
Lon—18 = —o,1/40,2/40,3, (2.5¢)
12n—18 n 3n—5
Z T = (—pi i 2hi3) H (ti—tr)® H (ti—aq)®. (2.5f)
k=0 k=1,k£i 1=1

2.3. A latszdlagos szingularitdsokra vonatkozé feltételek

Teljesen hasonléan jarunk el, mint a szingularitdsok esetében, minden ¢; ponthoz
(j=1,...,3n—5) meghatarozhato G¢’, Hy’, 157 a (2.2)-vel analég modon:

) Go+Gigi+--+Gun """

) IThioi(gi—t) Hz—1 l;éj(qj —q)
z)  Ho+Higj+-- -+ Hgn- 1298n 2
2) [Tizi (g —te)? H?nl ?;é](qa @)?

12n—18

Gy = lim (2 —g;) G((Z

z—q; 1/) z

H(

2(

; I(2) To+11gj+- - -+ Li2n-184;

Ig - hm(z_%)S 3 = n g 3n—>5 3"
7 ¥3(2) Hk:l(qj_ tr)? TTZy (05 — @)

Hy’ = lim (2 —¢;)*

Z—)qj'

Masrészt az indicialis egyenletbdl, a (2.4)-hez hasonléan (i — j, t; — ¢;), ismét egy li-
nearis egyenletrendszert kapunk az egyiitthatokra. Itt nem ismerjiik a p; ) értékeket, de
meghatarozhatjuk Gket.

Az indicialis egyenlet gyokei nem lehetnek egyenlGk, mert akkor megjelennének el nem

tinG logaritmikus tagok a 4. oldalon targyalt (iii) eset miatt. Tovabba ;1 =0, mert:

oo

wi(g) = > alz—q) #0.

I=pj1

Tehét a lehetséges sajatértékek: ;1 =0, pjo =1, p;3 =2 Vj-re. Azonban ekkor G¢’ =
Hy =0, I =0, igy ¢;-ben nincs latszolagos szingularitas.

A kovetkezs lehetSség g1 = 0, pjo =1, pj3 =3 Vj-re. Ekkor a GF = —1, Hy’ =0,
Iy = 0 egyenldségekhez jutunk, amelyekkel az alabbi linearis egyenletrendszert kapjuk
(mindeniitt j =1,...,3n—5):



4An—6 n 3n—5

Yo aiGe=—[l-t) I (@-a) (2.72)

k=1 I=1,l#j
8n—12

> bt =0, (2.7b)
k=0

12n—18

> =0 (2.7¢)
k=0

Feltétel a logaritmikus tagok eltiinésére:

Ebben a szakaszban kiszamitjuk, milyen feltételt jelent az egyiitthatokra vonatkozd
egyenletrendszerben a logaritmikus tagok eltiinése. Itt mar bonyolultabb a helyzet, mint
a masodrendi eset [4]-beli 3.1-es lemmé&jaban, ezért mas modszerhez kell folyamodnunk.
Bar [3] is tartalmaz altalanos eredményeket, én nem ezt kovetve jartam el.

A vélasztott ;) sajatértékek esetén a differencidlegyenlet megoldasaiban a 4. oldal
(ii) esete miatt megjelennek logaritmikus tagok nih,@ egyiitthatoval, ahol a (kq, ko) szam-
par azt jelzi, hogy a p;r, és p;, sajatértékekhez tartozik a logaritmikus tag. Ennek

alapjan a (2.1) egyenlet harom megoldéasa a ¢; pont kornyezetében:

wy (2 —q;) = ap+ar(z—qj) +azx(z—q;)* +- - -+ r12log(z —q;) wa(z — ;) +
+ k1,3 log(z —q;) ws(z —g5),

wy(z—q;) = by (2 —qj) +ba(z—q;)* ++ - -+ kazlog(z —q;) - w3(z —q5),

wi(z—q;) =c3(z2—q;) +ealz—q) +. ...

Ezzel a harom fiiggvénnyel és egy altalanos w(z) megoldasfiiggvénnyel elkészithets egy
Wronski-determinans, amely w”’(2) egyiitthatojaval torténd leosztassal (2.1) alaktra hoz-
hatd. Az igy nyert egyiitthatokat Laurent-sorba fejtjiik, majd 6sszehasonlitjuk az erede-
ti egyenlet egyiitthatoinak Laurent-soraival, nullanak valasztva a Iiith—ket. A Wronski-
determinans szamitasakor wy-kban elég elmenni az els§ par tagig, hiszen a magasabb
rendiiek nem fognak jarulékot adni a z-ben alacsonyabb kitevGjd tagok egyiitthatoihoz.

(A szamitasokat Mathematica 7.0 szoftverrel végeztem.)

G(Z) 1 ( b2 264)
=t (=) 10z —q)),
00 g \Th e ) PO
H(Z) 2b2 1 <2a1b2 —2a2b1 4b1bQC4 —2[)563)
=—— + + +0(2—q;),
(¢(Z))2 b1 Z—Qj (lobl b%Cg ( qﬂ)
I(Z) 2&2()1 — 2a1b2 1 2 (agbl — albg) (2b104 — bgCg)
- + +0(z—q;).
WEP T wh g aoics S



Masrészt az egyiitthatok Laurent-sorai, a (2.7)-bél ismert G¢/, Hy’, I értékeket mar

felhasznéalva:
G(z) 1 0
=- +GV +0(z—q;),
W) " aeg GO
H HY .
z) =0+ ——+Hy +O(2—q;),

(¥(2))? 2=
1

I’ Iy .
GOF VT agr Tiog T O w)

A kétféleképpen kapott Laurent-sorok azonos z kitevGji tagjainak egyiitthatoi

meg kell hogy egyezzenek, igy Osszefiiggéseket kapunk ag,ay,as, by, bs,cs,cy illetve
GV, HP HP I I I kozdtt. Az dsszehasonlitasbol egybdl adodik, hogy:

I =0. (2.8)

A kovetkezs megfigyelés, hogy H{” csak a by, by-t0l fiigg, értéke a szabad paraméter lesz,
amit majd p;-vel jeloliink:
HY' = p;. (2.9)

A kovetkez6 két Osszefiiggés észrevételéhez az ag, a1, as, by, b, c3, ¢4 egylitthatok kiejtésével

jutunk el:

GUHY 4 (Hfj)2+H§j + 1% =0, (2.10)
GUIY + HY Y 4 1% =0, (2.11)

Tehat a (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) feltétel ekvivalens a logaritmikus tagok eltiinésével.
O
Most nézziik meg, hogy mit is jelent mindez az egyiitthatokra vonatkozo linearis
egyenletrendszer szintjén! Vagyis fejezziik ki a GV, Hy’, Iy, Iy értékeket az eredeti G,
H, I polinomok egyiitthat6ibol! A G7-re mar nincs is sziikségiink, mert azt mar a ko-
rabbi egyenletekbdl ki tudjuk szamolni, tehat itt, mint ismert értéket (tovabbiakban g;)
kezelhetjiik. A t6bbit a Laurent-sor kiszamitasanak definicioja alapjan kapjuk meg (fel-

hasznéljuk a (2.8) és a (2.9) egyenlGséget):

2H(2)}

A =y Hay),
Z2=qj

d
e e

By
=p; =+ 5 H"(g)),

V.
o = EJI//(Qj)a
z=q;

=g |G-
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- e

ahol bevezettiik az alabbi egyszertisits jeloléseket :

. ﬁ- V.
I3 = gjf"(qj)JrE]f’"(qj)a

2=q;

e {(1555)) }
L =)
TSN .

Most méar beirhatjuk ezeket az egyiitthatokat, a (2.8) és a (2.9) egyenletekbdl megkapjuk

a linearis egyenletrenszeriink tovabbi sorait (mindenhol j =1,...,3n—5):
12n—18
> kgt =0
¢ =0, (2.12)
k=1
8n—12 '
S kgt H =2 (2.13)
1 Hj

A (2.10) és a (2.11) egyenletekbe is behelyettesitiink, majd atrendeziink:

H"(q;)  1"(4)) i

Hj

5 5 Z—%m—ﬁ—;m,
)
~ I//(q) I///(Q')
((g5 +pj)vi+75) 2j +v; 6J =0,

ahol ismét bevezetiink egy jelolést:

wj = (g; +p;)v; + 7.

Igy nyerjiik a kovetkezd, végss alakot (mindenhol j=1,...,3n—5):

8n—12

k _ k _ (L

J
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2.4. A feltételek Osszesitése

Tehat a (2.5a), (2.5b), (2.7a) egyenletek 4n —4 Osszefiiggést adnak meg G 4n —5
egylitthatoja kozott, de az (1.5)-6s Fuchs-relacio felhasznalasaval mar éppen kell§ szamuan
vannak. A (2.5¢), (2.5d), (2.7b), (2.13) egyenletek H-ra 7n —9-en, mig a (2.5e), (2.5f),
(2.7¢), (2.12), (2.15) egyenletek I-re 10n —14-en vannak, és elgallt még a (2.14) egyenlet,
amely 3n —5 feltételt tartalmaz a H és I egyiitthatoira kozosen. Ez igy Osszesen éppen
elég a 24n — 33 ismeretlenre.

Fontos megjegyezniink, hogy a linearis egyenletrendszer jobb oldalan allo kifejezéseket
— mégha a jelolések szintjén sokfélék is — ismerjiik, hiszen ¢;-k és p; , exponensek adottak,
g;-k és p;-k megvalaszthatok, g;-k pedig kiszdmithatok még a felhasznalasuk elstt. Jelen
vizsgalatnak nem targya a konkrét egyiitthatok kiszamitasa, igy a tovabbiakban nem lesz
szitkség az egyenletrendszer jobb oldalan 4llo kifejezésekre.

Ahhoz, hogy az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato legyen, és ne a levegébe
beszéljiink, meg kell mutatni, hogy valoéban teljes rangti matrixot kaptunk. Sajnos ez
egyaltalan nem nyilvanval6, és az altalanos esetben még nem is sikeriilt bizonyitanom,
ezért a tovabbiakban specidlis eseteket vizsgalok.

Altalanossagban — n valodi és 3n—>5 latszolagos szingularitas esetén — annyi mondha-
t0, hogy a G egyiitthatoira felirt linearis egyenletrendszer matrixa teljes rangi, ugyanis
egy szabdlyos Vandermonde-matrix, amelynek a determinansa (1.6) miatt nem nulla. A
tovabbiakban ezért GG egyiitthatoival nem fogok foglalkozni, csak a matrix tobbi részének

rangjat vizsgalom.

3. Az n =2 eset

Ekkor a szingularitasok: P = {tg,t1, {2}, a latszolagos szingularitas: Q ={q }, a (2.1)
egyenletben szerepld egyiitthatok pedig:

G(Z) :G0+G12+G222,
H(z) = Hy+Hz+ Hy2> + Hy2 + H 2%,
](Z) :IO+IIZ+IQZQ+I3Z3+I4Z4+I5Z5+IGZG.

A métrixban szereplé konstansok:

1
= (n—t1)2 (n—t2) %
1
v = ,
! (1 —1t1)3 (1 —t2)3

(—t)* (g —t2)* (—t)*(qn—t2)? - (r—1t1)3 (g —t2)®
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Az alabbi méatrixot nyerjiikk H és I egyiitthatoira a (2.5¢), (2.5d), (2.7b), (2.13), (2.14),
(2.5e), (2.5f), (2.7¢), (2.12), (2.15) egyenletekbdl:

00 0 O 1 000 0 0 0 0
1t 2 62 % 00 0 0 0 0 0

Lty ta2 2> t* 00 0 0 0 0 0
lgg® ¢* @* 00 0 0 0 0 0
012¢ 3.2 4¢: 00 0 0 0 0 0

00 p1 3mqr 6p1gi? 0 0 11 3aq 6111 10v1¢q1® 1501g1*

00 0 0 0 00 0 0 0 0 1

00 0 O 0 1t 2 t3 tit t:° 16

00 0 O 0 1ty t? t93 tot to® to6

00 0 O 0 1q qi? a® a1’ a’® ¢®

00 O 0 0 01 2¢q 3q12 4q,3 5q¢1 6q,°

00 0 0 0 00 w 3wiqi+v 6wiqi?+4viq1 10w1qi® + 100112 15wiq1* + 2001 ¢13

Ennek a matrixnak még konnyen kiszadmithatjuk a determinansét, ha kifejtjiik a 6. sora
szerint. A kovetkezs fejezetben ismertetends altalanos metodussal majd méshogyan is
megkaphatjuk. A determinansa —(t; —t5)?, ami a t;-k kiilonboz6sége esetén soha nem nulla,
vagyis a matrix teljes rangu, a G, H, I egyiitthatoi és igy a (2.1) egyenlet egyértelmiien

meghatarozott a kezdeti adatok altal.

4. Az n= 3 eset

Elérkeztiink a dolgozat egyik f6 eredményéhez, az n = 3 eset részletes vizsgalatahoz.
Ebben a szakaszban bebizonyitom nemcsak azt, hogy a matrix generikusan teljes rangu,
hanem kiszdmitom a determinansat is, amely a tovabbi kutatdsokhoz lesz hasznos. A
szamitasokat ebben a fazisban mar nem lehetett kézzel végezni, végig a Mathematica 7.0
szoftvert hasznaltam.

Tehat P = {to,t1,t2,t3}, @ ={q1, ¢z, 43, @1}, a szabad paraméterek Q = {py, pa, ps, P4},
a (2.1) egyenlet egyiitthatoi:

G(2)=Go+Giz- -+ G2, (4.1)

H(Z):H0+H12"'+H12212, (42)

I(z)=Ig+ 1Lz -+ 52", (4.3)
3 4

vz =JGE-t) [[z-a). (4.4)
k=1 =1
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A 9¥(2)-bél, P,Q,Q halmazokbol, i exponensekbdl, illetSleg a kiilon kiszamithato g;-
kb6l mar szarmaztathatok a p;, v;, U;, w; értékek, igy ismételten a (2.5¢), (2.5d), (2.7b),
(2.13), (2.14), (2.5¢), (2.5f), (2.7¢), (2.12), (2.15) egyenletekbdl az alabbi 32 x 32-es méat-
rixot nyerjiik H és [ egyiitthatoira:

oo o 0 -~ 1 000 0 = 0

1t 2 ¢ - t12 00 0 0 o 0

Lty t2 835 -+ 2 00 0 0 o 0

Ttz t2 &5 - 2 00 0 0 o 0

lgg ¢ ¢ -+ ¢* 00 0 0 - 0

lgp g5 ¢35 - ¢° 000 0 - 0

lgs g5 ¢ - @ 000 0 - 0

lg ¢ ¢ -+ ¢ 000 0 - 0

012 3¢ -+ 12¢i1 00 0 0 x 0

0120 3¢ -+ 12¢8 00 0 0 x 0

012 3¢5 -+ 12¢31 00 0 0 x 0

012q 3¢ -+ 12¢4* 00 0 0 x 0

00 pr 3qupqg -+ 66q1 w1 00 1y 3qivy - 153q1 2

00 po 3qopte -+ 66q2 w2 00 1y 3qaly - 153q2 Vs

00 p3 3q3ps -+ 66¢3°u3 0 0 v3  3qavz - 153¢3%05
M 00 pg 3qapta - - 66¢;°24 0 0 vy Bquuy -~ 153q;%vy

00 0 O 0O 00 O 0 1

00 0 O 0 1t 2 t3 t18

00 0 O 0 1ty t t3 t18

00 0 0 0 1tz t2 t3 t18

000 O 0 la ¢ g ¢°

000 O 0 lga ¢ - %°

000 0 0 lg g ¢ g3

000 0 0 ladad & - g

00 0 0 0 01 2¢ 3¢3 18417

00 0 O 0 01 2¢ 3¢3 18447

00 0 O 0 01 2¢3 3¢3 18437

00 0 0 0 01 2q 3¢3 18¢47

00 0 O 0 00 w v+3qw; --- 816¢;°v; +153¢1%w,;

00 0 O 0 00 wy vo+3qaws -+ 816¢s°1s +153¢3%ws

00 O 0 0 00 ws v3+3qsws --- 816q 1/3+153q3 w3

00 O 0 0 00 wy va+3quuy -+ 816q 1/44—153614 Wy
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4.1. A maAatrix konfluens Vandermonde-alakra hozasa

A maétrix determinansat kozvetleniil nem tudjuk kiszamitani, még szamitogéppel sem,
ellenben jol lathatéan majdnem két blokkra esik szét, csak 4 kozos sor van. Ezek a ,majd-
nem” blokkok ,majdnem” konfluens Vandermonde-métrix alakiak. Ezen a vonalon elin-
dulva bontsuk fel a méatrixot blokkdiagonalis alakira, ahol az egyik blokk 13 x 13-as, a
mésik 19 x 19-es, és a 13 x 19-es vagy a 19 x 13-as blokk nullmatrix! Igy a teljes matrix
determinansa a két diagonalisban 1év6 blokk determinénsanak szorzata lesz. Ezt a kivanal-
mat az eredeti matrix 8 db masik matrixsza valo felbontasa teljesiti, amit a kdvetkezGkben
konstrualunk meg.

Els6 1épésben M-et bontsuk fel két olyan matrixra, amelybdl az els6 a 13. sor 1-13.
elemét, a masodik a 14-32. elemét tartalmazza, igy det(M) = det(M;) +det(Ms). Ezzel
M a kivant alakd, jelolje Ry és S a diagonalis blokkjait. My-ben cseréljiik ki a 13. és a 14.
sort! Ne felejtsiik, igy a determinansa (—1)-szeresére valtozik! Az igy kapott M) matrix
olyan alaki mint az M matrix, csak a 13. sordAban nem a ¢;, hanem a ¢, hatvanyai allnak
(a 14.-ben pedig ¢; hatvanyai), viszont a 14. sor 1-13. elemei nulldk. Erre a matrixra is
a 13. sor szerinti felbontéast alkalmazva ismét kapunk egy kivant alakt méatrixot, melynek
blokkjai legyenek Ry és Ss. Folytatjuk az eljarast (sorcsere, kettébontas), most mar a 15.
sor 1-13. elemeit is kinulldzva kapjuk Rs, Ss-at. Végiil megkapjuk R4, Ss-et is, ahol M,
méatrixban mindkét masik téglalap alakd blokk nulla. Kapunk még egy matrixot, amelyben

a 13-32. sorok 1-13. elemei nullak, igy ennek 0 a determinansa. Teh&t az M determinansa:

det(M) = 24:(—1)1'-1 det(R;) det(S,), (4.5)

Jj=1

ahol mellesleg a j index arra is utal, hogy R;-ben melyik g; szerepel a 13. sorban, illet-
ve Sj-ben melyik ¢; hidnyzik az elsé harom sorbol. Az S; matrixok utolsé négy soraban
a (2.15) egyenletbdl szarmazo, I(q;) masodik és harmadik derivaltjahoz tartozo egyiittha-
tok szerepelnek. Azonban S; els6 harom soraban a (2.14) egyenletbdl csak I(g;) méasodik
derivaltjaihoz kapcsolddod egyiitthatok szerepelnek, igy a determinans megvaltozasa nél-
kiil kiejthetjiik az utolsé négy sorbol haromban a masodik derivalt egyiitthatoit. Tehat az
uj S;:
- - Wi
S;lk,.] == S;lk, ] ——5S[k, ], (k=1,...,3),

Vg

ahol k a k-adik sorral azonos [ indext ¢ tényezéket tartalmazo sor az utolso négy koziil,
[k,.] pedig a k-adik sort jelenti.

Az R; méatrixokbdl kiemeliink p; szorzotényezét, igy méar konfluens Vandermonde-
alakiak, velik nincs toébb dolgunk. Az S; maétrixokat kettébontjuk a (15 + j)-edik
soruk mentén. Egyikben az I(g;) méasodik derivaltja fog szerepelni, ebbdl kiemelve

w;vivsvsv; [Vi-et konfluens Vandermonde-matrixot kapunk (tovabbiakban S} métrix). A
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mésikban az I(q;) harmadik derivaltja lesz, itt viv3vivi/v;-t emelhetiink ki, az igy ka-
pott méatrix legyen S’j. Utobbinél éppen a g;-hez tartozé méasodik derivalt hidnyozna a
konfluens Vandermonde-saghoz, ezért a harmadik derivalt helyére a masodikat irjuk be,
ezzel ugyanazt a matrixot kapjuk mint az elsbb, vagyis S’-t. A determinans kiszamitasa
utan lederivalunk ¢; szerint és osztunk 3-mal, mert S;-ben a harmadik derivalt harmada

szerepel. Tehat:

~ 5/ 1 d !
§; :=det(S";) = 3d det(S}). (4.6)

2. A konfluens Vandermonde-determinansok kiszamitasa

Az R (a semmit nem befolyasolo 1. soratol eltekintve) konfluens Vandermonde, még-
hozza a kovetkez6 valtozokkal: {tl, to, t3, q%o), qé ), qéo), qfl ), q%l), qé ), qél), qfll), q§ )}, ahol a
fels6 indexben az elem rendje szerepel. Ekkor az (1.6) szerint a determinans kiszamolha-
t0, az elGjelet a valtozok soraban az inverzidinak szama adja, ami jelen esetben péaros.

Tehat a determinans (r):

det(R) = (—q1+ @) (1 + @) (—+ @) (—1+ @) (o + @) * (—@zs +q) * (n —t1) >
A —11) (s —11) 2 (u—11) 2 (g1 —t2) ® (e —12) 2 (gs —t2) 2 (qu —t2) -
(=t to) (qn—t3) 2 (qa—1t3) 2 (g3 —t3) % (qa—t3) 2 (—t1 +13) (—ta+13).

(Megjegyzés: a Mathematicaval szamolt polinomban a lexikografikus sorrend nem a de-
terminansbeli, de ez csak leirasbeli kiilonbség.) A t6bbi R; determinansat megkaphatjuk
hasonl6 médon, de a legegyszeriibb szamitasi mod, ha atindexeljiik a g;-t ¢1-gyé, a g;-et
gj-vé. Ekkor meg kell szimolnunk az inverzidkat, ami ekvivalens azzal, ha an. standard
alakra hozzuk a matrixot, amin az R; valtozoinak sorrendjét értjiik, vagyis hogy a t;-k
utan el6bb szerepel az a g; valtozo, aminek a tobbedik derivaltja jelenik meg a métrixban,
egyébként pedig indexiik szerint névekvG sorrendben szerepelnek a valtozok. A standard
alakra hozashoz a megfelel6 nullad- és elsérendii sorokat kell megcserélni, ami Ry, R3, Ry-
ben rendre 2,4, 6 sorcserét jelent, tehat a determinéns elGjele valtozatlan. Az ry, 73, 74
determinénsokat helyhiany miatt nem koézlom, majd csak a teljes determinansba foglalom
bele.

Az S| méatrixban a valtozok: {1, tl,tQ,tg,q§ ),qéo),q:(,, ),qio),q§ ),qél),qé ),qi ),qf),qé ),
qéz),qf1 ),qé?’),qé?’),% }, de ehhez a sorrendhez elGszor standard alakra kell hozni Si-t
Ko6nnyt ldtni, hogy ehhez minden S’ esetében éppen 39 sorcsere sziikséges, tehat egy
negativ elGjelet eredményez majd a determinansban. Paratlan szamu inverziot csak az el-
s6 és harmadik derivaltak okoznak, igy ha ugyanannyian lennének, akkor épp kioltanak
egymast, de a harmdik deriviltakbol hidnyzik a j index® tag, igy az inverziok szdma:
3-(4—7), ami rendre (—1), (+1), (=1), (+1) szorzokat eredményez S’-k determindnsdban.

gy mar kiszamithatjuk S determinansat, a tobbi S’-re Rj-khez hasonloan indexcserével
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juthatunk el. Most nem kell alkalmazni a sorcserét, mert méar megszamoltuk az inverzi-
Okat minden Si-ben. Ismét alkalmazva (1.6) képletet megkapjuk s; := det(S})-ket. Majd

(4.6)-tal szamolva elgallitjuk §;-okat.

=(—q1+q) 2 (—q1+qs) 2 (—q2+q3) 10 (—q1+qu) 12 (—2+q) 10 (—q3+qu) 16 (g —t1) 5.
(g —t) (s —t)  (@—t)* (@ —t2)* (@ —ta) (g5 —t2) * (qu—1t2) -
(=t +1) (r—t3) ® (qa—t3) (g3 —t3)  (qa—ts)* (—t1 +13) (—ta+13).

Végiil (4.5)-nek megfelelen Osszeszorozzuk és Osszeadjuk az Osszes fent kiszamolt
polinomot, behelyettesitjiik p;, v;, wj;-ket, megkapjuk M determinansét:
4
J

1,2,,2,,2.2 2.2.2. 2
7= det(M) = (1P ) (2B TAE )

2 Sj
j=1

Hosszas egyszertisitgetések utan kiemelhetiink o-bol egy kisebb polinomot (o = y¢):

X = H (le _Qj2)6 H (til _ti2)2'

1<j1<g2<4 1<i1<i2<3

A visszamarado6 ¢ polinom pedig q;, q2, g3, q4-ben szimmetrikus:

(/5:2{ ﬁ (qr, — Qk22H —q) ﬁ j—tm)]

j=1 k1, ko=1 =1 m=1
k1, ko#j, k1<ko I#j
1 1 —92
(pj+9;)+ Z — +Z — ],
I=1,1#] QJ qi m=1 QJ m

ahol a tortek nevezGi a megfelel§ szorzotényezovel mind kiesenek, tehét valoban polinomot
kapunk.

Az M teljes rangi matrix, ha a determinansa nem 0. Nyilvan y altaladban nem nulla, a
¢ nem nullasagahoz pedig elég ellenérizni, hogy benne a legmagasabb kitev§ji ¢; hatvany

egyiitthatoja nem 0. A ¢¥ egyiitthatoja:

(g2 —q3) 2 (92— qu) 2 (g3 —qu) 2 (p1+91),

ami pedig altaldban nem 0, mert g; fiiggetlen p;-t6l. Ezzel belattuk, hogy a méatrix teljes
rangt. Vagyis a determinéns, mint ¢;-k, ¢;-k, p;-k és p; -k polinomja, egy diszkriminansva-
rietast hataroz meg T*(C\ P)*-en. Tehat egy Riemann-gomb feletti 3-rangt vektornyalab
3 pontban szingularis logaritmikus konnexidinak tere ezen varietason kiviil koordinataz-
hato. Bebizonyitottuk az 1. tételt.

0
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Mindebbél az is kovetkezik, hogy amennyiben N < 3n—5, a rendszer alulhatarozott,
vagyis tovabbi paraméterek valaszthatok meg szabadon. Ellenben, ha N > 3n —5, akkor

a rendszer tulhatarozott, vagyis N —3n+5 sor kifejezhets a korabbi sorokbol.

5. A tovabbi kutatas iranyai

A dolgozat f6 eredménye a harmadrendi egyenlet altalanos vizsgalata, az n = 2, ill.
n=3 esetben a generikus teljes rangtsag bebizonyitisa és a determinans kiszamitasa volt.
Ezzel egy konkrét, legkisebb lehetséges méretii nemtrivialis példat adtam a [3] cikkben
altalanosan targyalt probléméra. A tovabbiakban els6dleges cél a meghatarozott diszk-
rimindnsvarietas vizsgalata, specidlisan a szingularitdsok egybeesése (t;, = ti,, ¢j;, = @),
stb.) esetén, illetve annak a kérdésnek az eldontése, hogy létezik-e egyértelmi megoldasa
a differencidlegyenletnek a varietdson. Masik fontos cél: kimutatni a felirt egyenletrend-
szer jobb oldalanak fliggetlenségét. Valoszintisithets, hogy a jobb oldal 4ltal meghatéaro-
zott részvarietas transzverzalisan metszi a dolgozatban kiszamolt diszkriminansvarietast.
Tovabbi feladat a harmadrendi esetben altalanos n-re belatni a generikus teljes rangusa-
got, és meghatarozni a diszkriminansvarietast. Ehhez az els§ lépések mar megtorténtek,
ugy tinik, a modszer altalanosithato tetszéleges n-re. Téavlati cél lehet a magasabbrendd
differencialegyenlettel jellemezhets rendszerek vizsgalata is. Végsd cél a modulustér jobb
megértése. Fz nemcsak a bevezetSben emlitett témakorokben vezethet Gj eredményekre,
de példaul kapcsolodik Hilbert 21. problémajahoz — az el6irt monodrémiacsoporti linearis

differencidlegyenletek létezéséhez —, ahol szintén megjelenik a vizsgalt modulustér.
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Koszonetnyilvanitas

Halas vagyok konzulensemnek, Szabo6 Szilardnak, aki a kutatasi feladatot felajanlotta,
bevezetett a témakorbe és szélesebb kontextusba helyezte az eddig elért eredményeket.

Idejét nem sajnalva hasznos észrevételekkel segitette a dolgozat létrejottét.

19



Irodalomjegyzék

[1] ANosov D. V. and BOLIBRUCH, A. A., The Riemann-Hilbert problem,
Aspects of Mathematics, Friedrich Vieweg & Sohn Verlagsgesellschaft, 1994.
(ISBN: 3-528-06496-X)

[2|] PuT, Marius van der and SINGER, Michael F., Galois Theory of Linear Differential
Equations, Springer-Verlag, 157-185, 2003. (ISBN: 3-540-44228-6)

|3] DUBROVIN, Boris and MAzzocco, Marta, Canonical structure and symmetries of the
Schlesinger equations, Communications in Mathematical Physics, 271 (2), 289-373,
2007.

[4] SzABO Szilard, The dimension of the space of Garnier equations with fized locus of

apparent singularities, manuscript, 2011.

20



