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1. Bevezetés

A tarsadalomban, ill. a gazdasdgban megfigyelhetd szamos jelenséget az egyéni emberi cselekvé-
sek mozgatnak. Tobbek kozott ennek is kdszonhetden valt kozponti kérdéssé az emberi viselke-
dés tanulmanyozasa az alkalmazott tudomanyok terén. Napjainkban hozzaférhetévé valtak olyan
elektronikus adatbézisok, amelyek részletes adatokat tartalmaznak az emberi tevékenységek id6zi-
tésérdl, példaul telefondlasi [[1] és email-kiildési [2, 3] szokdsaikrdl. Ezek vizsgalata j utat nyitott
a szocidlis hdlézat tanulmanyozasa eldtt, valamint lehetdvé tette az emberi viselkedés statisztikus
vizsgalatit. Az egyik elsdként vizsgdlt mennyiség az egymdst kovetd ugyanolyan tipusu cselek-
vések kozott eltelt id6 (események kozotti id6, az angol irodalomban inter-event time) eloszlésa.
Kideriilt, hogy sok tevékenység esetén az események kozott eltelt id6 eloszlasa hatvanyfiiggvény-
szerli lecsengést mutat. Ez azt jelenti, hogy széles skdlan megfigyelhetSk inaktiv és kiemelten
aktiv periddusok a tevékenységek végrehajtdsa soran. Ez utdbbiakat villandsos (angolul bursty)
periddusnak, az ilyen mintdzatot tartalmaz6 iddsort pedig villandsos viselkedésnek nevezziik. A
villandsos viselkedést jellemzi az események kozotti 1d6 eloszlds lecsengésének kitevGje. Hatvany-
fliggvényszerl események kozotti id6 eloszlas jellemzi példaul az egyének konyvtari kdlcsozési
[4], az email-kiildési [2} 4], valamint a telefonhivasi [5] szokdsait. Szintén hatvanyfiiggvényszerl
varakozasi 1d6 eloszlast taldltak Einstein, Darwin, ill. Freud hagyomdnyos, postai levelezéseiben

[6].

A villandsos viselkedés jelent6sen eltér az emberi cselekvések modellezésére korabban hasz-
ndalt Poisson folyamatt6l. A Poisson folyamat homogén id6sort eredményez, és exponencidlisan
ritkdk a nagy események kozott eltelt id6k. A villandsos viselkedés leirdsdra szolgald elsé modellt
Barabdsi Albert LészI6 javasolta 2005-ben [[7], azéta a humén dinamika irdnt jelentds tudomanyos
érdekl6dés mutatkozik.

1.1. Barabasi-modell

Barabasi az embereket tigy modellezte, hogy van egy L (rogzitett) hosszusdgu listdjuk, ami a te-
endGiket (i = 1..L) tartalmazza, és mindegyik teend6hoz tartozik egy x; prioritds, amit egy p(x)
sirliségfiiggvénybdl vélasztunk. A vizsgalt alany minden 1épésben p valdszinliséggel kivélasztja a
legnagyobb prioritasu feladatat, vagy 1 — p valészintiséggel egyenletes eloszldssal valaszt feladatot
a listdbdl. A kivélasztott feladatot végrehajtja, majd egy dj teendd kerill a listdba a p(x) stirtiség-
figgvénnyel jellemzett véletlen prioritdssal. A modellben tehét egy teendd védrakozasi ideje (T,
waiting time) definidlhato €s szdmolhatd, amirdl megmutathat6 [7, 18], hogy hatvanylecsengést mu-
tat B = 1 kitevdvel: P, (¢) ~ ¢~ !. Barabdsi tigy érvel ezutdn, hogy az események kozott eltelt idS
eloszlasdnak hatvanylecsengéséért a varakozasi idSk inhomogenitdsa felel. Az email kommunik4-
cidban, amit Barabdsi modellezni probalt, a varakozasi id6 becsiilhetd az adatsorbol: a teendd itt
vélasz irdsa egy levélre, a listdba keriilés ideje az e-mail beérkezési ideje, az ettdl a valasz kiildésé-
ig eltelt 1d06 pedig a varakozasi id6. A fenti modell dsszhangban van az empirikus eredményekkel,
mind a vdrakozasi id6, mind pedig az egymas utan kiildott e-mailek kozt eltelt id6 eloszldsa jol
kozelithetd —1-es kitevdjli hatvanyfiiggvénnyel. A modellben a lista hosszdnak rogzitését altala-
ban az emberi memodria végességével szoktdk indokolni. Megjegyzendd, hogy amennyiben a lista
hosszat nem rogzitjiik, mas eredményt kapunk. Ha feltételezziik, hogy a teenddk A rataval érkez-
nek és u ratdval hajtédnak végre, akkor A = p esetén a varakozdsi id6re B = 3/2-es exponenst



kapunk. Ez az exponens jellemzi az Einstein, Darwin és Freud levelezéseiben mért varakozasi id6
eloszldsokat [6]. A lista hosszat ez esetekben a fiokban gy(il6 levelek mennyisége adja, ami széles
skdldn ingadozhat (és nem kell 6ket fejben tartani), igy érthetd (legaldbbis magyardzhat6), hogy a
hagyomdnyos, postai levelezés miért kiilonbozik jelentdsen a fenti példaktol.

Viazquez 2006-os cikkében [4] amellett érvel, hogy a kiillonb6z6 teenddk a fentieknek megfele-
16 diszkrét univerzalitasi osztdlyokba sorolhatok. Példdul a B = 1 univerzalitési osztdlyba tartozik
az e-mailezés, a web-bongészés, valamint a konyvtari kolcsonzések, a B = 3/2-be pedig a postai
levelezés. Ezzel szemben egyre tobb kisérleti megfigyelés szdl az univerzalitdsi osztdlyok ellen.
Példaul Zhou és tarsai egy internetes videokozvetitd oldal, a Netflix felhasznal6i korében azt ta-
pasztaltdk, hogy a kiilonboz6 aktivitdsu (kiilonbozd dtlagos események kozotti idével jellemzett)
felhaszndloi csoportok hatvénykitevdje és dtlagos aktivitdsa kdzt monoton kapcsolat figyelhetd
meg [9]]. Hasonl6 eredményre jutott Karsai Marton a telefonalasi szokdsok vizsgdlata sordn [10]].
A Barabési-modellnek van olyan altaldnositdsa, amiben hangolhaté az expononens (ezt az ere-
deti cikkben a szdmolds konnyitése érdekében vezette be a szerzd, de ugy tlinik lehet relevans
vonatkozdsa is). Ez csak annyiban kiilonbozik az eredeti modelltdl, hogy az alany minden 1épés-
ben IT(x) ~ x* valdsziniiséggel vdlaszt egy x prioritasd feladatot a végrehajtasra. A modellben a
varakozasi id6 eloszldsa: Pr (1) ~ 1~(41/5) ¢s a modell s — oo esetén az eredeti modell p — 1
hataresetébe megy ét.

Osszefogalva a Barabasi-modell f6 hitranya az, hogy nehezen lehet benne kezelni az esemé-
nyek kozott eltelt id6 eloszlasat, csak a varakozasi idékre tud valamit mondani. Ez utébbi sok
esetben nem mérhetd, példaul a telekommunikaci6 esetében dltaliban nem mondhatjuk, hogy a
madsik fél hivasakor bekeriilne az a feladat a listdnkba, hogy visszahivjuk &6t, mert gondolatain-
kat az els6 hivas sordn is megoszthatjuk vele. Az el6z6 problémaval szoros Osszefiiggésben all a
modell egy masik hidnyossdga: az idésorok egy masik jellemzé mennyiségét, az autokorreldcids
fliggvényt sem lehet beldle természetes mddon szarmazatni.

Munkdm els6 célja, hogy taldljak egy olyan modellt, ami képes kezelni az események kozott
eltelt id6 eloszldsat, az autokorreldcios fiiggvényt, valamint reprodukdlni tudja a kutatécsoport altal
valddi adatokon végzett mérési eredményeket.

1.2. Adathalmaz és vizsgalt mennyiségek

Egy anonim eurdpai mobiltelefon szolgaltaté a kutatdcsoport rendelkezésére bocsdjtotta egy or-
szag 18 hetes mobilhivési (MPC) és sms-kiildési (SM) adatait (2007. janudr 2-t61 119 nap adatai,
a szolgéltatd piaci részesedése kb. 20% az orszdgban). Az adatsor anonim, nevek helyett minden
egyént egy azonositd jellemez. Az adatsor tartalmazza a rendelkezésre bocsdjtott idétartamban in-
ditott 6sszes hdlézaton beliili hivas kezd6 és végpontjat masodperces felbontdssal, valamint a hiva-
sok irdnyat. Az adatsorbdl rekonstrudlhat6 az orszag telekommunikacids halézatanak egy jelentds
hanyada. Az MPC adatsor 6sszesen N = 5.2 x 10° egyént, L = 10.6 x 100 élt és C = 322 x 10°
hivést, az SM adatsor pedig L = 8.5 x 10% élt és C = 114 x 10° iizenetet tartalmaz.



Események kozott eltelt ido eloszlasa

Az inhomogén (Poisson folyamattdl eltérd) iddsorok vizsgalatira az irodalomban leggyakrabban
haszndlt mennyiség az események kozott eltelt idS eloszldsa. Az események a hivdsok inditésai,
ezek idOpontjait egy személy esetében megszdmozhatjuk: #; az adott egyén i-edik inditott hivasé-
nak kezdGpontja. Az események kozott eltelt idS: 7;, = ;1.1 —t;. EbbGI altaldban ki szoktdk vonni
a hivasok hosszat, és igy az események kozotti inaktiv id6t mérik. A kutatécsoport méréseiben
tehat az események kozott eltelt id6: t;, = t;+1 — (¢; + d;), ahol d; az i-edik hivas hossza. Az ese-
mények kozott eltelt idS eloszlasanak stiriségfiiggvényét a késGbbiekben P(1;,)-vel jeloljiik. Ez
a mennyiség jellemzi a hivisok inhomogenitisit, azonban nem mond semmit a hivdsok kozotti

korrelacidokrol.

Autokorrelacios fiiggvény

A korrelaciok vizsgdlatanak egyik legalapvetGbb médszere az A(t) autokorreldcids fiiggvény ta-
nulmédnyozdsa. Az egyszerlis€g kedvéért tekintsiink egy diszkrét ideji adatsort (minden digitdlis
adatbdzis ilyen). Vezessiik be az X (¢) indikdtorvaltozét: X (¢;) = 1, ha t; idGpontban tortént ese-
mény, és X (¢;) = 0 ha nem. Ezzel az autokorreldcids fiiggvény definicidja

(X(1+7)X (1)), — (X(1))3
(X (1)), — (X(1))2

ahol a nevez&ben kihasznaltuk, hogy X (t)? = X (). A mérések sordn a kutatécsoport dsszehtizta a
hivasok id6tartamat, hogy kikiiszoboljék azt a hatdst, hogy a vizsgdlt alany nem indithat addig uj
hivéast, amig valaki massal beszél.

Ar) =

; (D

P(E) eloszlas

A kutatGesoport bevezetett a villandsos viselkedés elemzésére egy tj jellemz6 mennyiséget, a P(E)
eloszlast [10]]. Ez a mennyiség megadja egy Ar id6ablakkal definidlt villandsos periédusban az ese-
mények szdmanak sulyfiiggvényét. A hivasok kezdOpontjait tovédbbra is t;-vel jelolve két egymast
kovetS esemény ugyanabba a villandsos periddusba tartozik, ha ;.| — (¢t; + d;) < At, ahol d; az i-
edik hivds hossza. Egyszerlien megmutathatd, hogy fiiggetlen események kozotti idovel jellemzett
(feldjitasi) folyamatok esetén a P(E) eloszlds exponenciélisan cseng le:

P(E=n)= (/OAtP(tie)dtie> " (1 - /OAtP(tie)dtie> (2)

1.2.1. Mérési eredmények

Az adatbazisokon végzett mérések azt mutatjdk, hogy a harom vizsgalt fiiggvény a kiilonbozd
kommunikdcids csatorndkban (telefondlds, sms, e-mail) hasonlé (1asd az|I| dbran). Ez alapjan ugy
gondoljuk, hogy ezen fiiggvények ilyen értelemben j6 mennyiségek az emberi cselekvések 1d6zi-
tésének leirasara. Masrészt ez arra utal, hogy az emberi viselkedésben van valami karakterisztikus
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1. dbra. Karsai Marton mérései kiilonbozé kommunikécids adatbazisokon [10]. A skélazo
szakaszokhoz tartoz6 exponensek az|[I] tdbldzatban talalhatok.

vonds, ami ezeket a mintazatokat produkdlja, és ez esetleg megfoghato egy alkalmas modellben.
Minket most elsdsorban a telefondldsi mintdzatok érdekelnek. Az iddsor nagyon bonyolult, és
rengeteg informécidt tartalmaz, ezt megprobéljuk elsd kozelitésben minél jobban leegyszerdsite-
ni, hogy megérthessiik a kiilonb6z6 6sszetevék hatdsat a teljes rendszerre vonatkozdan. Ezért a
vizsgélt mennyiségek (A(z), P(t;.) és P(E)) nem foglalkoznak a hivdsok hosszdval. A hivdsok

hosszdnak hatdsa az iddsorra a késdbbiekben még elemzendd probléma lehet.

Az autokorrelacids fiiggvényben és az események kozott eltelt idS eloszldsdban két természetes
idskdla megjelenését latjuk (I] dbra), ami az események kozotti idS stirtiségfiiggvényének leva-



gasaként jelenik meg. Az als6 levagéds kb. 20 masodpercnél kezdddik, ez a hivdsok utédni tipikus
reakcidid6hoz kapesolddik. A mdésik levdgds az egy napndl nagyobb id6tartamoknal jelentkezik.
Az irodalomban afeldl sincs egyetértés, hogy a levagas exponencidlis, vagy pedig egy meredekebb
hatvanyfiiggvény lenne. A két skdla kozt azonban (20s-12h) az események kozott eltelt 1d0 eloszla-
sdban €s az autokorrelacios fliggvényben is egy kb. 2-3 dekad nagysagu, log-log skdldn egyenessel
kozelithetd szakasz jelenik meg. Ezen skdldz6 szakaszokat az irodalomban valéban hatvanyfiigg-
vényként kezelik, mint arrdl a bevezet&ben sz6 volt. Az események kozott eltelt id6 eloszlasdhoz
tartoz6 exponenst 3-val, az autokorrelacids fiiggvény kitev6jét pedig a-val jeloljilk. Az emlitett
szakaszokon tehdt P(ti) ~ t~P, ill. A(t) ~ t~%*. A kiilonb6z6 kommunikacids csatorndk esetén
mért exponenseket az[I] tabldzat tartalmazza.

| [« [B] v |
MPC || 05 |0.7] 47
SMS | 06 | 0.7 | 3.9
E-mail | 0.75 | 1.0 | 2.75

1. tdbldzat. Az autokorreldcids fiiggvény (), az események kozott eltelt ids eloszlds (), és a
P(E) eloszlds () exponensei [10].

A P(E) eloszlas a villandsos periédusok hosszanak eloszlasit méri az események szaméban.
Ez a mennyiség definicid szerint fiigg a vdlasztott Ar idéablaktél, amin beliili két eseményt azo-
nos villandsos periddushoz tartozénak tekintiink. Amennyiben az idéablak nagyon rovid (pl. az
adatsor felbontdsiaval 6sszemérhet6), minden eseményt kiilondllé villandsnak fogunk latni, igy a
P(E) eloszlds az E = 1 értékre lesz centrdlva. Novelve az id6ablak méretét az események egy
része Osszeolvad villandsos periddussd, és mar nem lesz trividlis a P(E) eloszlas. A masik vég-
let az, amikor az id6ablak 6sszemérhetd az adatsor méretével. Ekkor minden cselekvés egy Oridsi
villandsos periédusba olvad dssze, és a P(E) sulyfiiggvény az adott egyénre jellemzd Gsszes hivas-
szam esetén vesz fel 1 értéket, egyébként zérus. A mérések szerint ha az idablakot a két levagasi
id6 kozotti szakaszbdl valasztjuk (At € (20s,12h)), a P(E) sulyfiiggvény nem fiigg jelentGsen az
iddablak konkrét értékétdl, €s hatvanyfiiggvény alaku lecsengést latunk (1| dbra).

Az|1] 4dbran lathaté mennyiségek a teljes hdldzatra vonatkozo6 étlagot jelenitik meg. Az 4tlago-
las azért sziikséges, hogy csokkentse a zajt, azonban inform4ciot is veszitiink vele. Ezért kérésem-
re Karsai Mdrton megvizsgdlta, hogy milyen jellegli gérbéket kapunk, ha a kiilonb6z6 aktivitdsu
(6sszes hivasszamu) csoportokba osztjuk az embereket, és csak ezeken beliil atlagolunk. Eredmé-
nyiil azt kaptuk, hogy az egyes csoportokra vonatkoz6 gorbék kvalitativan hasonlok, azonban a
skalazo szakaszok exponense monoton fiiggést mutat a csoport aktivitasdval (2| dbra).

Napi és heti ritmus

és munkaiddben az emberek telefondlasi lehetdségei korlatozottak, igy hosszii események kozotti
1d6k megjelenését okozzdk. Vannak, akik az események kozott eltelt idSk széles eloszlasat egye-
diil az €életben megfigyelhetd ciklikus jelenségekkel magyarazzak [[11]]. Az emberek napi vagy heti
ritmusa jellemezhet6 egy 1d6fiiggd atlagos telefondlasi ratdval. Ez a rita elegendden nagy adatba-
zisbol becsiilhetd, és a rata ismeretében az idsor dtskdlazhaté a ratdnak megfelelden [[11,112], ami
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(a) Autokorreldcios fiiggvény (b) Események kozott eltelt idd el- (c) P(E) eloszlds
oszlasa

2. dbra. A karakterisztikus fiiggvények fiiggése a felhasznalécsoportokra jellemzd hivési
gyakorisagtol. Karsai Marton mérései az MPC adatbédzison ([10], Supplementary Information).

igy jelentds mértékben csokkenti a napi ritmus hatdsat. A kutatocsoportunk elvégezte a napi ritmus
kiskalazasat, és végeredményben az eredetihez hasonlé fiiggvényeket kapott [[12]]. S6t, az eljaras
lefolytatdsa utan valamelyest megndtt a skdldzé szakasz hossza. Igy kijelenthetjuk, hogy a hosszii
farku események kozotti 1d6 eloszldsért nem kizérélag a napi ritmus a felelds, hanem valamilyen
mély, bels6 emberi tuljadonsag is rejlik mogotte.

1.3. Dolgozat felépitése

A mérési eredményeket Osszefoglalva tehat olyan modellt keresek, amire teljesiil hogy

— definidlhat6 benne az események kozott eltelt id6

— tud produkdlni hatvanyfiiggvény viselkedést az autokorreldcids fiiggvényben, valamint az
események kozott eltelt id6 eloszlasdban

— avillandsos periédusok hosszara (P(E)) a méréseknek megfelel eloszlast mutat

— a megjelend exponensek hangolhaték a modellben

TDK dolgozatomban prioritds alapjdn rendezett dinamikus lista-modellekket tanulményozok
analitikus €s numerikus médszerekkel. A vizsgalt két modellben — a Barabdsi-modellhez hasonl6an
—kiilonboz6 tevékenységek szerepelnek egy listdban, és versenyeznek a végrehajtasért. Numerikus
szdmitdsaim eredményei alapjan mindkét modell hatvany-lecsengésii autokorrelaciods fiiggvényt és
események kozotti id6 eloszlast produkdl, hangolhaté exponensekkel. Az exponensek eleget tesz-
nek egy skdlatorvénynek, ezt a skdlatorvényt bizonyitom, és kiterjesztem a modellek szélesebb
korére. Mindkét modell autokorrelacios fliggvényére végesméret-skalazas végezhetd. Ezen tulaj-

donsdga a modelleknek lehetdvé teszi, hogy meghatdrozzam az autokorreldcids fiiggvény lecsen-
gésének exponensét a modellek bemend paramétereinek fiiggvényeként.



2. Prioritasrendezett dinamikus lista modell

Feltessziik, hogy minden embernek van egy listdja a teenddirdl, és a kovetkezd végrehajtott csele-
kedetét a listabol vélasztja valamilyen sdlyfiiggvény altal megadott valdszintiséggel. A lista rende-
zett olyan értelemben, hogy a teenddk kivalasztasanak valészintisége monoton csokken a listdban
elfolglalt hely szerint. A kivélasztott cselekvést a személy a kovetkez6 id6lépésben elvégzi, és ez-
zel parhuzamosan a teendd a lista elejére keriil. A modellben ez a mechanizmus fogja szolgéaltatni
a villandsos periddusok megjelenését. Heurisztikusan ez azt jelenti, hogy ha a vizsgélt alanynak
eszébe jut a telefondlds, akkor ez napirenden is marad egy darabig. Egy olyan modell nem tudna
villandsos viselkedést produkdlni, amiben a telefondlds a végrehajtas utan a lista végére keriil.

A modell konstrukciéja olyan, hogy elvileg barmilyen jelleg(i, és akar egyszerre tobb cselek-
vést is lehetne vele modellezni. Mi a listdban szerepld teenddket két csoportra osztjuk: A-val jelol-
juk a telefondlési, B-vel pedig az 0sszes tobbi teenddt. A lista hosszat N-nel, a listdban szerepld B
elemek szamat pedig L-lel jeloljiik (A-bdl tehdt N-L db. van). Egy személy listdja, és két &tmenet a
kovetkez6képp nézhet ki (az egyes 1épésekben vdlasztott teenddk szinessel vannak szedve):

ABAABBAAAAB...
AABAABBAAAB...
BAABAABAAAB...

Ebben a példdban tehat a vizsgdlt alany el6bb telefondlt, majd valami méssal toltotte az idejét.
Megfigyelhetjiik, hogy az elvégzett teenddk a lista elsd elemének 1d6fejlddését jelentik.

A modellben a kovetkezd mennyiségeket vizsgdlhatjuk meg:

a cselekvések idésordban A ardnya hosszu tadvon: A
Ny+Np

ahol Ny és Np a vizsgélt id6szakban rogzitett A és B események darabszdma

az A cselekvéshez kapcsolddé autokorreldcids fiiggvény

egy A esemény utdn mikor kovetkezik be ismét A (események kozott eltelt id6)

a modell dltal produkélt P(E) eloszlas

Kapcsolat a kartyakeverések elméletével

Definidlhatjuk a modell id6tiikrozott parjat, amikor minden 1épésben kisorsolunk egy szdmot ugyan-
olyan eloszldssal, mint az eredeti modellben, majd a lista elsé elemét kivessziik, és beszirjuk a

kisorsolt helyre. Az igy kapott modell ugyanolyan tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint az eredeti,

példaul ugyanaz lesz az autokorrelacids fiiggvény, €és az események kozott eltelt id6 eloszlasa is.

Ha most a listdra agy tekintiink, mint egy csomag (pakli) kédrtyara, akkor az 1d6tiikrozott modell

egyfajta dltalanositasa a rop-in shuffle keverésnek. Ez utobbi a kartyakeverés egy primitiv modellje,

leemeljiik a legfels6 kartyat a csomagbdl és egyenletes eloszldssal beszirjuk a csomag valamely

poziciéjaba.

A fejezet tovabbi részében a modell eredeti valtozatat vizsgaljuk.



2.1. Stacionarius megoldas

A fent bevezetett modell egy Markov-ldncot definidl. Az allapottér az N hosszusdgu, L db. B-t
tartalmazé AAA...BBB... listak ismétléses permutdcidinak a tere, tehat (IZ) elemd. A kovetkezd
allapot valdszintisége igy csak a jelenlegi dllapottdl fiigg, az dtmeneti matrixot pedig a lista i-
edik elemének kiragaddsanak valdszintisége, w; adja meg. Egyeldre csak annyit feltételeziink w;-
r6l, hogy egyik elemre sem nulla (kés6bb a modellezés sordn hatvany-lecsengd alakot fogunk
valasztani). Az egyes éllapotok valdszinliségét sorvektor formdjdban irva az dtmeneti métrixszal
jobbrodl szorozva kapjuk meg az id6fejlodést.

Példaul az N = 4, L = 3 modellben az allapottér 4 elem, és a kovetkezOképp szdmozzuk az
allapotokat: 1 : ABBB, 2 : BABB, 3 : BBAB, 4 : BBBA

Igy az dtmeneti matrix :

W1 Wo+Ww3+wy 0 0
| m wi w3 +wy 0
W= w3 0 wi+wa w4 ©)
\ 0 0 wi+w2+w3

Allitas. Az drmeneti mdtrix dupldn sztochasztikus (azaz minden sor-, és oszloposszeg is 1).

Bizonyitds. El6szor térjiink at az ismétlés nélkiili permutéciok terén felirt Markov-ldncra, aminek
osszehuzottjaként tekinthetiink a fenti konstrukcidra. Itt az dllapottér az 123...N szdmok permut4ci-
01 (N! elemii tér), és a szamok koziil N — L db. A-ra, L db. pedig B-re vonatkozik. Megéllapithatjuk,
hogy a Markov-lanc ergodikus, hiszen barmilyen permutaciot eldéllithatunk ugy, hogy egy tetszo-
leges elemet kiemelve a sor elejére rakunk (hasonldan igaz az AA...B... ismétléses permutéaciok
terén felirt Markov-ldncra is). Az dtmeneti matrix sordsszege definici6 szerint 1, mert valamilyen
allapotban biztosan lesz a lista az id6lépés utén is.

Egy p1p2p3...pn permuticid eldéllithaté wy valdszintiséggel 56nmagabdl, wy valdszintiséggel porpy
p3...pn-bOL, ... wy valoszinliséggel prps...pnp1-bol, €s masképp nem. Egy tetszbleges allapotba
ugrast az dtmeneti matrix oszlopai tartalmazzak, tehat )}’ w; = 1 lesz az dsszes oszlopdsszeg.

Egy duplan sztochasztikus métrixnak sajatvektora az (111...1) vektor 1 sajtértékkel, és ez lesz a
staciondrius eloszlds (ami egyértelm, mert ergodikus a lanc). Tehat a staciondrius eloszlds egyen-
letes, azaz minden permutéacié egyenlden valészind hosszu id6 utan. Innen leolvashatjuk, hogy az
A...B... dllapotok ismétléses permuticidinak terén is az egyenletes eloszlds a staciondrius, mert
minden ilyen ismétléses permutacié L! (N — L)! féle 12...N permutaciébdl &ll els. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy az ismétléses permutacidkat 1éptetd matrix is sziikségszerlien duplan sztochasz-
tikus. ]

2.2. Mester-egyenlet

A permutéciok vagy az ismétléses permutaciok terén nézve a Markov-lancot az dllapottér N! vagy
(IZ) elem. Ha csak az érdekel minket, hogy n 1épés milva milyen valészintiséggel lesz telefondlds
a lista i-edik helyén, akkor azt egy N hosszisagu vektor irja le. Jel6ljiik Py ;(f,)-nel annak a va-
16szintliségét, hogy a lista i-edik eleme A tipusu a #,-edik idSpontban. A Py ;(t,) mennyiségre gy
is gondolhatunk, mint egy P4(t,) sorvektor i-edik komponensére. Ezen vektor id6fejlodését leird
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egyenletet mester-egyenletnek nevezziik. A mester-egyenletet gy kaphatjuk meg, ha a P4 (,,+1)
valészintiségre alkalmazzuk a teljes valdszintiség tételét, feltételezve a legutdbbi 1épésre :

N
Pai(tar1) = Y Pa(tn)wi 4)
k=1
k—1 N
Pai(tnr1) = Par(tn) Y wi+Pag—1(tn) Y wi, (5)
i=1 i=k

ami azt fejezi ki, hogy az 1. helyre tetszSleges k helyr6l beugorhat egy A teend6 wy valdszintiség-
gel, amennyiben ott A volt; a k-adik helyre pedig ugy keriilhet A, ha ott eleve az volt, és tSle balrdl
valasztottunk (ilyenkor nem tolddik a listdnak ezen része), vagy pedig a k — 1-edik helyen A allt, és
t6le jobbrdl vélasztunk (jobbra tolédik a lista ezen része). A mester-egyenlet vektoridlis formaban:

Py (tn+1) =P, (tn )A (6)

ahol az A 1épteté matrix tehat a kovetkezd alaku:

Wi ﬁ-vzzw,- 0 0
wo wi ?]:3w,' 0 :
A= | w; 0 witwr YV, w 0 (7)
. . 0 oy
wy 0 0 N wi

Megjegyzés. Az L = N — 1 modellben a Markov-ldinc W dtmeneti mdtrixa és mester-egyenlet A
léptetd mdtrixa megegyezik, ha ugyaniigy szamozzuk (rendezziik) az dllapotokat.

Megjegyzés. A mester-egyenlet kozvetleniil is szdrmaztathaté a Markov-ldnc dtmeneti mdtrixdbol
(ldsd a fiiggelékben).

A mester-egyenlet alkalmazdsa jelent6s dimenziészdm-csokkenést eredményez, ezéltal bizo-
nyos kérdések megvalaszoldsa egyszerlibb lehet a mester-egyenlettel, mint a Markov-lanc dtmeneti
matrixdval dolgozva.

2.3. Egyensilyi autokorrelacios fiiggvény

A lista 1d6fejl6désébdl az elsédlegesen vizsgdlni kivant mennyiség a lista els6 eleme, ami az el-
végzett teenddk iddsordt adja meg. Persze, ha csak az elvégzett cselekedetek idGsorat nézziik, az
onmagaban nem lenne markovi folyamat.
Vizsgaljuk annak a valdszinliségnek az id6fejlodését, hogy a lista elsd eleme A tipusu cselekvés,
vagyis a P4(1,r) fiiggvényt! Mivel a mester-egyenlet dtmeneti matrixa szintén dupldn sztochaszi-
kus és ergodikus, igy tudjuk, hogy stacionarius megoldds az egyenletes lesz,

N—-L

PA(17t_>°°):Ta (8)
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ahol N tovébbra is a lista hosszat, L pedig az érdektelen tevékenységek szamit jeldli a listaban.
Ha arra vagyunk kivéancsiak, hogy az egyensulyi dllapotbdl kitéritve hogyan relaxal a lista, akkor
a kovetkezo kezdeti feltételt kell valasztanunk :

(L) N—-—L-1 N—L-1
P =11 .
=—A (tO) ( ) N— 1 ) ) N_ 1 (9)
Az autokorreléciods fiiggvényt pedig a kovetkezOoképp definialjuk:
Py ( 1, t) — Nk
A =T (10
N

Allitas. Az egyensulyi autokorreldcios fiiggvény nem fiigg az L paramétertol, vagyis a listdban
szerepld A és B tevékenységek szdmdtol, csak a lista hosszdtol.

Bizonyitds. A probléma linearitasdbol kovetkezik (fliggelékben részletezve). 0

2.3.1. Az autokorrelacios fiiggvény idofiiggése

Az el6z0ek értelmében elegendd pl. az N és L = N — 1 paraméterekkel jellemzett modellt vizsgdlni.

Megfigyelés. A numerikusan vizsgdlt esetek mindegyikében az A dtmeneti mdtrix diagonalizdlha-
tonak bizonyult

Allitas. Ha az A dtmeneti mdtrix diagonalizdlhato, akkor az autokorreldcios fiiggvény elddll, mint
N db. exponencidlis fiiggvény osszege

Mivel A (duplan) sztochasztikus métrix, tudjuk, hogy a sajatértékek az egység sugard korlapon
helyezkednek el a komplex szdmsikon. Mivel ergodikus a matrix, azt is tudjuk, hogy A; = 1 nem
degeneralt sajatérték, a tobbi sajdtértéket jeloljik A;-vel, |A;] < 1i=2..N esetén. Feltettiik, hogy
az A atmeneti méatrix diagonalizélhato.

A=V~ DV, (11)
ahol V sorait az A métrix baloldali sajatvektorai alkotjak (v;). Ezzel
N
Py(to) = ) aiv; (12)
i=1
N N
Py(ta) = ) avA" =) aw;Al (13)
i=1 i=1
N
Py(1,1,) = Y awin Al (14)
i=1

Az 1dofiiggés konkrétabb alakjdhoz sziikségiink lenne a sajatértékek pontos ismeretére, ami
mar fiigg a w; dtmeneti valdszintiségek explicit alakjatol. Mivel a listat az aktudlis prioritdsok-
nak megfelelden rendezettnek képzeljiik, ezért feltessziik, hogy w; monoton csokken i-ben. Tobb
példat is vizsgdltam, de a konkrét célunknak megfeleld autokorreldcios fiiggvényt (ami tartalmaz
hatvanyfiiggvényszer( tartomdnyt is) csak az a modell nyyjtott, amikor w; hatvanyfiiggvény : w; ~
~ i~ 9. Példaul amikor w; exponencidlis i-ben, akkor az autokorreldcids fiiggvényre hatvanyfiigg-
vénynél lassabb lecsengést kaptam, végén exponencidlis levigéssal.
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2.3.2. Numerikus szamitasok (w; ~ i ®modell)

MATLAB program segits€gével numerikus szamitdsokat végeztem az egyenstlyi autokorrel4ci-
Os fiiggvényre kiilonb6z6 hosszu listdk (N) esetére a w; sulyfiiggvény kiilonb6z6 ¢ paraméterei
mellett.

l'—G

Mivel a modellben a tavoli elemek vialasztasdnak valdszinlisége egyre kisebb, azt varjuk hogy
hosszu listdk esetén az autokorreldcids fiiggvény kezdetben nem fiigg a lista hosszatdl (legaldbbis
ha o elég nagy).

A nagyobb o értékek esetén az elsd par elem vélasztdsdnak valdszintisége nagyobb, igy az auto-
korrelacios fiiggvény lassabban cseng le.

Programkéd ¢ A program az autokorrelédcids fiiggvényt a ([7) 1éptetématrix egymads uténi hasz-
ndlatdval szamitja ki. Minden dekddban 10 mérési pontot végez, amit ugy ér el, hogy minden 10.
1épés utdn az aktudlis 1éptetd matrix 10. hatdnydval folytatja az id61épést (ami az el6z6 1d61épés
10-szerese).

Eredmények ¢ A szimuldcié eredményeit a[3] dbra tartalmazza.

At A A
1F

— 28 01}
001F -

1ot 0,001}

106 — 224 1075

108 — 560, 107}

1070y — 140, 109}

10 100 1000 10*

0.01¢
0.001+
0.001¢

10°5) 1074

1051

1000 108 10° 10%?

3. dbra. Egyensilyi autokorreldcios fiiggvények kiilonb6z6 hosszisagu listdkra, a ¢ paraméter
1..5 értékei mellett

A kapott autokorreldcios fiiggvények egy viszonylag széles tartomanyon hatvanyfiiggvénysze-
riiek, végiil exponencidlisan levdagnak. Az exponencidlis levdgds érthets, nagy 7-re a (14) egyenlet-
nek megfeleléen a masodik legnagyobb sajitértékkel exponencidlisan lecseng az autokorreldcids
fliggvény. Az exponencidlis levagds a lista hosszdval egyre kijjebb tolddik, ugy tlinik, hogy az
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N — o limeszben az egyensulyi autokorreldcids fliggvény hatvanyfiiggvényszert lecsengést mu-
tat. Ezt a viselkedést végtelen sok exponencidlis 0sszegeként kaptuk meg.

Szintén megfigyelhetd, hogy a kezdeti tranziens a kiilonbdzd rendszerméretekre fedi egymast.
Ezt a viselkedést a legkisebb sajatértékek tulajdonsagai hatdrozzak meg.

Megfigyelés. Adott ¢ paraméter mellett a kiilonbozd rendszerméretekre vonatkozo autokorreldcios
fiiggvények dsszeskdldzhatok (@) dbra, (16) egyenlet).

N°A(t) N°A(t) N°A®
1000k 2,\{]; 2’}‘;
104 = 5. ~ 5
10r — 8. — 84,
— 112, — 12
01p o1l — 140, — 140,
- — 168 — 168
— 19. — 19.
0.001F
— 224. — 224
0.001¢ — 252, — 252
1050 — 280. — 280.
1050 — 560. — 560.
— 840, — 840,
1077} — 1120. — 1120.
107} — 1400. — 1400.
. . . . . . yNY . - . . . s yNY - . . " yNY
0001 001 01 1 10 100 10~ 0.01 1 100 104 10" 0.001 1 1000

NPA(t) N°A(t)

0.001}

10710 107 104 01

4. dbra. Egyensulyi autokorreldcids fiiggvények tranzienst kovetd lecsengd részei kiilonbozd
hosszuisagu listdkra osszeskdldzhatok adott ¢ mellett (a skdldzdshoz hasznalt y és 6 paraméterek
a[2| tablazatban taldlhat6k). Az dbrdn latott egybeskalazodott gorbék menetét az fo(t) fiiggvény

irja le ((I6) egyenlet)

A(t,N,6) = N3, (NLY) (16)

Az egyes o-knak megfelel$ 6 és y paramétereket a 2| tabldzat tartalmazza. Az|S| dbrdn az N-ben

lc[o05]08[ 1 |15][18[2][3[4]5]
y [1.07 [ 115117 [ 15718 [2[3[4]5
S|t [t [ 11 1 J1[t]1]1

2. tébldzat. v és O skdlazé paraméterek kiilonb6z6 o értékek mellett

Osszeskaldzott autokorreldcids fliggvények lathatok egy dbrdn a kiilonbozé o értékekre. A
egyenletbdl kovetkezik, hogy az egyensilyi autokorreldcids fiiggvény (tranzienst kovetd része)
altaldnositott homogén fiiggvénye a lista hosszanak, és az idének :

N b bt
Vi o _ 5 —5
A(b"1,5,0) = BN fg( o ) (17)
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NOA(t)

100+ N=28..1400
o
1 -1
2
0.01F -3
— 4
1074+ >

A A Al L tN)’

10712 108 104 1 10* /

5. dbra. N-ben 0sszeskaldzott autokorreldcios fiiggvények kiilonb6z6 ¢ paraméterek mellett.

amibdl y; = —7y valasztdssal,
.-y N
A(t,N,0)=b"°A(Db YI’E’G) (18)
Innen leolvashat6 (b = N esetén), hogy

fo (33) =AG51,0) (19)

1 . .
mdsrészt b = t7 valasztéssal (16]) 4tirhat6 a kovetkezd forméba:

A(t,N,G) =17 5 (]%) , (20)
ahol . N
Jo (37) = A0, 7.0, @

Az 5| abran az Gsszeskaldzott gorbéket, tehdt lényegében az fo(¢) fiiggvényt lathatjuk. Ezen
gorbék kezdeti, log-log skdldn egyenes szakaszdra hatvanyfiiggvényt illesztettem, a hatvanyfiigg-
vény kitevéit a [3] tdbldzat tartalmazza. Az exponenseket tigy hatdroztam meg, hogy az adatsor
logaritmusdra illesztettem egyenest a legkisebb négyzetek modszerével, €s annak a meredekségét
vettem. Az illesztés hibait azért nem tiintettem fel a tablazatban, mert az kisebb volt, mint az utolsé
tizedesjegy. Azonban a meredekség értékét befolydsolja az is, hogy milyen tartoményt jelolok ki
az illesztésre, ennek optimalizdldsa pedig nem torekedtem, csak a szememre hagyatkoztam (tehat
a legkisebb négyzetek mddszerével kapott hiba alulbecsiili az exponens becslésének valddi hiba-
jat). Mivel az autokorreldcids fiiggvény idofiiggését f5 hordozza, ennek a kitevéje megegyezik az
autokorrelécios fiiggvény kitevgjével (ezekkel 6sszecsengd kitevoket kaptam, amikor kozvetleniil

7 2z

a legnagyobb méretii listaval el6allitott autokorreldcios fiiggvényekre is elvégeztem az illesztést).

Tehat a tranzienst kovetd és az exponencidlisan levago tartomanyok kozott

A(t) ~t7%. (22)
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c 1 2 3 4 5
a || 0,755 | 0,535 | 0,356 | 0,274 | 0,222

3. tdblazat. Az autokorreldcios fiiggvény, ill. f5(f) hatvanylecsengésének kitevGje

A 3| tablazat alapjan az a sejtésem fogalmazddott meg, hogy N — oo esetben fenndll, hogy

2 1
o= —, (23)
c
az ettSl valo eltérést pedig a véges méretbdl szarmazoé korrekciok okozhatjak. A (23)) sejtés ossz-

hangban van a (20)) skdldzé osszefiiggéssel, ugyanis N — oo esetben

_6 . t _8
AWN,0) =1 7 fo (7)) =1 77a(0). (24)

tehat o = %, ami a tablazat alapjan elég nagy o értékekre a (23)) osszefiiggést adja.

2.4. Varakozasi idok és az események kozott eltelt ido eloszlasa
Varhato értékek

Vizsgéljuk meg, hogy a lista i-edik eleme varhatéan mikor keriil sorra! Legyen 7; az a valdszin(i-
ségi valtozd, ami megadja, hogy a kezdetben az i-edik helyen iil6 elem mikor keriil a lista elejére.
El6szor hatdrozzuk meg 7; varhato értékét! A varhato érték kiszamitdsakor feltételezhetiink az el-
sO 1épés eredményére: ha el6szor a lista elsd i — 1 elemébdl vélasztunk (ezt az eseményt jeloljiik
E_i_1-vel), akkor az i-edik elem helyben marad, ha pedig i + 1-tdl felfelé valasztunk (E;; . n), ak-
kor a vizsgdlt elem innent6l az i + 1-edik helyen fog iilni. Végiil, ha pont az i-edik elemet valasztjuk
(E;), akkor az a lista elejére ugrik. Tehat

E(7) =E(w|E1.i-1)P(E1 i—1) + E(%|E)P(E;) + E(Ti|Eis1.8)P(Eit1.N) (25)
i-1 N
=[E()+1] Y wi+wi+ [E(t)+1] Y w; (26)
= =it 1

Igy ki tudjuk fejezni az i-edik elem lista elejére keriilésének vérhat6 értékét az i + 1-edik elem
véarhat6 varakozasi idejével:
. 1+E(Ti+l)zl}l:i+1wj
i) = 1
- le:l Wwj

27)

A lista utols6 elemére tudjuk a varakozasi id6 eloszldsét, egyszer(i (optimista) geometriai el-
oszlds w, paraméterrel, ugyanis minden lépésben mindentdl fiiggetleniil wy valdszinliséggel va-
lasztjuk ki az N-edik elemet.

P(ty =k) = (1—wy)* Twy (28)
B(ty) = — (29)
N) = W



Ezt felhaszndlva visszafejthetjiik a rekurziot, és a kovetkez6 eredményt kapjuk :

1+N—k

E =
(Tk) Z]Jy:k Wwj

(30)

//////

milyen a listabdl val6 valasztés sulyfiiggvénye (legaldbbis amig az ergodlkus bejarast bthOSltja).

Rekurzio a generatorfiiggvényre (varakozasi idok)

A fentihez hasonl6 gondolatmenettel a 7;-ek eloszldsdra is tudunk egy rekurzids 0sszefiiggést adni.

P(t; =k) =P(ty =k|E| ;—1)P(E| ;—1) +P(7, = k|E;) P(E ')+]P’(Tl=k|Ez+1..N)P(El+1.,N) (31)
-1
=P(u=k—1)Y wi+ 8w +P(t41 =k—1) Z Wi (32)
i—=1 i=l+1

Ebbdl az egyenletbdl felirhatunk egy rekurzids Osszefiiggést a 7; eloszldsdnak generatorfiigg-
vényére (megszorozzuk a fenti egyenletet zX-nal, és osszeadjuk k = 1-t8] oo-ig). Jelolje Gy(z)aT
generatorfiiggvényét:

Gy(z) = Z (= (33)
A rekurzids Osszefliggés pedig:

N
ZWI+ZGT1+1( )Zl 1+1Wi

34
Sy (34)

GT[( )

7

Ty-re ismerjiik a generatorfiiggvényt, helyettesitsiik be a (28)) stirtiségfiiggvényt a (33) definicidba:

Gle) = L L= wy)* oy = 2wy ¥ [z(1—w)[F = = (35)

=0 1 —Z(l —WN)

A Gq,(z) generdtorfiiggvény csak z < l—le -re van értelmezve. A rekurziét nem sikeriilt a varhato
értékhez hasonldan zart forméban visszafejetenem, viszont numerikusan egyszertien kiértékelhetd.

Megjegyzés. A vdrhato értékre a (27) rekurzio egyszeriien levezethetd a (34)) generdtorfiiggvé-
nyekre vonatkozo rekurziobol, ha ez utobbit derivdljuk z szerint az 1 helyen.

Események kozott eltelt ido az L = N — 1 modellben

Ha az 6sszesen 1db A-t tartalmaz6 modellt vizsgéljuk, akkor a 7; valdsziniiségi valtozo éppen az A
teenddre vonatkoz6 események kozott eltelt idét adja meg. A T valdszinliségi valtozok sulyfiigg-
vényeit a generatorfiiggvény kiilonboz6 rendd derivaltjaiként kaphatjuk meg:

P( =k) = ~GY(0) (36)

k!
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A 711 stlyfiiggvényére vonatkozé numerikus szdmitasok eredményeit kiilonb6z6 o paraméterek
mellett ajf] dbra tartalmazza. A vdrakozési id6 széles taromdnyon hatvanyfiiggvénnyel kozelithets:

P(tie) ~ 1", (37)

e

amit exponencidlis lecsengés kovet. Az exponencidlis levagds (1 —wy )" alakd, ami abbdl szdrma-
zik, ha az A teend? a lista végére keriil (nagyon hosszui varakozasi idok esetén ez valdszintileg be-
kovetkezett). Ugyanez az exponencidlis lecsengés jellemzi a lista tdvolabbi elemeinek varakozasi
idejét is. A hatvanyfiiggvény szerint viselkedd tartomdnyon illesztéssel meghatdroztam hatvany-
fiiggés kitevjét kiilonbozd o értékekre (@] tablazat). Az illesztési eredmények azt sugalljak, hogy
a hatvanykitevs eleget tesz a % Osszefiiggésnek.
? 1
B=2--
Megfigyelhetd, hogy a ¢ paraméter novekedésével kis hullamok jelennek az események kozott
eltelt id6 sulyfiiggvényében. Ez kapcsolatban 4ll az autokorrelacios fiiggvényben megjelend egyre
nagyobb tranziens szakasszal, amit pedig az okoz, hogy az alacsony sajatértékeknél megjelenik
egy ,,lyuk” a mester-egyenlet (/) &tmeneti matrixanak spektruméban.

(38)

c 2 3 4 5
B | 1.501 | 1.668 | 1.753 | 1.7998

4. téblazat. P(t) hatvanylecsengésének paramétere kiilonb6z6 o értékek mellett

P(tie)

N=100 |—o=1

Il Il Il Il Il
100 200 500 1000 2000

6. dbra. Események kozott eltelt id6 eloszldsanak sulyfiiggvénye az L = N — 1 modellben
kiilonboz6 o paraméterértékek mellett.

Események kozott eltelt ido az L < N — 1 modellben

A kovetkezd kérdés az, hogy ha tobb A teendd is szerepel a listdban, akkor milyen lesz az A
teenddre vonatkozé 74 események kozotti id6. Ha az A teenddk a lista iy . .. iy helyein taldlhatdk,
ahol i} = 1, akkor

Ty = mkin{f,-k} (39)
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Ta eloszldsdnak szdmoldsahoz ismerniink kellene a 7;, valdszintliségi véltozok egyiittes elosz-
lasat. Ez éltalanosan nehéz probléma, speciélis esetként megoldhat6 az L = 1 esete, amikor csak
egy B teendd szerepel a listdban.

Példa. 74 eloszldsa L=1 esetben

Ha tudjuk, hogy a B teendd pontosan hol helyezkedik el a listdban, akkor fel tudjuk irni 74 saly-
fliggvényét. A staciondrius eloszlas egyenletes, tehét egyensilyban B a 2...N helyek barmelyikén
azonos valoszintiséggel helyezkedik el. Az egyensilyi sulyfiiggvény szdmitasdhoz alkalmazzuk a
teljes valészintiség tételét!

N
Pty =1)= Z P(t4 = 1|{B a k-adik helyen van})P({B a k-adik helyen van}) (40)
k=2
N
1 1—wy
= 1 — =1- 41
k;( WO T - (41)
N
P(t4 =1) = Y P(ta = [|{B a k-adik helyen van})P({B a k-adik helyen van}) (42)
k=2
& -2 1 2 1-2 1
= ZWk(l—Wl)Wl m:(l—WI) Wl ]ﬁ (43)

Azt lathatjuk tehdt, hogy ha csak egy darab A szerepel a listdban, akkor az események kozotti
id6 (hatvényfiiggvényt kovets) exponencidlis levagédsa (1 — wy)'-nel megy, N — 1 darab A esetén
pedig w-nel cseng le. Nem trividlis tehdt, hogy a listdban az A tevékenységek ardnyat névelve ho-
gyan valtozik az események kozotti id6 sulyfiiggvénye. Ecélbol szimuldcidkat futtattam rogzitett
N mellett kiillonboz6 L paraméterekkel, és mértem a 74 események kozotti id6 hisztogramjat. A
szimuldcios eredmények a[7] dbran lathatok. MegfigyelhetS, hogy a hatvanyfiiggvénnyel jellemez-
het$ szakasz eltlinik, ha noveljiik az A tevékenységek szdmat a listdban (L csokken), és valamilyen
hatvanyfiiggvénynél gyorsabb, de exponencidlisndl lassabb lecsengést lathatunk.

Ptie) Ptie) Pltie)
1 N

N=50 o=2 /log binned/ L

10 100 1000 10*

7. dbra. Események kozott eltelt id6 sulyfiiggvénye kiilonb6z6 6sszetétel listdk esetén
(szimulacios eredmények)
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2.5. P(E) eloszlas

Az autokorreldcids fliggvény és az események kozott eltelt 1dd eloszlasa utdn mar csak azt kell
megnézniink, milyen P(E) eloszlast produkdl a modell. A villandsos periédusokat most ugy defi-
nidljuk, mint egy idGablak altal rogzitett hosszusagu B sorozatok kozotti események sorozatat. Az
ezekben el&forduld A tipusd események szamat jeloljiik itt £-vel. Példaul ha az id6ablakot 4-nek
valaszjuk, akkor egy villandsos periddus a kovetkezd id6sorhoz hasonlit:

...BBBBABAABABBAAAAABAABBBAABBBB . ..

A P(E) eloszlds mérésére szimuldcidkat futtattam (8| dbra). A szimuldciés eredmények szerint
ebben a modellben a P(E) sulyfiiggvény erGsen fiigg az idGablak szélességétdl, és nem trividlis L
fliggést mutat. Vizsgaljunk két specidlis esetet:

P(E) P(E) PE
[ET 1k 1F

=
Fi
2
g
3
3
H
2
2

=
0.01}

1074} 0.001+

1041

M lpoo~ooswne

e Wil
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

6|
10™ 105}

5]

1061

8. dbra. P(E) eloszlas silyfiiggvénye (szimuldcids eredmények)

Példa. L =N — 1 eset

Amikor a listdban csak 1db. A esemény taldlhatd, akkor exponenciélis a P(E) sulyfiiggvény
(log-lin skéldn egyenes), viszont az id6alland¢ fiigg az idéablak méretétdl (8] dbra). Ez kovetkezik
a (2) egyenletbdl, diszkrét esetre vonatkoztatva, ugyanis ilyenkor az A cselekvés egymast kovetd
visszatérési idejei fliggetlenek.

Példa. L =1 eset

A masik hatdreset az L = 1 esete. Ekkor ha az id6ablakot 1-nek vdlasztjuk, a P(E) silyfiiggvény
az els6 elemre (ami ebben az esetben az egyetlen B tipusu elem) vonatkoz6 varakozasi idének felel
meg:

P =k+Dps o) (44)

amirdl pedig kordbban lattuk, hogy hatvidnylecsengésii.

2.6. Diszkusszio

Osszegzésképpen megallapithajuk, hogy a modell képes produkalni hatvanyfiiggvény szakaszt tar-
talmazo autokorrelacids fiiggvényt, és a hatvanyfiiggvény kitevéje hangolhat6 a o paraméter val-
toztatdsdval. A telefondldsi cselekvések ardnya az 6sszes cselekvésbdl hangolhaté az 1%, arany val-
toztatdsaval, N pedig az exponencidlis levagas helyét tolja el. A modell szempontjabdl azonban az
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események kozott eltelt idS eloszldsa és a P(E) eloszlas komplementer mennyiségekként viselked-
nek: L =N — 1 esetén az események kozotti idS eloszldsa lesz hatvanyfiiggvény és a P(E) eloszlds
exponencidlis, mig az L = 1 esetben forditva.

Az L = N — 1 modellben sejtésként megfogalmazddott két skalatorvény :

1
o=— (45)
c
p=o . (46)
= 5
illetve ezek 0sszegére
oa+pB=2. (47)

Ez utobbi Osszefiiggést a 4| fejezetben bizonyitom, és kideriil, hogy a modellek egy szélesebb
csaladjéra is dltalanosithato.

A2 fejezet elején, a modell bevezetésénél megjegyzésként szerepelt, hogy a vizsgalt modell

1dotiikrozottje a top-in shuffle keverési modszer egyfajta dltalanositdsa. Kartyakeverés esetén az
egyik érdekes mennyiség a keverés n 1€pése utan kapott valdszinliségi eloszlas varidcids tavolsa-
ga az egyenletes eloszldstdl (a permutaciok terén). Ez a mennyiség a standard keverési eljarasok
esetén egy viszonylag jol meghatdrozott szdmu keverés utan hirtelen lecsokken, a top-in shuffle
esetén ez az érték kb. NlogN [13]], ahol N a kartyak szdma (a témakorhoz kapcsol6do leghiresebb
eredmény, hogy a riffle shuffle keverési eljdardssal egy csomag francia kdrtya esetén 7 keverés elég
[14D).
Az éltalam vizsgalt modellben a hatvanyfiiggvény szerint csokkend beszurasi valoszinliség 1énye-
gesen csokkenti a keveredés mértékét. Erdekes kérdés lehet, hogy ebben az esetben is ldtndnk-e
egy meredek ,,torést” a varidcids tavolsagban, és ha igen, akkor az hogyan skéldzik a csomag kartya
méretével a modell kiillonbdz6 o paraméterei esetén.
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3. Modositott modell

Ebben a fejezetben az el6z6 modell egy kicsit mddositott valtozatat vizsgdlom. Az egyéneket itt
is egy N hosszisagi, N — L db. A és L db. B tevékenységet tartalmazd listdval modellezziik, és
minden 1é€pésben kivalasztjuk a lista valamely elemét a w; sulyfiiggvény dltal meghatdrozott valo-
szinliséggel. Itt azonban a kivalasztott tevékenység nem kertil a lista elejére, csak eggyel feljebb
ugrik a prioritdsi listdn. Ha a valasztott elem a lista els6 eleme, akkor az helyben marad. Az elvég-
zett cselekvés minden 1épésben a lista elsd helyén szerepld tevékenység. A lista dinamikéja itt is
egy ergodikus Markov-ldncot definidl, a staciondrius megoldds az egyenletes. Az autokorreldcids
fliggvény szamoldsahoz itt is felirhat6 egy mester-egyenlet:

Py(tuy1) = Py(tn)A, (48)

ahol a mester-egyenlet 4tmeneti matrixa a kovetkezd alaku:

1—wy wo 0 0
wy  l—wy—w;3 w3 0 :
A= 0 w3 1—W3 — W4 W4 0 (49)
. . . . W
0 0 WN l—WN

3.1. Autokorrelacios fiiggvény

Az autokorrelécids fliggvény :

(50)

Ez a mennyiség nem fiigg L értékétdl (kivéve a trividlis L = 0 és L = N eseteket), ahogy az ere-
deti modellnél is lattuk (bizonyités a fiiggelékben). Az eredeti modellhez hasonléan a kiillonb6z6
méreti listdkra kapott autokorrel4cios fiiggvények dsszeskalazhatok:

A(t,N,6) = N3, (NLy) 51)

A kiilonb6z6 o értékekhez tartoz6 y és O skdlazé paraméterek az |5, tablazatban szerepelnek, az
osszeskdldzott autokorreldcids fiiggvények pedig a9 dbran lathatok. Egyszeri 4talakitisokkal a

o t [ 2 [3]4]5 |
y[317] 4 | 5 | 6 | 7
5 | 1.08]1.08] 1.08 | 1.08 | 1.08

5. tdblazat. A kiilonb6z6 rendszermérehez tartozé autokorreldcios fiiggvények Osszeskdlazdsahoz
hasznalt y és & paraméterek o kiilonbozd értékeire

skdlatulajdonsag a kovetkezd alakba is frhato,
A(t,N 17 (L 52
oy Y _—
(tv 76) t fO'(Ny> ( )
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NOA(t)

1000 ¢

N=28..1400
100+
o
10+ -1
2
1k -3
— 4
0.1k 5
0.01F

t/NY

107 102 107 001 1000
9. dbra. A o paraméter azonos értékeihez tartoz6 autokorrelacios fiiggvények 6sszeskalazhatok

5 .

Ebbdl az alakbdl N — o esetére kapjuk, hogy A(t,N,0) —t 7 f5(0), tehit o = %. Ugy tiinik,
hogy o elég nagy értékeire Yy = o + 2, valamint 6 = 1.08, igy

1.08

o0=—-7. 53

o+2 53)
Ebbdl a y paraméter valdszintileg meghatirozhaté a modell analitikus vizsgalatdabdl, viszont a &
paraméter 1-tdl val6 eltérését egyeldre nem ldtom mibdl szdrmazhat.

Az autokorreldcios fiiggvény log-log skdlan linedris szakaszara hatvanyfiiggvényt illesztettem
a legnagyobb listaméretek esetén. Az exponensek a[f] tdblazatban szerepelnek, és kozelitSleg tel-
jesitik az (53)) Osszefliggést, a kis (kb. 0.03 nagysagren) eltérés szarmazhat a 6 skdldzé exponens
és az illesztés hibdjabdl, valamint a véges méret korrekcidk is szerepet jatszhatnak. Az illesztés
hib4djardl itt is elmondhatd, hogy az egyenes szakasz meghatdrozasa miatt itt is nagyobb, mint a
legkisebb négyzetek mddszerével kapott hiba, ami kisebb, mint az tabldzatban feltiintetett utolsé
tizedesjegy.

o [t ]2 [ 3 ] 415
@ ] 0350 | 0.271] 0219 | 0.184 | 0.16
B 1.639 | 1.734 | 1.787 | 1.817 | (7)
a+B | 1.998 | 2.005 | 2.006 | 2.001 | (7)

6. tablazat. Az autokorreldcids fliggvény (@) és az események kozotti id6 (B) exponensei

3.2. Visszatérési ido

Ebben a fejezetben a lista elsd elemének a visszatérési idejét szeretnénk kiszdmolni, ami az L =
= N — 1 modellben megegyezik az események kozott eltelt id6vel. Felirtam egy rekurzidt a vissza-
térési id6re, amit véges hosszu listak esetén numerikusan értékeltem ki.

Legyen B (at = 0 idGpontban) a k-adik listaclem varakozési ideje, amig a k — 1 poziti6t elGszor
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eléri (balra 1épési id6). Legyen & Bernoulli eloszlasu valészintiségi véltozd: P(E = 1) = wy és
P(& = 0) = 1 —wy. Ekkor a lista els6 elemének visszatérési ideje::

T=14+&Bs. (54)

Ez azt jelenti, hogy 1 —w, valdszintiséggel T = 1, és w, valdszinliséggel a vizsgalt teendd a maso-
dik helyre ugrik, ahonnan S, id6t kell varni a visszatérésig. A Bi-k generatorfiiggvényére viszont
fel tudunk irni egy rekurziét.

]P)(ﬁk = 1) = Wi (55)

P(Br = s) =P (B = s|{ 1. vélasztott elem < k vagy > k+1}) (1 —wg —wii1)+
+ P (B = s|{ 1. vdlasztott elem = k}) wy+
+P(Br = s|{ 1. valasztott elem = k+ 1}) wi|

P(Be=1s5)=P(Bc=s5—1)(1 —wi = wiy1) + 815wk + P (Ber1 + B = s — 1) witr
Bevezetjiik a b (s) = P(Br = ) jelolést, és kifejtjiik a jobb oldali tagot, mint konvoliciot:
bi(s) = br(s = 1) (1 —we —wiep1) + Sispe+ Y bi(s — 1= Dby (Dwis (56)
I=1

Vezessiik be a [ valészintiségi valtozok generdtorfiiggvényét: Gi(z) = Yoo | br(s)z’. Szorozzuk
be az (56) egyenletet z°-nel és adjuk Ossze az igy nyert egyenleteket s = 1-t8l co-ig !

Gi(z) = 2Gi(2) (1 = wi — wig1) + 2w + Gi(2) Gy 1 (2) (57)

— Wk

1 —z(1 —wg —wii1) — 2Grq1 (2)Wist
Véges listdk (V) esetén tudjuk, hogy az utolsé elemre a balra 1épés ideje geometriai eloszlasu wy
paraméterrel.

Gk (Z)

(58)

1 —z(1—wy)

Innen G;(z) visszafejthetd szamitégéppel, ahonnan a b, (s)-ek kifejthetk a generatorfiiggvény

Gn(2) (59)

~GY(0) (60)

tulajdonsaga segitségével.

Megjegyzés. A vdrhato értékekre vonatkozo rekurzio analitikusan is visszafejthetd: B [By] = N_W—’jfl
ahonnan az elsé elem vdrakozdsi idejére az eredeti modellhez hasonléan az E[t] = N értéket kap-
Juk.
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10. abra. A lista els6 elemének visszatérési ido sulyfiiggvénye kiillonbozd o értékek mellett. Ez az
L = N — 1 modellben az események kozott eltelt id6 eloszlasa

Numerikusan meghatdroztam a b, (s) fiiggvényt N = 75-6s listaméret mellett a ¢ paraméter
1 — 5 értékeire. Az (54) egyenlet alapjan a T visszatérési id6 eloszldsa:

P(t=1)=1—w, (61)
P(t=s5) =wyby(s—1) §>2-re (62)

Az igy kapott visszatérési id6 eloszlas a[[0] dbrdn, az illesztett exponensek pedig a[f] tabldzatban
lathatok.

Az eredeti modellhez hasonléan itt is egyre hullimosabba valik az események kozotti id6 el-
oszlasa novekvd o paraméterek mellett. Ezért a 0 = 5 esetben mar nem is tudtam a numerikusan
kiértékelt szakaszbdl meghatdrozni a lecsengés exponensét. A [6] tablazatban szereplS exponensek
j6 kozelitéssel teljesitik az eredeti modellnél megfogalmazott o + B = 2 sejtést. Ezt Gsszevetve az
autokorrelacios fiiggvény exponensére vonatkoz6 (53)) kifejézzel,

B
=2 >
p=2-—"— o >2-re (63)

Események kozott eltelt idok L-fiiggése

Szimulacidkat futtattam az események kozotti iddk eloszldsanak meghatirozaséara rogzitett N mel-
lett az L paraméter kiillonbozo értékeire. Az eredeti modellhez hasonldan itt is azt tapasztaltam,
hogy az ZL\, arany csokkentésével (telefondldsi cselekvések szdmédnak novelésével) az események
kozotti 1d6 eloszlasa hatvanyfiiggvénynél gyorsabban cseng le, az L = 1 esetben pedig exponenci-

alis (T1] abra).

3.3. P(E) eloszlas

A P(E) eloszlésra is kvalitativan ugyanazt az eredményt kaptam, mint az eredeti modell esetén.
L =1 esetén hatvanyfiiggvény szerint cseng le, L = N — 1 esetén pedig exponencidlis (ennek
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Pltie) Pltie) P(E)

. 1k 00LF
1074p N=50 o=2 /logbinned/ L 0001
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27 7

11. dbra. Események kozotti id6 és a P(E) eloszlas silyfiiggvényeinek fiiggése az L paramétert6l
(szimulaciés eredmények)

magyarazatat lasd az eredeti modellnél). A két sz¢EIsG eset kozt pedig interpolal a P(E) eloszlas

(TT] ébra).

Autokorrelacios fiiggvény skalazasa és véletlen bolyongas

A és af3] fejezetben targyalt (eredeti, ill. médositott) modellek 1ényegében ugyanigy viselked-
nek a vizsgélt mennyiségek szempontjdbol, az egyetlen kiilonbség az autokorreldcios fiiggvény
Osszeskdlazasanal hasznalt y és O exponensek értékében jelentkezik. Az eredeti modell esetén y =
= 0, a moédositott modellben pedig Y = o + 2 valasztdssal érhetjiik el, hogy a kiilonb6z6 méretekre
szamolt autokorreldcids fiiggvények fedjék egymast. Erdekes megfigyelés, hogy a lista elemeinek
bolyongdsat vizsgélva szintén elékeriilnek a o, ill. a o + 2 exponensek.

A moédositott modellben ha kivédlasztunk egy tetszbleges tevékenységet, €s annak ttjat kovet-
jiik, akkor egy elsGszomszéd véletlen bolyongdst latunk [1, N]NZ-n. Ebben a modellben analitiku-
san kiszdmolhat6 (fiiggelékben részletezve) annak az eloszldsa, hogy a lista els6 helyérdl inditott
tevékenység milyen maximélis tdvolsdgra jut a visszatérés eldtt. Jeloljiik ezt a tavolsdgot &-vel,
ekkor:

P(§ =x) ~x (02 (64)

Igy annak valdszintisége, hogy az els§ helyrdl indulé elem bolyongdsa sordn eléri a lista végét
~N(912) Eza mennyiség kiszdmolhat6 az eredeti modellben is, ehhez célszerl az id6tiikrozott
valtozatat vizsgalni. Itt mar nem els6szomszéd-bolyongast végeznek az elemek : a lista elejérdl in-
dulva egy tevékenység el6szor a w; valészinliségek éltal megadott helyre ugrik, onnan viszont mar
csak a lista eleje felé tud 1€pdelni (ha ndla tdvolabbra dobjuk az elsd elemet), vagy helyben marad.
A véletlen-bolyongé elem visszatérés elott elért maximalis tdvolsagéanak eloszldsat (az 1d6tiikro-
zott modellben) definicié szerint w, ~ x~° adja meg. Annak val6szintisége pedig, hogy a teends
bolyongasa soran eléri a lista végét ~ N~ °. Az eredeti, ill. a mddositott modellben a kezdetben
elsS helyen 4116 elem véarhatéan ~ N9, ill. ~ N°2 véletlen bolyongés utdn éri el elészor a lista
végét. Ezek utdn az autokorrelacios fiiggvény
A(t,N,0) = N~PA(-= 1,6) = N3 £ (<) (65)
R NY NV
skdlazasaban megjelend N7 tényezdnek szemléletes jelentést adhatunk. EgyelGre nyitott kérdés,
hogyan kapcsolddik kozvetleniil a véletlen bolyongas az autokorrel4cids fliggvény skdldzasidhoz.
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4. Fiiggetlen események kozotti idovel jellemzett folyamatok

A2 és a[3] fejezetben targyalt modellek L = N — 1 hatdresetében hatvanylecsengésti autokorreld-
cids fiiggvényt és események kozotti idd eloszlast tapasztaltunk, melyek exponensei eleget tettek
az

a+p=2 (66)

skédlatorvénynek. A két modell egyik kozos vondsa, hogy a kezdetben a lista elején iil6 cselek-
vés egymast kovetd visszatérési idejei fliggetlenek, €s azonos eloszlastiak. Ebbdl mér kovetkezett,
hogy a P(E) eloszlds ezekre a modellekre exponencidlisan lecsengd ((2)). egyenlet).

Most megvizsgaljuk az autokorrelacios fliiggvény és az események kozott eltelt id6 eloszlasa-
nak kapcsolatat fiiggetlen, azonos eloszlasi események kozotti idovel jellemzett folyamatok ese-
tére. Legyen X (t,) az események indikdtora: X(¢,) = 1, ha a #, idSpontban tortént esemény (a
vizsgélt modellekben ha az A tipusu elem 4ll a lista élén) és X(1,) = 0 egyébként. Ilyenkor az
autokorrelécios fiiggvény 1dofiiggd része:

A(ty) =E[X(10)X (1a)] , (67)

az X (t9) = 1 kezd6feltétellel. Ennek linedris fiiggvénye az (I)-ben definidlt autokorreldcids fiigg-
vény.

Tétel. Ha fiiggetlen események hatvdinyfiiggvény lecsengésii események kozotti idd eloszldssal jel-
lemezhetok :

P(tjo) ~ tl-;ﬁ ahogy tj, — oo,
ahol B € (1,2), akkor az autokorreldcios fiiggvény is hatvanylecsengésii :
A(t) ~1t7¢ ahogy t — oo
és a kitevok osszegei teljesitik az a + B = 2 dsszefiiggést.

//////

nem nulla, amik elemei a 7 halmaznak.

Allitas. A(1,) =P (t, € T)

Bizonyitds.
A(ln) =K [X(IO)X(tn)] =E [X(ln)] = ZE [X(tn)‘T} P(T = T) (68)
T
=Y (1, e P(T=T)=P(1,€T) = i P(T, = t,) (69)
T m=0
[

Allitas. Az autokorreldcids fiiggvény Laplace-transzformadltja kifejezhetd az események kozott el-
telt ido sulyfiiggvényének Laplace-transzformdltjdval.
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Bizonyitds.

o)

gA) =Y A(ty)e M (70)
n=0
= i e MP(r, €T) = i e M i P(t, =1,) = i E (e””’”)
n=0 n=0 m=0 m=0

CE ()= (-]

ugyanis T, el6all, mint m darab fiiggetlen 7| eloszlasi valészinlségi valtozo Osszege. Innentdl
71-bol lehagyjuk az indexet, és egyszertien csak 7-val jeloljiik. 0

Definicié. Egy u fiiggvény monoton végii, ha 3xo > 0, hogy u monoton az (xg, ) intervallumban

Tétel (Tauber,[15]). Ha u monoton végii fiiggvény @ Laplace-transzformdlttal, valamint ha L a
végtelenben lassan vdltozo fiiggvény és 0 < p < oo, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek :

u(x) ~ xP1L(x) t— oo (72)

I'(p)

° 1
/ e M u(x)dx = w(A) ~ A PL (I) A—0 (73)
0
Az irodalomban szokésosan a (72)=-(73) iranyt Abel-tételnek, a (73)=-(72) iranyt pedig Tauber-
tételnek nevezik.

Mi az Abel-tételt az események kozott eltelt id6 eloszlasdra szeretnénk haszndlni. Az esemé-

nyek kozotti id6 strtiség- vagy sulyfiiggvénye normadlt, tehdt f > 1 a mi esetiinkben. Eza p <0
tartomanynak felel meg, amire mar nem vonatkozik a tétel.

Tétel (Abel, kiterjesztett véltozat). Ha u monoton végii, a (0,e0) tartomdnyon integrdlhatd fiigg-
vény @ Laplace-transzformdlttal, és xu(x) is monoton végii, valamint ha L a végtelenben lassan
vdltozo fiiggvény és —1 < p <0, akkor az u fiiggvény végtelenbeli és a Laplace-transzformdltjanak
0 koriili aszimptotikdja a kovetkezd kapcsolatban dllnak : (T4)=(75))

xP1L(x) t— oo (74)
o(1) - /O T u()dx ~ AL (—) 20 (75)

Bizonyitds. Visszavezetjiik a Tauber-tétel fenti vdltozatdra: legyen —1 < p < 0, ekkor a v(x) =
= lxu(x) fliggvény teljesiti a Tauber-tétel feltételeit, a Laplace-transzformdltjat jeloljiik n-val.

P
/000 e Mu(x)dx = /oo e_/lxpv(x)dx = /oo /oo e Vdvpv(x)dx = (76)

_ / / V() dxdv = p / n(v)dv (77)
_p/ v)dv — p/ /Owu Jdx+ A~ pL(i) (78)

A-ban vezetd rendben. ]
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Ezek utdn mar ki tudjuk értékelni a egyenletben szerepld Laplace-transzformaltakat.
A (74)=(73) Abel-tételt alkalmazva jobb oldaldra kapjuk, hogy

g(A) = (1—]E[e_“D_1~7L1_B A0 (79)

A (73)=-(72) Tauber-tételt alkalmazva g(A)-ra (ami definiciészerien az autokorreldcids fiiggvény
Laplace-transzforméltja) megkapjuk az autokorreldcids fiiggvény lecsengését:

A(r) ~ P72 (80)
Ezzel bizonyitottuk a tételt. 0

A B > 2 eset kvalitativan kiilonbozik a B < 2 esettdl, ugyanis ekkor az események kozott
eltelt idonek lesz véarhat6 értéke, és ezzel pairhuzamosan az eseményeknek lesz véges stirlisége. Az
autokorrelécids fiiggvény t — oo esetén ehhez a siirliséghez fog tartani:

~ 1

Ez az eredmény megkaphat6 a fenti kontextusban is, ha az Abel-tételt megprébaljuk kibdviteni a
—2 < p < 1 tartomanyra. A fenti gondolatmenetet hasznélva azt kapjuk, hogy

/Owe‘“u(x)dxzP/Omn(\/)dv—p/oln(v)dv:/Ooou(x)dx—p/oln(v)dv, (82)

ahol (1) = [5"e ™ v(x)dx, és v(x) = %xu(x), amire madr teljesiil a kiterjesztett Abel-tétel. Be-
vezetve az [y u(x)dx =1 és az [y pv(x)dx =[5 xu(x)dx = I jelolést a fenti eredmény az aldbbi
format onti:

/Owe_}”xu(x)dle—il—f—l_pL (%) , (83)

tehdt megjelenik a Laplace-transzformdltban egy A-val ardnyos tag, ami A — 0 esetben erGsebb,
mint a AP tényez8. Ha ezt a formuldt A-ban vezetd rendben alkalmazzuk az események kozott
eltelt id6re, és visszahelyettesitjiik az autokorrelaciés Laplace-transzformaltjaba, a

-1
s = (1-E|e*])  ~(ElA)" A —0 (84)
kifejezést kapjuk. Alkalmazzuk erre a (73)=(72]) Tauber-tételt:
~ 1
A(t) ~ == t— oo 85
0~ 55 = (85)

Ebben az esetben az érdekes kérdés az, hogyan éri el az aszimptotikus értékét az autokorrelaci-
Os fliggvény. A (hullam nélkiili) autokorreléacids fiiggvényt példaul eleve ugy definidljuk, hogy
levonjuk beldle az aszimptotikus értéket (lasd az egyenletet). A B > 2 esetben az autokorre-
lacids fiiggvény aszimptotikdja tovabbi vizsgdldddsok targya lehet. Ez matematikai szempontbdl
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érdekes, a modellezés szempontjabol azonban nem relevéans, ugyanis mind az eredeti, mind a m6-
dositott modellben az események kozott eltelt idS eloszlasdnak B exponense az (1,2) intervallumba
esik.

Ebben a fejetben azt lattuk be, hogyan jelenhetnek meg hosszitavua korrelaciok egy fiiggetlen
eseményekbdl 4116 id6sorban. Ennek az adatok empirikus kiértékelésénél van jelent6sége, ugyanis
azt jelenti, hogy a lassan lecsengd korreldcids fiiggvény nem jelent minden esetben az események
kozotti memoridt. Szintén lattuk, hogy a fiiggetlen azonos eloszldsi események kozotti idével
jellemzett folyamatok P(E) eloszldsa exponenciélis. Ez a probléma feloldhat6 [[10], ha olyan fo-
lyamatot definidlunk, ahol az egyének kétallapoti rendszerként viselkednek: normadl allapotban
kisebb, aktiv dllapotban nagyobb ratdval inditanak hivast. Az események kozott eltelt id6 pedig
fiiggetlen €s azonos eloszldsu kiilon-kiilon az egyik és a mdsik allapotban. Ebben a modellben
az aktiv dllapot eseményekben mért hosszat kiviilr6l beletehetjiik a modellbe, ezzel garantalhato,
hogy a P(E) eloszlas a megfigyeléseknek megfelel6 maradjon. Ebben a modellben az autokorreld-
cios fiiggvény és az események kozott eltelt idS eloszlasara teljesiil az altalam levezetett o + = 2
skalatorvény [10]. A telekommunikdcids hdlozatban az (1| tablazat alapjan azonban megallapit-
hatjuk, hogy nem teljesiil ez a skdlatorvény, ezért ezzel kizarhatjuk a modellezésbdl a fiiggetlen
események kozotti idovel rendelkezd folyamatokat.
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5. Osszefoglalas

Tudoményos Didkkori dolgozatomban prioritds alapjan rendezett dinamikus lista-modellekkel fog-
lalkoztam. A modellek f6 motivacidja az emberi cselekvések iddzitésének modellezése volt, azon-
ban hasznosak lehetnek barmilyen id6ben er6sen inhomogén folyamat vizsgalata soran. Az emberi
cselekvések id6zitéséhez hasonld, tn. villandsos viselkedést figyelhetiink meg példdul a foldrengé-
sek, ill. a neuronok tiizelésének iddsordban [[16}17]. Ezen folyamatok esetén a harom karakterisz-
tikus fliggvény (az események kozott eltelt idd eloszldsa, az autokorreldcids fiiggvény, valamint a
P(E) eloszlds) hatvanylecsengést mutat [10]. A dolgozatomban vizsgdlt modellek egyik f6 elénye
a Barabadsi 4ltal javasolt modellhez képest, hogy lehet benniik definidlni a telekommunikaciés hé-
16zatban mérhet6 események kozott eltelt idSk eloszldsat és az autokorreldcids fiiggvényt. Dolgo-
zatomban részletesen megvizsgéltam, hogy a modellekben mi adédik a harom emlitett fliggvényre.

Belattam, hogy a modellek autokorrelacids fiiggvénye nem fiigg a lista 6sszetételétdl. Numeri-
kus szdmolasaim eredményeként mindkét modellre azt kaptam, hogy az autokorrelécids fiiggvény
hatvanylecsengésti, amit exponencidlis levdgds kovet. Eszrevettem, hogy a kiilonbz6 hosszisagi
listdkra szamolt autokorreldcids fliiggvények Osszeskalazhatok, és ezt az eredményt felhasznalva
meghatdroztam az autokorreldciés fiiggvény hatvany-szakaszdnak exponensét a modell bemend
paraméterének fiiggvényében.

Az események kozott eltelt idS és a P(E) eloszlas fiiggését a lista OsszetételétSl numerikus
szimulaciokkal vizsgéltam. Kidertilt, hogy a fenti két mennyiség komplementer a modell szemszo-
gébdl: ha az egyik hatvanyfiiggvény, a masik exponencidlisan cseng le, dltaldnos lista-Osszetétel
esetén pedig mindkét fiiggvény hatvanyfiiggvénynél gyorsabb lecsengést mutat. A hatvanyfiigg-
vényt ad6 hatdresetek egyikét (egymasba képezhetdk) részletesebben is megvizsgaltam. A model-
lek események kozotti id6 eloszldsdra rekurziv formulét irtam fel, amit numerikusan értékeltem
ki. A numerikus szamitasok eredményeképpen azt kaptam, hogy az események kozott eltelt id6 el-
oszlasa hatvanyfiiggvényt kovet. Az autokorrelédcids fiiggvény, valamint az események kozotti 1do
eloszlasdnak numerikusan meghatdrozott exponensei eleget tesznek egy skalatorvénynek, misze-
rint a két exponens 0sszege 2. Ezt az eredményt analitikusan is beldttam, €s a modellek szélesebb
korére kiterjesztettem: minden olyan pontfolyamatra, amit fiiggetlen, hatvanyfiiggvény eloszlasu
események kozotti idok definidlnak.

Munkam kozvetlen folytatdsét jelentené az exponensek analitikus meghatarozdsa, valamint a
modellben szerepld lista keveredésének vizsgélata a kartyakeverés elméletében bevezetett fogal-
mak segitségével. Tovabbi célom egy olyan modell megtaldldsa, ami reprodukdlni tudja a telekom-
munikdcios halézatban végzett méréseket. Az ezutdn kovetkezd 1€pés a kommunikdlé egyének
kolcsonhatdsanak és az informacio terjedésének vizsgdlata lehetne.

Végezetiil szeretném kifejezni koszonetemet témavezetdmnek, Dr. Kertész Janosnak a TDK
dolgozatom elkészitésében nyujtott segitségéért, €s Dr. T6th Balintnak a konzultacidkért. Szin-
tén koszonettel tartozom Karsai Martonnak, aki rendelkezésemre bocsdjtotta a telekommunikécids
hal6zaton végzett méréseit, és szivesen nyujtott segitséget barmilyen jellegli kérdésben. Végiil ko-
szondm Hang-Hyun Jo-nak a gondolatébresztd beszélgetéseket.
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6. Fiiggelék

6.1. Mester-egyenlet szarmaztatasa a Markov-lanc atmeneti matrixabal

A mester-egyenlet (/) &tmeneti matrixa szarmaztathat6 kozvetleniil a Marov-lanc dtmeneti matrix-
abol is. Ezt a kovetkez6 példan szemléltetem.

Példa. N =4,L =2 modell

Szamozzuk az allapotokat a kovetkezSképp:

1 AABB

2 ABAB

3 ABBA

4 BAAB

5 BABA

6 BBAA

Igy az dtmeneti matrix,
w1 + w2 0 0 w3 + wyq 0 0
w3 w1 0 wo Wy 0
. Wy 0 w1 0 wy + w3 0
W= 0 wo + w3 0 wi 0 Wy (86)
0 W4 wo 0 wi w3
0 0 w3 +wy 0 0 w1 +wy

A mester-egyenletben annak a val4szintisége jelenik meg, hogy az i.-edik helyen A van (P4 (i,1) =
= P{i.helyen A van, t idSben}). Ezt a kovetkezGképp fejezhetjiik ki a Markov-lanc éllapotainak
valdszintiségeivel (P(i,1)):

Pi(1,t) =P(1,1) +P(2,¢) +P(3,1) (87)
Py(2,t) =P(1,1) +P(4,1) +P(5,¢) (88)
Py(3,t) =P(2,t) +P(4,1)+P(6,1) (89)
Py(4,1) =P(3,t)+P(5,t) +P(6,1), (90)
Ezt matrixos formédban a kovetkez6képp fejezhetjiik ki:
P,(t)=P1)T, oD

ahol P, (1) = (Pa(1,1),P4(2,¢t),...,Pa(N,t)) és P(¢) = (P(1,¢),P(2,1), ...,IP((]Z),I)) sorvektorok,
és

1 100
1 010
1 001
r= 0110 ©2)
0101
0011
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P(r) id6fejlodését ismerjiik::
P(tny1) =P(ta) W, (93)

ebbdl szeretnénk kifejezni P4 (¢) id6fejlodését:
Py(tny1) =Pty 1) T =P(t,) WT = P(to) wrlr %94)
A mester-egyenlethez keresiink egy A matrixot, melyre fennall a kovetkezd dsszefiiggés :
WT=TA, 95)

ahol tehat W egy (IZ) X (]Z) -es T egy (IZ) x N-es, A pedig egy N x N-es métrix. Ugyanis, ha a (93)
egyenlet teljesiil, akkor

BA (tn) — E(tnfl) WT = E(tnfl) TA — BA (tnfl)A (96)
=P(io)W"T =P(t)) W' ' TA=--- =P(to) TA" = P (to) A" 97)

Ha taldlunk olyan N x (]Z)-es T matrixot, melyre
TT=Iyxn 98)

teljesiil, akkor kifejezhet A, és létezik mester-egyenlet. (O8)) egy olyan alulhatdrozott linedris
egyenletrendszerré {rhat6 4t, ami minden széba johetd T esetén megoldhat6. Ugyanis T soraiban
az N —L db. 1 és L db. 0 kiilonbozd permutécioi keriilnek eld, amik koziil barmelyik N linedrisan
fiiggetlen. Ebbdl kivetkezik, hogy a T matrix felsd N x N-es tartomanya invertalhatd, igy T-re egy
j6 megoldast ad, ha a T bal szélsé N x N-es részére az el6bbi inverzet irjuk, az ettsl jobbra esé
elemeket pedig 0-nak vélasztjuk. A jelen példaban:

1 1 1
P20 o
~ = — 0 5 00
T=| % 1 (99)
—? 51 0 ? 00
és
wl w2+w3+w4 0 0
o _ w2 wl w3 + w4 0
A=TWT = w3 0 wl+ w2 w4 (100)
w4 0 0 wl+w2+w3

Ez épp megegyezik a mester-egyenletben felirt (7)) atmeneti matrixszal.

Allitas. AzZA=TWT lépteto mdtrix egyértelmii és megegyegyezik a mester-egyenletben felirt
léptetdé mdtrixszal (az dllapotok azonos permutdcioit tekintve) tetszoleges N és L értékek esetén.
(nem bizonyitjuk)
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6.2. Az autokorrelacios fiiggvény L-fiiggetlensége

Az egyensilyi autokorrelécids fiiggvényhez tartoz6 kezdeti feltételt a (9), az autokorreldcios fiigg-
vény definicidjat pedig a (I0]) egyenlet tartalmazza. Haszndljuk ki a modell linearitdsat, és frjuk fel
mester-egyenlet dllapotvektorat két tag 6sszegeként !

L N—-L—-1
BI(AL)(IO):m(I,O,O’.,0)+ﬁ(1715 7-.-;1)
L N—-L—-1
BgL)(tn):—_1(1,0,0,...,0)An+f(1a17 s, AT (10D)
L N—-L—-1
=—(1 A ——(1,1,1,.. 102
(100, 0)A" + = (L L1 1) (102)

A lista elso elemének id6fejlédése tehat kifejezhetd az L = N — 1-es modell (tehat ahol csak 1
db. A van) segitségével:

L _ N—L—1
PfEL)(lJn)ZmPng UUJn)"’ﬁ (103)
L ., N-L-1
—m[ ]11+ﬁ (104)
Innen,
(L) N-L L p(N-1) N—L—1 _N-L
PP,y ML L pN () + —EoL
=5 N
(B - %) Py L
(A ) e — () (106)
L(l_l) 1—1
N-1 N N

Az autokorreldcios fiiggvény pedig kifejezhetd a 1éptetd matrix hatvanyainak bal felsé elemé-
vel:

Alty) = 1N (107)

6.3. A modositott modell, mint véletlen bolyongas

Ha a listabdl kiszemeliink egy cselekvést, és csak annak az utjat kovetjiik, akkor ez egy véletlen
bolyongast végez [1,N]|NZ-n. Ha a cselekvés aktudlis pozicidja k, akkor wy valészintiséggel balra,
w1 valoszinliséggel jobbra ugrik, vagy helyben marad. Mivel wy > wy 1, a vizsgélt elemnek lesz
egy balra irdnyul6 driftje, ami aldl csak az elsé elem képez kivételt, amit ha védlasztunk, akkor
helyben marad.

Ebben a modellben kiszdmolhatd, hogy milyen tdvolra jut a véletlen bolyongé a kezdSponttdl
indulva a visszatérés el6tt. Legyen qu annak a valészindsége, hogy a kezdetben k-adik helyen all6
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elem a mozgdsa sordn eldbb éri el a lista elejét, mint az M-edik pozici6t. Definicié szerint ¢} = 1
<o M
ésqy =0.

Wi41 M Wi M
@ =gt ——aq (108)
Wk+Wk+1 k+1 . k—1

mivel a balra 1€pés valészinisége feltételezve, hogy 1ép valamerre , €s hasonldan a jobbra

W +w
ugrés esetén —kl_ Atrendezéssel kapjuk, hogy

Wi+Wi 1
M Wk M M k Wi
@ -a=—— (@ - ) =]]— & -4} (109)

Wi+1 i—2 Wi+1
" M—1 Motk "
—l=qy—qf = (@ — ') = I (&5 — 41"
k=1 k=1 i=2 Wit1
1 k+1 M EN\C
z(qé”—cﬁ’)Z —(qé”—qﬁ”)Z =
k=1 2 =2 \2
Atrendezéssel
M1 2° (110)
9> = Z]]l/lzzko
k o
l
q' =1- ZM—Z (111)
=27

Legyen &, a maximalis tdvolsdg, amig eljut a kezdetben k-adik helyrdl indul6 véletlen bolyongd,
miel6tt elérné az elsé poziciét. Ekkor qu , mint M-nek a fiiggvénye a &, val6észintiségi valtozo
(kumulativ) eloszlasfiiggvényét adja 1 < k < M-re:

@ =P(& < M). (112)

Ugyanis qfl definicié szerint annak a valdszintisége, hogy a bolyongé elébb elnyelddik az elsd
pozicidban, minthogy elérné M-et, amit ugy is fogalmazhatunk, hogy annak a val6szintisége, hogy
az elnyelddésig megtett tavolsag kisebb, mint M. M egész értékeire tehit (1 < k < M):

k .o
PG < M) =1 - 20
j= 2]
Felhaszndlva, hogy Y™, i ~ M i°di=M CHGI HZGH ~ Af;rll amikor M nagy,
k
50 +1
PG < M) = 1= Y0 e
=

Ebbdl derivdldssal megkaphatjuk a & sdlyfiiggvényét kozelits stiriségfiiggvényt. Nagy M-re,
2 Zl =2 i°

Pe, (M)~ (0 +17 202 (113)

Hogy megkapjuk a maximalis tdvolsdgot a lista elejérdl indulva, feltételezziink az elsd 1épésre.

(51 —x) xl(l—W2)+(1—5X71)W2P(52 :x), (114)

tehdt ugyanazt az aszimptotikat kapjuk, mint &,-re.
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