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1. Bevezetés

A valds jelenségeket leird rendszereknél gyakori, hogy leirdsukndl nem tudunk minden tényez&t
figyelembe venni, mert példdul bizonyos paramétereket nem - vagy nem pontosan - ismeriink,
azok esetleg nem ismert modon véltozhatnak. Lehetséges az is, hogy a rendszer leirdsa csak nem-
linearis modellel lehetséges, de a nemlinearitdsok konkrét alakja vagy nem ismert, vagy megfeleld
irdnyitds meghatdrozhat6 azok megaddsa nélkiil is. Ezeket a tényezbket dsszefoglaléan bizonyta-
lansdgoknak szokéds nevezni. Igy tehdt az ebben a dolgozatban eléfordulé bizonytalansdgok de-
terminisztikus természetliek. Az utébbi 15-20 évben sokan foglalkoztak bizonytalan irdnyitasi
rendszerekre vonatkoz6 problémdk valamilyen értelemben vett megoldasaval, és ez még ma is in-
tenziv kutatds targya. A tobbféle nemlinearis modell koziil most azokat vizsgaljuk, amiket Lur’e
rendszereknek szokds nevezni. A fellépd nemlinearitdsokrol csak azt tételezziik fel, hogy azok egy
ugynevezett szektor feltételnek eleget tesznek.

Alapvet6 célunk olyan visszacsatolt vezérlés meghatarozédsa, amelynek alkalmazdasaval az origd
a vizsgalt rendszeriink aszimptotikusan stabilis egyenstilyi helyzete lesz. A célunknak eleget tevd
vezérlések koziil azt szeretnénk vdlasztani, amelyre az adott célfiiggvény értéke a legkisebb. Mivel
azonban a rendszer dinamikdja bizonytalansdgot tartalmaz, ezért nem lehetséges a célfiiggvény
minimalizdldsa, legfeljebb csak egy garantélt koltség megaddsa varhatd. Abban, hogy célunkat
elérjiik a linedris matrix egyenlGtlenségek (linear matrix inequalities LMIs) segitenek, amelyekkel
a nemlinearitdsra adott szektor feltételt is kezelni tudjuk.

A kitlizott feladat fontos sajatossdga, hogy az dllapotokra €s a vezérlésre is korlatozo feltételek
adottak.

Nemlinedris rendszerek stabilizdldsdra taldltdk ki a csiszé idShorizont mddszert, amely - mas
modszerektdl eltérden - alkalmas az dllapotokra és a vezérlésre adott korlatozé feltételek figyelembe
vételére. A mddszert szokds nemlinedris modell prediktiv kontrol médszernek is nevezni. Az
utébbi elnevezés angol roviditése az NMPC betiisz6, amellyel erre a mddszerre szokds hivatkozni.
Ismeretes, hogy végtelen idGintervallumon tekintett optimélis irdnyitdsi feladat megolddsa - meg-
felels feltételek mellett - egyuttal stabilizdlja is a rendszert. Ez a mddszer azonban, még ha al-
kalmazhat6, akkor is tilzottan nagy szamitdsi raforditast igényel. (Az eldbbiekben emlitett okok
folytdn azonban a kitlizott feladatra nem alkalmazhat6.) Az NMPC mddszer alapotlete: egy végte-
len id6intervallumon vett optimalizdlsi feladat helyett véges idGintervallumokon vett optimaliza-
lasi feladatok egy sorozatat oldjuk meg.

Az NMPC mddszernek mar sok valtozatat publikdltdk. Ezen dolgozatban az [1]-ben leirt



modszert vizsgdljuk meg. Ebben egy olyan mddszert mutattak be, amellyel a feladat LMI-k
megoldasédra vezethetd vissza. Ennek sordn azonban egy valtozét "trial and error" moédszerrel
rogziteni kellett. Az [1] eredményeit felhaszndlva, olyan megolddst mutatunk, melynek segit-
ségével ezen valtozo rogzitése nélkiil is LMI-k megoldadsara vezethet6 vissza a stabilizal6 vezérlés

meghatarozdsa. Ezen 1) médszer hatédsait vizsgaljuk szimulaciés példdk segitségével.

2. Probléma bemutatasa

Ebben a részben megmutatjuk a fent emlitett rendszer pontos leirdsat, megfogalmazzuk a nemli-

nearitds szektor feltételét, az allapot és vezérlés korlatokat és a célfiiggvényt.

2.1. Rendszer leiras

Tekintsiink az aldbbi altalanos bizonytalan differencidlegyenlet rendszer leirdst a [4] alapjan.

(5w:A$+Bu+Ew+ZHZpi (1)

i=1
¢ = Cyx + Eg,w + Dy,p, 1=1,...,s, (2)

ahol x € R™ az dllapot, u € R™ a vezérlés, w € R™ a kiils§ zavarok, dx pedig @ folytonos
esetben, és zT diszkrét esetben. Tovdbba p;-k és ¢;-k fiigghetnek ¢, z, w-tdl, értékeik dimenzidja
ly, ésly,. A p; tartalmazza a rendszer dinamikdjdnak Osszes bizonytalansdgédt és nemlinearitdsat,
a ¢; a bizonytalan outputok. A (p”,¢?)T-r6l, ahol p* = (pI', ... pT), ¢¥ = (¢,...,q7), csak
azt tudjuk, hogy értékeik egy adott 2 C R« halmazra vannak korldtozva, ahol [, = I,,, + ... +
lpg, g =1gy + ...+ 1, Tegyik fel, hogy

T
aO={ (7 )erta P Q; 0 Pilso =1 5% @)
q q; Soz- Ry, q;

ahol Qu; = QF, Ro; = RL; > 0 és Sp; megfeleld méretti matrixok.
Dolgoztatomban olyen nemlinedris rendszert vizsgéltam, amelyet Lur’e rendszernek neveziink,

és amely a fent leirt rendszer egy olyan specidlis esete, ahol
e folytonos ideji rendszert vizsgdlunk, tehat dx az i-ot jeloli,

e nincsenek kiilsé zavarok, tehat £ = 0,



o s=1.
Igy juthatunk el az [1]-ben leirt rendszerhez, melyet vizsgalni fogunk, és igy néz ki:
& = Ax + Gv(2) + Bu, z = Huz, 4)

ahol A € R"™" B € R™™ G € R"P, H € RP*" konstans matrixok, x(t) € R" az éllapotot,
u(t) € R™ a vezérlést jeloli, z € R? az output, ¢t € [0,00) C R. A v(z) : R? — RP z-t8l
fiiggd olyan fiiggvény, amelyre v(0) = 0 teljesiil. Ekkor az 2(0) = 0, u(¢) = 0 mellett z(¢) = 0
megolddsa a (4) rendszernek, vagyis az origd egyensulyi helyzet. Ebben a rendszerben z jatsza
a bizonytalansdgi output szerepét, a ¢-t, v(z) pedig a bizonytalansdgi inputét, vagyis a p-t. A

fliggvényrdl azt tessziik fel, hogy eleget tesz egy dgynevezett szektor feltételnek:
2 By(2) =7 (2)(2) 2 0, (5)

ahol adott 3 = diag(/, (2, ..., 3,) és B; € R pozitivak. Ez a feltétel a (3) egy speciilis esetét

jelenti a Qg = —1I, Ry = 06és Sg1 = %5 szereposztdssal. Minthogy z = Hx, az (5) feltételt
atirhatjuk
T
x 0 —%H TpT x
1 <0, (©6)
7(?) —5BH I v(2)
alakba.

2.2. Allapot és vezérlés korlatok

Olyan irdnyitdsi feladatokat vizsgdlunk, amelyekre a priori dllapot és vezérlés korldtozas adott,

tehét egy (x(t), u(t)) par akkor megengedett, ha

[ z(?) ] ec, 7

ahol

e

megadott c; € R"ésd; € R™, i = 1,2,...,r vektorokkal.

ER"*m:Cix—i—diug1,@'—1,2...7"}, 8)



2.3. Célfiiggvény

Legyen ¢ > 0 adott idGpont, T € R™ egy adott &llapot, és legyen u(-) a [, 00) intervallumon
értelmezett vezérlés. Tegyiik fel, hogy a (4) differencidlegyenlet rendszernek az u(-) vezérlés és
az x(t) = T kezdeti feltétel mellett 1étezik [t,00)-en egy egyértelmiien meghatdrozott £(-) =

x(+,t, T, u) megolddsa. Rendeljikk hozzd a (£(-), u(-)) folyamathoz a

TE()ul) = / (€ (MQE() + T (1) Ru(r))dr ©)

célfiiggvényt (vagy koltségfiiggvényt), ahol R € R™*™ és () € R™*" pozitiv definit silymatrixok.
Jeloljiik P([t, 00) , T)-el azt a feladatot, amely a (9) célfiiggvény minimalizéldsat tiizi ki célul a (4)

rendszerre vonatkozéan x(t) = T kezdeti feltétel és (7), (8) korldtozé feltételek mellett.

A célunk az, hogy a kezdd allapotok bizonyos halmazdhoz olyan vezérlést hatdrozzunk meg,
amely mellett a (7), (8) korlatozo6 feltételek teljesiilnek, és az origd a (4) rendszer aszimptotikusan
stabilis egyensulyi helyzete. Tovabbi elvérds, hogy a megadott vezérlésre a koltségfiiggvény értéke
egy, csak a kezddéallapottdl fiiggd értéket ne haladjon meg. Ennek megvaldsitasara az NMPC
modszert fogjuk hasznalni. A médszer alapgondolata a kbvetkezs: egy aktudlis ¢ idGpontban mért
x éllapothoz meghatdrozzuk a fentiekben megfogalmazott optimalis irdnyitasi feladat megoldasat,
és a kapott optimdlis vezérlést alkalmazzuk egy megadott intervallumon, amelynek a letelte utan

az eljarast ismételjiik.

3. Eloismeretek

Ebben a részben azokat a definicidkat és lemmadkat irjuk le bizonyitds nélkiil, amelyekre késébb a

tételek bizonyitdsa sordn sziikség lesz.

3.1. Ljapunov fiiggvény

Az aldbbi lemma differencidlegyenlet rendszer egyensilyi helyzetének stabilitds vizsgalatat segiti

([8] alapjan).

1. Lemma. Ha megadhato a p € M egyensiilyi pont valamely nyilt U C M kornyezetén olyan
V. U — R folytonos differencidlhato fiiggvény , melyre

e V(p) < V(q) minden q € U\{p} pontban,



* (L;V)(q) < 0 minden g € UN{p} pontban ((L;V')(p) = (V'(p), f(p)),p € M),
akkor a p egyensiilyi pont aszimptotikusan stabilis.

Ezt a V fiiggvényt nevezziik Ljapunov-fiiggvénynek. A késébbiekben a rovid V = L ¢V jelolést

fogjuk hasznalni.

3.2. Schur komplementer

Az alébbi definiciét és lemmat ([10] alapjan) sokszor hasznéljuk a bizonyitdsok sordn.

1. Definicié. Legyen

| A B (10)
BT C
szimmetrikus mdtrix, ahol A, B, C mdtrixok méretei rendre p X p, p X q, q X q. Ekkor az
S=A—-BC BT (11)

madtrixot az M mdtrix Schur-komplementerének nevezziik.

2. Lemma. M mdtrix pozitiv definit < C és S mdtrixok pozitiv definitek.

3.3. S-lemma

A [7]-ban leirt S-lemma szigoru véltozata:

3. Lemma. Tegyiik fel, hogy ®y, ®, € RN*N szimmetrikus mdtrixok, akkor az aldbbi dllitdsok

ekvivalensek:

e Bdrmely olyan x # 0 esetén, amelyre x* ®,x > 0 teljsesiil, fenndll az x* ®ox > 0 egyen-

lotlenség.

o Létezik egy olyan T pozitiv konstans, hogy x* (®y — 7®;)x > 0 minden x # 0-ra.

3.4. Ellipszoid és politop kapcsolata

Az alabbi lemmat a [2] és [3]-ban vezették le, s bizonyitottik.

4.Lemma. AW = {y € R" 1wy < 1,i=1,...,r} halmaz akkor és csakis akkor tartalmazza a
D = {y e R": y"Fy < pu} ellipszoidot (F € R™™ és w; € R™"), ha

wi(pF Hw! <1,i=1,...,7 (12)



3.5. NMPC modszer

NMPC Iényege, hogy egy stabilizald visszacsatolds meghatarozasat optimalizalasi feladatok soroza-
tira vezeti vissza. A moddszer egy véltozatit az alabbi médon fogalmazhatjuk meg a [6] alapjén.

Tekintsiink az alabbi rendszert:
i(t) = f(z(t),u(?)), (13)
x(t) € X, u(t) €U, (14)

ahol f : R" x R™ — R" és f(0,0) = 0. Jeloljiikk az eddigiekhez hasonléan &£(-) = z(+; to, xo, u)-
val a (13) egyenlet egy adott u(-) megengedett vezérléshez és x(ty) = xo kezdeti feltételhez tartozé

megoldasat. Tekintsiik a célfiiggvényt az alabbi alakban:

Tlto,tr,w,20) = GIER)) + / " fol€(t), ult))dt, (15)

ahol
forR"xR™ =R, G:R" = R,, (16)

f0(0,0) = 0,G(0) = 0, fo(z,u) > 0 minden (z,u) # (0,0)-ra, R, jeloli a nemnegativ valés
szdmokat, és az el6fordul6 fiiggvények elegendbéen simék. Legyen Xy C R"™ adott halmaz, amelyre

0 € &Y, és vegyiik hozz4 a feladathoz az aldbbi végallapotra vonatkoz6 feltételt:

£(t) € &y, (17)

Legyen P(to,t1,xo) probléma a (15) célfiggvény a (13), (14) és (17) feltételek melleti minimal-

1zél4si feladata. Ekkor az NMPC mddszer sordn az alabbi feladatok sorozatét kell megoldani:

e Legyen t az aktudlis idGpont, és T = x(t) az aktudlis allapot.

Vélasszunk At 1épéskozt, és ¢, tervezési idShorizontot.

Oldjuk meg a P(¢,t + t,, T) problémét.

Megoldasként kapott optimalis vezérlés: @ : [t,t + t,] — U.

Alkalmazzuk az u vezérlést a [t,t + At]-n.

Ebb6l megkapjuk az &(f + At; £, &, 4) = &(f + At) megolddst.

o Az T = £( + At) kezdeti feltétellel ismételjik meg az eljardst.



Az igy kapott vezérlés egy visszacsatolt vezérlés, mivel @ fiigg 2:(¢)-t6l. Ha a rendszer di-
namikdja bizonytalansdgot tartalmaz, akkor a visszacsatolt vezérlés vitathatatlanul elonyosebb a
program szerinti vezérlésnél, mivel mindig az aktudlis dllapothoz igazodik. A fentiekben az NMPC
modszer algoritmusdnak a vazat ismertettiik, viszont ez az eljards onmagdban nem biztositja a (4)
rendszer origdjanak aszimptotikus stabilitdsdt. Ahhoz, hogy stabilizalé vezérlést kapjunk a (17)
végéllapotra vonatkozo feltételt kell j61 megvdlasztani.

Alapvetd kiilonbség a jelen dolgozatomban megfogalmazott feladatra vonatkozéan az, hogy
a stabilizalo vezérlést tigy kell meghatdrozni, hogy az barmely a (6) feltételnek eleget tevd ~y
fliggvény esetén megfeleld legyen. Minthogy a ~ fliggvény kiilonbozé megvalosuldsdhoz a (4)
rendszernek ugyanazon kezdOponthoz €s vezérléshez is kiillonbozd trajektdridi tartoznak, igy a
célfiiggvény optimalizdldsa nem megvaldsithatd, hanem helyette egy dgynevezett garantélt kolt-

ségli vezérlést fogunk tekinteni.

4. Fo eredmények

A jelen dolgozathoz kiinduldsként az [1] munka szolgélt, amelyben megmutattidk, hogy az NMPC
modszer olyan matrixegyenl6tlenségek megoldaséara vezethetd vissza, amelyek bizonyos paraméter
rogzitése mellett linedrisak. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a paraméter ad hoc rogzitése

nélkiil is LMI-kre vezethetd vissza a feladat megoldésa.

4.1. Segéd tételek

1. Tétel. Vegyiik a (4) rendszert a (6) szektor feltétellel. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan 0 < A =

z

AT € R és T € R™ ™ mdtrixok, és p € R, i € R pozitiv konstansok, hogy a

—AAT —TTBT — AN — BT —pG — AAHTBT AQ: TTR:

— oG — LBHA I 0 0
PG =30 P >0 (18)

QzA 0 ul 0

RaD 0 0 pl

LMI teljesiil. Ekkor P = uA=! és K = T'A~* jelolésekkel az aldbbi dllitdasok érvényesek:

1. Azuk(t) = Kx(t) visszacsatolt vezérlés alkalmazdsa esetén az origd a (4) rendszer aszimp-
totikusan stabilis egyensiilyi helyzete, barmely, a (6) szektor feltételnek eleget tevd nemline-

aritds eseten.



2. A fenti ug garantdlt kéltségii vezérlés, az x — V(x) = 2T P fiiggvény pedig garantdlt
koltség, vagyis
T(E() u () < V(z), (19)

bdrmely, a (6) szektor feltételnek eleget tevd nemlinearitds esetén, ahol £(-) = x(+;t, T, ug (+)).

Bizonyitds. A bizonyitds sordn megmutatjuk, hogy hogyan jott ki a (18) matrix egyenl&tlen-
ség, amelybdl bizonyithatéak az elsd és masodik éllitdsok. Legyen V(z) = a7 Pz Ljapunov-
fiiggvény jelolt. Vildgos, hogy V folytonosan differencidlhaté R"-en, és V(x) > V(0) = 0
minden z # 0, 2 € R vektorra. Szamitsuk ki a V (z) = LV () értéket:

V(z) =2 ATPx + 2" K" BT Pz 4+ 2" PAx 4+ 2" PBK + % (2)GT Pz + 2T PGy(2).  (20)

A feladat kitlizése szerint Q, R > 0, amelybdl 27 (Q + KT RK )z > 0 kovetkezik, ha z # 0.
Az 1. Lemma szerint az origé aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet, ha a Ljapunov-fiiggvény
rendszer szerinti derivéltja negativ definit, azaz most V(a:)<0, minden x # 0 esetén. Ez biztosan
teljesiil, ha

V(z) < —27(Q + K'RK)x. 1)

Ezt az egyenlbtlenséget megszorozhatjuk, egy o € R pozitiv konstanssal, amely a definitséget nem

befolydsolja. Atrendezve az egyenlStlenséget azt kapjuk, hogy

o]

relacionak kell fenndllnia minden x € R, = # 0, és minden olyan ~-ra, ami kielégiti a (6) feltételt.
Vezessitk be a U = @ ATP + aKTBTP + aPA + aPBK jelolést.
Alkalmazzuk a 3. Lemmat a (22) és a (6) egyenl6tlenségekre. E szerint létezik olyan 7 € R

aATP 4+ aKT"BTP + aPA + aPBK + aQ + aKTRK  aPG
aGTP 0

T

N

] <0 (22)

pozitiv konstans, hogy minden nem zérus (z7,77)T € R™*? esetén

T
U KTRK oPG+ THTBT
x +aQ + « aPG+ SH' 8 x <0, 23)
v aGTP + s0H —711 7y
ami azt jelenti, hogy
—U ~aPG —3H"F" |
—aGTP — sBH 71
1 1 1 (24)
Q2 KTR: al 0 Q2 0 -0
0 0 0 ol || RZK 0




Erre a matrix egyenlGtlenségre alkalmazzuk a 2. Lemmat:

— —aPG - IHTGT Q: KTR:
—aGTP — Z3H 71 0 0
L ) >0 (25)
QQ O a[ 0
R:K 0 0 Lir

Szorozzuk meg ezt a matrixot diag([, %, I, I)-vel balrdl és jobbrol is (ezt a miiveletet szokas
kongruencia transzformacionak nevezni), majd alkalmazzuk ismét a kongruencia transzforméaciot
diag((aP)™1, I, 1,1)-vel:

—(aP)™(A+ BK)T — (A+ BK)(aP)™' =«

—1GT - IpH(aP) ! L R
T ’ >0, (26)

Q2(aP)! 0 17 «

R:K (aP)™! 0 0 1ir

ahol x jeloli a szimmetrikus matrixnak megfeleld blokkok transzponaltjat.

Ezutdn cseréljiik ki a valtozokat dgy, hogy (aP)™' = A, KA =T, £ = p, 2 = ;. Ekkor a
(18) LMI-t kapjuk. Ezzel belattuk, hogy ha A, T', p, 1 a (18) LMI megolddsai, akkor a K = ’'A~1
madtrixszal definialt ux vezérlés alkalmazdsa esetén V(x) < 0 minden nem zérus z-re, tehat az 1.
Lemmabdl kovetkezik az elso allités.

Legyen &(-) a mésodik 4llitdsban szerepld trajektroria. A V (z) értelmezése és a (21) egyenlGtlen-
ség miatt
d o

SV(ED) = VEWD) < —E07(Q + KTRE)EW). @)

Integréljuk a (27) mindkét oldalat ¢-t61 T-ig, ekkor azt kapjuk, hogy

_VIETD) + VE®D) > / (E(r)TQE(r) + i (v) Ruc (7)) dr: 28)
Minthogy £(T) — 0, ha T — oo, ebbél kovetkezik, hogy
V(E®D) > T(E), uk(-), (29)

tehat a masodik allitds is igaz. m
Az 1. Tételben mutattunk egy olyan uy (t) = Kuz(t) visszacsatolt vezérlést, amelyet alkal-
mazva az origé a (4) rendszer aszimptotikusan stabilis egyensilyi helyzete, barmely (6) szek-

tor feltételnek eleget tevé nemlinearitds esetén, és ad egy garantdlt koltséget az uyx vezérlésre.

10



Nem biztos azonban, hogy teljesiil rd a (8) allapot és vezérlés korlat. A kovetkezd tételben egy
olyan linedris matrix egyenlGtlenséget vezetiink le, amely biztositja a (8)-ban szerepld korldtok

teljestilését.
2. Tétel. Ha léteznek olyan 0 < A = AT € R™*" és T' € R™ ™ mdtrixok, amelyre az

>0, i=1,....r (30)

madtrixegyenlétlenségek igazak, akkor a K = TA™! mdtrix esetén (z, (Kx)T)T teljesiti a (8)
dllapot és vezérlés korldtot minden x € £ = {x eR": 2TPx < ,u} esetén, ahol |1 € R pozitiv

konstans és P = uA=L.
Bizonyitds. Valoban, (27, (Kz)T)T € C teljesiil, ha
re€Crk={veR": (+d;K)x<1l,i=1,...,r}. (31)
Ugyanakkor a 4. Lemma szerint Cx D £ akkor és csakis akkor igaz, ha
1 —(¢; + diK)A(¢; + d; K)T >0, i=1,...,m (32)
A 2. Lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy a (31) ekvivalens az

1 ¢ + dlK
(Cl' -+ dZK)T At

>0, di=1,...,r (33)

egyenlStlenségekkel. Ebbdl a diag(l, A) kongruencia transzformacidval a (30) egyenlGtlenséget

kapjuk. m

4.2. Az NMPC modszer alkalmazasa

Legyen
O=th<ti <...<tp<... (34)

a [0, 00) intervallum egy felosztdsa, és legyen x(t;) a rendszer t;, idGpontbeli dllapota. Alkalmaz-
zuk az NMPC modszert
Eztk, .T:l’(tk>, k:O,l, (35)

mellett, vagyis tekintsik a k = 0,1, ... esetén a P([tg, 00) , z(tx)) problémat.
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3. Tétel. Vegyiik a (4) rendszert a (6) szektor feltétellel és a (8) korldtozdsokkal. A k = 0,1, ...
értékekre tekintsiik a 0 < Aj, = Af e R™", T’y € R™*™ mdtrixvdltozokra, és pr, € R, up € R

pozitiv konstans vdltozokra a

i 36
popling F (362)
1 Tt
SO (36b)
I(tk) Ak
—AAT —TTBT — ANy — BTy, —ppG — LAHTBT AQ> TTR2
—nG — L1BHA I 0 0
Pk 1 sOHA, Pk -0 (36¢)
Q2 Ay 0 it 0
R2Ty, 0 0l
R Y T T T (36d)
(cil + diTy)” Ay

optimalizdldsi feladatot. A K, = 'y Ay, és P, = ,uk,A,;l jeloléssel az alabbi dllitasok érvényesek:

1. A (36) konvex optimalizdldsi feladat, és ha létezik megolddsa a ty-ban, akkor lesz megolddsa

aty.1-ben is.

2. A (36) optimalizdldsi feladat megolddsdval kapott Py, mdtrix esetén a Vi, (x(t)) = x™ (t3) Pux(ty)

fiiggvény a (9) célfiiggvényre minimdlis felsGkorldtot szolgdltat.
3. Ha a (36) optimalizdldsi feladatnak létezik megolddsa a ty = 0-ban, akkor az
U(t) = Kkl’<t), te [tk7tk+1); /{Z:O,l, (37)

vezérlés mellett az origo a (4) rendszer aszimptotikusan stabilis egyensiilyi helyzete, barmely
a (6) szektor feltételnek eleget tevd nemlinearitds esetén, mikozben a (8) dllapot és vezérlés

korldtok teljesiilnek minden t > 0-ra.

Bizonyitds. A (36) linedris matrix egyenldtlenségeket tartalmaz, igy ez egy konvex optimalizélési
feladat lesz. Mivel csak a (36b) egyenlGtlenség fiigg x(tx)-tdl, ezért ha (36¢), (36d) LMI-knek
létezik megoldasa t;-ban, akkor a ¢;,; mintavételi pontban is megoldhatéak lesznek. A (36c)
azonos a (18) LMI-vel, tehat 1. Tétel bizonyitdsab6l kovetkezik, hogy Vk(x(tk)) < 0 barmely
x # 0 esetén, amelybll Vj i1 (x(try1)) < Vi(x(tx)) adodik. Alkalmazzuk a (36b)-re a 2. Lemmat:

1 — 27 (tp) (e Pe) " tz(ty) > 0 (38)
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Ebbdl 4talakitdsokkal py, > a7 (t) Pex(ty) adodik. Mivel py, > Vi(z(tx)) > Vi (2(tri1)), igy
ha t;-ban megoldhaté a (36b) LMI, akkor t;,1-ben is lesz megoldasa, azaz a t;-ban kapott Ay
matrixvéltozé megolddsa marad ¢, 1-ben is a (36b) LMI-nek. Ezzel beldttuk 3. Tétel els6 részét.
Az 1. Tétel bizonyitdsa sordn beldttuk, hogy Vi (z(ty)) garantdlt koltség. Mivel Vi (x(tx)) < ik, és
az optimalizélasi feladat sordn (-t minimalizéljuk, ezért a Vi (x(¢x)) minimdlis felsd korlatja lesz
a (9) koltségfiiggvénynek. Igy a 3. Tétel méasodik részét is belattuk.

A (36¢) azonos a (18) LMI-vel, ezért a (37) vezérlést alkalmazva az origé a (4) rendszer aszimp-
totikusan stabilis egyensulyi helyzete lesz.

Be kell még latni, hogy az allapot és vezérlés korlatozo feltételei is teljesiilnek. A 2. Tételben 1évd
(30) LMI megegyezik a (36d) LMI-vel, ezért

x(ty) € & = {x eR": TP < pk} ) (39)

Az 1. Tétel szerint Vi (z(tx)) Ljapunov-fiiggvénye a (4) rendszernek, és Pj konstans a ¢t €
[tk, ter1)-en, ezért
p >l (t) Per(t) > o () Pea(t), (40)

hat € [ty, teg1). Igy 2(t) € &, t € [tr, tryr) teljesiil, és a 2. Tétel szerint (7 (t), (Kz(t))")T, t €
[tr, tri1)-re teljesiilnek a (8) allapot és vezérlés korlatok. Minden ¢, k& = 0,1,... mintavételi
pontban megmutathatd, hogy x(t) € &, t € [tx, txr1) teljesill, igy a (37) vezérlés esetén a (8)
feltételek teljesiilnek minden ¢ > 0-ra. fgy beldttuk a 3. Tétel harmadik részét is. m

5. Szimulaciés példak

5.1. 1. példa

A példa sordn megmutatjuk, hogy az [1] szerzdi jol sejtették, hogy a stabilizdcié sebessége csak
gyengén érzékeny a 7-ra. Ehhez az altaluk haszndlt rugalmas csatlakozasu robot kar adataira al-

kalmaztuk a 3. Tételben leirt optimalizdlasi feladat megoldasat. Az ehhez sziikséges adatok:

o 1 0 0 0 0
486 —1.25 486 0 21.6 0
A— B= e H=|0o01 0],
o 0o 0 1 0 0
195 0 —167 0 0 3.33
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a nemlinearitas:
v(z) =sin(z) + 2 (42)

A (6) szektor feltétel azt jelenti, hogy
(Bz —sin(z) — 2)T(sin(2) + 2) > 0 (43)

egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Ha § > 2 akkor ez igaz. Valasszuk a legkisebb lehetséges

értéket ($-ra. Az éllapot és vezérlés korlatok feltételei a kovetkezdk:

7r s T 7r
—15<u<IlI. —— < < — —— < < — 44
5 <u< L5, 2_961_2, 2_I3_2 (44)
A koltésgfiiggvényhez sziikséges stlymatrixok:
1 0 0
0 01 0
Q= , R=0.1 (45)
0 1
0 0 0.1

Legyen a kezdSpontunk z, = [1.20 0 0]". Az NMPC médszerhez At = 0.1-es 1épéskozt valasz-
tottuk.

Az optimalizalasi feladat megolddsahoz az alabbi algoritmust hasznaltuk:

Legyen k = 0,1,...,N,t = kAt és T = x(t). A k = 0-ban x(0) = x( kezdeti dllapottal szdmo-
lunk.

A k-adik 1épésben:

1. Az z kezddallapotra megoldottuk a 3. Tételben 1évé LMI-ket a Matlab LMI Lab eszkoztara-

nak segitségével. (Az eszkoztar haszndlatdnak lefrdsa a [9]-ben taldlhaté meg.)
2. A kapott értékekbdl kiszamoltuk a K = 'y Ag-t.

3. A Matlab ode45 parancsaval megoldottuk a (4)-ben leirt differencidlegyenletet a kapott K-

val a [t,t + At] intervallumon.
4. k=k+1.
El6szor az altalunk levezetett NMPC modszert hasonlitjuk 6ssze az [1]-ben leirt NMPC mdd-

szerrel. Az 1. és 2. &4brdkon az allapot komponenseket hasonlitottuk 6ssze. Latszik, hogy az
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altalunk levezetett mddszer csak néhol tér el az [1]-belitdl, igy a stabilizdcié sebessége sem lett

gyorsabb.

1.2

0.8 b

0.4r b

0.5 1 15 2 2.5 3

1. abra. Az allapot elsd és mdsodik komponense az id6 fiiggvényében; Osszehasonlitva az dltalunk

levezetett NMPC mddszert (piros), az [1]-ben mutatott médszerrel (kék).
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2. abra. Az 4llapot harmadik és negyedik komponense az id6 fiiggvényében; 6sszehasonlitva az

altalunk levezetett NMPC modszert (piros), az [1]-ben mutatott médszerrel (kék).
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3. dbra. Az optimalizélasi feladat megolddsa soran minimalizalt 1 az id6 fiiggvényében.

1.6

1.4

1.2

a 0.8

0.6

0.4

0.2

4. dbra. A p konstans véltoz6 az id6 fiiggvényében.
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A 3. abrén lathat6 az optimalizalasi feladat azon valtozéja az id6 fiiggvényében, amelyet mini-
malizaltunk. Az altalunk levezetett médszernél p = %, és 7 az [1]-ben "trial and error" modszerrel
rogzitett valtozd. A 4. dbrdn a p-t dbrazoltuk az 1d6 fiiggvényében, lathatd, hogy amit az [1]-ben
rogzitettek 1 értéken, annak inevrze az dltalunk levezett modszer alkalmazdsa sordn nem lesz kon-
stans az idében.

Az 5. é4bran lathat6 az v = Kux vezérlés az 1d0 fiiggvényében, ezen is lathatd, hogy nincs szig-

nifikans eltérés a két modszer kozott.

08 T T T T T

0.6

T
1

T
|

0.4

0.2

T
1

|
©
oo

T

1

5. dbra. A vezérlés az id6 fiiggvényében; dsszehasonlitva az altalunk levezetett NMPC moddszert

(piros), az [1]-ben mutatott mddszerrel (kék).
A 6. dbrdn a (9) célfiiggvény minimalis felsd korlatjat (V,(x(t;))) hasonlitottuk 6ssze. Latszik,

hogy a minimdlis fels6korlat a (9) célfiiggvényre az altalunk levezetett NMPC mddszernél kisebb,

mint az [1]-ben levezetett mddszernél.
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6. dbra. A célfiiggvény minimalis fels6 korlatja az id6 fliggvényében; 6sszehasonlitva az dltalunk

levezetett NMPC mddszert (piros), az [1]-ben mutatott mdédszerrel (kék).

Most megmutatjuk, hogy az NMPC mddszer mennyivel hatdsosabb, mint a statikus vezérlés,
amely sordn az els6 mintavételi pontban szdmolt K értékkel szamoljuk végig a vezérlést. A 7. és
a 8. abran az allapotot komponensenként hasonlitottuk 6ssze. Lathatd, hogy a statikus vezérlést
alkalmazva az egyensulyi allapot elérése kozel kétszer annyi ideig tart, mint az NMPC mddszer
alkalmazdsaval. A 9. abrdn a trajektoridk Osszehasonlitdsa lathat6. Addig futtattunk, amig az
NMPC médszerrel nem értiink el az egyenstlyi helyzethez, érzékelhetd, hogy a statikus vezér-
1ést alkalmazva az dllapotok még csak kozelitik az origét, de nem érik el azt. A 10. &brdn a
vezérléseket hasonlitottuk 6ssze. Ezen is ldhatd, hogy a statikus vezérlés futdsideje 1ényegesen
hosszabb. NMPC mddszert alkalmazva gyorsabb a stabilizacid, de nagyobb foku vezérlés alkal-
mazdsdra volt sziikség, amig elértiik a stabilizaciét. A 11. dbran lathat6 a (9) koltségfiiggvény

integral mogotti része, azaz:

L(E(t), u(t)) = £ () QE(#) + u' (t) Ru(t) (46)
fliggvény az id6ben. Ezeket integrdlva a Matlab trapz parancsdval a koltségfiiggvény értékére
NMPC moédszerrel 1.5812-t, statikus vezérléssel 2.1774-t kaptunk, tehat a nagyobb foku vezérlés
mellett is az NMPC mddszer koltsége joval kisebb, mint a statikus vezérlés koltsége. A koltség-
fliggvény minimdlis felsé korldtja V(z(0))-ban 2.8575, amely tobb, mint a két vezérlés soran

kapott koltség, tehdt tényleg felss korlat lesz Vi (z(ty)).

19



12 T T T T

0.8

T
1

0.6

T
1

0.2

T
1

|
o
N

T

!

7. dbra. Az allapot els6 és masodik komponense az id6 fiiggvényében; 6sszehasonlitva az dltalunk

levezetett NMPC mddszert (piros) a statikus vezérléssel (kék).
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8. dbra. Az éllapot harmadik és negyedik komponense az id6 fliggvényében; Osszehasonlitva az

altalunk levezetett NMPC modszert (piros) a statikus vezérléssel (kék).
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9. dbra. Trajektoridk; Osszehasonlitva az altalunk levezetett NMPC moddszert (piros) a statikus

vezérléssel (kék).
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10. abra. A vezérlés az id6 fiiggvényében; 0sszehasonlitva az dltalunk levezetett NMPC modszert

(piros) a statikus vezérléssel (kék).

11. dbra. Az L az id? fiiggvényében; dsszehasonlitva az dltalunk levezetett NMPC mddszert (piros)

a statikus vezérléssel (kék).
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5.2. 2. példa

Egy masik példan is szemléltetjiik a fent leirt NMPC mddszert. Ez is egy rugalmas csatlakozdsu

robot kar mozgésat modellezi, az adatok a [4]-beli példdbol valok. A hasznélt adatok:

0 1 0 0 0
—974.1935 0 —1000 O 0 —25.8065
A = ) B = ) G = )

0 0 0 1 0 0 (47)

7750 0 —=7750 0 250 0

H=|1000],
a nemlinearitas:

v(z) = sin(2) + 2. (48)

A (6) szektor feltétel teljesiil, ha 3 > 2. Vilasszuk megint a lehetséges legkisebb értéket (3-ra.

Most csak az dllapotra tesziink fel korlatokat, amelyek igy néznek ki:

™ m s ™
<<t Lo <. < =
5 SIS g, 5 ST3S g (49)
A célfiiggvényhez sziikséges sulymdtrixok:
01 0 0 O
Q= 0 01 0 O R =01 (50)
0 0 01 0 | '
0 0 0 01

Legyen a kezdGéllapotunk zo = [1.20 0 O]T. A szimuldldshoz az el6z0 példdban leirt algoritmust
hasznéltuk.
A 12. dbrén az 6sszes allapot komponenst dbrazoltuk az id6 fiiggvényében, lathatd, hogy ezekre

az adatokra sokkal gyorsabban érhetd el a rendszer origdja, mint az 1. példdban leirt adatokra.
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12. dbra. Az allapot komponensek az id6 fiiggvényében; z; a sotétkék, x5 a z6ld, x3 a piros , x4 a

vilagoskék vonal.

Megmutatjuk, hogy az NMPC mddszer mennyivel hatdsosabb, mint a statikus vezérlés, azaz
az u(t) = Kox(t) vezérlés alkalmazdsa. A 13. és a 14. dbran lathatéak az dllapot komponensek
Ossezahasonlitdsa az id6 fiiggvényében, az NMPC moddszer esetén, €s a statikus vezérlés esetén.
Lathato, hogy a statikus vezérlés alkalmazdsdval sem kell 1ényegesen tobb id6 az egyensulyi al-
lapot eléréséhez. Ez azzal magyardzhatd, hogy az altalunk szimulélt bizonytalansdg egy ilyen
kis intervallumon nem okoz akkora eltérést a rendszeriinkben, hogy azt, a statikus vezérléssel ne
tudnank kezelni. A 15. 4dbran a vezérléseket hasonlitottuk 6ssze, itt is csak kis kiillonbség fedezhetd
fel a két modszer kozott. A (9) koltségtiiggvény értékére az NMPC mddszer esetén 12.6241-et
kaptunk, statikus vezérlés esetén 12.6409-et kaptunk, tehat ezek sem mutatnak sok eltérést, de
az NMPC moddszerrel némileg kisebb a koltség. A koltségfiiggvény minimélis felsd korlatjara
Vo(z(0)) = 12.9150 értéket kaptunk, ami tobb, mint a kapott koltségfiiggvény értékek, tehat tény-

leg felsd korlét lesz.
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13. dbra. Az éllapot els6 és masodik komponense az 1d6 fiiggvényében; 6sszehasonlitva az dltalunk

levezetett NMPC mddszert (piros) a statikus vezérléssel (kék).
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14. dbra. Az éllapot harmadik és negyedik komponense az id6 fiiggvényében; dsszehasonlitva az

altalunk levezetett NMPC modszert (piros) a statikus vezérléssel (kék).
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15. abra. A vezérlés az id6 fiiggvényében; 0sszehasonlitva az dltalunk levezetett NMPC modszert

(piros) a statikus vezérléssel (kék).

6. Osszegzés

Sikeriilt taldlnunk €s bizonyitanunk egy olyan NMPC mddszert, amely minden valtoz6jaban sza-
bad, ellentétben az [1]-beli mddszerrel, ahol egy valtozét fixnek vettek (erre a véltozora 7-ként
hivatkozunk).

Az 1. példin megmutattuk, hogy az [1] szerzdi jol sejtették, hogy az altaluk levezetett NMPC
modszer csak gyengén érzékeny 7-ra, mivel az dltalunk levezetett NMPC moédszerrel kapott ered-
mények nem kiilonboznek 1ényegesen az [1]-belit6l. A mi mddszeriink elénye, hogy nincs sziik-
ség elbzetes szdmolasokra, megfeleld fix valtozo utdn kutatva. Beldttuk, hogy az NMPC moédszer
segitségével gyorsabb stabilizdci6 érhetd el, €s a koltségiink is kisebb lesz. A 2. példdban egy gyor-
san stabilizal6do rendszert mutattunk, ahol az NMPC médszerrel sem lehetett Iényegesen gyorsabb
stabilizaciot elérni.

Tovébbi vizsgélatokat igényelnek olyan Lur’e-szer{ rendszerek vizsgalata, ahol paraméterbizony-
talansag is fellép. A valds eseményeket leiré rendszereknél egy redlis probléma, hogy a rendszert

leir6 méatrixokat sem ismerjiik pontosan.
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