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Bevezetés

A tavakban és tarozokban létrejové vizmozgésokat foként a szél keltette dramlasok
hatarozzak meg, melyek eredményeként kialakult struktirak adjak meg a
transzportfolyamatok, azon beliill a nagyléptékli aramlasok létrehozta advektiv
transzport jellegét. A kialakuld aramlasok illetve transzportfolyamatok hatarozzak
alapvetden meg az oldott és lebegd anyagok, illetve példaul a fito- és zooplanktonok
térbeli athelyezddését, eloszlasat a vizekben. Ezek vizsgalatakor szembesiilhetiink
olyan esetekkel, amikor a mérnoktudomanyi feladatok talnyomo részére szokasosan
hasznalt Euler-féle folyamatleird eszkozeinkkel egyaltalan nem, vagy csak nagyon
nehezen magyardzhatd egy-egy jelenség. Ezen jelenségek értelmezésekor, uj,
alapvetden Lagrange-szemléleti modszerek vezethetnek eredményre. Erre tipikus
példa a vizekben zajlo, gyakran kaotikus jellegli elkeveredés detektalasa, valamint
kialakulasi mechanizmusanak elemzése. Jelen munka célja térbeli (3D) Lagrange-
szemléletli vizsgalatok elvégzése, egyszeriisitett, de a sekély tavakat jol reprezentalod
geometriaju, szél meghajtasu vizterekre, azok advektiv aramldsok keltette
transzportstrukturainak feltarasara. A kitliz6tt Lagrange-rendszerti célok eléréséhez
értelemszertien nélkiilozhetetlen volt egy a vizsgalatokra alkalmas, sokoldalt
részecskekovetd szoftver fejlesztése. A szoftver fejlesztése és validalasa utan, annak
alkalmazéasanak segitségével fogom elemezni a 3D elkeveredési folyamatokat,
hangstlyosan azok kaotikus jellegének kimutatasara. 3D Lagrange-szemléleti,
nagyszamu részecske kovetésén alapuld vizsgalatokat fogok elvégezni egy gula-
geometridjira egyszerUsitett tora, amelyekkel bizonyitom, hogy a t6 aramlasa
periodikusan 1dofiiggd esetben kaotikus advekcios tulajdonsdgokat mutat, ezzel
szemben a stacioner eset nem kaotikus viselkedésii. Ismereteim szerint eleddig a tavak
transzportfolyamatainak megismerését szolgald ilyen térbeli vizsgalatokrél nem
publikaltak még a nemzetkozi szakirodalomban. Munkamhoz értékes eldzménynek és
kiindulasi alapnak Pattantyus et al. (2008), Pattantyus (2008) és Karolyi et al. (2010),
munkait tekintem; 6k hasonlod aramlasi kornyezetre elvégzett 2D fejlesztésiikkel és

vizsgalataikkal nagyban hozz4jarultak jelen dolgozat megsziiletéséhez.
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1. Szakirodalmi attekintés

A részecskekdvetés egy olyan interdiszciplinaris téma, mely meglehetdésen széles
szakirodalommal rendelkezik. Tobbek kozott a fizikdban, a meteorologiaban és a mérnoki
tudomanyokban egyarant hasznalnak kiilonb6zd részecskekovetd eljarasokat, programokat.
Az egyes tudomanyagakban fejlesztett modelleknek maés és mas peremfeltételeknek kell
megfelelniiik, ezért nem alkalmazhatd egy altalanos trajektoriaszamitd algoritmus minden
problémara, feladatkdrre. Azonban néhany altalanos tulajdonsag minden részecskekovetd
eljarasra igaz. A részecskekovetés altalaban valamilyen folyadék- vagy gaz halmazallapota
kozeg aramladsi sebességterében torténik. Egy a kozeggel egylitt mozgd részecske

crer

integralasan alapszik [Ottino, 1989].

dx_ 1
E—V(x,t) (D)

ahol: t az id6, x a részecske pozicidja a térben, v(x, t) pedig a sebességtér.

A kezdeti feltétel a részecske kezdeti pozicidja:

x(t) =x0 (2)
A megoldas pedig a kovetkez6 sorozat: x(ty), x(t,), x(t3) ...

Amennyiben a sebességtér egy racsmodszeren alapuldé modell eredményeként 4ll

rendelkezésre, a megoldd algoritmus altalaban harom f6részre oszthato:

e A részecske celljanak megkeresése az adott £ id6pontban.
e A sebességtér interpolalasa a racshald csomopontjai kozott.

crer

e Az (1) egyenlet numerikus integralasa a részecske 0j pozicidjanak megkereséséhez.

A racshald csomopontjai kozotti altalanos belsd pontra a sebességek legegyszerlibb
meghatarozasa, ha az ismeretlen sebességvektor a hozza legkdzelebb esé ismert csomopont
értékét kapja. Ennél egy fokkal bonyolultabb, amikor azt feltételezziik, hogy az egyes
iranyokba esO sebességkomponensek csak a sajat irdnyukban valtozhatnak és igy a cellan
beliil ezeket linearisan interpolaljuk (Pollock, 1988; Goode, 1990; Ning, 1994). Az eldbb
emlitett két moddszer leginkabb felszin alatti vizek aramlasvizsgéalatanal haszndlatosak. A

legaltalanosabban alkalmazott eljards a trilinearis interpolacio, ez esetben a befoglalo cella
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Osszes csomoOpontja hatassal van a keresett sebességre (Cheng et al., 1996; Pokrajac et al.,
2002; Haeglend et al., 2006). Az aktualis t idopontban az (X,y,z) koordinataju térbeli pont
sebességének meghatarozasa utdn alapvetden harom csoportra oszthatjuk a megoldasokat:

analitikusra, fél-analitikusra és numerikusra.

Az analitikus megoldas (pl. a Pollock-féle) bizonyos matematikailag leirhatod
szabalyszerliséget feltételez a cellan beliili sebességtér eloszlasara. A legelterjedtebb
megoldas a numerikus integralas, mely lehet példaul Euler-féle elsérendii, prediktor-korrektor
vagy Adams-Brashfort masodrendii, Runge-Kutta harmad-, negyed- vagy még magasabb
rendi. A fél-analitikus megoldasok az el6z6 két megoldas valamilyen 6tvozetei, Cheng
modszere példaul vektor algebraban levezetett azonossdgokat alkalmaz azon cellaoldal
megtalalasahoz, amelyiken a kovetendd részecske kilépési pontja van, majd fél-implicit
masodrendli pontossagt modszert alkalmaz a keresett pont megtaldlasahoz. Ez ennél a
modszernél egyben az algoritmus harmadik 1épése is, hiszen a kilépési pont a kovetkezd
id6lépésbeli kezd6 poziciot adja. Amennyiben nem cellarél cellara ,,Iépked” az algoritmus,
mint a Cheng mddszernél, Ggy a részecske 0j helyzetéhez tartozd cella megtalalasa két
1épésbol all: a modszer elsé része az, amikor megvizsgalasra keriil, hogy egy adott cellaban
van-e a részecske, a masodik 1épés pedig maga a keresés, hogyha nincs egy adott cellaban a
részecske, akkor melyik a kovetkezd cella, amit vizsgalunk. Az elsé feladatrészre széles
korben alkalmazott eljards konvex celldk esetén az (Zhou és Leschziner, 1999; Chen és
Pereira, 1999; Chorda et al., 2002), hogy végigjarjuk csucsrol cstcsra az adott cellat szigoruan
egy korbejarasi irany mentén és megvizsgaljuk, hogy attol jobbra vagy balra esik-e a keresett
pont (matematikai megfogalmazasat 1d. 2.3 fejezet). A kovetkezd cella kivalasztasa mar joval
bonyolultabb és erdsen racshalo-fiiggd kérdés, ezért ennek részletezésére most nem térek ki
bdvebben, mert még azonos tipusu racshald esetén is kiilonb6z0 megoldasok lehetségesek

(Iasd pl. Sadarjoen et al.,1998; Chorda et al.,2002; Kuang et al.,2008).

2. A PCA modell felépitése

Az elkészitett szoftvert az angol Particle Path Calaculator for Anlysis of Chaotic Advection
roviditésébol PCA-nak neveztem el. A szoftver forraskodja jelenleg mintegy 3000 sor, a
programozasi feladatok Osszetettségének érzékeltetése érdekében egy rovid forraskod

részletet a I11. fiiggelékben kozIok.

A szoftver harom jol elkiilonild részbdl all, az elsé a racshalo-generalas, a masodik a

trajektoriaszamitas, a harmadik pedig a kaotikus viselkedések illetve a transzport vizsgalatara
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hasznalatos egyéb algoritmusok. A modell megalkotasakor a fobb elvarasok a kovetkezok

voltak:

e A szoftver térbeli, tehat haromdimenzios esetekben alkalmazhat6 legyen.

e Az algoritmus gyors legyen, hogy nagyszamu részecskepalya szamitasa se vegyen
igénybe tal sok idot.

e A vizzard peremeken valo kilépést vagy ,,megallast” ne engedje meg.

e A modellbe legyenek beépitve kaotikus advekcio vizsgalatara megfelel6 eljarasok,
mint példaul a 1€kelés vagy véges méretli Ljapunov-exponens szamito.

o Idofliggd aramlasok vizsgalatara is alkalmas legyen.

2.1 Aramlasi modell, szamitasi racshalé és peremfeltételek

Az aramlasi mezoéket a Panormus 3D hidrodinamikai programmal szamitottam (Napoli,
2010). Ez egy szabad forraskodi hidrodinamikai modell, mely 3D impulzus és a
folytonossagi egyenleteken (a Navier-Stokes és az abbol szarmaztatott Reynolds-féle alak)
alapszik. Az egyenleteket gorbevonalu, nem-ortogondlis racshalon véges-térfogatok
modszerével oldja meg. A modell a folyadékot 6sszenyomhatatlannak tekinti. A modellbe két
turbulencia-modell (RANS, LES) van beépitve. Szintén tavi aramlasokkal foglalkozo el6z6
TDK-dolgozatomban ugyanezt a programot validaltam és hasznaltam (Szanyi, 2010). A
sebességek a szamitasi racshald cellainak kozepére vannak értelmezve. Mivel a sebességek
nem a racs csomopontjaiban vannak kiszamitva, igy két lehetéség adodik: az els6, hogy az
eredeti szamitasi racshalora interpolalok, illetve a peremeken extrapolalok a cellakozepekbdl
sebességeket, vagy Uj racshalot generdlok a cellakozepekbdl, és ,,csak” a peremekre

extrapolalok. A pontossagot szem el6tt tartva ez utobbi megoldas mellett dontottem (1. abra).

1. dbra: A Panormus (baloldali) és a PCA (jobboldali) racshaléja. A Panormus-szal szamitott

sebességek helyét a nagyobb, mig az extrapolalt sebességek helyét a kisebb pontok jelzik

6



Szanyi S.: Transzport folyamatok térbeli struktiraelemzése: modellfejlesztés és alkalmazas

A szamitasi racshalo (x,y,z) Descartes-féle térkoordinatai utan az egyes csomoépontokhoz
tartozd U,v,w koordinatatengely- iranyu sebességkomponensek meghatarozasara van sziikség.
A belsé pontoknal ez egyértelmd, hiszen a Panormus altal kiszamitott sebességek egy az
egyben egy-egy racspont értékeit adjak, azonban a peremeken a peremfeltételektdl fiiggd
sebességet kell extrapolalni. A modellbe két valtozatot épitettem be, egy Un. tapado és egy
csusz6 peremfeltételt. A tapadd esetben a peremeken nulla sebességeket definidltam, mig
csusz6 esetben azt feltételeztem, hogy az adott celldban érvényes sebességnek csak a
peremmel parhuzamos komponensei veenddk figyelembe. A PCA-be két feliiletinterpolald
eljarast épitettem be, egy bilinearis interpolacidt és egy haromszog dekompozicion alapulod
interpolaciot (késébbiekben HDALI). Sikok esetén a két megoldas ugyanazt az eredményt adja.
A celldk oldalait azonban négy pont hatdrozza meg, melyek, ha egy altalanos esetet
vizsgalunk nem esnek egy sikba. A bilinedris interpoléci6 ilyenkor ugyancsak nem egy sikot

ad, hanem egy hiperboloid feliiletet, ezzel szemben a HDAI két sikbdl allitja el a feliiletet.

=

o

4]

[}

Léa]

[}
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2. abra: A bilinearis interpolacié (bal) és a haromszég dekompozicién alapulé interpolacié (jobb)
2D (feliil) illetve 3D (alul) eredménye
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A cstszo peremfeltétel esetén a perem menti sebességeket a HDAI-val kapott sikok alapjan
szamitom. A HDALI interpoldcié soran Uigy hatarozom meg a sikokat, hogy valamelyik 4tlo
mentén két haromszogre bontom a cellat, ha a cella adott oldala egy sikot alkot, akkor
indifferens, hogy melyik atl6 mentén. Ha nem ismert a geometria — példaul mederfelvétel
esetén —, akkor cellarol cellara valtakozo iranyban bontom ketté a cellakat, ha ismertek a
torésvonalak, akkor azokra illeszkedve. Ezeken kiviil a PCA-ben egy harmadik eljaras is
valaszthatd, amely a szomszédos cellak magassagai alapjan donti el, hogy egy cellaban
valosziniisithetéen tagymond ,,volgyfenék” vagy ,.hegygerinc” fut. A térben harom pont, ha
nem egy egyenesbe esnek, akkor mindig egy sikot alkotnak. A sik altaldnos egyenletét
felirhatjuk a sik normalvektora n = [A4, B,C] és egy pontja Py (xg, Vo, 2) alapjan. A sik

normal vektora ismert 3 pontbdl (Py, P2, P3) szamithat6 a 3. egyenletbdl.
n="PP, X P\P;=[4B,C] (3)
Ezek alapjan a sik egyenlete:
Alx —x0) + B(y —y0) +C(z—2) =0 (4)
ahol: x, y, z a sik egy tetszdleges pontjanak koordinatai.

Vegylink egy mederfelszin menti, legals6 rétegben 1€vo cella also sikjat. Csuszo peremfeltétel
esetén a PCA ugy hatdrozza meg az adott csomdpontban a sebesség értékét, hogy veszi az
Osszes haromszdget, amit a csucs érint, ez belsé csomopontok esetén maximum nyolc lehet,
majd mind a nyolc siknal kiszamitja, hogy az adott u, v sebességekhez mekkora w sebesség
sziikséges ahhoz, hogy a sikban maradjon. Ezutan a nyolc fliggbleges sebességkomponens
alapjan és az adott ponthoz eredetileg tartozo w értékbdl a legnagyobbat rendeli, igy biztositva
azt, hogy semmilyen esetben se mutasson a peremrdl kifelé sebességvektor. A parhuzamos
sebességeket gy hataroztam meg, hogy a haromszog csticspontjaibol a 3. egyenlet alapjan
kiszamitom az n = [4, B, C] normalvektort. Ezutan az egyik csucs koordinatait (xq, yo, Zo)
behelyettesitem az 5. egyletbe, igy a sik origdjanak az x = 0 és az y = 0 valasztva, a hozza
tartoz6 z(0,0) értéke szamithatd, majd az x = u és az y = v értékatadassal kapok egy z(u, v)
érteket. A vdlasztott sikkal parhuzamos sebességvektorhoz sziikséges fiiggdleges

sebességkomponens a kettd kiillonbsége lesz (6. egyenlet).

AG = x9) + By~ yo)
C

(5)

Z = Zj
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w = z(u,v) —z(0,0) (6)

Ennek alapjan egy Osszetett geometrian (a gula-to ismertetése 4.2 fejezetben talalhato)
teszteltem, hogy a peremekrdl valoban nincs kilép6 sebességvektor (3-4. abra). Ha csak a
csuszo feltételbdl szarmazd w-vel szamolunk, akkor a sikon elinditott trajektoria a sikban
marad (3. abra), ha viszont valos esetet néziink, akkor vagy a sikban marad, vagy a sikot a

szamitasi tér iranyaba hagyja (4. abra).

4. abra: A gula-t6 als6 peremén a csuszo feltétel teljestilése valos esetben, kezdS8pontok legalsé
sikban vannak, ezzel szemben a végpontok feljebb.
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2.2 Kezdopontok kiosztasa és trajektoria szamitas

A kezddpontok kiosztasa is szoftveresen torténik, megadasa kétféle modon lehetséges. Az
elsd lehetdéség, hogy a felhaszndldo definidlja a befoglald téglatestet egy tératloja
végpontjainak koordinataival, illetve megadja mind a harom irdnyba a kivant 1épéskozt. Ez
alapjan a szoftver kiosztja a kezddpontokat, ha randomizalt kiosztast valasztunk, akkor a
szoftver normal eloszlas alapjan perturbalja a mar kiszamolt kezddpontok koordinatait
mindharom irdnyban. A masik megadasi lehetdség, hogy egy vagy tobb altalanos hexaédert
definidlunk a 8 csticspontjanak koordinataival és ebben adjuk meg a pontok eloszlasat. Ha a
tobb hexaéderes megoldast valasztjuk, akkor a kiilonbozd hexaéderekben megadott pontok
kozott nem lesz kapcsolat a kaoszelméleti szamitasokkor, akkor sem, ha azok szomszédosak.

Ez féleg a VMLE (Véges Méretli Ljapunov Exponens) szamitasanal 1ényeges.

A trajektoriaszamitas elinditasahoz ezutan mar csak a szamitdsi idot és az iddélépést kell
megadnunk, illetve ki kell valasztanunk, hogy milyen modszerrel kozelitsiik a részecske

utjanak altalanos differencialegyenletét (1. egyenlet)
A numerikus integralasra beépitett modszerek:

e Prediktor-korrektor 0(At?),
e Cheng-mddszer O(At?) (csak perem kozeli cellak esetén)

e Negyedrendii Runge-Kutta 0 (At*)

2.3 Uj részecskepozicio cellajanak meghatarozasa

A fent emlitett megoldok minden Iépése utan meg kell hatdrozni, hogy melyik cella

crer

1997) eljarést alkalmaztam. Vegyiink egy altalanos zart konvex poligont (5. dbra). Az un.
Omega teszt (7. egyenlet) megmutatja, hogy a keresett pont az éppen vizsgalt oldaltol (3D-

ban ¢€l1t6l) jobbra vagy balra esik, vagy pont az oldalon van-e.

Ha minden élre pozitiv ();, akkor a pont a cellan beliil van, ha nulla valamikor a teszt, akkor

az éppen vizsgalt oldalon van a pont. Minden mas esetben a pont a cellan kiviilre esik.

Q; = (x40 — x;) - (£ +A) — ) — (x(t + A) — x;) * Yigr — ¥i) @)
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A modszerrel meg tudjuk hatarozni, hogy az keresett P (x,y,z) koordinatakkal rendelkezd
pont, melyik i,j oszlopba esik. Ezutan a feltételezett cellaban az adott X, y koordinatdhoz az
also sikon Z,, a felsé sikon pedig Zyss koordinatat interpoldlok bilinedrisan, vagy HDAI
modszerrel (attol fiiggden, hogy a racshaldé generalasnal mi lett beallitva). Ezt kdvetden
megvizsgalom, hogy a ketté kozé esik-e, és ha igen, akkor lokalizaltam az j cellat, ha nem,

akkor az eltérés irdnyaban keresek tovabb.

P

5. abra: Konvex poligon az dramutaté jarasaval ellentétes kGrbejarasi irany esetén

(Chorda et al., 2002)

Y QX ) <0
-

-
X (t+AD

6. dbra: Példa az Omega tesztre (Chorda et al., 2002)
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2.4 Peremek kezelése

A halogeneralas el6tt megvalasztottuk, hogy a csliszd, vagy a tapadd peremfeltételt
alkalmazzuk. Ha VMLE szamitast is akarunk végezni, akkor mindenképpen a csuszo feltételt
kell alkalmazni. A csuszod ¢€s tapado peremfeltétel esetén is lehetséges, hogy a nagy idélépés
miatt, illetve a fiiggblegesen nagyon torzitott sebességmezd miatt a részecske — fizikailag
irredlisan — elhagyja a szamitasi teret. Ebben az esetben tobb megoldasi lehetOséget is

valaszthatunk.

2.4.1 Cheng-modszer

Az elsd egy fél-implicit, O(At?) pontossigh moddszer (Cheng, 1996). Cheng el8szor
analitikusan meghatarozza, hogy a cella melyik oldalan fog tdvozni a részecske, ugy, hogy
veszi egy ¢l két végpontjat és a részecske kezdeti pontjat, melyek igy egy sikot alkotnak.
Ezutan a harom pont sebességvektora alapjan meghatarozza, hogy a részecske a sik mentén
vagy annak melyik oldalan tavozik a celldbdl. Miutdn ezt minden ¢élre elvégezte,
egyértelmiien meghatarozhatd, hogy a részecske melyik csucson, élen vagy oldalon fog
tavozni. Mivel ez egy cellarol cellara jar6 modszer, ezért a kovetkezd 1€pés az kilépési pont
meghatarozasa. Ezt a kezdeti pontbol és a kilépési oldal négy cstcsanak koordinataibol és
sebességeibdl szamitja ki. Néhany matematikai atalakitas és behelyettesités utan a kovetkezo

megoldando két-ismeretlenes, nemlinearis egyenletrendszerhez jutunk:

]1/2

f=E&e—Xp)(VX2+ VY2 +VZOY2 — [(Xg — Xp)? + (Yo — V)2 + (Zo — Zp)?] ""VX (8)

g =Yg — V) (VX2 + VY2 4 VZIY2 — [(Xy — Xp)? + (Yo — Yp)? + (Zg — Z)?]2VY (9)

ahol: f és g is zérus, X,Y,Z a harom tér koordinata, VX,VY,VZ pedig az adott iranyba es6
sebességvektor, Q indexszel kilépési, mig P indexszel a kezdeti ponthoz tartozé valtozokat

jeloltem.

Az alakfliggvény segitségével, az egyenletrendszer 4tirhatdé ugy, hogy csak ¢ és n az
alakfiiggvény valtozoitol fiiggjon. Ezutan Newton-Raphson modszerrel megoldjuk a kapott
nem linearis egyenletrendszert. A Newton-Raphson modszerben szereplé Jacobi matrixhoz
szlikséges derivaltakat a I. fliggelékben vezetem le. A tesztelés sordn 5-6 iteracids 1€pés volt
sziikséges ahhoz, hogy az f és g szamitasakor abszolit értékiik sszege maximum 107
nagysagrendiivé csokkenjen.

12
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2.4.2 Utdélagos sebességkorrekciéo modszere

Az utdlagos sebességkorrekcié modszere egy sajat modszer, mely a PCA szoftver fejlesztése
soran sziiletett. A modszer csuszd peremfeltétel esetén alkalmazhato. Az algoritmus akkor
aktivalodik, ha egy részecske elhagyja a szamitasi teret, ekkor ugyanis az utolsé pozicidjat
megvizsgalom, hogy a peremmel érintkez6 cellaban volt-e, és ha nem, akkor csékkentem az
id6lépést egészen addig, amig bent nem marad a kovetkezd 1épésben. Ha ugy megy ki, hogy

sebességet allitok be, és azzal 1éptetem egy id6lépésnyit. Ezutan az igy kapott 0j poziciobol

folytatom a szamitast.

2.4.3 Utdlagos helyzetkorrekciéo modszere

Az utbdlagos helyzetkorrekcio azt jelenti, hogy ha egy részecske elhagyja a szamitasi teriiletet,
akkor a PCA kiszamitja, hogy hol hagyta el, és a perem azon pontjara helyezi, mivel a
peremre csak befele, illetve peremmel parhuzamos sebességeket extrapolal a haldogenerator,
ezért a részecske bent fog maradni a szamitasi térben a kovetkezd 1épésekben is. Ezt jol
illusztralja a 4. 4bra, ahol peremrdl inditott részecskék, hosszabb rovidebb peremen vald

kozlekedés utdn mind befele hagyjak el a peremet.

2.5. A kaotikus advekcié és a transzportfolyamatok beépitett vizsgalati modszerei

Az kaotikus advekcio és a transzportfolyamatok vizsgalatira beépitett mdodszerek itt csak
felsorolas szintjén keriilnek elo, részletes leirdsuk példakkal bemutatva 4. fejezetben talalhato,

ahol az alkalmazasuk el6tt felvezetésként részletesen ismertetem azokat.

e Stroboszkopikus-leképezés
e Festékfolt modszer
e Lékelés

e Véges méretii Ljapunov-exponens szamitas eldre és hatra

13
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3. A modell isazolasa

3.1 Tesztelés analitikusan megoldhato aramlasokban

A szoftvert el6szor analitikusan megoldhat6 aramlasokban (Garcia-Martinez, 1997) tesztelem.

A sebességmez6t a kovetkezo egyenletek definialjak:

u=ax—by (11)
v=ay+bx (12)

w = konstans (13)

ahol:  u,v,wrendre az x, y, z Descartes-féle  koordinatairanyokhoz tartozé  sebesség-
komponensek. A sebességmez0 analitikus megoldasa pedig:

x;(t) = exp (a-t) [x)cos(b-t) — ylsin(b-t)] (14)
yi(t) = exp (a - t) [x{sin(b - t) — y cos(b - t)] (15)
z(t) = z)+w-t (16)

Két aramlasban vizsgaltam a PCA megoldasanak pontossagat, egy olyan aramlasban,
melyben az analitikus megoldas zart, kor alakt részecskepalyat ad eredményiil (K aramlas),
illetve egy olyan aramlasban, amelynek analitikus palyamegoldésa egy spiral (S aramlas). A
K aramlast gy allitottam eld, hogy a = 0és b = 0,003, mig az S aramlas esetén a =
0,001 és b =0,003 x=-90...90, y=-90..90. A nulldhoz képest szimmetrikus
koordinata-felosztast csak a sebességmezd eldallitdsdhoz hasznédltam. A racshald tényleges
koordinatai viszont 0-t0l kezd6dnek, tehat jelen esetben X és y iranyban is 0... 180. Az S és a
K aramlas esetén is az analitikusan szamitott koordinatakkal megegyez0 trajektoridkat kaptam
(7-10. abra).

Y,

A

f

7. abra: A PCA modell eredménye 3D (w=-0.0005) K aramlasban, x=60, y=60, z=-1 kezdd pontbdl
inditott részecske esetén, RK4 megoldéval (YZ nézet)
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SN

S

60 és y=60 kezdb

=0) K aramlasban x=30 és y=30 illetve x=

pontokbdl inditott részecskék esetén a z=-2m sikon, RK4 megoldéval

8. abra: A PCA modell eredménye sik (w

.
i

|

i

|

-'a

il
I

in
1L
[l

|
|

—=]

L
il N

=1 [
-

i
i

|

 —
e
ol

.‘ —
_—

:

-1 kezdé pontbol

60, y=60, z

inditott részecske esetén, RK4 megoldéval (XYZ nézet)

9. abra A PCA modell eredménye 3D (w=-0.0005) K aramlasban x
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10. abra: A PCA modell eredménye 3D (w=-0.0005) S aramlasban x=100, y=100, z=-1 kezd pontbodl
inditott részecske esetén, RK4 megoldéval, kiilbnbéz8 nézetekbdl
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3.2 A PCA és a Tecplot eredménveinek osszehasonlitas analitikusan megoldhato és nem
megoldhato esetekben

A PCA és a Tecplot 360 szoftver eredményeit el6szor a mar el6z6ekben hasznalt, analitikusan
is megoldhaté aramldsokban hasonlitom 6ssze. A 2D K aramléas esetén (11. 4bra) a két
megoldas egyezik, mind a két modell egy kor alaku részecske palyat ad eredménytil, melynek
kozéppontja az aramlasi tér kozéppontjaval egyezik meg. A 3D esetben, mind K mind pedig S
aramlas (12. abra) esetén ugyanaz a konklazié vonhato le, nevezetesen, hogy a megoldasok
egyeznek, amig perem kozeli cella rétegbe nem ériink. A peremmel szomszédos rétegben
lassabban siillyed a részecske a PCA modelloen. A PCA (csuszo feltétel) w
sebességkomponenst zérusra csokkenti fenéken, ezért az utolso cellaban mar nem konstans a
stillyedési sebesség, hanem linearisan csokken, melynek eredménye, hogy mig a koztes
rétegekben egyezik a megoldas, addig az utolsoban eltér. A masik észrevehetd kiilonbség,
hogy a PCA-vel szemben a Tecplot altal szamolt részecskepalya az x\y sikban nem
folytatédik, miutdn elérte a feneket, és ez a kiillonbozd perem kezeléssel magyarazhatd. A
Tecplotban a peremkezelés nem valtoztathato, ezért ez egyben korlatja is szoftvernek, mert

igy csak addig tud részecskepalyat szamitani, mig az el nem éri valamelyik peremet.
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11. abra: A Tecplot (fekete korongok) és PCA (piros folytonos) trajektériaja x=60 és y=60
kezd6pontbdl inditott részecske esetén a K aramlasban
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12. abra: A PCA (piros, folytonos) és a Tecplot (fekete gémbdk) eredményeinek ésszevetése az S aramlasban
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(14. abra) is 0sszehasonlitottam. Az altalanos tapasztalat az, hogy egy ideig j6 egyezést ad a
két modell altal szamitott palya, azonban egy id6 utan eltérnek, melynek t6bb oka is lehet. Az
egyik, hogy a Tecplot nem az eredeti cellakdzépi sebességekre szamitja a palyat, hanem a
racshalo cellainak cstcsaira interpolal sebességeket, igy mas halon szamit, mint a PCA. A
masik, hogy a Tecplot fejlesztéi nem hoztdk nyilvanossagra, hogy milyen modszerrel
szamitjak a trajektoridkat. Valoszintisithetd, hogy egy adaptiv, altalanos megoldassal, mivel
barmilyen halon képes szamitani, illetve meg kell adni, hogy egy cellan beliil hany 1épést

tegyen meg.

A validalas konkltzidi:

Mivel analitikusan megoldhatd esetben az dramlés racshalotol fliggetlen (trilinearis
interpolacié nem csak kozeliti a csompontok kozti sebességeket, hanem egzaktul szamitja,
mivel a sebességek linedrisan fliggnek x-tdl és y-tol) volt, ezért a két modell mind az S mind
pedig a K dramlasban ugyanazt az eredményt adta, az eltérés csak a peremet érintd cellakban
volt. Az analitikusan nem megoldhatdo aramlasnal (gula-t6) az eredmények eltérnek
egymastol, mert a racspontok kozti sebességek nemlinearis eloszlasuak, a két modell pedig
nem ugyanazon a racshalon szamit, illetve a két megold6 valoszintileg eltérd, igy ebbdl is
fakadnak kiilonbségek. Osszességében a tesztek alapjan a PCA trajektoriaszamitojat kellden

validaltnak tekintem.
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4. Kaoszelméleti alkalmazasok a transzportfolyamatok térbeli strukturaelemzésének
céljabol, realisztikus toban

4.1. Bevezetés
A vizekben a transzportfolyamatok hatarozzak meg az élettelen vagy €16, de 6nallé mozgassal

nem rendelkez0 anyagok tér- és idobeli athelyezddését. A kiilonféle szennyezdanyagok
transzportja is egy igen fontos aspektusa napjaink vizmérnoki gyakorlatanak, gondoljunk csak

a tengeri olajkatasztrofakra, vagy mondjuk az algaviragzas miatti tomeges halpusztulasra.

A szennyezOanyagok elkeveredése altalaban az advekcio és a (turbulens) diffuzio egyiittes
hatasara jon létre. Abban a hipotetikus esetben, amikor csak az advekcio van jelen a
fluidumban, a konzervativ szennyezOanyag koncentraciovaltozasa egyfajta higulés
form4jaban jelenik meg, melynek mértéke elsésorban nem a fluidum sebességétdl, hanem az
advekcio jellegétdl fiigg. Amennyiben az advekcio kaotikus tulajdonsagokkal bir, akkor az
esély az intenziv keveredésre joval nagyobb, igy a higulas pedig nagy. A kaotikus advekciod
okozta keveredés nagysagrendekkel meghaladhatja a Fick-féle kozelitéssel leirt (turbulens)
diffiziobol szarmazo elkeveredést, ezért vizsgalata is U megkdzelitést kivan. Alapvetden
nagy részecskeszamu Lagrange-szemléletli vizsgalatokra van sziikségiink ahhoz, hogy a
fluidum — esetiinkben a viz — struktarajat, keveredési jellegét megértsiik. Ehhez elsésorban a
dinamikai rendszerek vizsgalatara kifejlesztett, a kdoszelméletben mar hasznalatos modszerek

vezethetnek eredményre.
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4.2. Hidrodinamikai hattér

Az édramléstani hattérszamitasokat a Panormus programmal végeztem, réviden mar a 6.

oldalon bemutattam, részletesebb ismertetése a VI. fiiggelékben (Szanyi, 2010).

4.3. Realisztikus medergeometriaju gula-t6 fobb jellemzoéi

A gula-t6 apropojat az adta, hogy a kozelmultban egy ilyen geometriaju to (14. abra) szél
keltette aramléasi viszonyai kozott vizsgalta PattantyGs-Abraham et al. (2008) az advekcio
kaotikus tulajdonsagait. Vizsgalataiban azonban a sebességmez6t nem 3D, hanem

mélységintegralt 2D dramlasi modellel allitotta eld.

2000

14. abra: A gula t6 axonometrikus rajza (abra: Karolyi et al., 2010)

Abban a kaosz kialakulasahoz kulcsszerepet tulajdonitott a sebességvektor-mez6 tn.
nyeregpontjanak. Azonban a tonak altalam korabban végzett 3D vizsgalata (Szanyi, 2010) oly
mértékben térbeli struktirat mutatott, hogy célszerlinek tartottam eldallitani és elemezni a
felvett geometria mellett kialakuld térbeliséget, nagyszamu részecsketrajektorian alapulod

kaotikus advekcio szamitasokkal.

A gula-tavat 45° és 135° iranybdl f0j0, a vizfelszinen a meghajtashossz mentén realisztikus
belsé hatarrétegfejlodést kovetd (an. IBL-es, lasd Il fliggelék), allando gerjesztés mellett
vizsgaltam. Ha vizszintes sikokban figyeljiik, akkor négy horizontalis cirkulacié alakul ki (15.
abra), melyek egy sikmetszetben stagnaciés pontnak latsz6 pontban talalkoznak. A
sikmetszetben stagnacios pont a fenék kozelében nagyjabol a té6 kozepén helyezkedik el, és

felszin fel¢ kozeledve az 4tl6 mentén egyre inkabb a széllel szembeni part felé toloédik. Ez
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azonban térben értelmezve nem egy térbeli nyeregpont, mert fiiggdleges iranyban felfelé

iranyuld sebességkomponens jellemzi.
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15. abra: A gula-t6 sebességmezdje z=-1m mélységben,45° és 135 °-os IBL-es meghajtas mellett
A tovabbi vizsgalatokhoz, egy periddusidén beliil ezt a két aramlast fogom pillanatszeriien
valtani, és a két allas kozott nem végzek idébeli interpolaciot. A szél allasanak ilyen
periodikus, gyors valtozasa a valosagban is eléfordul, hazankban jellemzdéen példaul a Fertd-
tonal. Az aramlas pillanatszert valtasa, vagyis a hidrodinamikai atmenet elhanyagolasa mar
erdsebben egyszeriisitd kozelités, de a viselkedés elsddleges megismerésére pl. kétrétegii
aramlasokban alkalmasnak bizonyult (Lee, 2011), ¢és altalaban szokasos modja a

kaoszjellemzOk elsddleges feltarasanak.

1111519989 111611999 11171998 11/18/1999 11/19/1999
Oh Oh Oh Oh Oh

Szél pont 5
Szél, [mis]

16. abra: Egy a Ferté-tavon végzett szélmérés 5 dranal hosszabb periédust 6sszetevbinek iddsora.
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4.3. A kaotikus viselkedés alapjai, jellemz6 részecskepalyak

Elészor tekintsiink néhany karakterisztikus részecskepalyat, mellyel jobban megismerhetjiik
az aramlas jellegzetességeit. Az Euler-féle szemlélet alapjan, ahogy azt az el6z6 fejezetben is
mar lattuk (15. abra), horizontalis sikokat nézve négy cirkulacié alakul ki, melyek egy
sikmetszetben stagnaciosnak latszo pontban talalkoznak. Célunk a pont koriili viselkedés
megismerése, ezért eldszor 20 részecskét helyeziink el alkalmasan egy fiiggélyben,
feliilnézetbdl a lapatld mentén, és azt tapasztaljuk, hogy mind belefut a maga sikjan az
emlitett kritikus pontba, ahol ezutan felfele haladnak tovabb. Ezek a részecskék kirajzoljak a

kritikus vonalat, amely a kritikus pontokbol épiil fel (17. abra).

17. abra: A kritikus vonal helye IBL-es 45°-0s meghajtas esetén a gula téban

Az x-y sikban az atl6 egyik és masik oldalan, egymastol paronként nagyon kis tavolsagban is
elhelyeztem 20-20 részecskét, és vizsgaltam utjukat (18. abra). Azt tapasztaljuk, hogy két igen
eltéré iranyba hajlanak el a részecskepalyak, attol fliiggéen, hogy az atldé melyik oldalan
indultak. Azt mondhatni, hogy szinte szétspriccelnek a kritikus vonal kozelében,
kovetkezésképpen tavolsaguk erdteljesen néni fog. Ezutan azt vizsgaltam, hogy ha az atlohoz
nagyon kozel, de annak egyik oldalan inditok egymashoz kozeli részecskeparokat,
vizsgalanddé merre fognak haladni (19. abra). Azt lathatjuk, hogy az atl6 egyazon oldalarol

induld részecskék szorosan egyiitt, ugyanabba az iranyba haladnak, tehat tavolsagok alig

24



Szanyi S.: Transzport folyamatok térbeli struktiraelemzése: modellfejlesztés és alkalmazas

véltozik. Osszeségében éppen ezek miatt nevezhetjiik a vizsgalt vonalat Kritikus vonalnak, és
véleményem szerint ez eredményezhet kaotikus szorddast, aminek tipikus ismérve, hogy a
kezdeti helyzetre nézve nagy a folyamat kimetelének bizonytalansaga. Mindennek egzaktabb

bizonyitasahoz azonban tovabbi vizsgalatok sziikségesek.
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18. abra: Az atl6 két oldalardl induld 20-20 részecske Utja a kritikus vonal hatasa alatt

19. abra: Az atlo kézvetlen jobb oldalardl induld 20 részecskepar (partavolsag 10 m)

palyaja kritikus vonal hatasara
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Ha egy egyszert dinamikai rendszer kaotikus tulajdonsagokkal bir, akkor az azt jelenti, hogy
habar viselkedését determinisztikus torvények irjak le, a viselkedés hossza idére mégsem
jelezheté elére, bar statisztikai torvényszeriiségei lehetnek. EQy ilyen aramlasi rendszer
kaotikus tulajdonsagai szempontjabol csak Lagrange-szemléletli modszerekkel vizsgalhato
hatékonyan. A Lagrange-féle leiras esetén, egy vizrészecske r(t) palyajat az Euler-rendszeru
sebességmez6 hatarozza meg, ami alapjan a részecske advekcioval mozog, ahogy azt az 1.
egyenlet leirja. A kaotikus rendszereket fazisteriikben szoktak vizsgalni, esetiinkben a fazistér

egybeesik a valosagos, fizikai térrel.

A dinamikai rendszerek esetén harom alapvetd tényez6 van, amelyet meg kell vizsgalnunk,

ahhoz hogy eldonthessiik, hogy az adott rendszer kaotikus-e (Pattantyts, 2008)

e A rendszert legalabb harom-ismeretlenes vagy azza atalakithato differencialegyenlet
irja le.
e A rendszer nemlinearis.

e A rendszer nagyon érzékeny a kezdeti feltételekre.

A gula-t6 aramlasait vizsgalva sorra veszem a fenti feltételeket. A rendszert stacioner esetben
harom-ismeretlenes egyenlet irja le, melynek rendje periodikusan valtoztatott meghajtas
esetén féllel nd. A toban a sebesség nemlinearis fiiggvénye a helynek (15. abra), tehat a

masodik feltétel is teljesiil, a harmadik feltétel azonban kicsit tobb korbejarast igényel.

A kaotikus viselkedésli dinamikai rendszerekre igaz éaltalaban, hogy egy részecske akar az
egész tartomanyt bejarhatja. Esetlinkben is igaz ez azzal a kitétellel, hogy stacioner esetben az
aramlas szimmetriatengelyét altalaban nem tudjak atlépni a részecskek, tehat egy részecske
egy félteret tud csak bejarni, ezzel szemben a legalabb periodikusan id6fiiggd aramlasnal a

részecske az egész tartomanyt bejarhatja (20. abra).

Permanens esetben ugyan Ugy tiinik, mintha a részecske az egész félteret bejarna, azonban,
elérehaladésa soran folyamatosan hurkokat képez, melyek csak kicsit térnek el egymastol, igy
hossza i1d6 utan ugy néz ki, mintha bejarna a félteret, de valdjaban egy kvazi-periodikus
palyan mozog. Mivel minden részecske, amely bejarja a fél-tartomanyt, hasonloképpen

viselkedik, igy a rendszer nem lehet kaotikus.
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20. abra: Karakterisztikus részecskepalya, periodikusan idéfiiggd (T=8 ora) (kék) és stacioner
esetben (zé/d)

A kezdeti értéktdl valo fliggést néhany példan megvizsgalva arra a kdvetkeztetésre juthatunk,
hogy a kezdeti deviacidhoz tartoz6 szeparacid meglehetdsen nagy a periodikusan i1doéfiiggd
esetben (21. abra), amely igy nagy érzékenységet mutat a kezdeti feltételre (kiindulasi hely).
Ettdl kezdve kizardlag a periodikusan 1d6fiiggd esetet fogom elemezni, hiszen errdl belattuk,

hogy a feltételeknek megfelel, tehat kaotikus.

21. abra: Két, kezdetben kézel levs részecske palyaja, periodikusan id6fiiggd, 8 éras periddusidejii
esetben. Kezdbpontok: x=1003, y=1203 és 1209, z= -1m

27



Szanyi S.: Transzport folyamatok térbeli struktiraelemzése: modellfejlesztés és alkalmazas

4.4, Stroboszkopikus-leképezés

A stroboszkopikus leképezés periodikusan hajtott dinamikai rendszerek vizsgalatara alkalmas
periodus végén rogzitjiik €s abrazoljuk. Amennyiben tobb részecskénél tessziik ezt, akkor tn.

stroboszkopikus-térképet kapunk.

Eloszor tekintsiik egy gyengén keveredd rész stroboszkopikus leképezését (22. abra). A
periodusidé ebben az esetben 2 ora volt. Megjegyezziik, hogy ez a kivalasztott rosszul
keveredd rész azonban nem egy kaoszelméletben értelmezett, tobbek kozott Pattantyus et al.
(2008) altal a gula-t6 2D kozelitésében is kimutatott klasszikus tn. térusz, mivel a 3D
adottsagok altal lehetdvé téve alul és felil is nyitott, ezért nem igaz rd az a megallapités, hogy
az aramlasban egy zart teret alkotna, mert horizontalisan sikmetszetei zartak ugyan, de alul
lehet bearamlas és feliil kidramlas. En ezentul csak nyitott toruszként fogok ra hivatkozni, bar
ez egy Onkényes elnevezés. A nyitott torusz nem egzakt kaoszelméleti értelmezése ellenére az
mérndki megkdzelitésbol igen érdekes, hiszen szamunkra az, hogy jelen esetben pl. 200 6ran

keresztiil nem jut ki egy szennyez6dés az adott helyrdl, nagy kornyezeti jelentdséggel birhat.

Y

L,

22. abra: Rosszul keveredd rész stroboszkdpikus leképezése 2 éras periddusidejii aramlas esetén,
100 periédusidé utan. Részecske kezdbpontja: x=1500 m, y=1000 m, z=-1,9 m
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23. abra Az x=500 m, y=200 m, z=-1 m, kezd8pontu (piros kocka, jol keveredd térrészbdl inditott
részecske stroboszkopikus leképezése (fél-peribdusonként) 8 éra periddusidejii dramlas esetén 400
oOraig figyelve

Egy jol kevered6 rész stroboszkopikus vizsgalatanal jol lathato (23. abra), hogy egy részecske
bejarhatja az egész tartomanyt. Ha az idében egymas utdn kdvetkezd részecskepoziciokat
0sszekotjiik, megtigyelhetjiik, milyen bonyolult is a részecske vandorldsa fél periodusrol fél
periodusra. Ha a térbeli képet nézziik, lathatjuk, hogy sem horizontalis, sem vertikalis
iranyban nem lehet felfedezni szabalyossagot az idében egymast kdvetd helyek kozott. Ezért
egy kiils6 szemléld, aki csak a stroboszkopikus képet nézi, akar azt is mondhatja, hogy
megjelenésiik egy ujabb fél periodusidovel késobb véletlenszeri. Ha feltessziik, hogy
véletlenszeriien jelenik meg barmely helyzet utan, akkor érdemes sztochasztikus szemszdgbol
megkozeliteni a kérdést. Ezért a mar bemutatott példan megvizsgaltam az idében egymast

kovetd pontok kozti térbeli tavolsag-eloszlasat, tehat tulajdonképpen azt, hogy egy-egy
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félperiodus alatt mekkora utat tesz meg a részecske. Erdekes tapasztalat, hogy ez (23. abra)

egy Gamma3-szerii, haromparaméterest sugalld eloszlast adott (24. abra).

Id6ben szomszédos pontok kozti tavolsag
eloszlasa stroboszkopikus leképezés esetén
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24. abra: A tavolsagok eloszlasa 200 m-es sz(ir6 hasznalataval

Ez az eredmény jol mutatja, hogy a rendszer mennyire magan viseli a kdosz minden
jellemzdjét. Egyrészt determinisztikus, mivel pontosan kiszdmithato egy-egy fél
periddusidovel késobb a részecske Ujabb pozicidja, masrészt viszont az véletlenszerl is,
hiszen eloszlasfiiggvénnyel jellemezhetd, az hogy milyen tavolsagra jutott a részecske egy-

egy félperiddus utan.
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4.5 Festékfolt modszer

A festékfolt modszer, egy a gyakorlatbol atvett alkalmazas. Laborokban (Gyiire, 2006; Kiss,
2009) és terepen egyarant hasznalunk szinezd vagy jelzd anyagokat, melyeknek nyomon
kovetjilk sorsat azért, hogy megismerjik az aramléas strukturajat. A festékfolt moddszer
nagyszamu részecske tér- és idobeli viselkedésének vizsgalatarol szol. Az aramldsban valahol
koncentraltan elengediink nagyszdmu részecskét és figyeljiik, hogy mi torténik veliik. Ha az
aramlas kaotikus, és nem egy téruszba, vagy nyitott toruszba helyezziik a részecskéket, akkor

azok gyorsan szétszorodnak.

Vizsgélatomban 4 6ras peridodusidejli dramlasban elengedtem két, egyenként 10000 részecskét
tartalmazd, 50*50 m-es négyzet alaku foltot a z=-0,7 m-es sikban, és 60 6ra utan vizsgéaltam
annak szétterjedését. Az egyiket egy nyitott toruszban (piros), a masikat (kék) egy jobban
keveredd részben probaltam elhelyezni. Amint lathatjuk (25. abra), a piros jelzOanyag joval
kevésbé keveredett el, a tobbiektol -elkiiloniilt piros részecskét nem is taldlunk a
tartomdnyban, ezzel szemben a kék jelzéanyag sokkal jobban elkeveredett. Ha megbecsiiljiik
azt a térfogatot, amelyet részecskék szennyezhettek a jelenlegi befogado térrész alapjan, akkor
a piros szennyezdanyag esetén 5000 m>-nek, mig kék szennyezOanyag esetén 500000 m®-nek
adodik, tehat két tizes-nagysagrendnyi kiilonbség van a két eset kozott. Ez ugyan csak egy

becslés és nem egzakt szamitas, de jol szemlélteti a kialakuld kiilonbségeket.

25. abra: Festékfolt-terjedés (T= 4 6ra) a gula-téban, kétszer 10000 részecske esetén, a kék
részecskék kezddbpoziciéja x=1000-1050m, y= 1000-1050m, z=-0,7m, mig a piros részecskék
kezddbpozicidja x=1500-1550m, y=1000-1050m, z=-0,7m koordinataju négyzetben volt.
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A festékfolt-terjedés nagyon nagy részecskeszam esetén kirajzolhat teljes strukturakat is, igy
joval részletgazdagabb lesz az informécio, amit kapunk az aramlasrol. Ezért a z=-1,89-1,91m;
x=y= 0-2000 m, tartomanyban, fliggblegesen 1cm, vizszintesen 3m-es kezddpont-kiosztassal
engedtem el Osszesen 1,5 millio részecskét, €s megnéztem 60 oOra utan a poziciojukat (26-27.
abra). A kialakult mintazat egy kiilonds attraktorra utal (T¢él és Gruiz, 2002), mely mérnoki
értelmezés szerint annyit jelent, hogy van olyan pont vagy kornyezet, ahol a szennyezdanyag
felhalmozodik. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy mashonnan kitiriil. Ez azért is lehetséges, mert
egy savra nézve nem divergenciamentes az aramlas, mivel az adott sdvban fel és learamlas is

torténik.

26. abra: Részecskepoziciok feliilnézete az 1-1,3 m-es savot vizsgalva, T=8 6ra. Kezddbfeltételek: z=-
1,89-1,91m; x=y= 0-2000 m tartomanyban, fliggblegesen 1cm, vizszintesen 3m-es racs tavolsagot
alkalmazva. Részecskék szama: 1,5 millio
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27. abra: Részecskepoziciok feliilnézete az 2 - 2,5 m-es savot vizsgalva, T=8 6ra. Kezdé feltételek

lasd el6z6 abra.

28. abra: A 24. abrahoz hasonlité mintazat a természetben, egy a Loch Ness-be befolyd patakban
(Jozsa lldiko felvétele, 2011.)
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4.6 Lékelés, partot eléré szennyezéanyagok

A 1¢ékelés modszerének alapgondolata a kovetkezd: a vizsgalt részecskék kezdofeltételeit két
részre osztjuk aszerint, hogy érintettek-e egy adott résztartomanyt vagy sem, és csak azokat a
pontokat jelenitjiik meg, melyek érintették (Schneider és T¢él, 2003; Tuval et al., 2004). Ezt a
kivalasztott résztartomanyt (3D vizsgalataimban altaldban egy téglatest) 1éknek nevezziik.
Kicsit masként megfogalmazva, a modszer azon alapul, hogy a meglékelt rendszer sokasagai®
a zart rendszer sokasigainak részhalmazat alkotjak. gy, amely sokasigot lékeléssel
meghatarozunk, az a zart rendszernek is sokasdga. Ha az aramlas kaotikus jellegli, akkor a
bennmaradt részecskék szalas-kacsos mintazatot rajzolnak ki. Ezeknek a bennmaradt
részecskék kiindulasi helyei az un. stabil sokasag kozvetlen kozelében helyezkednek el,
ahonnan elérik a nyereghalmazt (Pattantyts, 2008). A gula-tobeli részecskesodrodas fenti
értelmi struktrafeltarasara legcélszeriibbnek azt talaltam, hogy a parttol vett 50m-es savban
négy léket helyezek el a négy égtdj szerint és vizsgalom, hogy az ezektdl a td belseje felé

egyenletesen szétosztott részecskék melyik partot érik el elészor.

A 1ékelés jo példa arra, hogy hogyan 6tvozédhet egy a kaotikus rendszerek vizsgalatara
kifejlesztett modszer napjaink korszerii mérnoki gyakorlataval, hiszen igen fontos kérdés
lehet, hogy példaul egy havaria sordn a vizbe keriilé szennyezés melyik partot fogja elérni
el6szor. A vizsgalatot stacioner (lasd V. fiiggelék), illetve 2, 4, 6, 8 és 12 6ras periddusideji
esetekre végeztem el. A vizsgélat 60 Oraig tartott, és a 29. abran a kezd6ponthoz rendeltem
annak a partnak a szinét, amelyiket el6szor eléri. A part el6tti 50 m-es sav is ki van festve,
igy egyértelmii, hogy melyik parthoz melyik szin tartozik. Taldn zavaréan hathat, hogy az
atlapold sarkoknak is van szine, hiszen azok két 1ékhez is tartoznak, azonban ezek csak az
egyik szinét kaphattdk meg. Az abrakon fehérrel azokat a zonakat jeloltem, amelyek a

részecskék advekcioval az egyik partot sem érték el a vizsgalt id6 alatt.

Id6fiiggd aramlas esetén egyértelmi szabalyszertiségeket lehet felallitani a periddusidé hossza
és az egyes rétegekben kialakult struktarak jellege kozott. Rovid periodusidd esetén
viszonylag szimmetrikus képet kapunk gyengébb kaotikus jelleggel, aztdn ahogy nd a
periddusidd, ugy lesz egyre aszimmetrikusabb az eredmény, er6s6dé kaosszal. A hosszabb

periodusidd azért hoz aszimmetridt, mert az elsd szélallas (és igy aramlasallas) hosszua ideig

‘A sokasagok fogalmi ismertetését az V. fliggelék tartalmazza
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tudja kifejteni a hatdsat, és igy a masodik allas mar az elsd allas altal erésen determinalt mezdt

kapja kezdeti allapotként.

29. abra: A négy partéltél 50m szélességben és
telies 2m-es mélységben elhelyezett Iékbe
érkez8 részecskék kezdeti pozicioja. Jobbrol
balra és fentrél lefele haladva a z=-1,3 m sikot
tekintve sorban a 2,4,6,8,12 éras periodusidéhéz
tartoznak. A részecskék szama szintenként 440

ezer.
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30. abra: A négy partéltél 50m szélességben és
telies 2m-es mélységben elhelyezett Iékbe
érkezd részecskék kezdeti pozicibja. Az abrak
jobbrol balra és fentrél lefele haladva 8 oras
periédus idé esetén, z=-0,7 -1,0 -1,3 -1,6 és -1,9
m mélységli sikokat mutatjak. A részecskék

szama szintenként 440 ezer.
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31. abra: Ugyanaz, mint a 30. abra, de T=2

oras periédus idé esetén.
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Az, hogy a periodusid6é novelésével az aramlas kaotikus tulajdonsagai erésddnek és egyre
inkdbb szalas-kacsos mintazat alakul ki (29. abra), mikdzben a rosszul keveredd részek pedig
minden sikon csokkenek, abbol adodik, hogy a részecskék egy-egy allasban hosszabb utat
képesek megtenni, és igy a mar korabban targyalt kritikus vonal is hangsulyosabb hatassal
lehet viselkedésiikre. A T=2 illetve a T=4 0ras esetben a felszintdl vett -1,3 m-es vizszintes
sikban megfigyelhetjiik (29. abra), hogy két nagy egybefliggd rosszul keveredd rész van,
ahonnan a részecskék 60 ora alatt sem jutnak el a part 50 m-es kornyezetébe. Praktikusan ez
azt jelenti, hogy egy onnan induld szennyezdanyag felhd a vizsgalt id0szak alatt nem jelent
veszélyt a parti 50m-es savra. Azonban ahogy né a periodusidd, egyre kisebbek lesznek ezek
az egybefiiggd rosszul keveredd részek. Ezzel egyiitt egyre inkdbb né a szalassag, vagyis a
kezdéértéktdl valo fiiggés. Igy ha csak kis pontossaggal tudjuk megmondani a szennyezés
lehetséges helyét, akkor a peridodusidé novekedésével egyre inkabb megjosolhatatlanna valik,
hogy melyik part veszélyeztetett. Lathatdo tovabba, hogy a mélység mentén haladva egyre
inkébb nének azok a teriiletek, ahonnan nem érik el a partot a részecskék (30-es, 31-es abra),
egészen a z=-1,6 m metszetig, ahol is a legnagyobb rosszul keveredd részeket latjuk, mig az
utols6 z=-1.9 m metszetben mar ez sziikiil valamelyest. A 2 o6ras periodusidejii esetet
megvizsgalva (31. abra) azt lathatjuk, hogy a felszin kozelében két nyitott torusz alakul ki,
amelyeknek belsejébdl nem érik el a partot a részecskék, ezek lefelé haladva folyamatosan
nbének végiil dsszeolvadnak (31. abra). A diszkrét sikmetszetek felhasznalasaval l1étrehozott
durva térbeli megjelenitéssel is jol érzékeltetni tudjuk azt a felfelé két agra bomlod térrészt,

amelynek belsejébdl elinduld szennyezéanyag 60 ora alatt sem éri el a partot (32. abra).
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32. abra: 2 6ras periodusidbhéz tartozo, partot el nem éré részecskéket kériilhatarolo fellilet
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A T=8 ora periodusidejii esetben szalas-kacsos mintazat alakul ki minden sikban. A szalak
csak sikban értelmezhetéek, mig térben kanyonos (33. abra) szerkezetet alkotnak. Itt nem
olyan egybefiiggd ¢s egyértelmiien megmutathatd az a tér, ahonnan részecskék nem érik el a
partot. Ez is mutatja, hogy a kdosz joval erdsebb és kiterjedtebb a nagyobb periddusidejii
esetben.
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33. abra: 8 6ras periédusidéhéz tartozo, partot el nem éré részecskék altal meghatarozott feliilet.

Ahogy mar emlitettiik, a térbeli illusztraciok azért darabosak, mert kevés réteg alapjan lettek
eldallitva. Ezzel egyiitt jol érzékeltetik a probléma térbeliségét és mutatjak, milyen
lehetdségek rejlenek a haromdimenzids vizsgalatokban. Ha a 30. abrat jobban szemiigyre
vessziik, arra lehetiink figyelmesek, hogy egyes vonalak szaggatottak (kiemelve 34. abra),
vagy hol elébukkannak, hol eltiinnek. Ezek nem-diszkrét megoldas esetén vagy a felbontast
tovabb javitva folytonosak lennének, tehdt csak a felbontds (térfogatra nézve fajlagos

részecskeszam) kovetkezménye, hogy ilyen szaggatottak.

,/
P

34. abra: Nagyitas a 30. abrabo/
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Esetlinkben a kis felbontas tehat azt jelenti azt, hogy adott térfogaton kevesebb részecskét
engedtiink el kezdetben, mint amennyi a teljes szalassag kirajzolasahoz sziikséges lenne. A
részecskeszam novelésével a struktirdk a varakozdsoknak megfeleléen tovabb finomodnak

(35. abra).

35. abra: A z=-1,9 m sikban, a T=8 o¢ras periédusidéhéz, vizszintesen 3 m-es (jobbra) és 0,5 m-es
(x=600-700 m, y=400-500 m, z=-1,9 m) felbontas esetén (balra) megmutatkozd6 szalassag
részletgazdagsaga.

Az abran a zold tartomanyokat egy adott felbontas mellett két csoportba lehet sorolni: az
egyik csoport fraktal, a masik csoport nem fraktal. A fraktalcsoportba tartozd szalak tovabb
osztodnak vékonyabb szalakra, mig a nem fraktal csoport a felbontds finomitasa esetén mar
nem valtozik. Az elemzést tovabbi szempontokra Kkiterjesztve, a Kkiemelt résznél

megvizsgaltam, milyen a part elérési ideje egy-egy szalon beliil (36-37. abra).
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36. abra: Az x=600-700 m, y=400-500 m, z=-1,9 m négyzetben 0,5m-es felbontasnal a szalakban a
part elérési ideje 6éraban, T=8 ora periédusidejii esetben
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37. abra: Az x=700 m, y=400-500 m, z=-1,9 m koordinataju metszetben a part elérési ideje éraban,
T=8 ¢ra periddusidejii esetben

Az eloszlas (37. abra) olyan, mint amilyen a tranziens (véges idejli) kaosz irodalmaban ismert
¢lettartam eloszlas (Tél és Gruiz, 2002). Ha feltessziik, hogy a partot elérd részecske a parton
marad, és nem mozog tovabb - ahogyan nem is figyeltilk a 1ék utani mozgasat -, akkor

tranziens kdoszrdl beszélhetiink, hiszen nagyon erdsen fligg a kaotikus viselkedés id6hossza,

¢lettartama a kezdo feltételtdl, vagyis a kezdeti poziciotol.
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4.7 Véges méretii Liapunov-exponens szamitasa a térbeli struktira keveredési
viszonvainak jellemzésére

A transzportfolyamatok 0Osszetettségének, kaoszjellegének megértéséhez sziikséges a
kialakuld struktarak tovabbi tulajdonsagainak megvilagitasa is. Célszerti tudnunk példaul,
hogy hol talalhatdéak olyan részek az aramlasban, ahol kezdetben kozeli részecskék gyorsan
eltdvolodnak egymastol, illetve hol talalhatdak olyan részek, ahol kezdetben kozeli részecskék
hosszt id6 utan is kozel maradnak. Ennek megismerésére a hatékony jellemz6 az Gn. véges
méretli Ljapunov-exponens (VMLE) (Aurell et al., 1997). A VMLE-t kiilonb6z6 aramlasok
keveredési viszonyainak jellemzésére mar szamos esetben alkalmaztak (Boffetta et al., 2000;
d’Ovidio et al., 2004; Lekien et al., 2005), tavakra el6szor csak a kozelmultban (Pattantyus et
al., 2008, Karolyi et al., 2010) kertilt alkalmazasra, de csak 2D esetben.

Legyen a t, kezdeti id6pontban két vizsgalt részecske tavolsaga §y. Az x hely kérnyékén
t =7 az az id6pont, amikor két részecske tavolsiga elér egy elére meghatarozott &

hatartavolsagot (38. abra). Ezek ismeretében a VMLE a kovetkez6képp szamithato:

1. (6
A(%, 0,60, 6) = ~In (5{) (10)

Ly

38. abra: A VMLE szamitas sematikus rajza

Az exponens értéke fligg tehat a helytdl (x), az id6tdl (t,), valamint a kezdeti §, deviaciotol
(kezdeti eltérés) és a &y hatartdvolsagtol. A VMLE meghatarozasara a szakirodalomban
kétfajta megkozelitést taldlhatunk: az els6 megkozelités az, hogy figyeljik a szomszéd
részecskektol valo szeparacidt és a VMLE térképen az adott helyhez végiil a legnagyobb
szeparaciohoz tartozd értéket rendeljiik (Koh és Legras, 2002). A masik tipusti alkalmazas,
hogy az 6sszes, kezdetben szomszédos részecskéhez képest figyeljiik a szeparaciot, de minden
id6pillanatban az adott részecskéhez tartozd szeparaciok atlagat vessziik és, ha az atlagos

szeparacio eléri a hatartavolsagot, akkor abbol szamitjuk a VMLE-t (Karolyi et al., 2010). A
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PCA mind a két modszerbdl szarmazo VMLE-t képes szamitani, azonban megjegyezzik,
hogy a VMLE struktira Iényegileg nem fligg ettdl, a kiilonbség csak annyi, hogy az els6
esetben valamivel nagyobb VMLE értékeket, illetve kisebb t-t kapunk, és igy adott id6 alatt
tobb részecskének van olyan szomszédja, amelyik elérte a hatartavolsagot. A haromdimenzios
vizsgalat miatt mindazonaltal el kell térnem az ecléttem eddig hasznalt négyszomszédos
rendszert6l. Jelen esetben egy tizenkét-pontos rendszerre valod attérés tlint célszeriinek (39.

abra), de benne a pontok fliggéleges és vizszintes kiosztasa nem trivialis.

39. abra: A tizenkét-pontos rendszer elvi sémaja

Ezért dimenziomentesitem a problémat, melyet kétféleképpen is megtehetiink. Az egyik
megoldas, hogy bevezetem a D karakterisztikus mélységet, melyen jelen esetben a to
atlagmélységét értem (2,25 m), illetve az L karakterisztikus horizontéalis méretet, amely a to
oldalhosszat jelenti (2000m). A K=D/L kifejezés, mely egy dimenziémentes szam, megadja,
hogy egységnyi vizszintes pontkiosztashoz mekkora fliggbleges pontkiosztas tartozik. A
VMLE szamitasnal az 4tl6 menti szomszédokat vizsgaljuk, ezért K V2-vel valo szorzasara van
sziikség, ¢€s azért nem kobgyok kettdre, mert a téglatest fliiggdleges mérete a valdsagban
elenyészden kicsi a vizszinteshez képest. Ez a megkozelités sekély, de hosszii to esetén
azonban tal torz megoldast adhat. A masik megoldas az, hogy felételezem, hogy a
hidrodinamikai szamitashoz hasznalt racshalo pont kell6 mértékben stirti ahhoz, hogy az
aramlast matematikai értelemben simén irja le. igy D-nek az atlagos fiiggéleges racsméretet
(esetiinkben 0,15 m), L-nek pedig az atlagos vizszintes racsméretet (esetiinkben 50 m)

valasztom.

A gula-t6 VMLE szamitasahoz a 3m-es vizszintes részecskekiosztas tiint elég stirtinek ahhoz,
hogy kelld részletességgel feltarja a benne rejld struktirat. Ehhez az els6 modszerrel

kiszamitott fliggdleges kiosztasra 4,7 mm-t kapok, mig a masodik modszerrel 12,7 mm-t.
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Vizsgalataimban ezek alapjan a ketté kozott 1évo 1 cm-es fiiggbleges kezdOpontkiosztast, és

az atlagos eltérésen alapulo VMLE szamitasi modszert alkalmaztam.

Az elsé vizsgalatot arra vonatkozoan végeztem, hogy a 3*V2 m-es kezdeti devidcidhoz
mekkora hatéartavolsagot rendeljek. Ennek eldontése érdekében 400, 600 ¢és 800m-es
hatartavolsagra is végeztem a VMLE szamitasokat (39. dbra). A 400m hatartavolsagnal kapott
VMLE eloszlas kevésbé részletgazdag, mint a 600 m-es mellett kapott eloszlas, a 800m-es
esetben pedig tul kicsi vizszintesen a 3m-es felbontds ahhoz, hogy a széalak kirajzolddjanak.
Ezek alapjan a 600m-es alkalmazasa mellett dontottem. A vizsgalatbol is jol latszik, ami
alapvetd tulajdonsaiga VMLE-nek, nevezetesen, hogy a szilak irdnya nem fiigg &

hatartavolsag megvalasztasatol.

VMLE [1/6ra]

39. abra: 400, 600 és 800m-es hatartavolsaghoz tartoz6 VMLE eloszlasok a z=-1,9m sikban, T=8
oras periédusidével (440 ezer részecske/sik)
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A VMLE abrak kiilonosen jol megmutatjak, hogy egy aramlasban hol vannak jo és rossz
keveredést eredményez6 részek (39-40. abra). Nagy VMLE értékek azt jelzik, hogy nagyon
erds a keveredése azon részecskéknek, amelyek abbdl a térrészbdl indultak, mig a kis VMLE
értékt helyekr6l induloknak gyenge lesz a keveredése. Nekiink mérnokoknek talan
kozvetlenebbiil értelmezést nyujtanak a t dbrak, melyek megmutatjak, hogy mennyi idére van
sziiksége az adott helyrdl elinditott részecskének, hogy a szomszédjaitdl vald atlagos tavolsag
elérje a hatartavolsagot. gy ugyantugy, mint a VMLE esetében, meg tudjuk allapitani, hogy
hol vannak jo €s rossz keveredésre keriilé kezdeti részek az aramlasban. A 4 o6ras (40. abra)
periodusidejii esetben lathatéan nagy egybefiiggd, rossz keveredésre predesztinalt részek
alakulnak ki. A nagyobb 8 (39. abra) illetve 12 o6ras periddusidejii (40. abra) esetekben ilyen
tartomanyok nem fedezhetdk fel, ott nagyon kozel esnek egymashoz a jol és a rosszul

keveredd tartomanyok.

.
5 ," 5
S

40. abra: 600 m-es hatartavolsaghoz tartozé6 VMLE (feliil) és T a hatartavolsag eléréséhez sziikséges
idé (alul) eloszlasa a z=-1,9m sikban, T=4 6ra (balra) és T=12 éra esetén
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A VMLE eloszlas teljes, térben valo szamitasahoz 100 millids nagysagrendi részecskeszamra
lenne sziikség, azonban ennek szamitds és memoriaigénye olyan nagy, hogy jelen munka
keretében nem tudtam megvaldsitani. A térbeliség érzékeltetését azonban nélkiilozhetetlennek
tartottam, igy két egymdsra merdleges metszeten probalom bemutatni, milyen geometridk
alakulnak ki a térbeli VMLE eloszlasban (41. dbra). A T=8 dras periodusidejli esetben az elsd
metszet koordinatai: x=1100-1700 m, y=1000 m, z=-1,2 - 2,1 m, illetve erre merdlegesen
x=1370 m koordindtanal vettem fel egy metszetet. A két metszet jol mutatja, hogy térben
milyen Osszetett egyértékit VMLE feliiletek alakulnak ki, melyek nem is igazan feliiletek,
hanem rétegek, merthogy lathatéan van vastagsaguk. Ezek tehat térben 6sszefliggd, leginkabb

ellipszoidhoz hasonl6 héjak. Részletes megismerésiik még tovabbi kutatasokat igényel.

VMLE [1/6ra]

0.3
0.2
0.1
0

45°

41. abra: VMLE eloszlasmetszetek koordinatai: x=1100-1700 m, y=1000 m, z=-1,2 - 2,1 m, illetve erre
merélegesen x=1370 m. T=8 éras aramlasban, hatartavolsag=600 m.

Hiperbolikus pont és az inverz VMLE

A tavak kaotikus keveredési viszonyait alapvetéen a Lagrange-féle hiperbolikus pontok és a
hozzajuk tartozo stabil és instabil sokasagok hatarozzak meg, ezért fontos a pozicidjuk
meghatarozasa, ha ilyen megvilagitasban is értelmezni és jellemezni akarjuk a to keveredési
viszonyait (lasd pl. Pattantys et al., 2008). A hiperbolikus pontokat a stabil és instabil
sokasagok olyan metszéspontja adhatja meg, ahol azok kozel derékszogben metszik egymast.
A hiperbolikus pont stabil sokasagat VMLE, instabil sokasagat pedig az inverz VMLE
alapjan kapjuk. Az inverz VMLE szamit4sa 0gy torténik, hogy az id6 visszafele halad, és
részecskék visszafele mozognak. Olyan ez, mintha egy filmet visszafele jatszanank le, ahol az

id6 és a mozgas is visszafelé halad, igy amelyik kezd6 feltételbél eddig a hiperbolikus pont
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fel¢ haladt a részecske és azt elérte, most az tavolodni fog téle, és ugyanez igaz forditva is.
Ahol ugyanazon hiperbolikus pont stabil és instabil sokasdga metszi egymast, azt
homoklinikus pontnak nevezziik. Ha egy rendszerben jelen vannak homoklinikus pontok,
akkor a rendszer kaotikus, és mivel rendszeriinkben talalhatéak ilyen pontok, ezért ez Gijabb
bizonyiték arra, hogy kaotikus. A hiperbolikus pont pontos koordinatainak meghatarozasahoz
nagyon sok részecsketrajektoriat kéne vizsgalni, és megtaldlni azt, amelynek palyéja
periodusonként Onmagaba zarddik. Ett6l most eltekintek és megelégszek azzal, hogy
megjelenitettem ilyen jellegli pontokat (42. abra), amibdl lathatd, hogy a rendszernek tobb
lehetséges hiperbolikus pontja is van, de annak eldontése, hogy valdjaban melyik az, tovabbi

vizsgalatokat igényel.

42. abra: Idében elbre és hatra végrehajtott VMLE szamitas eredménye a T=4 6ras aramlas esetén a
z=-1,9 m-es sikon, hatartavolsag=600 m és Az abra 0,1 abszolut értékii sziiré alkalmazasa utan
mutatja a VMLE eloszlasét, sz(ir6 a 0,1 1/h-nél kisebb VMLE értékeket kiszliri.
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5. Eredménvek osszefoglalasa és tovabbi kutatasi iranyok vazolasa

Dolgozatom egyik f6 célja egy 3D trajektoriaszamito eléallitasa volt, mely alkalmas nagy

részecskeszamon alapuld Lagrange-szemléletli transzportvizsgalatok elvégzésére. Masik,

hasonloan fontos célja volt a program alkalmazasa egy gula-geometriaju teszt-tavon, szél

keltett 3D aramlasok kaotikus advekcidjanak vizsgalatin keresztiil bemutatva az egyes

modszereket és az azoktdl varhatdo eredményeket, ramutatni tovabba, hogy milyen

kiilonbségek rejlenek a 2D és 3D vizsgalatok kozott.

VI.

Megalkottam a PCA modellt, melyet C++-ban beprogramoztam, majd ezek utan

sikeresen validaltam.

3D Lagrange-szemléletli, nagyszamt részecske kovetésén alapuld vizsgalatokat
végeztem el a gula-geometriaju, realisztikusan egyszerisitett téra, amelyekkel
bizonyitottam, hogy ilyen viszonyokra a t6 aramlasa okozta részecskeadvekcio
periodikusan id6fliggd esetben kaotikus tulajdonsdgokat mutat, ezzel szemben a

stacioner allapot nem kaotikus viselkedési.

Megmutattam, hogy a periddusidé novekedésével egyre inkdbb megerdsodik az
aramlés és igy az advekcid kaotikus jellege is. Tovabba ramutattam, hogy egy ilyen
sekély tonal is erdsen fligg a kezdeti pozicio mélységétdl a keveredés erdssége, mely

alatdmasztja a 3D elemzés sziikségességét.

Kisebb periddusidé esetén nagyobb, térben egybefiiggd, rosszul keveredd
tartomanyokat lehet elkiiloniteni, mig a periddusidé novekedésével ezek a

tartomanyok szétesnek, és a térben kanyonos szerkezetet mutatnak.

A kialakuld szalakban a part elérési idejének eloszlasaiban megmutattam, hogy a

tranziens kaosz elméletébdl mar ismert élettartam-eloszlasok fedezhetok fel.

Pattantyus et al. (2008) és Karolyi et al. (2010) vizsgalataikat ugyan még 2D-ban
végezték, de értékes eredményeik nagy segitséget nyujtottak szamomra az kaosz
alapstruktirainak megismerését illetéen, azonban eredményeimbdl jol latszik, hogy a
3D vizsgalatok az eredményeiknek nem pusztan mennyiségi kiegészitése, hanem

mindségileg 1j tudomanyos eredményekkel kecsegtet.
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VII.  Megmutattam, hogy keveredési struktarak térbelisége annyira erds, hogy jelen
vizsgalatok és folytatasuk jelentésen atformalhatjak eddigi ismereteinket a sekély

tavak sz¢l keltette &ramlasainak transzportfolyamatirol.

Neéhany fontos tovabbi kutatasi irdny:

e A PCA szoftver parhuzamositasa és tovabbi fejlesztések: példaul nyomvonal-nyalab
modszer, 1ékben vald tartozkodasi id6 szamitdo modul beépitése

e A gula-t6 teljes kori, szisztematikus elemzése periodikus meghajtas mellett, a sz¢€l és
az aramlas iddben fizikailag korrekt leképezésével

e Valtozo periddusidejli meghajtas mellett kialakul6 struktarak vizsgalata

e A turbulens diffiizi6 hatasanak vizsgalata a kaotikus advekciobdl szdrmazo keveredési
struktrakra

e A bemutatott vizsgalatok elvégzése magyarorszagi sekély tavakon keveredési
struktiraiknak feltarasahoz

e Az 4raml6 folyadékkal nem egyiitt mozg6 (feluszo, lilepedd) anyagok transzportjanak

vizsgalata
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|. fliggelék: Cheng-modszer: derivaltak levezetése a

Jacobi-matrix meghatarozasahoz
X,Y,Z aharom tér koordinata, VX, VY, VZ pedig az adott iranyba esé sebességvektor, Q

indexel kilépési, mig P indexel a kezdeti ponthoz tartoz6 valtozokat jeloltem
Xo = X1N; + X,N, + X3N3 + Xy4N,
Yo =ViN; + Y;N; + Y3N3 + Y, N,
Zg =Z1Ny + Z;N; + Z3N5 + Z,N,
VXo =VXiNy + VX;N;, + VX3N3; + VXN,
VYo = VYiN; + VY,N, + VY3N; + VY, N,
VZyg=VZiN, +VZ;N;, + VZ3N3 + VZ,N,

Alak fliggvény:

1
Ni=71-00 -1

1
N, =71+ -1

1
Ns =71+ +m)

Ny= -0+
Prediktor-Korrektor modszer esetén:
VX =05 (VXp+VX;N; +VX,N; + VX3N3 + VX,N,)
VY =0.5-(VYp + VY N; + VY,N, + VY3N3 + VY, N,)
VZ =05 VZp+VZ N, +VZ,N, + VZ3N3 +VZ,N,)
Megoldandé egyenletrendszer Newton-Raphson modszerrel:
f=(Xg—Xp) (VX2 + VY2 + VZR)V2 — [(Xy — Xp)? + (Yo — Vp)? + (Zy — Zp)?]/2VX

g = (Yo — Vo) (VX2 + VY2 + VZR)V2 — [(Xy — Xp)? + (Yo — Yp)? + (Zy — Zp)?]/2VY
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Uj véltozok bevezetése:
W(,n) = (VX* + VY2 +VZ3)1?
S¢n) = [(XQ —Xp)*+ (Yo —Yp)* + (Zg — ZP)2]1/2
igy az fés g:

f = [XQ((I 77) - XP] ) W(f,ﬂ) - 5(5, 77) ' VX(Z'T])
g = [YQ((i 77) - YP] ) W((} T]) - S({' 7]) ) VY((: 77)
Newton-Raphson modszer:
¢ (N -1 (i)

(n)k+1 B (n)k J <g(5k,m<)>
kifejtve:
¢ (SN _(Jun iz - (G mie)
(n)k+1 B (rl)k (/21 ]22) (9({k:77k))

€) =) ~m (% 7))

ahol:
% - (%(XQ @m - W& m) - a% K- W) - a% (S@m) VX&)
% - %(XQ @m - W& m) - aa—n K- W) - aa—n (S@m) VX&)
A ‘;—§ és ‘;—;‘7’ az el626 kettdvel egyezd, csak X helyett Y és VX helyett VY helyettesitéssel.
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af o
o _ = (Xo(¢,m) - W({,n) ——(Xp w(¢,m) ——(S(Z m-VX(,m) =

g a¢
_0Xm) oWwn) , owln) asin)
== W(S,m + Xo(Sim )—a( Xp =2 a7 24(8))

VX
~ 5@ (5”)

Ahol:

%{(n)) zll.[Xl( 14+n)+X,(1—1n) + X3(1+ 1) + X4(—1—n)]

%{Cn)) =%. Yi(=1+n) + V(1 —n)+Y(1+n)+Y,(-1-1n)]

%ﬁn)) i [Zi(=1+1) +Z,(1—1) + Zs(1 + 1) + Z, (=1 — )]

VX, 11
a((( m) = 2 V(=1 40) + V(L =) + VX3 (L4 1) + VX (=1 = )]

aVZa(((.ﬂ) _ % % VZ(=1+1) +VZ,(1 =) + VZs(1 + 1) + VZ,(—1 — )]
dW(,m) 1 e
T 2 lxy VY2 +VZ?%)
'{ZVX' a( + 2VY - a7 +2VZ- a7 }
as@m) 1 !
_ . 12

00 2 [y —Xp)? + (Yo — ¥p)? + (Zg — Zp)’]
(X, (¢, (Y, (¢,
_{2_(XQ _x Qa(g ), . T —10) ( Qa(g 1))
0(20(5,77))}
a¢

—27)
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d d 0 0
_0Xm) oWwn) , owln) asin)
=" W, n) +Xo(¢,m) o Xp an an VX(¢,m
avx({,n)

-50¢n)-

an
Ahol:

(X, (¢, 1
XM _ L iy (14 )+ Ko 1= ) + Ky (1 +0) + K= )

an 4
a(Y,((, 1
%;"D = Z [Vi(—1+Q) + Yz((—l - {)) FY(1+0) +Y,(1—-0)]
2z ) _1

o —Z-wﬂ—r+o+ZAG¢—5D+ZA1+O+241—O]

wvx@gm 11 VX (=1 4+ ) + VX, (=1 = 0) + VX3 (1 + O) + VX, (1 - O]

am 2 4

Mw«mn_g[ 1 rz
an 2 L(VX2+VY2Z+VZ2)
_{ZVX_OVX(Z,n) N zw_aVY(C,n) N ZVZ_OVZ(C.W)}
an on an
as@m _1 1
on 2 [(XQ —Xp)2+ (Yo —Yp)2+ (Zg — ZP)Z]l/Z
_{2 P a(XQa(s, m . To—70) a(YQa(Z,n)) r2-Z
0(Zo(&,m)
~2) an }
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Il. fugoelék: A belso hatarréteg-fejlodés (IBL) és szél-
csusztatofesziiltség Osszekapcsolt modellje

A bels6 hatarréteg fejlodés altalanos egyenletein €s ismertetésiikon (mely megtalalhato Jozsa,

2001) atlépve, ismertetem a belsd hatarréteg fejlodés és szEl-csusztatofesziiltség dsszekapcesolt
modelljét, mellyel a modell bemeneti szél- és szél-cstisztatofesziiltség mezdje szamitva volt.
Az Osszekapcesolt modell (Jozsa, 2001) célja volt egy olyan algoritmus eléallitdsa, mellyel

realisztikusan becsiilni lehet a cstisztatofesziiltség-vektor térbeli egyenldtlenségeit.

Amennyiben a parton a szél z; un. anemométer-magassiaban adott, akkor a terepi
érdességmagassag ismeretében, a viz feletti érdességmagassag szdmitasdhoz sziikséges 10 m-

es magassagra a kovetkezok szerint transzformalunk:

10
In—
Zp,1

VA
In=%

Zo,1

Wi (0) = VVza (0)

A fokozatos kozelités elsd 1épéseként feltessziik, hogy az F meghajtasi hosszndl, a téfelszin
felett 10 m magassagban a szélsebesség megegyezik az ugyanolyan magassagban érvényes
terepi sz¢lsebességgel, vagyis
W'y (F) = Wi (0)
ahol W', segédvaltozo6. Ennek alapjan az altalanos i-ik iteracios 1épésben a
wO () = w? (F) (08 + 0,065W'H(F)) - 1073
cslsztatdsebességen keresztiil szamithato a vizfelszin érdessége:

2
. W Y4 (F
20(F) = a W)
majd ennek felhasznéaldsaval szamithato a belsé hatarréteg vastagsaga:

0,8
F

2 (F)

82(F) = 0,7528(F)

Az egyenlet segitségével javithato a
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l
® z
z. . (F) 0,1
W) = WO g
In—1In
ZOl (l)(F)

10 m-nél vékonyabb belsd hatarréteg esetén fiktiv, egyébként tényleges, 10 m-es szélsebesség
értéke. Mindez az eljaras addig folytatando, mig a két, egymas utani iteracios Iépés
eredménye kozti eltérése a kivant € hibahataron beliilre nem kertil.

(H'l)(F) _ Wl(l) (F) < e

Az igy meghatirozott értékek alapjdn most mar szamithatdé a végleges felszini szél-

csusztatofesziiltség:
7 (F) = pW2(F)

W2 (F)

@)= g @

felszini strlodési tényezo.
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I11. figgelék:4 dimenzios toOmb memoria allokalasa €s
feltoltése

//READ 4D ARRAY

void database::read4Darray(ifstream **inputfile, int isize, int jsize, int
ksize, int tsize, double *****dest)
{

int 1i,73,k,t;

char s[200];

// Allocate 4D array
*dest = new double***[isize];

for (1=0; i<isize; 1i++)
{

(*dest) [1] = new double**[jsize];

for (3J=0; Jj<jsize; Jj++)
{

(*dest) [1]1[]J] = new double*[ksize];

for (k=0; k<ksize; k++)
{

(*dest) [1][J]1[k] = new double[tsize];
}

// Access array elements

for (t=0; t<tsize; t++)
{ for (k=0; k<ksize; k++)
{ for (3j=0; Jj<jsize; J++)
{ for (i=0; i<isize; i++)
{ inputfile[t]->getline(s,200);
sscanf (s, "%1f", & (*dest) [1] [J] [k] [t]);

59



Szanyi S.: Transzport folyamatok térbeli struktiraelemzése: modellfejlesztés és alkalmazas

V. figgelék: Lékelés a qula-td stacioner aramlasaban

Stacioner aramlas esetén szalas, kacsos mintazatot nem lehet felfedezni. A mintazat miden
rétegben eléggé sima, mely arra utal, hogy a stacioner eset valéban nem kaotikus.
Ugyanakkor érdekes megfigyelni, hogy a nyitott téruszok kiils6 peremén van egy vékony
réteg, amely nem ahhoz a parthoz sodrédik, mint a tobbi, ez kétdimenzios vizsgalat esetén
lehetetlen lenne. A felsébb rétegekben, mivel a viz széllel azonos iranyban halad, az északi és
a keleti partokat érik el eldszor a részecskék, ezzel szemben az alsobb rétegekben a széllel
szembeni az dramlas féiranya, igy azok a részecskék, amelyek alsobb rétegekbdl indulnak,

pont ellenkezdleg, a déli és a nyugati partot érik el el6szor.

ABRAK:

A négy partéltél 50m szélességben és teljes 2m-es
mélységben elhelyezett |ékbe érkezd részecskék
kezdeti pozicioja stacioner aramlasban. Az abrak
balrél jobbra és fentrél le a z=-0,7 -1,3 -1,9 m
mélységli sikokat mutatjgk. A részecskék szama

szintenként 440 ezer.
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V. fiuggelék: Stabil és instabil sokasagok

A stabil és instabil sokasagok definicioja Pattantyts (2008) doktori értekezése nyoman:
A periodikus hiperbolikus pontokhoz Un. invarians halmazok rendelhetéek, melyeket stabil

ill. instabil sokasagoknak neveziink. A P hiperbolikus ponthoz tartoz6 sokasagok:

S*(P) = {¥xo € R":P(xp) — P, ha t — x}
S P) = {vxgeR": ®y(xp) — P,ha t — —oc}

ahol S° jelenti a stabil sokasagot (az ebbdl az halmazbol induld részecskék elérnek a
hiperbolikus fixpontba), S' pedig az instabil sokasagot (azon részecskék halmaza, amelyek a
hiperbolikus fixpontb6l indultak ki, pontosabban az idében megforditott leképezés stabil
sokasaga). Ezeket a sokasagokat azért hivjuk invaridns gorbéknek, mert a leképezés hatasara

onmagukra képzddnek.
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