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TARTALMI OSSZEFOGLALO

Manapsag a jarmiivek menetstabilitasdnak megorzéséért szdmos elektronikus vezérld
egységeken (ECU) futd valos idejii szabalyozo algoritmus felel, melyek tobbsége eldzetes
tesztvezetések mérési eredmenyeire tdmaszkodva meghatérozott (modell) parameétereket
hasznal. Egyik leggyakrabban alkalmazott jarmiiipari modell az un. ’Single Track Modell”’
(egy nyomu jarmiimodell), mely sikerét egyszertiségének koszonheti, azonban olyan ese-
tekben, amikor a mért eredményekhez paramétereiben nem illeszthetd, a modell elhanya-
goléasok korlatozasokat jelenthetnek. [1]

Ennek kikiiszobolésére fogalmazddott meg az igény egy bovitett, részletesebb modellre.
Mivel a jarmii — a légellendllastol eltekintve — csupan a talajjal van allando fizikai kapcso-
latban, a kerék dinamikai viselkedésének vizsgalata ¢s a jarmiimodellbe torténd integralasa
sarkalatos pontja a munkanak. A legegyszeriibb — csak radialisan deformal6do — sikbeli
kerékmodell vizsgalatatdl indulva, elemezve azt dinamikailag az alakvaltozas jelenségének
leirasi pontossaga kétséges. A részletesebb deformaciok és pontos eréviszonyok meghata-
rozasahoz érdemes a gumiabroncsot rugos és csillapitd, valamint a kerék felnijét nagysag-
rendekkel szilardabb tagokra bontani, mely egy racsos tartéhoz hasonl6 szerkezetet ered-
ményez. All6 helyzetben a jarmii tomegének az adott kerékre es6 terhelését a kerék tenge-
lyére helyezve deformacios folyamatok zajlanak le mindaddig, mig a kerék pontjainak el-
mozdulasai zérussa nem valnak. A kerekmodell az igy kialakult erdket és deformdciokat
képes leirni, valamint ezt kovetden a kerék hajtasa soran fellépd gordiilési ellendllas értékét
a csillapito tagok altal elnyelt energiaval probalja kozeliteni. [2]

Miutan a négy keréken lezajlo folyamatok leirasa teljes, a talaj €s gumiabroncs kdzott
hato erék ismertekké valnak, ezaltal a tér harom tengelyének irdnyaba es6 komponenseivel
leirt jarmiire hato eredd erd és nyomaték szintén meghatarozhato, s igy a jarmi mozgasal-

lapotara pontosabb becslést adhat a kiterjesztett jarmiidinamikai modell.
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1. Bevezetés

E fejezetben az olvaso rovid betekintést nyerhet a jarmiivek viselkedésének leirdsara
széles korben hasznalt Biciklimodell (Egynyomu jarmiidinamikai modell) szerkezetébe,
egyes tulajdonsagaiba, valamint megvilagitast nyernek a gyengepontjai. A fejezet egy a
tesztvezetések soran altalanosan felmeriilé kellemetlen jelenség rovid bemutatasaval zarul.
Az itt bemutatott hianyossagok kikiiszobdlésére fogalmazodott meg a cél, egy részletesebb
modell kidolgozasara, melynek elsd 1épése a kerék dinamikajanak részletesebb megismeré-

se, modellezése.

1.1. A Biciklimodell felépitése

A Dbiciklimodell (STM: Single Track Model, egynyomt jarmiimodell) elénye az
egylszeriiségében rejlik, hogy csupdn geometriai azonossagok felhasznalasaval képes a

jarmii mozgasait leirni az el6irt tartomanyokon belll vizsgalodva, ezaltal nincs szlkseg

crer

Csupan hat parametert tartalmaz, melyek:

- azelsé (6sszevont) és hatso kerék kuszasi merevsége (C, és Cp,)
- az els6 és hatso tengely tavolsaga a tomegkozépponttol (I, és )

- ajarmi tehetetlenségi nyomatéka (J g ;)

- ajarmi tomege (M)
A modell az els6 ketté és hatso két kereket a tengelyiikon 6sszevonva kétkerekii modell-
ként kezeli az autdt — feltételezi, hogy az azonos tengelyen 1év6 kerekekre megegyezd
nagysagu ¢s iranyu oldalerdk hatnak (Ez a gyakorlatban csupan egyenes menetben telje-
siil). Az Osszevonas utan a tomegkozépponton kiviil a jadrmi elsé €s hatso tengelyén elhe-
lyezkedd 0sszevont kerekek kdzéppontjai (egy pont az elsé tengelyen, és egy pont a hatso
tengelyen) a kitlintetett pontok a modellben.

A Biciklimodell két mozgasegyenletbdl all:
A | .
mg-v-ﬁ+; (mg v2+Corle—Ch-lp) Y+ (Co+CIB—Cor6=0 (1.1)

L1 5 .y (1.2)
]gz'lp-}_; (Ce'le + Cp-ly )¢+(Ce'le_Ch'lh)ﬁ_Ce'le'd=0
Ezen egyenletek tartalmazzak a mar emlitett 6 paramétert, a két allapotvaltozot és derivalt-
jait, a B Uszési szdget és ) perdiilési szogsebességet, valamint a Biciklimodell bemeneteit

képviselik a & kormanyszdg és a v sebesség.
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1.1. dbra: a Biciklimodell felépitése (az indexelés: h - hatsd; e - elsd, s - strlodasi;

c - centrifugdlis; A - Ackermann-sz6ghoz tartozo) [1]

Az 1.1. abran a S-val az Gszasi szog (side slip angle) van jelolve, amely a jarmi valodi,
éppen aktudlis haladasi irdnya és a hossztengelye altal bezart szdget jeldli. A perdulési
szdgsebesség (yawrate) jele ¥, amely szintén megtalalhaté az 1.1. abran; a fizikai defini-
cidja pedig a jarmi tomegkozéppont koriili forgasi szogsebessége. Habar a jarmi sebessé-
gének nagysagara a Biciklimodell megalkotdi kikétéskent megfogalmaztédk annak allando-

sagat (nincs hossziranyu gyorsulés), ez a gyakorlati alkalmazasa soran nem teljesul.

1.2. A Biciklimodellben alkalmazott egyszeriisitések

A helyzet igen figyelemre mélto, hiszen a modell elényeib6l szarmaznak az alkalmaz-
hatosaga soran megvilagitast nyert hianyossagai. A modell altal hasznalt ilyen egyszeriisi-

tések keriilnek bemutatasra a kovetkez6 harom alfejezetben.

1.2.1. A hossziranyu sebesség allandosaga

A Biciklimodell a hossziranyt eréket elhanyagolja, értékliket nullanak veszi, csupan ol-
daliranyu (lateralis) erdk jelenlétét feltételezi. Ezaltal a tomegkozéppont sebességvektora
nagysagaban nem valtozhat, csupan iranyaban. Ilyen helyzet csak nagyon specialis eset-

ben fordul el6, szinte mindig van egy hossziranyt — pontosabban az aktualis sebességvek-



tor irdnyara parhuzamos — erékomponense a tomegkozéppontba redukalt eredd erének,
amely hol csokkenti, hol ndveli a stlypont sebessegeét.

A Biciklimodell felépitését mutaté 1.1. abran lathatd, hogy az a,. és a; betiikkel jelolt
klszasi szogekkel térnek el a kerekek v, és v, (eredd) sebességei a kerekek kozépsikjaik-
tol. Ez definicié értékiien kimondhato, hogy a kerek az oldaler6k altal okozott abroncs-
deformaciok miatt nem a kozépsikjukon gordilnek le, hanem attdél a szdggel eltéréen
(amely bizonyos tartomanyban linearis osszefiiggésben van az oldalerével). Igy a sebes-
ségvektorokra — ideértve a tomegkozéppontét is — merdleges egyenest allitva ezek egy
pontban metszik egymast, amely a kanyar k6zéppontjat jeloli (jel6lné). Ez az allitas a jar-
mil tetszOleges pontjainak eredd sebességvektorara allitott egyenesekre igaz, hogy egy
pontban (amely pont az &brdn M-el van jel6lve) fogjdk metszeni egymaést. Tovabbra is az
1.1. brabdl kiindulva a két kerék oldalerejét 6sszegezve az M, pontban a pontvonallal
abrazolt egyenes lesz az eredé eré hatasvonala. Ez az irodalom altal hasznalt és az abran
F.-vel jelolt centrifugélis erd hatdsvonaldval nem parhuzamos, és ezaltal a tomegkozéppont
sebességvektorara nem mer6leges (az irodalom altal hasznélt F, viszont meréleges), ami-
bol kovetkezik, hogy van egy erre a sebességvektorra vett parhuzamos komponense az
oldaler6k ered6jének. Ez a komponens pedig mar megvaltoztatja a sebesség nagysagat,
igy értéke nem lehet &llando.

Ha azonban egy olyan esetet vizsgalunk, ahol a két oldaleré ereddje meréleges a v sebes-
ségvektorra, akkor ezen ered6 erd hatdsvonala az M pontot és a tomegkdzéppontot dssze-
koto egyenessel (amely mindig mer6leges a v sebessegvektorra) parhuzamos lesz. EImé-
letben az 1.1. &bréra vetitve ezt az (j pontvonalat, az S tdmegkdzépponttol a hatsd kerék-
kozeppont felé fog elhelyezkedni, hiszen az M, ponton athalad. Az irodalomban tévesen
hasznaljak a centrifugalis er6t, hiszen ez a jarmiiven beliil jelentkezd belsd erd (mint min-
den nem mez6 altal gyorsuld rendszer eseten), nem Kkiilsé eré. A kérmozgas esetén nincs
erdegyensuly, hiszen a centripetélis er6 hozza 1étre magat a kormozgast, és ezzel nem tart,
nem tarthat egyenstlyt mas kiils6 erd. Az ered er6 tehat a valdsagban az 1.1. abran (téve-
sen, mert a szakirodalom igy hasznalja) jel6lt F.-vel ellentétes iranyu, és a hatasvonala
athalad az M, ponton. Ebben a ,,elméleti kiserletben” mivel a témegkozéppontot nem érinti
a hatasvonal, erre ez az oldaler6k ered6jébol képzett centrifugélis forgatd nyomatékot fejt
ki, méghozza a kanyar ivérdl kifelé sodorva a jarmiivet. Ha a centrifugalis erével torténne
ugyanezen a gondolat vegigvezetése ellentétes iranya ered6 forgatonyomaték adodna a

jarmure, amely hibas miikddést eredményezne.



Magabdl a Biciklimodell elrendezésébdl kiindulva tehat lathato, hogy — speciélis eseteket —
leszdmitva a hossziranyl sebesség nagysaganak értéke valtozik.

Az egyensulyi allapot, a konstans koriven tartas allandé nagysagu sebességen mas jelensé-
gek figyelembe vételével nyilvanvaldan leirhatd, azonban ez a konstans koériven tartds a
valdsagban csupan pillanatszeriien fordul el6, hiszen a vezeté valamilyen mértékben min-
dig korrigal a kormanykeréken vagy gazt ad/vesz vissza, igy az M és M, pontok helyzetei
(a jarmihoz viszonyitva is) idoben véltoznak.

Az 1.1. abran lathaté a sz0gek a kuszasi szogek (slip angle), melyek keletkezésének oka,
hogy az oldalerék hatasara a kerekek nem a kdzépsikjukon gordilnek le, hanem attél a

szOggel eltérve.

1.2.2. Halad¢6 és forgd sebességkomponensek

A hérom Kkitlintetett pontbol csupan a tomegkdzéppont sebességvektora all egy (halado)
komponensbdl, a masik két pontnal két komponensbdl tevédik ossze. Ezek a haladé moz-
gasboél és a (témegkozéppont korili) forgdmozgasbol szarmazé tagok. A Biciklimodell
szerint a két komponens derékszogli haromszoget alkot, amely a valésagban csak ritkan
teljesul. A modell érvelése szerint kis szogek esetén mégis helyes eredmeényt ad ez az egy-

szerusités.

1.2. abra: a Biciklimodell elsé és hatso kereken 1évé szogek viszonyai

Az 1.1. abran az els6 keréknél a v (haladé mozgés), a ¥ - I, (forgasi mozgés) és a v, vek-
torok altal alkotott haromszdg, és a hatsd keréknél a v (haladé mozgas), a v - I, (forgasi

mozgas) és a v, vektorok altal alkotott haromszdg nem derékszogii. A modell mégis a

~ tan = =~ tan =
v v Pe Pn

l/)'le l/)le lplh l/)lh (13)
v v

Osszefliggésekkel és él. A kovetkez6 1.2.3.-as pontban ismertetett egyszerisitéssel a Bicik-
limodell a radianban meghatarozott értékeivel helyettesiti a tangens fuggvények értékeit,



amely kelléen jo pontossaggal megtehetd. Ha azonban a két vektorok altal meghatérozott
haromszog alakja erésen eltér a derékszogli haromszogtdl, akkor a ¢, €s @), sz0gek értéke-
ire hamis értékek adddnak és szamitasi hibat okozhatnak. Az 1.2. dbran a tangens sz6g-
fuggvény elhagyésaval a ¢, és ¢, szégek argumentumai — az (1.3) egyenlet alapjan — lat-

hatok, s ezek felhasznalasaval épiti fel a Biciklimodell a mozgasegyenleteit.

1.2.3. Szogfuggveények

Talan a legkisebb jelentéséggel bir, hogy a Biciklimodell a szdgfiiggvenyek helyett
egyszeriisitett ertékeket hasznél, a sin és tan fuggvények helyett radidnban vett értékiket,
mig cos fuggvénynél azokat 1-el helyettesiti. Az alabbi 1.3. abran lathat6 hogyan alakul a

szogfiiggvény értékéhez viszonyitva a hasznalt egyszerisités.

® ¢p-sing ® ¢—tang @ 1-—cosgp
sin ¢ tan ¢ cos @

Sinusz - EERRE
Koszinusz |---L_
Tangens

25

_____

Relativ eltérés [%]
)
!
1

__________

Szog []

1.3. dbra: Szdgfuggvények ,,relativ’’ hibai

A 1.3. abrabdl konnyen belathatd, hogy 10° esetén is 0,5-1,5% hibat kdvet el a modell, ha
nem a szogflggvények értékeivel szamol, hanem radianban vett értékikkel (illetve koszi-
nusz esetén 1-el). A szogtartomanyt tovabb névelve 30°-ig, 4-16% kozé esik az igy elkéve-
tett szamitasi hiba, azonban ilyen esetek ritkan fordulnak eld atlagos vezetési mandverek
esetén. Példaul az a gorog betiivel jelolt kuiszasi szogek értékei a kerekeken csak igen ext-
rém esetben (balesetveszély) érhetik el a 10-12°-0s nagysagot, efelett a gumi tapadasa mar

szinte megszlinik és az aut6 kisodrodik.



1.3. Mérési hiba és modellhiba

E a fejezet célja egy meghatarozott tesztvezetési mandver (szlalom) soran regisztralt,
szenzorosan meért értekek alapjan torténé Biciklimodell-identifikacié soran felmeriilé bi-
zonytalansagokra valo ravilagitas. [3,4]

Az 1.1. abréarol leolvashat6 S Uszasi szog (side slip angle) és a ¥ perdiilési szdgsebesség
(yawrate) értékeit a Biciklimodell eléallitja, hiszen e két fizikai mennyiség a modell alla-
potvaltozoja. A mért értéekek soran e két mennyiséegre tehat feltétlentl szilkség van a mo-
dell paramétereinek identifikalasahoz.

A tesztvezetések soran a jarmiivekben elhelyezett érzékel6k szama jelentésen meghalad-
hatja a normal iizem soran hasznalt érzékel6k szamat. E szenzorok altaldban nem keépesek
kozvetlenll mérni az 6sszes szukseges fizikai mennyiségeket. A elektronikailag jol felsze-
relt jarmiivekben jellemzéen gyorsulasérzékel6k és elfordulas érzékel6k (kormanykerék
elfordulas, illetve a 4 kerék forgési szogsebessége, melybdl a jarmii haladasi sebessége
elméletileg szdmolhat6) allnak rendelkezésre. Természetesen mas érzékelok is elhelyez-
kedhetnek a jarmtiveken beliil, de a Biciklimodell szempontjabol ezek a kiemelten fonto-
sak. Ezek alapjan kijelenthetd, hogy a modell paraméterbecsléseéhez sziikséges két allapot-
valtozo erétkét egy érzékeld sem méri kozvetleniil.

3 T T
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1.4. abra: Uszdsi sz0g szdmitdsa az jarmii elektronikus egységeinek jeleibdl.
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Akkor hogyan végzik el a mérnokok a modell-identifikaciot? A valasz egyszeriinek tiinik,
mely szerint a mért értékekbdl visszaszamolhato a két allapotvaltozo értéke. Az 1.4. abran
az Uszasi szog szamolt értéke lathatd két fizikai mennyiségbdl. A perdulési szogsebesség
és szoggyorsulas a jarmi{iven beliil talalhaté elektronikai vezérld egységek szamolt értékei,

melyek tobblépcsds hibasziirésen estek at. Az Gszasi szog ezekbdl a megfeleld fizikai 6sz-



szefiiggésekbdl szamolhatd. Az 1.4. abran azonban egy szembetiing jelenség figyelhetd
meg, miszerint a szamolasok soran egy hibaérték szuperponalddik az Uszasi szog értékére.
Ez a hiba csakis a szenzorok és a jarmii vezetékezésének zajterheltségeibdl, illetve mérési
pontatlansagokbdl kovetkezhetnek, és annak ellenére észrevehetok, hogy a felhasznélas
elott atestek zajsziirésen a perdiilési szog és szogsebesség értékek.

Egy eljarés segitsegével — melynek részletes leirasat nem tartalmazza a dolgozat — a hiba-
érték eltavolithat6 az iszasi szogrol, és igy az adott tesztvezetésnél kiértékelésénél az 1.5.

abra értékei keriilhetnek felhasznalasra.

[—— Modositott uszasi sz6g a mért perdilési szogsebességhal |
— Madositott iszisi sz6g a mért perdlési szoggyorsulisbol |
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1.5. dbra: A szamitogépes jelkondicionalassal kapott Uszasi sz6g fliggvényei

Azonban egy fontos kérdés még mindenképp tisztazatlan: melyik érték legyen az elfoga-
dott, hiszen ugyanazt a fizikai mennyiséget jel6li mindkét gorbe, csupan a fliggvények
pontjai mas eljarassal lettek kiszamolva. Mivel e kérdés maig nincs megvalaszolva, igy a
bizonytalansag miatt jelenleg az identifikalasok soran csupan a perdilési szogsebesség
értékeire tAmaszkodnak a mérnokok, az Uszasi szog.
A Biciklimodell paramétereinek hangolasa sordn gyakran a modellbdl szamolt Gszési szog
értékei jelentds eltérést mutatnak mindkét mért értéktdl, amelyre egy 1j, kellden pontos
jarmiimodell megoldast jelenthet, és akar valaszt adhat arra is, hogy melyik szamitasi mod
a helyes az Uszési szog kifejezésére. Innen lathatd, hogy a modell bizonytalansdga mellett
er6sen meghatarozo lehet a mérési bizonytalansag, igy egy pontosabb modell 6nmagaban
még nem orvosolja az dsszes felmeriild problémat, de csokkentheti azok mértékét.

A jarmi ered6 erdinek meghatarozasanak sarkalatos pontja ezen erdk keletkezési helye,
amely a talaj és gumiabroncsok érintkezési feliiletén talalhato, igy a jarmtimodell kezdeti

1épése egy kellden pontos kerékmodell kell hogy legyen.



2. Sugéariranyban deformal6dé kerékmodell

A jarmiivet merev testként kezelve a rd hatd erdk térbeli Osszegezése eredményiil egy
eredo erdt és egy ered6 nyomatékot ad, ahol az eredd erd a tér mindharom iranyaba rendel-
kezhet komponenssel, valamint a nyomaték is a tér mindharom tengelyére fejthet ki forga-
to hatast, €s a kitlintetett pont a jarmi tomegkzéppontja.

Az ered6 erd meghatarozasahoz feltétleniil ismerni kell a jarmiire hato kiils6 erdk és a mo-
tor altal leadott az attéteken a keréktengelyekhez eljuté (mint hajtas), illetve a fékek altal
kifejtett (mint fékezés) forgatonyomatékokat, melyek megfelelden atszarmaztatva a négy
kerek talajjal érintkezo feliiletén fejtik ki hatasukat.

Ahogy a repiildgépek esetén a szélcsatornas kisérletek jelentdsen megkdnnyitették az aero-
dinamikai vizsgalatokat, igy a gumiabroncsok vizsgalatanal is hasznéalatos egy futészalag-
hoz hasonlithatd berendezes, melyet a kerekek dinamikajanak vizsgalatahoz hasznalnak a
mérnokok, ¢és altala mellézhetd a jarmii mozgasdhoz sziikséges palya. Ilyen vizsgalatok
sorén a kereket a berendezéshez rogzitik, amely képes adott fordulatszdmon meghajtani,
valamint a kormanyzasbol adddé kerékelfordulast is meg tudja valositani. A fizika érvelése
szerint, mindegy hogy a levegdt fijja egy berendezés a szarnyra, vagy az allo levegdben
halad eldére egy repiilogép. Ez az analogia a kerékvizsgalatra is atiiltethetd, azonban az

alabbi vizsgélatok esetében erdemesnek tartom az elrugaszkodast ett6l a szemléletmodtol.

2.1. A kerékmodell viselkedése

Az kerék alakvaltozasait legegyszeriibben leir6 kerékmodell csupan sugar iranyban

szenved deformaciokat, ahogyan ez a fejezet els6, 2.1. abrajarol lathato.

F=0<F,<F,

/ r I_;’r /
i /7 d ] i /
/ '/ /
I ;.

i

2.1. dbra: All6 kerekek kiilonbozé terhelése a kerékmodellben



A kerekmodell sikbeli, kozepén a sotétebb, szabalyos kor alaku rész a felni (jelolése r: rim,
a felni angol megfelel6je), amely — anyagjellemz6ib6l kdvetkez6en — nem deformalddik,
valamint a gumiabroncs korivként dleli korbe a felnit, amely deformalddasra képes. Az a)
részlet egy olyan kereket mutat, amelynek pontosan egy érintkezés pontja van a talaj felt-
letével, ekkor még nincs semmilyen deformacid. A b) esetben mar egy ,,k6zepesen” terhelt
kerék lathato, valamint a c) részleten egy ,,er6sen” terhelt. Mivel a modellben a felni de-
formaciora nem képes, alakjat megodrzi, igy Rger minimalis érteke R, lesz (r: rim). Ry.r a
kerék deformalddott sugara, amely a kerék kozéppontja (pirossal kiemelve) és a talaj ko-
zOtti tavolsagot jelenti. A kerék mozgasa soran a gumiabroncs egy tetszéleges pontjat kiva-
lasztva egyértelmlien beazonosithato/nyomon kovethetd a ponttol a kerékkdzépponthoz

hlzott sugér és az x-tengely altal bezart 8 sz6ggel.
0(t) = wt+ 9, (2.1)

ahol 6, a nulla id6pillanatban a vizsgalt ponthoz huzott sugar és az x-tengely altal bezart

sz0g.

crcr

talajjal valo érintkezésnél veszi figyelembe, nem térédve azzal, hogy a kerék ilyenkor az
x-tengely iranyaban — a jarmiihez képest a kerékkozéppontjaval egy vonalban el6re és hat-
rafelé — megnyulik, igy enyhén ,elliptikus” format vesz fel. A kerék kerlleti pontjai két

csoportra bonthatok, a talajjal érintkezdkre,
T+ <0(t)<2m—g¢ (2.2)
valamint a talajjal nem érintkezdkre:

—p<O(t)<m+o¢ (2.3)

77
Jr“: -)( P I S F s

ZT/
i
,

.‘r'lr .I"lr

2.2. &bra: Forgdsban 1évé kerék a modellben
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A @ szog a kerékterheléstdl fiigg. Minimalis, azaz nulla terhelés (6nsuly sincs) lesz a ma-
ximalis az érteke, ami 90°. Maximalis terhelésnél, amikor elméletben a felni érinti a talajt,
akkor a ¢ sz6g minimalis, értéke pedig R,-t6] felni sugaratol és a terheletlen gumiabroncs-

sugarbol szamithato.
Pmin = SIn"" = (2.4)

A két sz¢lsoérték kozott pedig az alabbiak szerint alakul értéke.

R
@ = sin1 2L (2.5)
R,

2.2. Szlip figyelembe vétele

A kerékmodellben a gumiabroncs forgasa kovetkeztében 1étrejovo deformaciokat (pél-
déul hajtasndl a gumiabroncs enyhén feltorlodik a talajon miel6tt a talajjal érintkezne) szin-
tén elhanyagolva két sebességértékkel jellemezhet a kerék pontjainak mozgasa. Az elsé a
kerekkozeppont talajjal parhuzamos haladd mozgasa, a masik a kerék forgasi mozgasa.
Természetesen, mint egyetlen egy pont a térben a kerékkdzéppont végez tisztan halado
mozgast v sebességgel (kerék és talaj relativ sebessége), és a téle kiilonb6zé pontok forga-
si és halad6 mozgast is végeznek, igy ezen pontok mozgésa a kettd szuperpozicidjabdl ha-
tdrozhatdé meg. A két sebesseg kozott a y-val jeldlt szlip mennyiség teremt kapcsolatot. A
szlip sokféleképp definialhatd (hajtasi, fekezesi...), azonban a modell altal hasznélt kifeje-
zes:

R v —
X:me‘”” (2.6)

ahol R;,, a kerék dinamikus sugara, amely a deformalddott alakbdl szamolhat6.

T
M. 2R+ 2+ [Ra2 — R -2
_ deformalddott keriilet 21T 0 0 def (2.7)

din 2T 21

Az egyszeriisitések utan és a ¢ szogre kapott kifejezést behelyettesitve:

%+(p+cos<p

Rain = 2————Ry

(2.8)

Deformal6déastol mentes kerék esetén ¢ értéke g lesz, ezt behelyettesitve R4, = Ry, ami
helyes érték.
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2.3. Kerékmodell kerileti pontjainak mozgasa (allandd sebesség esetén)

A keréktengely w szdgsebessegével egyiitt forog a felni, amely alakvaltozast nem szen-
ved a mozgas soran, igy a gumiabroncs felnire felfekvé pontjai szintén w szdgsebességgel
végeznek forgast a kerékkdzéppont korul. A modell nem részletezi, nem irja le a gumiab-
roncs belsé pontjaiban kialakuld deformécidkat, hanem feltételezi, hogy ezek sugar iranya-
ak. Ez azt jelenti, hogy a gumiabroncs egy kivélasztott keriileti pontja a talajjal val6 érint-
kezésnél kialakulo deforméaciok soran a hozza a kerékkdzéppontbdl huzott sugaron moz-
dulhat el. igy a gumiabroncs keriiletén elhelyezkedd pontok két csoportra oszthatok, ame-
lyek nem érintkeznek a talajjal —(2.2) egyenlet —, és amelyek érintkeznek —(2.3) egyenlet.
Erdemes a tetszSlegesen kivélasztott keriileti pont (a 2.2. &bran zéld szinnel) forgasi moz-
gasanal kulon vélasztani az x-tengely és a z-tengely iranyaba es6 mozgasokat. Ebbdl a z-

tengely irdnyaba esé komponens:

_(Ro-sinf ha —p<0()<m+og 29
SZ_{—Rdef ha t+p<6(t)<2m—¢ (2.9)
Az Xx-tengely irdnyaba es6 komponense:
_( Rp-cos@ ha —p<0(t)<m+¢ 210
S"_{—Rdef-ctgH ha T+ <6(t) <2m—¢ (2.10)

Mivel a kerék kdzéppontja (wheelcenter) rendelkezik egy a talajjal parhuzamos allandé
nagysagu v sebességgel — mivel a kerék nem porog ki, azaz nem egy helyben all —, igy az

el6z6 x komponenshez hozza kell adni az ebbdl a sebességb6l adodod megtett utat.
Swet) =v-t (2.11)
Igy a modosult x-tengely iranyd komponensek:

{v-t+Ro-cos9 ha—p<8(@t)<m+¢
Sy =

W t—Rgep-ctgh ham+o <6(t)<-—¢ (212)

Emellett érdemes a z-tengely iranyaba esé komponensekhez hozzaadni R;;,-t, igy a talaj
sikjan lesz az origdja a koordinatarendszernek.

< _{Ro-sin9+Rdef ha—p<08t)<m+¢
, =

0 ha m+¢ <0(t) <—¢ (2.13)

Ellendrzésképpen behelyettesithetok az intervallumok hatarai, és belathatd, hogy mindkét
irdnyd komponens esetén folytonos az atmenet. Ezaltal a kerékmodell képes leirni a keru-

leti pontok mozgasat, melyek részletesen a kovetkezo fejezetben vannak kifejtve.
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2.4. Sugariranyban deformaldédé kerékmodell vizsgalati eredmeényei

A kerék keruleti pontjai altal végzett mozgasok megjelenitéséhez a megismert fuiggvé-
nyeken kivil szlikség van a kerék geometriai paramétereire. Ezek legyenek az alabbiak:

A 2.4. fejezetben lathato vizsgalatoknal hasznalt geometriai paraméterei a keréknek:

Ry, = 0.5858m Rger = 0.4142m R4in = 0.5712m @ = 45°
0 f din

A keriileti pontok egy térbeli, harom koordinatatengellyel rendelkezd rendszerben abrazol-
hatd (x, y és t, mint az id6), de az atlathatosag érdekében célszerii csupan az és x €s y ten-
gelyek kulén vizsgalata. gy kaphaté meg a 2.3. dbra. A kerék kdzéppontjanak haladasi

sebessége legyen allandé, v = 17 nagysaggal, valamint ne legyen csuszas, azaz a szlip

értéke y = 0. Ekor az alabbi tablazatba foglaltak jellemzik a kerékmodellt:

A kerék 6sszmagassaga deformalddas utan Ro + Rgey = 1m
Deformalodas el6tti atmérd 2R, = 1.1716m

A kerék keriilete deformalodas elétt 2nRy? = 1.078m

A kerék kertlete deformalddas utan 2R i * = 1.025m

A kerék forgési szogsebessége (allando) w(x=0) = U/Rdin 1.75 ? =100,3 E

A 2.3. &bran lathato az 5 kerékabroncs keriileti pontjanak mozgasa 5 kiilonboz6 szinii
fiiggvénnyel. A legfels6 keriileti pont mozgasi palyaja —, amely a legkésobb éri el a talajt —
magenta szinnel van abrazolva, mely gorbét kovetve egy érdekes jelenség figyelheté meg,
miszerint a talajt érintve a talaj elhagydsaig az x tengelyen cstsznak elérefelé a keriileti

pontok.

z
X coondnate |m]

2.3. dbra: Kerékabroncs keruleti pontjainak mozgasa — X-Y koordinatasikon

A 2.4. dbra mutatja ezt az x tengelyen 1,5méternél megfigyelhetd jelenséget kinagyitva.

Léathatd, hogy a kerék kertileti pontja visszafelé csuszik a talajt érintve, majd elérefelé, és
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egy kicsit megint vissza (negativ irdnyba), miel6tt elhagyna a talajt. A talajjal érintkez6

kerlleti pont tehat a talaj elhagyasaig nem marad ugyanazon a pontban, annak ellenére,

hogy a magyarul csuszasnak fordithat6 szlip fizikai mennyiség ertéke 0.

015 /

S
P

£ X
}" LY /.
3 '

sl \ Y 7

7 \ ' ) ¥ !
25 H EL
] H ]
5 L 1 1 1
40?25 13 135 14 145 15 155 16 165 17
X coordnate Im]

2.4. dbra: Kerékabroncs kerdleti pontjainak mozgéasa — X-Y koordinatasikon

A 2.5. abrat megfigyelve lathatd, hogy a talajt 1,047 masodpercnél érinti és 1,943 masod-

percnél hagyja el a vizsgalt kerlleti pont. A talajt érintve nyilvanvaldan a vertikalis elmoz-

dulasa a pontnak nulla, ez lathat6 a zold szint fliggvényr6l, valamint a kékszinli fliggve-

nyen a mar emlitett talajon cstiszas jelensége figyelheté meg. Az ,,x koordinatak és y koor-

dinatak” tengelyen a kék fuggvény értékei folyamatosan ndévekednek, azaz x iranyban gor-

diil elére a kerék, majd az 1,047 masodpercnél érinti a talajt. Ezt kvetéen enyhén csok-

kennek az x iranya koordinata értékek (visszacsUszas) egészen az {1}-es pontig, majd

25

I —— X ( t) - Horizontal movements versus Time
|~y (t) - Vertical movements versus Time |-
T T I T

) : : pa
: {2} 1 e I
% 1 1 T Sy __.-/‘/— ;
£ 15 TR S S T L e Ay : ;
B S TR S B ey 1803 ] !
B L z H H H 153 5
> A :
H] : : :
@ A1 i
® : H H
2 i i
5 ! !
5 :
: :
= e
: : H ;. H X047 : H el X183
H H H i \"t\ e H H i Yo
K] A T 1 15 2 25

Time [s]

2.5. dbra: Kerékabroncs kerileti pontjainak elmopzdulasa x(t) [kek] és y(t)

[zold] fiiggvényekkel idében kiilon bontva.
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novekednek (elére cstszas) egészen a {2}-es pontig, ezt kdvetden a talaj elhagyasaig
(1,943 mésodpercig) ismételten csokkennek az x koordinata értékek (visszafelé csuszas).
A 2.5. abran lathato kékszint x(t) fliggvény alakja a (2.12) egyenlet méasodik felének se-

gitségével értelmezhetd, mely szerint ez egy linedris €s egy kotangens fiiggvény 0sszege.
x(t)|n+(p <wt<—p =V U— Ryin - ctg wt (2.14)

A 2.6. abran szerepl6 piros szinii fliggvény a 2.5. abran szerepl6 kék fuggveny egy részle-
te, amikor a keriileti pont érinti a talajt. Az idétengelyen és a fliggbleges tengelyen a skala-

zas nem egyezik meg a két abran, de jellegre ugyanaz a két gorbe.

X coordinates [m]

E] 4 T [] ] ®

O
Time [s]

2.6. bra: A (2.14) egyenlet grafikusan megjelenitve, ®=@+

A kerék forgatasa kozben a keriiletén 1évé két szomszédos pontot vizsgélva az elébbi ta-
lajon csUszas jelensége mellett a gumi 6sszehlzodasarol és megnyulasairdl is kaphato kép.
A gordiild kerék két szomszédos keriileti pontjanak egymastol valo tdvolsdganak iddbeli
fuggvenye lathato a 2.7. abran. A 2.5. abrardl leolvashatéak ugyanazon idéértékek, a talaj
érintésének ¢és elhagyéasanak iddpontjai (1,047 és 1,943 masodperc). Amig egy vizszintes

0is [ T T . X104 — . — AT T

Y L B . S
/
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2.7. bra: Két szomszédos kertleti pont tavolsaganak abszolut ertéke (kezdeti ta-

volsaga 15,35 cm)
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egyenes a fliggvény, addig a két keriileti pont tavolsaga allando, azaz egyik sem érinti a
talajt. Két pont tavolsagan az 6sszekotd egyenesik hossza értendd. A jovoben érdemes
olyan vizsgalatot lefojtatni, ahol az abroncs kerllete mentén van definialva a tavolsag.
Amikor a talajt érinti az elsé (,,elorébb jaro™) keriileti pont, a tavolsag minimalisan csok-
ken, majd novekszik, egészen addig, amig a masodik pont is eléri a talajt,a gumi tagul.
Majd az Osszesziikiilés fazisa az id6 kb. 1/3-at dleli fel (k6zéps6 parabola alaka fliggvény-
részlet elso fele). Ezen resz alatt a két pont ~11 cm-re kozeliti meg egymast, majd ez el6z6
események idében szimmetrikusan kdvetkeznek.

Egy nyilvanvaldan felmeriilé kérdés még tisztazatlan. Hogyan viselkedik a modell, ha a
szlip értéke nem nulla? Az alabbi tablazatba foglalt két sora 9-9 esetet mutat be, melyek

jellegre olyan gorbéket adnak, mint a y = 0 eset. Ezek a 2.8. abran lathatok dsszefoglalva.

x[%] | —=20% | —-15 | -10 -5 0 +5 +10 | 415 | +20
v 080 | 085 | 090 | 095 | 100 | 1.05 | 1.10 | 115 | 1.20
w 802 | 853 | 903 | 953 | 1003 | 1053 | 1103 | 1154 | 120.4

1
 spandrace |

et Tese 1l

— Longeudnal veloety 0 Emis »

 eoordaes 1|

W

X eoertea il

2.8. dbra: 1 keruleti pont mozgési palyaja. 1. oszlop: szogsebesség allando, és a v

valtozd. 2. oszlop: a v allando, és w valtozo.

Vajon ez a jelenség a valosagban is lezajlik? A gumiabroncs alakjaban elszenvedett defor-
macioja mennyire tér el a sugariranyban deformalodo kerékmodelltl? Ezekre a kérdésekre
keresi a valaszt a kovetkez6 fejezet, mely a deformalddott alak meghatarozasara egy pon-

tosabb kozelitést igyekszik adni.
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3. Dinamikus (rugoés és csillapité tagokbdl felépiilé) kerékmodell

[5] [6] Az elézbekben ismertetett kerékmodell f6 hianyossaga, hogy a normaler6kbol
adodo x-tengely iranyaba kialakuld abroncs-deforméciot elhanyagolja, valamint hogy a
keriileten megoszl6 er6k a koriv szabalyossagat megtorik. Vajon érdemes figyelembe ven-
ni, hogy a gumiabroncs kerillete nem csak a talajjal valo érintkezési fellleten valtozik?
Erre is keres valaszt a részletesebb kerékmodell. Ehhez azonban mar sziikség van valami-
lyen forméban a gumiabroncs belsejében eébred6 erdkre.

A kovetkezokben ismertetett modell megalkotasanal a cél az volt, hogy a felni és gumiab-
roncs valos anyagjellemzdinek ismerete nélkiil, egy a paraméterek megfelelé megvalaszta-

saval/hangolasaval a modellbdl kapott deformaciok megfeleljenck a valdsagosnak.

@ ki & ¢,y
. kly & Cty
O ke: & ¢,

. er:kyy; kr:
i k

3.1. &bra: Terbeli, illetve sikbeli all6 kerék modelljének kezdeti elképzelése

Kezdetben a kerek allé esetben kialakulo deformacidit érdemes vizsgalni, majd ezt koveto-
en a forgasban 1évét. Els6 1épés a sikbeli kerék felbontasa bels6 (sugdr iranyu) és a kerle-
ten elhelyezkedd tagokra. A felni esetében ezek valamilyen anyagjellemzdvel biro, elha-
nyagolhatoan kicsi rugalmas alakvaltozast szenvedé kis elemi ,,rudak”, mig a gumiabroncs
esetén kicsi elemi rugos és csillapitod tagok. A modell legegyszeriibb formaja egy csucsara
allitott négyszog, majd kettesével ndvelve a cstcsok szamat egyre finomabban megkdzeliti
az alakzat a szabalyos kort.

Az 3.1. abran egy 12 szdges kozelités lathatd. Az dsszes elemet csuklok kotik dssze, me-
lyekre a kerékmodell a mechanikdban meghatarozott csuklo fogalmat alkalmazza. A sarga
(sugariranyl = bels6) és piros (oldaliranyu) szinnel jeldlt tagok hossza deformalédas men-
tesen ismert, mig a kék szinii keriileti tagok a sz0gosztds egyre kisebbre vételével egyre
inkabb rovidilnek. A szdgosztas finomitasaval természetesen a felnit alkoto, az abroncsnal

nagysagrendekkel szilardabb elemei is sokszorozodnak, melyeknél szintén a belsé (sugar-
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irdnyu) tagok hossza allandé és a kerilet mentiek hossza fokozatosan csokken. Tulajdon-
képpen az el6z6 fejezetben ismertetett kerékmodellb6l kiindulva prébélja ez a megkdzeli-
tés a valdsagban deformalddott alakot megkdzeliteni, és az el6zdekhez hasonloan a kereket

forgas kozben is vizsgalni.

3.2. bra: Riidelemekbdl felépiild kerékmodell végleges formdja. Bal oldalon a tér-

beli, jobb oldalon a sikbeli kerékmodell. A k a rugds, a c a csillapitd tagok para-

méterei. A felni-elemek vastag vonallal.

A hosszas eredménytelen vizsgalatok — melyek leirasat nem tartalmazza a munka — végko-
vetkeztetése szerint a 3.1. dbran szereplé modell abroncselemei, amelyeket két kék (sugar
irdnyu - bals6) egy sarga (abroncs kertleti) és egy fekete (felni kerileti) elem alkot, insta-
bil. Ez a kis alakzat — melyet a négy elem fog kdzre — egy trapéz, deformalddas soran pe-
dig egy altalanos négyszog alakjat veszi fel. Ezen elemeket a stabilitas érdekében egyen-
ként 3 kisebb elemre, 3 haromszogre osztva megkaphato az elemek végleges elrendezédé-
se, a kerékmodell szerkezete, mely a 3.2. abran lathato.

A keréksokszdg kdzéppontjaba helyezve a nehézségi er6bdl egy kerékre jutd terhelést a
deformaciot idében koveti a modell, amig el nem éri az allandosult allapotot. Csak ezt ko-
vetden lesz képes a kereket forgas kdzben vizsgalni a modell. Amikor 4ll6 helyzetben a
sulyt fokozatosan a kerékre helyezi a modell, kezdetben csak egyetlen egy (térbeli esetben
két darab) ponton érintkezik az abroncs a talajjal. Ahogy fokozatosan csokken az ehhez a
ponthoz tartozd sugariranya és a pont melletti keriileten elhelyezkedd tagok, egy kis id6
mulva a mellette 1év6 belsé (vagy sugar irdnyd) tagok is leérnek a talajra, majd a terhelés-
tol elszenvedett deformacio a egyre tobb pontot ,,kényszerit” a talajara. Ezek természetesen
a z-tengely iranyaban nem hatolhatnak be a talajba. A deformacio befejeztével a kerékmo-

dell képes lesz visszaadni a talajérintkezési feliileten a normalerék megoszlasat.
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3.1. Sikbeli modell szerkezeti kialakitasa

A racsos tartok radelemekbdl, kapcsolddasi pontokbol megtamasztasokbol, kényszerek-
bl és kiilsé er6kbél allo szerkezetek. [7,8,12] A kapcsolddasi pontok idealizalt csuklok,
melyek nem képesek nyomatékot atadni, csupan erdket, amelyekrdl feltételezziik — az egy-

szeriibb targyalasmod .érdekében —, hogy mindig radiranydak, és a rudak szimmetriatenge-

lyén van a hatasvonaluk. Ezaltal csak h(zo-, illetve nyomoerdk ébredhetnek a szerkezeten

3.3. &bra: Példak racsos tartdkra, és olyan mérnoki szerkezetre, amely racsos tar-
toként modellezhetd. [9,10,11]

A szerkezet dnsulyanak figyelmen Kkivul hagyasaval nem keletkezik szamottevo hiba, igy
ez is megtehetd. A Klasszikus mechanikai racsos tartos példakban a tartoelemek alakvalto-
zasai rugalmasak, mivel a ridelemekben ébredd belsé er6k nagysagarol ki van kotve, hogy
az elemek deformacidjanak mértéke a rugalmassagi hataraikon beliil maradnak, ezéltal az

elemekre érvényes a Hooke-torvény:
F=k % (3.1)

ahol k a rugalmassagi tényezd és X iranya egybeesik a tetsz6legesen kivalasztott radelem
szimmetriatengelyével. A kerékmodell szerkezeti elemeinek megismerése el6tt egy fontos
kérdés tisztdzasa elengedhetetlen: vajon a szerkezet statikailag hatarozott, vagy hatarozat-
lan? A két esetben eltéré szemléletmod sziikséges, és e statikai tulajdonsag kijel6li a szer-
kezet elemzéséul szolgald eljarést, eljardsokat. Ha egy szerkezet statikailag hatérozott, ak-
kor a szerkezet kialakitasa, azaz pusztan a geometriai kényszerek egyértelmiien meghaté-
rozzak az adott terhelésekkel és kényszerekkel ellatott tarté elemeiben €bredd belsd erdket.
A ¢, csomépontbdl, 7, radelembdl 4llo szerkezetnél, ahol a kiilsé kényszerek fokszama®

kg, a kovetkezd harom eset lehetséges:

! példaul a talajon egy pontban van megtdmasztva és ezaltal nem tud vertikalisan mozogni, akkor ez egy
kényszert ad, ha oldalra sem tud elmozdulni ennél a megtamasztasnal, akkor mar 2 kényszert jelent.
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2¢cy < kg + 1, | statikailag hatarozatlan | elégséges, de nem szikséges feltétel

2¢c, = kg + 1, | statikailag hatarozott szlikséges de nem elégséges feltétel

2¢s > ks + 1, | statikailag tulhatarozott | elégséges, de nem sziikséges feltétel

Ha a 2. kifejezés —, az egyenl6ség — teljesl, és felirhatd 2c, darab fliggetlen egyenlet, ak-
kor a szerkezet statikailag hatarozott, és alkalmazhat6 a csoméponti modszer, vagy az at-
metsz6 modszer. Statikai tdlhatarozottsdg esetén hasznalhatok a hatarozott szerkezeteknél
is alkalmazhaté mddszerek. Ha a 3 kifejezésbol a felsé egyenlétlenség teljesiil, akkor ez
elégséges, de nem szlikséges feltétele a szerkezet statikailag hatarozatlansaganak. Ez any-
nyit jelent, hogy vannak olyan esetek, amikor a szerkezet statikailag hatarozatlan, de telje-
stl a 2¢4 > kg + 1, kifejezés. Statikai hatarozatlan tartok esetén altalanosan alkalmazott
eljaras az elmozdulas-mddszer (vagy potencialis energia minimuma elv). llyen szerkeze-
teknél mar nem csupan az elrendezés hatarozza meg a kialakuld belsé erdket, igy a megol-
dashoz sziikség van tovabbi kinematikai egyenletek felirasara. Ez az eset all fenn a kerék-

modell szerkezeténél is. [13]

3.4. &bra: Az n sokszdg jelképezi a kereket, és minél finomabb a szdgosztas

(n - o), annal pontosabban kozeliti a modell a val6sagos kerék alakjat.

A 3.4. dbran lathato a harom legegyszer(ibb kialakitas — természetesen az n novelésével a
modell finomithato. A kerékmodellre kis deformaciok estén igaz (amig egy kerileti pont
érinti a talajt):

cs=3n+1 s =7n ks =2 (3.2)
A k, — kényszerek szamanak — éertéke azért 2, mert a megtamasztasnal 2 tengely iranyaba

(x és z) ébredhet er6. A késdbbickben célkitiizés, hogy a talaj surlodasat is figyelembe

vegye a modell, ekkor egy részleges kényszer adodik a rendszerhez, a talajjal érintkezd
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pontok az ott haté normalerdktdl fiiggden vagy tapadnak, vagy csusznak majd, és horizon-
talisan (x tengely iranyaba, és térbeli esetnél y iranyba) is ébrednek erok.

A cq, s 65 kg értékbol egy statikailag hatarozatlan szerkezet sziikséges, de nem elégséges
feltétele adodik.

A modell megalkotasanak kezdetekor a 3.1. abran szerepl6 elrendezés volt a modell szer-
kezetének kialakitasa, és erre ¢, = 2n + 1, r¢ = 4n, kg, = 2 szdmok adodtak, amelyek tel-
jesitik a statikai hatarozottsag sziikséges de nem elégséges feltételét. Ezaltal elkertlhetetlen
volt a szerkezet behatdbb elemzése és a csomoponti mddszer alkalmazasa. A 4n + 2 db
egyenletet felirva és az egyenletrendszert rendezve a levont kdvetkeztés szerint nem all el
kell6 szamu fiiggetlen egyenlet, igy a csomoponti médszerrel nem adhatok meg a kerék-
modell szerkezetében ébredd bels6 er6k. A kerékmodell tehat mindkét esetben statikailag
hatarozatlan. A késGbbiekben csak a 3.2. abran lathato szerkezeti kialakitas elemzeése kertl
bemutatasra.

Az elmozdulas-mddszernél a csomopontok elmozduldsdbol hatarozhatok meg a rddszerke-
zetben ébredé belsé erdk. Egy elemen beliil ébredd belsd eré legyen P, mely rugds és

csillapito taggal rendelkez6 rudelemnél:

PO =k-5+c-6 (3.3)
ahol § a rad megnyulasanak mértéke. Ha nem rendelkezik csillapité taggal az elem, akkor
c = 0. A kiils6 és belsd erék egyensulyban vannak a radszerkezet egészére nézve, és rész-
elemeket kiemelve az elvagasi pontoknal a megfeleld belsé erokkel kiegészitve a részele-

mek is egyensulyban lesznek. Egy tetszélegesen kivalasztott rudelem végein 1évé csomo-

pontokban hato kiils6 erdket az f(©) oszlopvektor tartalmazza. Az £(©) a 3.4. &bra globalis

(ortogonalis) koordinatarendszerében értelmezett komponenseit tartalmazza (részletesen a
3.5. abran), mig P(® az adott elem lokalis koordinatarendszerében van értelmezve, iranya
mindig radiranyd. Ezért sziikség van M oszlopvektorra, amely a lokalis és globalis koordi-
natarendszerek kozotti atvaltast teszi lehetdvé. Igy a kovetkez6 dsszefliggés igaz a kerék-

modell szerkezeti elemeire.

Z]_f(e) = ZM . p® (3.4)

A val6sagban a felni szerkezetét tekintve az anyaga tomor, igy a modellben a felnit al-
koto rudelemek vastagsaga (A4) és az anyagi jellemzojiik (E) fiktiv értéket képviselnek,

azonban ez nem jelent problémat, hiszen a vizsgalt tartomanyon belul a felni elemei csupan
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rugalmas alakvaltozasokat szenvednek, s deformaciojuk mértéke kisebb az mm-es nagy-
sagrendnél. A felni rugalmassagat jel6lje (r: rim, a felni angol megnevezése):

_AE

ke =

(3.5)

ahol az A a rudelem keresztmetszete, E a rugalmassagi modulusa és L a hosszlUsaga. Az
AE szorzat megvalasztasanal egy fontos szempont van, hogy a késobbi vizsgalatoknal al-
kalmazott terhelések mellett a felni alakvaltozasa elhanyagolhato legyen.

A felnit alkoto elemek — sikbeli estben — a hosszusaguk alapjan két kiilonb6z6 csoportba

sorolhatok, melyekbdl a sugariranyt (vagy belsd) elemek (z) hossza véltozatlan marad,

_ AE _ AE 36
Tz LZ - Rr ( . )
mig a kerdileti elemek (x) rovidiilnek a szogosztas siiritésével.
AE AE 1 i i
== = ke, =Dy ke, 37
T Ly R.-yJ2:-(1—cosp) +/2-(1—cose) " ¢ 37)

A ¢ két szomszédos (felnit alkotd) sugarirdnyd rdadelem &ltal bezart sz6g a deformalodas-

mentes allapotban, amely allandonak tekintheté a deformaciok soran is (a felni nem tor-

zul). A ¢ legnagyobb értéke g azaz 90°, mely esetben a kerékmodell két egymasba helye-

zett csucsara allitott négyszog. A kereket reprezental6 sokszog oldalainak szdma (azaz a

szOgosztas) n, amellyel kifejezhet6 a ¢ sz6gQ:
¢ =—lrad] =—1[°] (3.8)
n n

A 3.4. dbran a kis haromsz6g a megtamasztast jelentik, azaz a talajt. A felni és a teljes
kerék sugaranak aranyatol fiiggéen bizonyos n erték felett (a 3.4. dbran n > 6, és ez flgg
a felni valamint a teljes kerék sugaranak aranyatol) a fokozatosan ndvekvé terheléstol be-
kovetkez6 deformalodas jabb kényszereket vihet be a rendszerbe, hiszen az érintkezeési
pont szomszédos kertleti pontjai is elérhetik a talaj vonalat, s mivel abba nem hatolhatnak
bele, megtamasztja 6ket a talaj. Kicsi n értékekre a felni elébb ,,megakasztana” a kereket.
Ez olyan széls6séges esetben fordulhat el6, amikor a jarmii nagy sebesseggel belehajt egy
katytiba, és a gumi annyira 0sszepréselddik, hogy a felni is deformalddast szenved. Ilyen
esetekkel nem foglalkozik a keréekmodell.

A felni elemei egy-egy rugalmas taggal jellemezheték, mig a gumiabroncs elemei mar ket-

t0 darab: egy rugalmas/rugo, valamint egy csillapito taggal jellemezhetok (t: tire, a gumi-
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abroncs angol megfelelje) mind a bels6 (z), mind a keruleten (x) elhelyezkedd tagokra

kulon:
ke & ct, ke, & ct, (ktz1 & Ct,, valamint ktz2 & Ctzz) (3.9)

A felni és a kerék teljes sugardnak aranyaban két kiilonb6z6 hosszsagu abroncs (tire)
elem adddhat. A 3.4. abran lathaté példakban a kerék sugaranak fele a felnié. Ebben — és
csak ebben — az esetben lesz az Gsszes abroncs elem hossza megegyezd. Ettdl eltéve a ke-

réksugarra es (k;, L & ¢, 1) €s az arra nem es6 (ki ) & Ctzz) tagok eltéréek lehetnek. Ez a

kellemetlenség megfeleléen nagy n érték valasztasakor eltlinik, hiszen ekkor a két hossz
csak minimalisan tér majd el (<0,1%).

A tagokat ennél jobban nem érdemes tovabb bontani, csupan abban az esetben, ha a késéb-
bi vizsgalatok soran kideriil, hogy a tényezok fiiggnek az elemek deformalddas soran be-
kovetkez6 hosszvaltozastdl (példaul ha 6sszenyomasra keményedé tulajdonsaggal rendel-
kezik a gumi).

A gumiabroncsot alkotd elemek deformécidja — ahogy a felni elemeinek is — rugalmas,
mely szerint a terhel6 kiilsé er6k megsziinésével a kerék alakja visszanyeri eredeti alakjat.
Ezek szerint egy allo kerék esetén (nincs hajtas) az alakvaltozas iddbeli lezajlasaban van,
azonban a végleges deformalddott alaknal nincs szerepe a c¢ csillapitd tagoknak. For-
go/forgatott kerék esetén ez mar nem mondhatd el, hiszen a kerékmodell gumiabroncs
pontjainak deformacidi idédben nem allandé nagysaguak, csupan allandosult terhelés (kiilsé

erdk) esetén vehetd periodikusan ismétlddonek.

3.2. Elemekre bontas, elemek vizsgalata

Egy tetszOleges alakt racsos tarté barmely elemére —, igy a kerekmodell elemeire is —
igaz, hogy két csomodpont fogja kdzre, melyeket a 3.5. abran az i és a j jeli pontok jelol-
nek. Mivel két tetsz6legesen kivalasztott csomopont kdzott vagy szerepel pontosan 1 darab
elem, vagy nincs koztlik dsszekottetes, ezaltal a csomdpontok segitségével egyértelmiien
azonosithatd a szerkezet 6sszes eleme. [12,14,15]

A csomépontok elmozdulasat jeldlje u, az alsé indexe tartalmazza, hogy melyik csomé-
pontra vonatkozik, valamint, hogy az elmozdulas melyik tengely iranyéba esik. Az ij cso-
mopontok altal kdzrefogott elem hosszvaltozasa legyen &, mely a csomdpontok megnyula-

saival felirva:

6ij=—6;+6 = —(uix cos 6 + u;_ sin 6) + (ujx cos 6 +u; sin 6) (3.10)
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A 6 sz0g a vizsgalt radelem és az x tengely altal bezart szoget jel6li. (Térbeli modell ese-
tén harom szogértekkel jellemezheté minden egyes elem: ebbdl az xz sikra vett vetiilet és
az x tengely altal bezart sz6g a 6,, az yx sikra vett vetuletnél 8,, valamint zy siknal a 6,
sz0g). A tovabbiak a fels6 indexben szerepld (e) jelentése, hogy a kivélasztott elemre vo-

natkozik a kifejezés, a példaban az ij csomépontok altal meghatarozott elemre.

3.5. abra: Altalanos esetben két csomoépont altal kézrefogott elem elmozdulasai [14]

Az rud megnyulasara kapott 6sszefliggés matrixos alakja a
s=sin® c=cost u®=[ W, W, W]T ()Y =[—c —s ¢ 5] (311
roviditésekkel:

8;; = (M<e))T - u© (3.12)

Az M a korabban emlitett oszlopvektor, amely a kivalasztott rddelem lokalis koordinata-
rendszerébdl valt at globalis koordinatarendszerbe (ez a 3.5. dbran az xz tengelyek altal
meghatérozott koordinatarendszer).

Abban az esetben, ha a vizsgalt elem rendelkezik c 2 csillapitasi tényezével, akkor nem
csupan az elemet hatarol6 csomépontok elmozduléas-fuggvényei jatszanak szerepet a de-
forméaciok/hosszvaltozasok iddbeli lezajlasaban, hanem azok derivalt-fuggveényei is, azaz a

csomopontok (elmozdulési) sebességfliggvényei:

61j = (W, cos 6 + 1, sin6) — (1, cos 6 +1u;, sin) +

. . . . (3.13)
+(—ujx sin6 -6 +u; coso - 9) - (—uix sin@ -6 +u; cosO- 9)
Ezt is matrixos formaban érdemes felirni:
5, = (M©) - @® 4 6@ . (N©@)" . y@ (3.14)

T
ahol (Me)) =[s —c —s c]igen hasonlé az M-hez.

2 It nem cos 6-t jelent, valamint a métrixon kiviili szorzasnél a ¢ mindig csillapitsi tényezét jeldl.
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A csupan k rugalmas tagot tartalmazo elemekre haté er6 fiiggvényében a megnyulasuk:
Po=k-§ (3.15)

Az f oszlopvektor altal tartalmazott kiils6 erék egyensulyt tartanak (3.6. bra) az elemen
beliil ébred6 belsé erékkel, s mivel a rad onsulya zérusnak vehet6 (elhanyagolhatd), a bel-
sO er6k nagysaga az elem két végénél megegyez0 nagysagu (és rudiranyt). Ezek alapjan a

(3.16) egyensulyi egyenlet irhato fel:

£(6) — M(e) P,=k .g(e) 'E(e) (3.16)
amely kifejezésben
A e
f© = |f]lx| g(e) =M@ (M®@)" = _z‘g S_SC —ig S—CS (3.17)
lszJ —cs —s?  ¢s s?

A K® = k- M® tagot az adott elem merevségi matrixanak is szokas nevezni, mely 6sz-

szevonas alkalmazasa az
z(e) — g(e) . E(e) (318)

alakra vezet, amely hasonlit a Hooke-térvény skaléris alakjara.

z

3.6. &bra: A vizsgdlt elem két végpontjdan hato kiilsd és belsé erdk [14]
Az f oszlopvektor a kiils6 erdket, azaz a terheléseket reprezentalja, kiilon sorban az x és a
z komponenseket (térbeli modellnél az y komponenssel boviil).

A rugalmas ¢és csillapitd tagot is tartalmazé elemekre hato erd fliggvénye lesz a meg-

nyulasnak es a megnyulas sebességének:
PO =k-6+c-é (3.19)
fgy a tisztan rugalmas elemekkel szemben (az el6z3 Osszevonasok alkalmazisaval) nem

csupan a megnyulas szerepel a (3.20) egyenletben:
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@ =M@ .pE = g© .4 4 c.6@ . NO . y©@ 4. Y© . 4y© (3.20)

ahol

N©® = y@©@ . (N@) = | —cs =57 s (3.22)

3.2.1. A 6 szbg kikliszbbdlése

Az M és N matrixok szamitasi miiveletei jelentdsen egyszeriisddnek a szinusz és koszi-

nusz fiiggvények melldzésével, ha a (¢ adott ij csomdpontok altal kozrefogott elemre
vonatkozé szdg (az elézéekben csak 6-val jelélve) a csomopontok helyzetével van felirva.

A csomépontok koordinatai legyenek:
pi = (x,2;) p; = (x,2) (3.22)
igya 6 (= 6©@ =9,)) szog:

-1 Zj —Zj

6 =tan (3.23)

xj—xi

Az alabbi két azonossag alkalmazasaval

d cos(tan™1¢) =

1
e s (3.24)

atirhatok a matrixok elemi:

sin(tan™1¢§) =

1 ¢ -1 —f] [f -1 £ 1]
o_| § & =& =& 1 o _ & =& =& ¢§| 1
M= =1 = 1 §J1+§2 Q()‘ =& 1 ¢ —1J1+§2 (3.25)
-& =& ¢ ¢ - & & ¢
ahol
_Zj_Zi
f—m (3.26)

Mivel a 8 szdg szamitdsandl a tangens szogfliggveny inverze szerepel, ezt kivaltva a fenti
hanyados az x; = x; esetben végtelent ad. Ekkor a ket vizsgalt i és j csomopont egymas
~felett” van, x koordinataikban megegyeznek. Ez azonban nem ad értelmezhetetlen eleme-

ket a matrixok esetén, hiszen az alabbi harom elem (+ és — értékei) fordulhat el6:
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1 _0 3 &?
1+§2 1+§2§—>oo 1+€25_)00

=1 (3.27)

&—oo0

Az értékek behelyettesitésével az olyan specialis esetekben, amikor a két csomépont altal

kozrefogott elem merdleges az x tengelyre, a két matrix az aldbbiak szerint valtozik.

0 0 0 0 00 00
(e) -0 1 0 -1 @—_|1 0 -1 0

M=o 0 0 o v 00 00 (3.28)
0 -1 0 1 “10 10

A matrixok szamolasanal tehat figyelembe kell venni az osztas el6tt a & nevezdjét, hogy ne
lehessen nulla. Ha mégis, az osztast nem elvégezve a matrixok elemei a fenti ,,specialis”
értékeket fogjak tartalmazni.

Mar csupén a @ szégvaltozas szamitasahoz kell a 8 szog értékét felhasznélni, azonban ez is

kifejezheté masképpen:

é(e) _ d(tan—l f) _ 1 (Z] - Zl)(x] - xl-) - (x] — xl)(zj — Zi)

dt 1+¢2 - (5 —x) +(z-2)

(3.29)

Megfigyelve az elézoeket és a 3.5. abrat, felismerhetd, hogy egy tetszdleges kivalasztott i
csomopont x koordinatajanak megvaltozasa (x;) egyenld u; -el, z koordinatajanak megval-
tozasa (z;) pedig egyenld u; _-el.

T Y T B L .Y .1

(% - xi)z +(z - Zi)z

Igy a @ értéke egy sor és egy oszlopvektor szorzata, ami skalért ad:

6© = q- 4 (3.31)

E felirassal nem sziikséges a 6 sz6g Kiszamitasa és elkeriilhet6 a trigonometrikus fuggvé-

nyek alkalmazasa.

g]w(e) =cC- M(e) gIV(e) =cC- M(e) (332)
Osszevonasokkal:
fO =K@ u® +c,© - (ﬂ : 2(@) u® 4 ¢y @ - y© (3.33)

a kerekmodell egy elemének differencial-egyenletrendszerében mar csak a megnyulasok és
azok derivaltjai szerepelnek. Mivel igy mér rendelkezésre allnak a rendszer részegységeit
leird Osszefuiggések, igy ezek dsszevonasaval megalkothato a teljes kerékmodell rendszere.
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3.3. Elemek 6sszevonasa

A kerékmodell szerkezetileg az alabbi elemekbdl épiil fel:
e A gumiabroncs kiilsejét 2n db kertleti abroncs elem valositja meg, melyek mind-
egyike rendelkezik egy rugos (k. ) és egy csillapito (c, ) taggal.
e A gumiabroncs belsejét és oldalso felszinét reprezentalja a 3n db belsé elem, melyek
mindegyike rendelkezik rugés és csillapitd taggal.
e A felni kerileti ivét n db k,, merevségii elem hivatott modellezi.
e A felni belsejét és az oldalso felszinének leirasaert n db sugariranyu (belsé) k,, me-
revségii elem felelds.
Ez dsszesen 7n db elemet jelent. A szerkezet csomopontjainak szdma:
3n+1 (3.34)
A sikbeli modell esetén minden csomopontnak x és z iranyba is lehet elmozdulasa, igy a

teljes szerkezet 3 oszlopvektorral (f, u és 1) és 3 darab négyzetes matrixszal (K, C)," és
Cy), valamint a kényszerek hozza vételével irhat6 le. A matrixok mérete:
(6n+2) x (6n+2) (3.35)

Ez azt jelenti, hogy n = 4 esetén 26 sorral és oszloppal rendelkeznek a matrixok, valamint
az oszlopvektorok 26 elem hosszuak, és a (3.36) differencial-egyenletrendszer adja majd a

kerékmodell megoldéasat:

f=

1=

ut+Cy rutCy-u (3.36)

A csomoépontok jeldlesénél célszerii egy altalanosan alkalmazhato (n nagysagatél fugget-
len) szamozasi rendszert bevezetni. A kezdeti elem legyen a deforméalodatlan alak esetén a
legalacsonyabban 1év6 (azaz a talajjal érintkez6 egyetlen) pont, és a Szamozas torténjen a
pozitiv irdnyba (6ra mutato jarasaval ellentétesen), valamint spiralisan sziikiiljon a kerék

kdzéeppontja felé.

csomdpontok szamozas
Abroncs kerileti pontjai 1,..,2n
Felni kerileti pontjai 2n+1,..,3n
Kerékkdzeppont 3n+1

Az abroncs keruleti csomoépontjaihoz valtakozva 3 és 4 darab elem, a felni kerlleti pontja-
ihoz pedig mindig 6 darab elem, illetve a kerék kbzéppontjahoz n darabszamu elem csatla-
kozik. Ezek alapjan:
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(4n+3n)+6n+n=14n (3.37)

elem-egyensulyi egyenlet irhatd fel. Termeszetesen ezek nem mindegyike fliggetlen, hi-
szen minden elem két csomdpontnal szerepel, és a cél a fliggetlen csomoponti egyenletek
felirasa. A kozos rudelemek esetén a megfelel6 egyenleteket dsszeadva 6n + 2 egyenletté

egyszeriisodik a modellt leird differencial-egyenletrendszer.

O 2ndb
QO 3ndb
@ nindb

3.7. bra: Négyszog alaku kerékmodell szamozasa, jeldlései.

elemek szdmozas hozz4juk tartozé csomdpontok
Gumiabroncs kertleti elemei 1,...,2n Az abroncskerleti pontok kozotti elemek
Gumiabroncs  sugériranyu Az abroncs kertleti pontok és a veliik sugérirdnyba
. : 2n+1,..,5n eyt s
(vagy bels6) elemei elhelyezkedo felni keriileti pontok kozotti elemek
Felni kerlleti elemei 5n+1,..,6n | A felni keriileti pontjai kozott elhelyezkedo elemek
Felni sugar iranyl (bels6) A felni kerlleti pontjai és a kerék kdzéppontja altal
) 6n+1,...7n | .
elemei kozrefogott elemek

Az oszlopvektorok sorai hasonl6ak egymashoz, ugyanazon csomépont, ugyanazon tengely
iranyaba es6 komponensei tartalmazzdk, igy a csomopontba hato kiilsé erdk alapjan az u

és u elemeinek elhelyezkedése is egyértelmii:

f=h, h, fo, fo -~ fen+z, fon+2,]” (3.38)

A matrixok pedig négyzetes elrendezésiiek, 6n + 2 sorral és ugyanennyi oszloppal. Ha a
csomopontoknal a 3.7. abran lathatd szamozas van alkalmazva, valamint pontok elmozdu-
lasainak x és z komponensei felvaltva kovetik egymast, a kapott matrixok deformalddas
elétti allapotra és a kerék z tengelyére szimmetrikus alakvaltozasok esetén szimmetrikusak.
A matrixok felhasznalasa el6tt azonban figyelembe kell venni a szerkezet kényszereit, me-

lyek nélkil a modell nem adna megoldast.
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3.3.1. Kényszerek hozzaadasa a szerkezethez

A kényszerek hozzaadasaval bizonyos csomopontok elmozduldsainak korlatozottsagai
vehetdk figyelembe. Ilyen példaul kiindul6 esetben a talajt érinté egyetlen pont x €s z ira-
nyu elmozdulasa. Tovabba sziikség van egy harmadik kényszerre is, mely azért sziikséges,
hogy a rendszermatrix invertalhato legyen. A rendszermatrix ugyanis az elobb emlitett
egyetlen pontra alkalmazott két kényszerrel nem lesz invertalhatd, ugyanis a matrix ekkor
még tartalmazza azokat az eseteket is, amikor a szerkezet ,,elddl”, elfordul a talajjal valo
rogzitési pontja korll. Ez instabilitast jelent, igy ezen eset kizarasa nélkil a matrix egyen-
letei nem lesznek fliggetlenek, és az igy 1étrejové mozgas leirdsara tovabbi egyenletekre
lenne sziikség. A harmadik kényszer megvalasztasara legalkalmasabb a kerék kdzéeppont-
janak x iranyl elmozduldsénak korlatozasa, mellyel 6sszesen 3 kényszert tartalmaz a szer-
kezet, és a rendszermatrix mindig invertalhato lesz, egyértelmii megoldast ad a csomo-
pontok elmozdulasaira.

Megjegyzésképp, az elsé elrendezési forma, a 3.1. dbra alapjan a 3 kényszerrel sem lenne
stabil, hiszen a negyszdgek instabilitasa miatt az n szdmanak novelésével Ujabb és Ujabb
kényszerek hozzéaadasara lenne sziikség.

A deforméciok sordn folyamatosan figyelnie kell a kerékmodellnek, hogy van-e Gjabb
csomopont, amely elérte a talaj szintét, mert ekkor ezekre dinamikusan Ujabb korlatozaso-
kat kell felvennie. Igy a kényszerek szama a deformacio lezajlasa soran béviilhet, terhelés
csokkentese esetén pedig csokkenhet a kényszerek szam, egyes pontok elemelkedhetnek a
talajtol. A keényszerekkel kiesett egyenletekbe a kiszamolt elmozdulés-értékeket visszahe-

lyettesitve megkaphatok az adott irdnyba ébredd kiilsé erdk (példaul: tamaszerdk).

3.4. Modell diszkretizalasa

A szamitogep altal hasznalt megoldo algoritmus mindenkeépp valamilyen numerikus ko-
zelitést hasznal, azonban a modszer Osszetettsége jelentOsen lelassitand a szamitas folya-
matat, ezért a legegyszeriibb numerikus differencialszamitas kerdl alkalmazéasra. A folyto-
nos modell diszkrétté alakitasa:

At = lim u(®) —u(t - A1)

_ 1
Prak AL ~ u[k] = — (ulk] — ulk - 1]) (3.39)

" h

Ahol h a mintavételezési id6 nagysaga, és a k mintavételi pontokban lesz kiértékelve az

egyenletrendszer megoldéasa.
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Egy elem differencia-egyenletrendszere: (3.40)

. -1
u©[k] = (g@ — % : gM(") 9@k —1] + % : gN<e)) : ([(e) +%.gN(e) U@k — 1])

ahol habér kis hibat vétve a 6@[k] helyett 6@ [k —1] = q@[k]- (u@[k — 1] -
u®[k —2]) helyettesitést fogja alkalmazni a modell, hiszen az eldbbiben szerepld
(w®@[k] —u®[k — 1]) taggal nem rendezhetd 4t a (3.40) egyenletrendszer, hiszen az
u®[k] ekkor nem emelhetd ki.

A teljes rendszer differencia-egyenletrendszere:

ulk] = (Kl — 11+ G/l — 11+ G’k — 11) (fI] + filk — 1]) (3.41)

Amig a szerkezet deformalddik, azaz vannak mozgasok és igy elmozdulasok, minden min-
tavételezési idépillanatban valtoznak az egyes elemek helyzetei, és igy a lokalis koordina-

tarendszerik is. Ezért van szlikség minden u[k]-ndl a K és C matrixok Gjraszamitasara.

Tomoren fogalmazva a merevségi és csillapitasi matrixok idében valtoznak, a rendszer
(parametereiben) idGvarians. A diszkrétté alakitas nagy elénye, hogy csupan az el6z6 két
iteraciobdl kapott elmozduldsok értékei kerlilnek felhasznalasra a szdmolasoknal, és a h
csOkkentésével a modell szintén finomithatd. Az elmozdulasok kezdeti érteke 0 nullvektor.
All6 (nem forgd) keréknél és deformalddatlan alak esetén a kiilsé erék oszlopvektoranak
elemei mindegyike zérus, deformalddas soran a kdzéppontban hat egy tisztan csak z kom-
ponenssel rendelkezd a kerékre esé nehézségi erd, a G, illetve ekkor a talajjal érintkezd
pontok esetén a kialakuld z iranyu erék ismeretlenek. Kezdetben csupéan az (1)-es csomo-
pont érinti a talajt. A kovetkez6 tablazatban olvashatok a 1épések, amelyeken a kerékmo-

dell végigmegy miden egyes iteracid soran.

3.4.1. Iteracios lépések

1. Iépés: Az el6z6 iteraciobol kapott értékek (vagy kezdeti értékek) felhasznalasaval az Osszes
elemre egyenként az alpontok végigszamitasa. Természetesen a matrixok és oszlopvektorok is

idGvariansak, azonban az atlathatosag érdekében nincs Kiirva a [k] érték.

l.a. lépeés: € érték szamitasa (3n + 4n + n = 8n darab kiilonboz6 érték)

s‘(e)=zj[k_1]_z"[k_1] (e)_[ 1 f(e)] © _[§@ —1]
¢

xi[k — 1] — x;[k — 1] 2 @ g@? 2N g@? g
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1.b. 1épés: M(®) és N(®) matrixok szamitésa (2 - 8n darab matrix)
e _z e _z
@[z 2|1 yo-|Z |1
M = - - _— = - - _—
— 2 — 2
= _EIE/Ie) EIE/Ie) 1+4+¢ = __1E/e) ilsle) 1+4+¢
1.c. Iépés: Az aldbbi értékek szamitasa
@ =@ .pye lro@_1 .(o.pn(
K= =k2-M v =t
1 1 1
E.gM(e‘):E.C(e).g(e) ﬁc(e)zﬁ.g]\](e).g(e‘)[k_l]
T G R T P
1.d. lépés: 6 kiszamitasa

=zilk—1] —zlk—-1 a, —49, —q9; 4
q1 = zj[ I =zl ] q(e)[k—1]=[ 1 22 21 2]
qz = xj[k — 1] — x;[k — 1] - q,"+4q,

09k —1] = q@k — 1] - (u@[k — 1] — u@[k — 2])

2.a lépés: Az 1.c. és 1.d. Iépéseknél kapott eredményekbdl a teljes szerkezet 3 matrixanak kiala-
kitasa, ahol figyelembe kell venni hogy az egyes elemek mely csomépontokhoz tartoznak, itt
jon szamitéasba a szerkezet elemeinek kapcsolddasa (sarkalatos pont).

1 ’ 1 A I
g(e)ﬁg E'gM(e):}'gM E.glv(e).g(e)[k_l]:;,glv

2.b 1épés: A kényszerek figyelembe vétele. Azon pontok, amelyek a talajt érintik, nem mozdul-
hatnak el vertikalisan, igy ezen elmozdulés-értékekhez tartozé sorok és oszlopok kivétele a
matrixokbol és oszlopvektorokbol (f és f.).

3. 1épés: A harom matrix Osszegének invertalasa, majd ennek szorzasa jobbrol az er6k modosi-
tott oszlopvektoraval

-1
u=(K+0r+0v) (£+£)

4.a. 1épés: Az elmozdulasokbol az elemekben ébredd belsd er6k szamolasa.

4.b. 1épés: Az elmozdulasok felhasznalasaval a kényszerrel ellatott csomopontokhoz tartozo kiilsé
er6k meghatarozasa, azaz hogy milyen kiils6 er6k ébrednek a kényszer iranyaba.

4.c. 1épés: A csomopontok koordinatainak értékeihez az elmozdulasokat hozzaadva megkaphat6 a

kovetkezd iteracidban hasznalt koordinataértékek (illetve a kerékmodell rajzolasahoz).
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3.5. All6 kerék deformacioi az 6sszetett kerékmodelben

A rugbs és csillapitos tagokbol felépiild kerékmodell 4ll6 helyzetben végbemend de-
formacioit egy konkrét eseten célszerii bemutatni, igy a 3.8. abran lathatd 180/60R14-es
kerék geometriai méreteivel rendelkez6 kerék segitségével fog torténni a modell ismerteté-
se. A gumiabroncs tipusa szerint a felni atmérdje ~ 35,56 cm, mig a teljes keréké ~ 57,17
cm. Az alkalmazott felosztas stirtisége n = 100. A modellnél hasznaltgeometriai értékek:

Ry = Ryjpe = 0.572m

(3.42)
Ry = 0.356m

A vizsgélatnal alkalmazott kerékelem paramétereit stiriségekkel célszerii megadni, azaz a
bels6 elemek esetén egységnyi szogosztasra és hosszusagra vetitve. Az alabbi tablazatban
az elemre atszamolt értékek lathatok, amelyek az aktualis peldanal keriiltek felhasznalasra.
A siriiségek megadassal az egyes elemek rugalmas és csillapitasi tagjai az n szégosztas
fuggvényei lesznek, azonban a tapasztalatok alapjan kdzel azonosan viselkedik a paraméte-

reiben stirliséggel megadott ¢és kiilonb6z6 n értékekkel lefuttatott kerékmodell.

Felni rugalmas tagok Abroncs rugos tagok Abroncs csillapitd tagok
ky, =2.18-107 ke, = 1.62-10* ¢, = 1.62-10°
ky, =3.47-10° ke, = 2.08-10° ¢, = 2.08-10*

500

s 8

Z koordinata [mm]
3

100}

3.8. dbra: Rugos-csillapito tagokbdl allo kerékmodell alakvaltozasa (pirossal).

(150 iteracid ~ 0,6 masodperc utan eredménye)
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A mérésnél hasznalt mintavételezési idé nagysaga sarkalatos pontja a modellnek, az eddigi
tapasztalatok alapjan értékét célszerii folyamatosan valtoztatni, hiszen kezdetben az el-
mozdulasok igen gyorsak, 10™ mésodperces tartomanyban is szamottevéek, ugyanis a ta-
lajhoz kozel helyezkednek el a csomdpontok. A keréktengelyre helyezett terhelés pedig
400 kg. A vizsgalt id6tartomany 0,6 masodperc, amely sordn a modell 150 darab iteraciot
vegzett. Az alakvaltozéast megfigyelve észrevehetd, hogy a talajhoz kozeli kertleti pontok
igen enyhén tavolodnak a kerék z tengellyel parhuzamos szimmetriatengelyétol, és ebben
az eltavolodott helyzetben érnek foldet. A kerék formaja egyre inkabb elliptikussa valik, az
oldals6 pontjai a szimmetriatengelytdl szintén tavolodnak, mialatt a felni megkozelitéen

megtartja alakjat.

0:'1:“' —— 1 50
b= 4 P 0'._’ .’
E I = ] 1
[ 51 € =
P 101! E -504 2
N al| = 3
g ° =100 o
S 10| & | ; — 5
= | w {1 7 101
P o \ /
2 -125 2 -150) \ / 301
w 14 “, (?,; -/
| -200¢
-16|
18 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 o7 2% 01 02 03 0.4 0.5
1d6 [s] Id& [s]

3.9. dbra: Balra az elmozdulas-, mig jobbra a sebesseg-idd —fliggvények lathatdk.
A keriilet mentén a fiiggdleges tengelytdl az elsé 5, valamint a legmagasabban el-

helyezked6 101, és a kerékkozéppont a 301-essel (3N+1) lathato.

A 3.8. abran bemutatott eredmenyek tobb hénap folyamatos programozas eredményei,
és az alkalmazott algoritmus forraskddja folyamatos fejlesztés és finomitas alatt van, igy a
mostani forméja korant sem vegleges. A 3.9. abrarol lathatd, hogy a fenti paraméterekkel a
rendszer tulcsillapitott masodrendti rendszerként viselkedik. Az 1-5 szdmozasu Kkerileti
pontok addig végeznek mozgast, amig a talajt el nem érik, utana enyhén fel, majd lefelé
mozognak (rug6zas). A jobboldali sebesség abran e jelenség jobban kivehetd az elsé ~ 25
ms-ban. A 101-es pont és a 301-es pontok elmozdulasai azonosak, ezért az el6bbi nem
kiilonithetd el e méretbeli dbrazolasnal.

A 3.10. abrakon lathato, hogy a talajérintési szakasz ~20 cm nagysagu az allandésult al-
lapotban. A normalerdk eloszlasa idében névekvé amplitudoju, és ahogy egyre tobb pont
éri el a talajt egyre inkabb szétteriil, majd egy maximumot elérve az ampitudo elkezd

csokkenni, ¢s ellaposodik. A tangencidlis (feliiletre parhuzamos) iranyu erék ezzel szem-
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ben végig novekednek, és alakjuk hasonlé marad, csupdn az amplitadojuk, és maximum
helyeik valtoznak ( a fuggdleges tengelyt6l tavolodnak).

450 A T ; ; T T T T

—0.0049252
.010124
.014483
.019891
.026007
.032251
.040604
0.0514
0.066921
0.093427
0.20842
0.46704
0.52704

i i l i i i | £ £ [ o 0.57704
0 400 0 0 50 100 150

X coordinate [mm]

[ I e I o T s s

Tangencialis erdk [N]

A
o -

3.10. &bra: Feliil a normal iranyi erdk, mig alul a tangencidlis iranyu erdk idében
valo eloszlasa lathato. A feliratban a gérbék idébeli értékei lathatok masodperc-

ben.
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3.6. Forgomozgast végzo6 kerék a rugos-csillapités modellben

Ahogy az el6z6 fejezetekben bemutatasra keriilt az allé helyzetben deformalodo kerék-
modell, és az alkotéelemek elrendezése valamint funkci6ja fokozatosan megismerhetévé

valik, ugy tovabb lépve a forgasban lévé kerék vizsgalata keriil a figyelem kozéppontjaba.

A kerékmodell elemei két f6 csoportba sorolhatok a merevségiik szerint:
e Deformalodasra csak szélséségesen nagy er6k hatasara képes elemek, ide tartoz-
nak a felnit alkoto ,,ridelemek”.
e A gumiabroncsot alkoto sugar es keruleti (valamint térbeli modell esetén oldalira-

nyl) elemek, melyek alakvaltozasa meghatarozé a modell szempontjabol.

Mindkét csoport elemeit csukldk kotik dssze, amelyek elméletben nem képesek nyomaték
atadasara. Ez akadalyt jelenthet, hiszen a hajtott kerekek keréktengelyén forgatdnyomaték
adodik at, amely a valdsagban hajtja a kereket, és kényszeriti mozgasra/mozgasallapot val-
tozésra a kereket és ezaltal a jarmiivet. Mivel a felni elemei normal koriilmények kdzott
deformalddésra nem képesek, igy a keréktengely nyomatéka atszarmaztathaté a felni ker-
leti pontjaira tett erdparokkal, F,,. Ezért is fontos a kerékmodellen belul a paros csucs-
szamu sokszogre valod felbontasa a keréknek.

A motor altal leadott nyomaték értéke természetesen nem csupan pozitiv iranyu lehet, ilyen

esetek példaul a tolatas, motorfék — gazadas és kuplungpedal benyomasa nélkdili gurulas.

Moot
2Ryimn

(3.43)

Fnot =

Ilyen negativ iranyt nyomatékot ad még az eléremenetben valo fékezés (illetve ha a jar-
miben taldlhato valamilyen energia-visszanyerd rendszer, amely a fékezésnél héveé alakuld
teljesitményt igyekszik hasznositani egy generator meghajtasaval).

Fb " Rb
ZRn'mTl

Fyreax = (3.44)

ahol F, a fékpofak altal egylittesen kifejtett erd, R;, a fékpofak tdvolsdga a kerék tengelye-
t6l. Az F,, szamitasa annak fliggvényében valtozhat, hogy a jarmii fékrendszerének milyen
felépitése (tarcsafék, dobfék) valamint milyen Uzemi paraméterekkel rendelkezik (kopott-
sag, hdmérséklet), azonban a modell abbdl indul ki, hogy az F;, értéke a fékpedal helyzete-

nek fliggvényében ismert.
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A Kkét atszarmaztatott F,,,; €S Fpreqr €r0 kiilonbségét kell a felni keriiletére helyezni paro-
sdval, a 3.11. &bran feltlintetett elrendezés szerint.

Ezek alapjan kifejezve az atszarmaztatott ,,nyomatéki” erdre a (3.45) egyenlet adodik

Mot — Fp " Rp

Fy, = (3.45)

t Zer-mn

3.11. &bra: A hajtés és fékezésbdl adodo nyomaték dtszarmaztatdsa a felni keriileti

pontjaira.

Mivel a felni a teljes vizsgalati tartomanyon merevnek tekinthet6, igy az Fy, ,,nyomatéki”
erd iranya minden felni keriileti pontban a hozza huzott keréksugarra merdleges, azaz a
felni keriletére érint6 iranya (koveti a felni elfordulasat), és a nyomaték fiiggvényében az

erd nagysaga valtozhat az iddbeli vizsgalatok soran.

A rugds-csillapitds modell fejlesztése e befejezetlen, 3.6. fejezetben leirtak alapjan a ke-
rékmodell bévitésével torténne. A tavlati célok szerint a forgasi mozgésok sorén a csillapi-
t0 tagokban elnyelt energiaval modellezhet6 a kerék alak-deformaciojahoz sziikséges ener-

gia bevitelnél fellépd, a szakirodalomban gordiilési ellenallasnak nevezett fizikai jellemzo.
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4. Konklluziék és tavlati célok

A pusztan sugar iranyu deformacidkat eszk6z616 kerékmodell és a rugos-csillapitos ta-
gokat tartalmazd kerékmodell &ltal adott deforméacids alakok szamottevé mértékben nem
térnek el, igy kis terhelések esetén elhanyagolhat6an kicsi hibat kovet el a kerekmodell, ha
az egyszerlibb modellt hasznalja.

A bonyolultabb modell elénye erésen terhelt, lapos (alacsonyabb nyomast) és lagyabb
(alakvéltozasra hajlamosabb) abroncsok esetén bontakozhat ki, amikor a tapadasi fellilet
szamottevd mértékben eltér az egyszerlibb sugariranyt deformécidkat figyelembe vevo
kerékmodelltol.

A rugos-csillapitoés kerékmodellnél meghatarozott elmozdulasokbol a rudiranya erék
igen egyszerlien visszaszamolhatok, igy ismertekké valnak a gumiabroncsot modellezd
elemekben ébredd belsé erdk, valamint a kényszerek altal kiejtett egyenletekbe szintén
behelyettesitve az elmozdulédsok értékét, a talajon ébredd normalerdk is meghatarozhatok.

Ha az n osztas kellden finom, a normalerék eloszlasabol €s a talaj mindségi jellemzoi-
bél a talajt érint6 adott pontok csUszasara, tapadasara is lehet becslést adni, ezaltal a sugar-
iranyd kerékmodellnél tapasztalt jelenség (2.4. fejezet) igazolast nyerhet.

Ha a kerékfeliiletén ébredd erdk a kerékmodellekbdl ismertekké valnak, akkor ezekbél a
talaj sikjaba es6é horizontalis er6k és a vertikalis er6k ertékei, és igy a jarmiire hat6 ered6
er6k és nyomatékok értékei is kinyerhetok. Ezaltal a Biciklimodellhez hasonld sikbeli egy-
nyomu, vagy négykereki, esetleg térbeli jarmiimodell megalkotasanak els6 alapkdve lehe-

lyezesre kerul.
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