
 

 

XXXI. 
Országos Tudományos 
Diákköri Konferencia 

  

Kerékdinamikát figyelembe vevő 

kiterjesztett járműmodell analízis 

Készítette: Weisz Róbert 

Témavezető: Dr. Fodor Dénes 

Mechatronikai Mérnök MSc 

Alkalmazott Gépészeti Tanszék 

Mérnöki Kar 

Pannon Egyetem 
 



 

TARTALMI ÖSSZEFOGLALÓ 

Manapság a járművek menetstabilitásának megőrzéséért számos elektronikus vezérlő 

egységeken (ECU) futó valós idejű szabályozó algoritmus felel, melyek többsége előzetes 

tesztvezetések mérési eredményeire támaszkodva meghatározott (modell) paramétereket 

használ. Egyik leggyakrabban alkalmazott járműipari modell az un. ”Single Track Modell” 

(egy nyomú járműmodell), mely sikerét egyszerűségének köszönheti, azonban olyan ese-

tekben, amikor a mért eredményekhez paramétereiben nem illeszthető, a modell elhanya-

golások korlátozásokat jelenthetnek. [1] 

Ennek kiküszöbölésére fogalmazódott meg az igény egy bővített, részletesebb modellre. 

Mivel a jármű – a légellenállástól eltekintve – csupán a talajjal van állandó fizikai kapcso-

latban, a kerék dinamikai viselkedésének vizsgálata és a járműmodellbe történő integrálása 

sarkalatos pontja a munkának. A legegyszerűbb – csak radiálisan deformálódó – síkbeli 

kerékmodell vizsgálatától indulva, elemezve azt dinamikailag az alakváltozás jelenségének 

leírási pontossága kétséges. A részletesebb deformációk és pontos erőviszonyok meghatá-

rozásához érdemes a gumiabroncsot rugós és csillapító, valamint a kerék felnijét nagyság-

rendekkel szilárdabb tagokra bontani, mely egy rácsos tartóhoz hasonló szerkezetet ered-

ményez. Álló helyzetben a jármű tömegének az adott kerékre eső terhelését a kerék tenge-

lyére helyezve deformációs folyamatok zajlanak le mindaddig, míg a kerék pontjainak el-

mozdulásai zérussá nem válnak. A kerékmodell az így kialakult erőket és deformációkat 

képes leírni, valamint ezt követően a kerék hajtása során fellépő gördülési ellenállás értékét 

a csillapító tagok által elnyelt energiával próbálja közelíteni. [2] 

Miután a négy keréken lezajló folyamatok leírása teljes, a talaj és gumiabroncs között 

ható erők ismertekké válnak, ezáltal a tér három tengelyének irányába eső komponenseivel 

leírt járműre ható eredő erő és nyomaték szintén meghatározható, s így a jármű mozgásál-

lapotára pontosabb becslést adhat a kiterjesztett járműdinamikai modell. 
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1.  Bevezetés 

A járművek viselkedésének leírására széles körben használt Biciklimodell szerkezetébe 

nyerhet betekintést e fejezetben az olvasó, valamint górcső alá kerülnek gyengepontjai. Az 

itt bemutatott hiányosságok kiküszöbölésére fogalmazódott meg a cél, egy részletesebb 

modell kidolgozására, melynek első lépése a kerék dinamikájának részletesebb megismeré-

se, modellezése. E fejezet esszenciáját képezi az alapképzés során írt diplomamunka-

témám folytatásával kapcsolatos tapasztalatoknak, és megelőzve az új, dinamikus kerék-

modellt, mely a jelen munka törzsanyagát képezi, bevezeti az elkövetkező részeket. 

1.1.  A Biciklimodell felépítése 

A Biciklimodell1

 

 előnye az egyszerűségében rejlik, geometriai azonosságok és a jármű 

milyenségét leíró minimális számú paraméter felhasználásával próbálja meg a jármű moz-

gását leírni. Tehát nincs szükség olyan értékekre, amelyek a jármű egyes részeihez szoro-

san kapcsolódva leírnák azokat, mint például a gumiabroncs méretére, anyagjellemzőire, a 

felfüggesztés milyenségére, karosszériaméretekre, vagy éppen a járműhez nem köthető 

útburkolat minőségére. A modell a járművet úgy egyszerűsíti, hogy az első kettő és hátsó 
 

1.1. ábra: A Biciklimodell felépítése.2

kettő kereket tengelyükön összevonja, feltételve, hogy az azonos tengelyen lévő kerekekre 

megegyező nagyságú és irányú oldalerők hatnak (Ezen eset a gyakorlatban csupán egyenes 

menetben fordulhat elő). A talajjal való érintkezést két koncentrált, a tömegeloszlást pedig 

 [1] 

                                                 
1 Egynyomvonalú járműdinamikai modell, angol rövidítése STM (Single Track Model) 
2 Indexelés: h - hátsó; e - első; s - súrlódási; c - centrifugális; A - Ackermann-szöghöz tartozás 
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két távolság és két fizikai paraméter, tehát összesen 6 paraméter segítségével veszi figye-

lembe a Biciklimodell.[1,2] 

• az első és hátsó kerék kúszási merevsége (Ce és Ch) 

• az első és hátsó tengely távolsága a tömegközépponttól (le és lh) 

• a jármű tehetetlenségi nyomatéka (Jgz) és a jármű tömege (m) 

Az összevonással a Biciklimodell három kitüntetett ponttal rendelkezik: a jármű tömegkö-

zéppontja, illetve az első és hátsó tengelyén elhelyezkedő összevont kerekek középpontjai 

(egy pont az első tengelyen, és egy pont a hátsó tengelyen) (1.1. ábra). 

A Biciklimodellt leíró két mozgásegyenlet: 

𝑚𝑔 ∙ 𝑣 ∙ 𝛽̇ + 1
𝑣
 �𝑚𝑔 ∙ 𝑣2 + 𝐶𝑒 ∙ 𝑙𝑒 − 𝐶ℎ ∙ 𝑙ℎ� 𝜓̇ + (𝐶𝑒 + 𝐶ℎ) 𝛽 − 𝐶𝑒 ∙ 𝛿 = 0 

𝐽𝑔𝑧 ∙ 𝜓̈ + 1
𝑣
  �𝐶𝑒 ∙ 𝑙𝑒

2 + 𝐶ℎ ∙ 𝑙ℎ
2� 𝜓̇ + (𝐶𝑒 ∙ 𝑙𝑒 − 𝐶ℎ ∙ 𝑙ℎ) 𝛽 − 𝐶𝑒 ∙ 𝑙𝑒 ∙ 𝛿 = 0 

(1.1) 

Ezen 

(1.2) 

(1.1) és (1.2) egyenletek tartalmazzák a már említett 6 paramétert, a két állapotválto-

zót és deriváltjaikat: a β úszási szöget és a ψ̇ perdülési szögsebességet; valamint a Bicikli-

modell bemeneteit képviseli a δ kormányszög és a v (hosszirányú) sebesség. 

Az 1.1. ábrán a β-val az úszási szög (side slip angle) van jelölve, amely a jármű valódi, 

éppen aktuális haladási iránya és a hossztengelye által bezárt szöget jelöli. A ψ̇ perdülési 

szögsebesség (yawrate) szintén megtalálható az 1.1. ábrán a tömegközéppont mellett; s a 

jármű tömegközéppont körüli forgási szögsebességét jelenti. Habár a jármű sebességének 

nagyságára a Biciklimodell alkotói kikötésként megfogalmazták annak állandóságát (nincs 

hosszirányú gyorsulás), ez a gyakorlati alkalmazása során nem teljesül. 

1.2.  A Biciklimodellben alkalmazott egyszerűsítések 

A helyzet igen figyelemre méltó, hiszen a modell előnyeiből származnak az alkalmaz-

hatósága során megvilágítást nyert hiányosságai. A modell által használt ilyen egyszerűsí-

tések kerülnek bemutatásra a következő három alfejezetben. 

1.2.1. A hosszirányú sebesség állandósága 

A Biciklimodell a hosszirányú erőket elhanyagolja, értéküket nullának veszi, csupán ol-

dalirányú (laterális) erők jelenlétét feltételezi. Ezáltal a tömegközéppont sebességvektora 

nagyságában nem változhat, csupán irányában. Ilyen helyzet tisztán csak kis időszaka-
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szokra fordulhat elő, szinte mindig van egy hosszirányú – pontosabban az aktuális sebes-

ségvektor irányára párhuzamos – erőkomponense a tömegközéppontba redukált eredő erő-

nek, amely hol csökkenti, hol növeli az S súlypont sebességét. 

A Biciklimodell felépítését mutató 1.1. ábrán látható, hogy a kerekek ve és vh sebesség-

vektorai a kerekek középsíkjaitól αe és αh kúszási szögekkel térnek el. Definíció értékűen 

kimondható, hogy a kerék az oldalerők által okozott abroncs-deformációk hatására nem a 

középsíkján gördül le, hanem attól 𝛼 szöggel eltérve (amely bizonyos tartományban lineá-

ris összefüggésben van az oldalerővel). Így a három sebességvektor támadáspontjára (ide-

értve a tömegközéppontjának sebességvektorát is) merőleges egyenest állítva, ezek mindig 

egy pontban, a kanyar középpontját jelölő M pontban metszik egymást. Ez az állítás a jár-

mű tetszőleges pontjához tartozó sebességvektorra állított egyenesre igaz, hogy e pontban 

metszik egymást. Továbbra is az 1.1. ábrából kiindulva a két kerék oldalerejét összegezve 

az MA pontban a pontvonallal ábrázolt egyenes lesz az eredő erő hatásvonala. Ezen 

egyenes az irodalom által használt Fc centrifugális erő hatásvonalával nem párhuzamos, és 

ezáltal a tömegközéppont sebességvektorára sem merőleges. Amiből következik, hogy az 

oldalerők eredőjének van egy erre a sebességvektorra vett párhuzamos komponense is. Ez 

a komponens pedig már megváltoztatja a sebesség nagyságát, így a sebesség értéke 

nem lehet állandó. Az 1.1. ábrán ezen hosszirányú erő el van hanyagolva és eszerint van 

az Fc iránya feltüntetve. 

A Biciklimodell elrendezéséből kiindulva tehát látható, hogy – speciális eseteket leszámít-

va – a hosszirányú sebesség nagysága változik. Az egyensúlyi állapot, az állandó köríven 

tartás állandó nagyságú sebesség mellett, más jelenségek figyelembe vételével, nyilvánva-

lóan leírható. Azonban e konstans köríven haladás a valóságban csupán pillanatszerűen 

fordul elő, hiszen a vezető valamilyen mértékben mindig korrigál a kormánykerékkel vagy 

gázt ad, vagy vesz vissza, így az M és MA pontok helyzetei a járműhez viszonyítva időben 

változnak. 

1.2.2. Haladó és forgó sebességkomponensek 

Az jellemzett járműmodell három kitűntetett pontjából csupán a tömegközéppont az, 

amelynek sebességvektora csak haladó sebességkomponensből áll. A másik két pontnál 

(első és hátsó összevont kerékközéppont) két komponensből tevődnek össze a sebesség-

vektorok, egy haladó és egy forgó komponensből. A haladó komponens maga a tömegkö-

zéppont sebességvektora, a forgó komponens pedig a tömegközéppont körül ψ̇ perdülési 



5 

szögsebességgel végzett forgásból következik. E vektorok és szögek kinagyítva az 1.2. 

ábrán láthatóak. A Biciklimodell mindkét összevont kerék esetében a ϕe-vel és ϕh-val 

jelölt szögeket egyszerűsítve, derékszögű háromszögeket feltételezve számítja. Ez az egy-

szerűsítés az (1.3) egyenlet „kerekítés” jelénél látható (az 1.2. ábrán csupán az egyszerűsí-

tett értékek szerepelnek). 

  

1.2: ábra: a Biciklimodell első (bal oldal) és hátsó (jobb oldal) kerekén lévő szögek 

viszonyai 

A gondolatmenetet folytatva, az 1.1.ábrán az első keréknél a 𝑣 (haladó mozgás), a ψ̇ ∙ le 

(forgási mozgás) és a 𝑣𝑒 (eredő mozgásirány) vektorok által alkotott háromszög, és a hátsó 

keréknél a 𝑣 (haladó mozgás), a ψ̇ ∙ lh (forgási mozgás) és a vh (eredő mozgásirány) vekto-

rok által alkotott háromszög nem derékszögű. Az alkalmazott egyszerűsítés kis szögek 

esetén elenyészően kicsi hibát okoz (1.3. ábra, négyzetekkel megjelölt görbe). 
 

𝜙𝑒 = 𝑡𝑎𝑛 𝜓̇∙𝑙𝑒
𝑣
≈ 𝜓̇∙𝑙𝑒

𝑣
 𝜙ℎ = 𝑡𝑎𝑛 𝜓̇∙𝑙ℎ

𝑣
≈ 𝜓̇∙𝑙ℎ

𝑣
 

Azonban a szögérték növelésével a hiba a 10%-ot is meghaladhatja, amely vagy kis sebes-

ségeknél és/vagy gyors kormánymozdulatoknál fordulhat elő az 

(1.3) 

(1.3) egyenletből kiindul-

va. A Biciklimodell a már említett módon, geometriai (trigonometriai) összefüggéseket ír 

fel, és ezeket egyszerűsítve alkotja meg mozgásegyenleteit, amelyben a szinusz és koszi-

nusz függvények is egyszerűsítve szerepelnek. 

1.2.3. Szögfüggvények 

Kis szögek esetén számottevő hiba nélkül megtehető a szögfüggvények elhanyagolása, 

azok helyettesítése radiánban vett (𝑠𝑖𝑛 és 𝑡𝑎𝑛 függvényeknél) értékükkel, illetve 𝑐𝑜𝑠 függ-

vénynél 1-el. Az alábbi 1.3. ábrán látható hogyan viszonyul a szögfüggvénnyel számolt, és 

az alkalmazott egyszerűsítéssel kapott értékek. 
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1.3. ábra: Szögfüggvények elhagyásával keletkező „relatív” hibák 

A függvényeket tekintve (1.3. ábra) látható, hogy 10° esetén alig 0,5-1,5% hibát követ el a 

modell, míg a szögtartományt tovább növelve 30°-ig, már 5-16% közé esik a számítási 

hiba. Azonban az utóbbi esetek, ritkán fordulnak elő átlagos vezetési manőverek esetén. A 

Biciklimodell feltételezi, hogy a kúszási szögek és az oldalerők között lineáris kapcsolat 

van (a meredekség pedig a kúszási merevség), amely abroncstól és terheléstől (vertikális 

erőtől) függően 4-6°-ig teljesül csupán. 

1.3.  Mérési hiba és modellhiba 

E a fejezet célja egy meghatározott tesztvezetési manővernél (szlalom) szenzorosan 

mért értékek alapján történő Biciklimodell-identifikáció során felmerülő bizonytalanságok-

ra történő rávilágítás. [3,4] 

A tesztvezetések során a járművekben elhelyezett érzékelők száma jelentősen túllépi a 

normál üzem során használt érzékelők számát. Egy elektronikailag jól felszerelt járműből 

az alábbi érzékelők jeleire van szüksége a Biciklimodellnek: gyorsulás-3, kormánykerék 

elfordulási szög-4, sebesség-5 és perdülési szögsebesség-szenzor6

                                                 
3 Két tengely irányába vett gyorsulásértékek mérése 2 érzékelővel. 

. Lehetőség szerint a Bi-

ciklimodell mindkét állapotváltozójának mért értékére (β úszási szög (side slip angle) és a 

ψ̇ perdülési szögsebesség) szükség van a paraméterek identifikációja során, azonban a 

szenzorokból látható, hogy közvetlenül nincs lehetőség az úszási szög mérésére. Akkor 

hogyan végzik el a mérnökök a modell identifikációját? 

4 Ebből kinyerhető a kerekek állásszöge. 
5 A 4 kerék forgási szögsebessége van mérve, melyekből számítható a jármű haladási sebessége. 
6 Giroszkóp hatáson alapuló. A jármű tömegközéppontja körül vett elfordulási szögsebességét érzékeli. 
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1.4. ábra: Úszási szög számítása az jármű elektronikus egységeinek jeleiből. Felhasz-

nált mért értékek: oldalgyorsulás, sebesség és perdülési szög vagy szögsebesség 

Az első válasz, hogy csupán a perdülési szögsebességre történik az optimalizálás, mely a 

gyakorlatban jelenleg alkalmazott. 

A másik megoldás, az úszási szög értékeinek kiszámítása más, szenzorosan mért fizikai 

mennyiségek függvényeként, ahol két megoldás adakozik, melyek az 1.4. ábrán láthatók. 

Itt egy szembetűnő jelenség figyelhető meg, miszerint az úszási szög értékei eltávolodnak 

a nulla fokot jelölő tengelytől. Ez a hiba csakis a szenzorok pontatlanságának, a járműve-

zetékezés zajterheltségének, valamint a különböző zavarszűréseket követő integrálásnak 

tulajdonítható. Egy eljárás segítségével7

1.5

 a hibaérték eltávolítható az úszási szögről, és így 

az adott tesztvezetés kiértékelésénél az . ábra értékei kerülhetnek felhasználásra. 

 

1.5. ábra: A számítógépes jelkondicionálással kapott úszási szög függvényei 

                                                 
7 Részletes leírását az alapképzésen íródott diplomamunkám tartalmazza 
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Mivel az 1.5. ábra függvénygörbéi jellegre hasonlóak, de amplitúdóját tekintve eltérnek 

egymástól, fontos tisztázni, melyik tekinthető helyesnek. Mivel a szöggyorsulás önmaga is 

egy (a járműn belül) számított mennyiség, valószínű, hogy a perdülési szögsebességből 

származtatott β áll közelebb a valós úszási szög függvényéhez. Az identifikációk során 

mindkét állapotváltozóra együttesen elvégezve az optimalizációt a kapott eredmények el-

térnek a csupán perdülési szögsebességre történt optimalizációk eredményeitől. Mivel az 

úszási szögnél alkalmazott jelkondicionálás jóságáról még nem áll rendelkezésre informá-

ció, így csupán perdülési szögsebesség értékeire támaszkodnak a mérnökök. Ez esetekben 

azonban a Biciklimodellből számolt úszási szög értékei jelentős eltérést mutatnak mindkét 

kondicionálási módszerrel vett függvénytől. Erre valamilyen megoldást keresve első lépés-

ben a Biciklimodell bővítése került szóba. Látva, hogy az eredeti modellben a kerek össze-

vonva vannak, és csupán két paraméterrel vannak figyelembe véve, úgy a kerekek részlete-

sebb modellezése felé fordult a kutatás fő iránya, kezdve a legegyszerűbb, csak radiális 

deformációkat figyelembe vevő kerékmodellel. 
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2.  Sugárirányban deformálódó kerékmodell 

A járművet merev testként kezelve a rá ható erők térbeli összegezése eredményül egy 

eredő erőt és egy eredő nyomatékot ad, amelyek a tér mindhárom irányába rendelkeznek 

komponenssel; és a kitűntetett pont a jármű tömegközéppontja. Az eredő erő meghatározá-

sához feltétlenül ismerni kell a járműre ható külső erők és a motor által leadott az áttéteken 

a keréktengelyekhez eljutó (mint hajtás), illetve a fékek által kifejtett (mint fékezés) forga-

tónyomatékokat, melyek megfelelően átszármaztatva a négy kerék talajjal érintkező felüle-

tén fejtik ki hatásukat. 

Ahogy a repülőgépiparban a szélcsatornás kísérletek jelentősen megkönnyítették az aero-

dinamikai vizsgálatokat, úgy a járműiparban is használatos a gumiabroncsok vizsgálatánál 

egy olyan futószalaghoz hasonló berendezés, mellyel mellőzhető a jármű mozgásához 

szükséges autóút kiépítése. A szalag felületétől bizonyos (állítható) távolságra rögzíthető a 

kerék egy tengelyhez, mely lefelé-felfelé mozgatható (különböző terhelések) és a függőle-

ges tengellyel szöget bezáróan fordítható (kormányzási és kúszási jelenségek). E berende-

zés alkalmas kerekek dinamikai viselkedésének vizsgálatára, ahogy a szélcsatornában egy 

szárnyprofil is vizsgálható, hiszen –, a fizika érvelése szerint, – mindegy hogy a levegőt 

fújja egy berendezés a szárnyra, vagy az álló levegőben halad előre egy repülőgép. Habár 

ezen analógia az említett kerékvizsgálatnál is helytálló, azonban az alábbi vizsgálatok ese-

tében érdemes ettől a szemléletmódtól elrugaszkodni. Ezzel elveszik az álló koordináta-

rendszer, de a talajon csúszás jelensége más megvilágításba helyeződik. Legyen a példa 

egy az alakváltozásokat egyszerűsítve figyelembevevő radiális deformálódásra képes sík-

beli kerékmodell. 

2.1.  A kerékmodell viselkedése 

Az R0 sugarú kerék alakját/alakváltozását leginkább leegyszerűsítő megközelítés a csu-

pán radiális deformálódásra képes síkbeli kerékmodell, melynek sajátossága, hogy a kerék 

mindvégig megőrzi szabályos alakját a talaj felett, a talajon pedig egy szakaszt rendel hoz-

zá a modell. A terhelés függvényében e talajérintési szakasz hossza változik, ahogy ez a 

2.1 ábrán látható. Az Rr sugarú felnit szimbolizálja a sötétebb színnel jelzett körlap, mely 

alakváltozást nem szenvedhet. Legyen a deformálódás szöge a φ, referencia szerint az x 

tengelyhez rögzítve, és legyen értéke mindig pozitív (jelöljön abszolút szöget). Mivel ter-

heletlen kerék esetén a φ deformálódás szöge maximális (90°), a minimális értékét a felni 

határozza meg: 
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𝜑𝑚𝑖𝑛 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑅𝑟
𝑅0

 

ahol a kerék nyugalmi (szabályos körhöz tartozó) sugara R0. 

(2.1) 

 

2.1. ábra: Radiális deformációra képes kerékmodell. Az a) esetben terhelésmentes, 

b) esetben kis terheléssel, c) esetben erőteljes terhelésnél a kerék alakja. 

Jelölje a kerékközéppont talajtól vett távolságát az Rdef deformálódott sugár, mellyel 

felírható az éppen aktuális deformálódási szög: 

𝜑 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑅𝑑𝑒𝑓
𝑅0

 

Állandó terhelés hatására a gumiabroncs középpontja állandó távolságra fog elhelyezkedni 

a talajtól. 

(2.2) 

2.2.  Kerékmodell kerületi pontjainak mozgása 

A keréktengelyt forgató nyomaték forgatóhatása közvetlenül érvényesül a felninél is. 

Mivel a modell úgy írja le a gumiabroncs kerületi pontjainál kialakuló deformációkat, hogy 

csupán sugár irányba mozdulhatnak el, tehát a kerék alakjában nem alakulhat ki szögtorzu-

lás (nem jön létre szögsűrűsödés és szögtágulás) így az abroncs is ω szögsebességgel fog 

forogni. Legyen az 𝛚 nagysága időben állandó (állandósult forgás). 

A geometriai kényszerét megtartva a forgó kerék alakja megegyezik az álló kerékével. Az 

abroncs egy kerületi pontjának helyzetét egyértelműen meghatározza a hozzá tartozó sugár 

θ állásszöge, melynek időfüggvénye: 

𝜃(𝑡) = 𝜔𝑡 + 𝜃0 (2.3) 
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2.2. ábra: Forgásban lévő kerék a modellben 

A nulla időpillanatban a vizsgált ponthoz húzott sugár állásszöge 𝜃0, valamint ω a forgási 

szögsebesség. A kerékmodell kétféle abroncs kerületi pontot különböztet meg: 

 1. talajjal érintkező kerületi pontok: 2. talajjal nem érintkező pontok: 

𝜋 + 𝜑 < 𝜃(𝑡) < 2𝜋 − 𝜑 −𝜑 < 𝜃(𝑡) < 𝜋 + 𝜑 

A 

(2.4) 

(2.4) egyenlet kétféle kerületi pontnál érdemes különválasztva vizsgálni a horizontális 

(x) és a vertikális (z) irányú helyzeteket. Az origó legyen a kezdeti pozícióban lévő kerék 

középpontja alatti talajérintési pont(2.2. ábra). A kerék középpontja egy adott terhelésnél 

állandó Rdef távolságra van a talaj síkjától, így egy kerületi pont z-tengely irányába vett 

pozíciója: 

𝑝𝑧 = �
𝑅0 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑅𝑑𝑒𝑓 1.: −𝜑 < 𝜃(𝑡) < 𝜋 + 𝜑

−𝑅𝑑𝑒𝑓 2. : 𝜋 + 𝜑 < 𝜃(𝑡) < 2𝜋 − 𝜑
� 

A kerék ω szögsebességű egyenletes forgása miatt a kerék középpontja (c: center): 

(2.5) 

𝑝𝑐𝑥(𝑡) = 𝑣 ∙ 𝑡 

pozícióval fog rendelkezni, egyenes vonalú egyenletes mozgást végezve. Ezáltal egy kerü-

leti pont pozíciója az alábbiak szerint írható fel: 

(2.6) 

𝑝𝑥 = �
𝑣 ∙ 𝑡 + 𝑅0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 1.: −𝜑 < 𝜃(𝑡) < 𝜋 + 𝜑
𝑣 ∙ 𝑡 − 𝑅𝑑𝑒𝑓 ∙ 𝑐𝑡𝑔 𝜃 2. : 𝜋 + 𝜑 < 𝜃(𝑡) < 2𝜋 − 𝜑 

� 

2.3.  Forgó és haladó mozgás kapcsolata (Szlip) 

(2.7) 

Mint egyetlen ilyen pont a térben a kerékközéppont végez csupán tisztán haladó moz-

gást v sebességgel (kerék és talaj relatív sebessége), és a tőle különböző pontok forgási és 

haladó mozgást is végeznek, így ezen pontok mozgása a kettő szuperpozíciójából határoz-

ható meg a (2.5) és (2.7) egyenletek szerint. A kétféle sebesség között a χ-vel jelölt szlip, 
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vagy csúszás mennyiség teremt kapcsolatot. A szlip többféleképp definiálható (hajtási, 

fékezési), azonban a modell által használt kifejezés az alábbi alakba írható: 

𝜒 = 𝑅𝑑𝑖𝑛∙𝜔−𝑣
𝑣

 

ahol 𝑅𝑑𝑖𝑛 a kerék dinamikus sugara, amely a 𝐾𝑑𝑒𝑓 deformálódott alakból számolható. 

(2.8) 

𝑅𝑑𝑖𝑛 = 𝐾𝑑𝑒𝑓
2𝜋

=

𝜋
2+𝜑
𝜋 ∙2𝑅0𝜋 + 2∙�𝑅02−𝑅𝑑𝑒𝑓2

2𝜋
 

Az egyszerűsítések után és a φ szögre kapott kifejezést behelyettesítve: 

(2.9) 

𝑅𝑑𝑖𝑛 =
𝜋
2+𝜑+𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜋
𝑅0 

Deformálódástól mentes kerék esetén φ értéke π
2
 lesz, ezt behelyettesítve Rdin = R0, ami 

helyes érték. 

(2.10) 

2.4.  Sugárirányban deformálódó kerékmodell vizsgálati eredményei 

A kerék kerületi pontjai által végzett mozgások megjelenítéséhez a megismert függvé-

nyeken kívül szükség van a kerék geometriai paramétereire. Ezek legyenek az alábbiak: 

2.1. táblázat: A példákban szereplő kerék geometriai paraméterei 

Abroncs sugara Deformálódott sugár Dinamikus sugár Deformálódási szög 

R0 = 0.5858m Rdef = 0.4142m Rdin = 0.5712m φ = 45° 

Egy kerületi pont mozgása háromtengelyű koordinátarendszerben ábrázolható (𝑥, 𝑧 és 𝑡 

tengelyek), de az átláthatóság érdekében célszerű az 𝑥 és z tengelyek külön vizsgálata, 

amely a 2.3. ábrán látható. 

 
2.3. ábra: Kerékabroncs 5 kerületi pontjának pályagörbéje X-Z koordinátasíkon 

A kerék középpontjának haladási sebessége legyen állandó, v = 1m
s  nagysággal (így az x és 

z tengely skálázása azonos lehet), valamint ne legyen csúszás, azaz a szlip értéke χ = 0. 

Ekkor az alábbi táblázatba foglaltak jellemzik a kerékmodellt: 



13 

2.2. táblázat: A példákban szereplő kerék jellemző adatai 

A kerék összmagassága deformálódás után R0 + Rdef = 1m 

Deformálódás előtti átmérő 2R0 = 1.1716m 

A kerék kerülete deformálódás előtt 2πR0
2 = 1.078m 

A kerék kerülete deformálódás után 2πRdin
2 = 1.025m 

A kerék forgási szögsebessége (állandó) ω(χ = 0) = v
Rdin�  1.75 rad

s
= 100,3 °

s
 

A 2.3. ábrán látható az 5 kerékabroncs kerületi pontjának mozgása 5 különböző színű 

függvénnyel. A legfelső kerületi pont (amely a legkésőbb éri el a talajt) mozgási pályáját 

(magenta színű görbe) követve egy érdekes jelenség figyelhető meg, miszerint a talajt 

érintve a talaj elhagyásáig az 𝑥 tengelyen csúsznak a kerületi pontok. (ez minden kerületi 

pontra jellemző) 

 
2.4. ábra: Kerékabroncs kerületi pontjainak mozgása, kinagyítva a 2.3. ábra. 

A 2.4. ábra mutatja ezt az x tengelyen 1.5 méternél megfigyelhető jelenséget kinagyítva. 

Látható, hogy a kerék kerületi pontja visszafelé csúszik a talajt érintve, majd előrefelé, és 

egy kicsit megint vissza (negatív irányba), mielőtt elhagyná a talajt. A talajjal érintkező 

kerületi pont tehát a talaj elhagyásáig nem marad ugyanazon a pontban, annak ellenére, 

hogy a csúszás (szlip) értéke 0. Ebből következik, hogy e modellnél, ha a szlip értéke nul-

la, az nem azt jelenti, hogy a talajon csúszásmentesen tapad a gumiabroncs. 

A 2.5. ábrát megfigyelve látható, hogy a talajt 1.047 másodpercnél érinti és 1.943 másod-

percnél hagyja el a vizsgált kerületi pont. A talajt érintve nyilvánvalóan a vertikális elmoz-

dulása a pontnak nulla, ez látható a szürke függvényről, valamint a fekete függvényen a 

már említett talajon csúszás jelensége figyelhető meg. Az „x koordináták és z koordináták” 

tengelyen a fekete függvény értékei folyamatosan növekednek, azaz x irányban gördül 
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előre a kerék, majd az 1.047 másodpercnél érinti a talajt. Ezt követően enyhén csökkennek 

az 𝑥 irányú koordináta értékek (visszacsúszás) egészen az {1}-es pontig, majd növekednek 

(előre csúszás) egészen a {2}-es pontig, ezt követően a talaj elhagyásáig (1.943 másodper-

cig) ismételten csökkennek az x koordináta értékek (visszafelé csúszás). 

 
2.5. ábra: Kerékabroncs kerületi pontjainak elmozdulása, 𝑥(𝑡) és 𝑧(𝑡) függvények. 

A 2.5. ábrán látható x(t) függvény alakja a (2.11) egyenlet második felének segítségével 

értelmezhető, mely szerint ez egy lineáris és egy kotangens függvény összege. 

�𝑥(𝑡)|𝜋+𝜑 <𝜔𝑡+𝜃0<−𝜑 = 𝑣 ∙ 𝑡 − 𝑅𝑑𝑖𝑛 ∙ 𝑐𝑡𝑔(𝜔𝑡 + 𝜃0) 

A kerék forgatása közben a kerületén lévő két szomszédos pontot vizsgálva az előbbi ta-

lajon csúszás jelensége mellett a gumi összehúzódásáról és megnyúlásairól is kapható kép. 

A gördülő kerék két szomszédos kerületi pontjának egymástól való távolságának időbeli 

függvénye látható a 

(2.11) 

2.6. ábrán. A 2.5. ábráról leolvashatóak ugyanazon időértékek, a talaj 

érintésének és elhagyásának időpontjai (1.047 és 1.943 másodperc). Amíg egy vízszintes 

egyenes a 2.6. ábra függvénye, addig a két kerületi pont távolsága állandó, azaz egyik sem 

érinti a talajt. Két pont távolságán az összekötő egyenesük hossza értendő. 

Amikor a talajt érinti az első („előrébb járó”) kerületi pont, a távolság minimálisan csök-

ken, majd növekszik, egészen addig, amíg a második pont is eléri a talajt, a gumi tágul. 

Majd az összeszűkülés fázisa az idő kb. 1/3-át öleli fel (középső parabola alakú függvény-

részlet első fele). Ezen rész alatt a két pont ~11 cm-re közelíti meg egymást, majd ez előző 

események időben szimmetrikusan következnek. 

Egy nyilvánvalóan felmerülő kérdés még tisztázatlan. Hogyan viselkedik a modell, ha a 

szlip értéke nem nulla? Az alábbi táblázatba foglalt két sora 9-9 esetet mutat be, melyek 

jellegre olyan görbéket adnak, mint a χ = 0 eset. Ezek a 2.7. ábrán láthatók összefoglalva. 
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2.6. ábra: Két szomszédos kerületi pont távolsága.(kezdeti távolság 15,35 cm) 

2.3. táblázat: Szlip, sebesség és forgási szögsebesség értékek a 2.8. ábrához 

χ [%] −20% −15 −10 −5 0 +5 +10 +15 +20 

v 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 

ω 80.2 85.3 90.3 95.3 100.3 105.3 110.3 115.4 120.4 

 

2.7. ábra: kerületi pont mozgási pályája. 1. oszlopban: szögsebesség állandó, és a 

v változó. 2. oszlopban: a v állandó, és 𝜔 változó. 

A talajon csúszás jelensége hasonlóan fennáll, mint az előző nulla szlipnél elvégzett vizs-

gálatnál. Vajon ez a jelenség a valóságban is lezajlik? A gumiabroncs alakjában elszenve-

dett deformációja mennyire tér el a sugárirányban deformálódó kerékmodelltől? Ezekre a 

kérdésekre keresi a választ a következő fejezet, mely a deformálódott alak meghatározásá-

ra egy pontosabb közelítést igyekszik adni. 
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3.  Dinamikus (rugós és csillapító tagokból felépülő) kerékmodell 

[5] [6] Az előzőekben ismertetett kerékmodell fő hiányossága, hogy a normálerőkből 

adódó 𝑥-tengely irányába kialakuló abroncs-deformációt elhanyagolja, valamint hogy a 

kerületen megoszló erők a körív szabályosságát megtörik. Vajon érdemes figyelembe ven-

ni, hogy a gumiabroncs kerülete nem csak a talajjal való érintkezési felületen változik? 

Erre is keres választ a részletesebb kerékmodell. Ehhez azonban már szükség van valami-

lyen formában a gumiabroncs belsejében ébredő erőkre. 

A következőkben ismertetett modell megalkotásánál a cél az volt, hogy a felni és gumiab-

roncs valós anyagjellemzőinek ismerete nélkül, egy a paraméterek megfelelő megválasztá-

sával/hangolásával a modellből kapott deformációk megfeleljenek a valóságosnak. 

 

3.1. ábra: Térbeli, illetve síkbeli álló kerék modelljének kezdeti elképzelése 

Kezdetben a kerék álló esetben kialakuló deformációit érdemes vizsgálni, majd ezt követő-

en a forgásban lévőt. Első lépés a síkbeli kerék felbontása belső (sugár irányú) és a kerüle-

ten elhelyezkedő tagokra. A felni esetében ezek valamilyen anyagjellemzővel bíró, elha-

nyagolhatóan kicsi rugalmas alakváltozást szenvedő kis elemi „rudak”, míg a gumiabroncs 

esetén kicsi elemi rugós és csillapító tagok. A modell legegyszerűbb formája egy csúcsára 

állított négyszög, majd kettesével növelve a csúcsok számát egyre finomabban megközelíti 

az alakzat a szabályos kört. 

Az 3.1. ábrán egy 12 szöges közelítés látható. Az összes elemet csuklók kötik össze, me-

lyekre a kerékmodell a mechanikában meghatározott csukló fogalmát alkalmazza. A sárga 

(sugárirányú = belső) és piros (oldalirányú) színnel jelölt tagok hossza deformálódás men-

tesen ismert, míg a kék színű kerületi tagok a szögosztás egyre kisebbre vételével egyre 

inkább rövidülnek. A szögosztás finomításával természetesen a felnit alkotó, az abroncsnál 

nagyságrendekkel szilárdabb elemei is sokszorozódnak, melyeknél szintén a belső (sugár-
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irányú) tagok hossza állandó és a kerület mentiek hossza fokozatosan csökken. Tulajdon-

képpen az előző fejezetben ismertetett kerékmodellből kiindulva próbálja ez a megközelí-

tés a valóságban deformálódott alakot megközelíteni, és az előzőekhez hasonlóan a kereket 

forgás közben is vizsgálni. 

 

3.2. ábra: Rúdelemekből felépülő kerékmodell végleges formája. Bal oldalon a tér-

beli, jobb oldalon a síkbeli kerékmodell. A 𝑘 a rugós, a 𝑐 a csillapító tagok para-

méterei. A felni-elemek vastag vonallal. 

A hosszas eredménytelen vizsgálatok – melyek leírását nem tartalmazza a munka – végkö-

vetkeztetése szerint a 3.1. ábrán szereplő modell abroncselemei, amelyeket két kék (sugár 

irányú - balső) egy sárga (abroncs kerületi) és egy fekete (felni kerületi) elem alkot, insta-

bil. Ez a kis alakzat – melyet a négy elem fog közre – egy trapéz, deformálódás során pe-

dig egy általános négyszög alakját veszi fel. Ezen elemeket a stabilitás érdekében egyen-

ként 3 kisebb elemre, 3 háromszögre osztva megkapható az elemek végleges elrendeződé-

se, a kerékmodell szerkezete, mely a 3.2. ábrán látható. 

A keréksokszög középpontjába helyezve a nehézségi erőből egy kerékre jutó terhelést a 

deformációt időben követi a modell, amíg el nem éri az állandósult állapotot. Csak ezt kö-

vetően lesz képes a kereket forgás közben vizsgálni a modell. Amikor álló helyzetben a 

súlyt fokozatosan a kerékre helyezi a modell, kezdetben csak egyetlen egy (térbeli esetben 

két darab) ponton érintkezik az abroncs a talajjal. Ahogy fokozatosan csökken az ehhez a 

ponthoz tartozó sugárirányú és a pont melletti kerületen elhelyezkedő tagok, egy kis idő 

múlva a mellette lévő belső (vagy sugár irányú) tagok is leérnek a talajra, majd a terhelés-

től elszenvedett deformáció a egyre több pontot „kényszerít” a talajara. Ezek természetesen 

a 𝑧-tengely irányában nem hatolhatnak be a talajba. A deformáció befejeztével a kerékmo-

dell képes lesz visszaadni a talajérintkezési felületen a normálerők megoszlását. 
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3.1.  Síkbeli modell szerkezeti kialakítása 

A rácsos tartók rúdelemekből, kapcsolódási pontokból megtámasztásokból, kényszerek-

ből és külső erőkből álló szerkezetek. [7,8,12] A kapcsolódási pontok idealizált csuklók, 

melyek nem képesek nyomatékot átadni, csupán erőket, amelyekről feltételezzük – az egy-

szerűbb tárgyalásmód .érdekében –, hogy mindig rúdirányúak, és a rudak szimmetriatenge-

lyén van a hatásvonaluk. Ezáltal csak húzó-, illetve nyomóerők ébredhetnek a szerkezeten 

belül, azaz nincs nyíró, csavaró és hajlító igénybevétel, valamint kizárt a kihajlás jelensége. 
 

 

3.3. ábra: Példák rácsos tartókra, és olyan mérnöki szerkezetre, amely rácsos tar-

tóként modellezhető. [9,10,11] 

A szerkezet önsúlyának figyelmen kívül hagyásával nem keletkezik számottevő hiba, így 

ez is megtehető. A klasszikus mechanikai rácsos tartós példákban a tartóelemek alakválto-

zásai rugalmasak, mivel a rúdelemekben ébredő belső erők nagyságáról ki van kötve, hogy 

az elemek deformációjának mértéke a rugalmassági határaikon belül maradnak, ezáltal az 

elemekre érvényes a Hooke-törvény: 

𝐹⃗ = 𝑘 ∙ 𝑥⃗ 

ahol 𝑘 a rugalmassági tényező és 𝑥⃗ iránya egybeesik a tetszőlegesen kiválasztott rúdelem 

szimmetriatengelyével. A kerékmodell szerkezeti elemeinek megismerése előtt egy fontos 

kérdés tisztázása elengedhetetlen: vajon a szerkezet statikailag határozott, vagy határozat-

lan? A két esetben eltérő szemléletmód szükséges, és e statikai tulajdonság kijelöli a szer-

kezet elemzéséül szolgáló eljárást, eljárásokat. Ha egy szerkezet statikailag határozott, ak-

kor a szerkezet kialakítása, azaz pusztán a geometriai kényszerek egyértelműen meghatá-

rozzák az adott terhelésekkel és kényszerekkel ellátott tartó elemeiben ébredő belső erőket. 

A 𝑐𝑠 csomópontból, 𝑟𝑠 rúdelemből álló szerkezetnél, ahol a külső kényszerek fokszáma

(3.1) 

8

                                                 
8 Például a talajon egy pontban van megtámasztva és ezáltal nem tud vertikálisan mozogni, akkor ez egy 
kényszert ad, ha oldalra sem tud elmozdulni ennél a megtámasztásnál, akkor már 2 kényszert jelent. 

 

𝑘𝑠, a következő három eset lehetséges: 
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2𝑐𝑠 < 𝑘𝑠 + 𝑟𝑠 statikailag határozatlan elégséges, de nem szükséges feltétel 

2𝑐𝑠 = 𝑘𝑠 + 𝑟𝑠 statikailag határozott szükséges de nem elégséges feltétel 

2𝑐𝑠 > 𝑘𝑠 + 𝑟𝑠 statikailag túlhatározott elégséges, de nem szükséges feltétel 

Ha a 2. kifejezés –, az egyenlőség – teljesül, és felírható 2𝑐𝑠 darab független egyenlet, ak-

kor a szerkezet statikailag határozott, és alkalmazható a csomóponti módszer, vagy az át-

metsző módszer. Statikai túlhatározottság esetén használhatók a határozott szerkezeteknél 

is alkalmazható módszerek. Ha a 3 kifejezésből a felső  egyenlőtlenség teljesül, akkor ez 

elégséges, de nem szükséges feltétele a szerkezet statikailag határozatlanságának. Ez any-

nyit jelent, hogy vannak olyan esetek, amikor a szerkezet statikailag határozatlan, de telje-

sül a 2𝑐𝑠 ≥ 𝑘𝑠 + 𝑟𝑠 kifejezés. Statikai határozatlan tartók esetén általánosan alkalmazott 

eljárás az elmozdulás-módszer (vagy potenciális energia minimuma elv). Ilyen szerkeze-

teknél már nem csupán az elrendezés határozza meg a kialakuló belső erőket, így a megol-

dáshoz szükség van további kinematikai egyenletek felírására. Ez az eset áll fenn a kerék-

modell szerkezeténél is. [13] 

 

3.4. ábra: Az n sokszög jelképezi a kereket, és minél finomabb a szögosztás 

(𝑛 → ∞), annál pontosabban közelíti a modell a valóságos kerék alakját. 

A 3.4. ábrán látható a három legegyszerűbb kialakítás – természetesen az 𝑛 növelésével a 

modell finomítható. A kerékmodellre kis deformációk estén igaz (amíg egy kerületi pont 

érinti a talajt): 

𝑐𝑠 = 3𝑛 + 1 𝑟𝑠 = 7𝑛 𝑘𝑠 = 2 

A 𝑘𝑠 – kényszerek számának – értéke azért 2, mert a megtámasztásnál 2 tengely irányába 

(𝑥 és 𝑧) ébredhet erő. A későbbiekben célkitűzés, hogy a talaj súrlódását is figyelembe 

vegye a modell, ekkor egy részleges kényszer adódik a rendszerhez, a talajjal érintkező 

(3.2) 
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pontok az ott ható normálerőktől függően vagy tapadnak, vagy csúsznak majd, és horizon-

tálisan (𝑥 tengely irányába, és térbeli esetnél 𝑦 irányba) is ébrednek erők. 

A 𝑐𝑠, 𝑟𝑠 és 𝑘𝑠 értékből egy statikailag határozatlan szerkezet szükséges, de nem elégséges 

feltétele adódik. 

A modell megalkotásának kezdetekor a 3.1. ábrán szereplő elrendezés volt a modell szer-

kezetének kialakítása, és erre 𝑐𝑠 = 2𝑛 + 1, 𝑟𝑠 = 4𝑛, 𝑘𝑠 = 2 számok adódtak, amelyek tel-

jesítik a statikai határozottság szükséges de nem elégséges feltételét. Ezáltal elkerülhetetlen 

volt a szerkezet behatóbb elemzése és a csomóponti módszer alkalmazása. A 4𝑛 + 2 db 

egyenletet felírva és az egyenletrendszert rendezve a levont következtés szerint nem áll elő 

kellő számú független egyenlet, így a csomóponti módszerrel nem adhatók meg a kerék-

modell szerkezetében ébredő belső erők. A kerékmodell tehát mindkét esetben statikailag 

határozatlan. A későbbiekben csak a 3.2. ábrán látható szerkezeti kialakítás elemzése kerül 

bemutatásra. 

Az elmozdulás-módszernél a csomópontok elmozdulásából határozhatók meg a rúdszerke-

zetben ébredő belső erők. Egy elemen belül ébredő belső erő legyen 𝑃(𝑒), mely rugós és 

csillapító taggal rendelkező rúdelemnél: 

𝑃(𝑒) = 𝑘 ∙ 𝛿 + 𝑐 ∙ 𝛿̇ 

ahol 𝛿 a rúd megnyúlásának mértéke. Ha nem rendelkezik csillapító taggal az elem, akkor 

𝑐 = 0. A külső és belső erők egyensúlyban vannak a rúdszerkezet egészére nézve, és rész-

elemeket kiemelve az elvágási pontoknál a megfelelő belső erőkkel kiegészítve a részele-

mek is egyensúlyban lesznek. Egy tetszőlegesen kiválasztott rúdelem végein lévő csomó-

pontokban ható külső erőket az 𝑓(𝑒) oszlopvektor tartalmazza. Az 𝑓(𝑒) a 

(3.3) 

3.4. ábra globális 

(ortogonális) koordinátarendszerében értelmezett komponenseit tartalmazza (részletesen a 

3.5. ábrán), míg 𝑃(𝑒) az adott elem lokális koordinátarendszerében van értelmezve, iránya 

mindig rúdirányú. Ezért szükség van 𝑀 oszlopvektorra, amely a lokális és globális koordi-

nátarendszerek közötti átváltást teszi lehetővé. Így a következő összefüggés igaz a kerék-

modell szerkezeti elemeire. 

�𝑓(𝑒) = �𝑀 ∙ 𝑃(𝑒) 

A valóságban a felni szerkezetét tekintve az anyaga tömör, így a modellben a felnit al-

kotó rúdelemek vastagsága (𝐴) és az anyagi jellemzőjük (𝐸) fiktív értéket képviselnek, 

azonban ez nem jelent problémát, hiszen a vizsgált tartományon belül a felni elemei csupán 

(3.4) 
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rugalmas alakváltozásokat szenvednek, s deformációjuk mértéke kisebb az 𝑚𝑚-es nagy-

ságrendnél. A felni rugalmasságát jelölje (𝑟: rim, a felni angol megnevezése): 

𝑘𝑟 =
𝐴𝐸
𝐿

 

ahol az 𝐴 a rúdelem keresztmetszete, 𝐸 a rugalmassági modulusa és 𝐿 a hosszúsága. Az 

𝐴𝐸 szorzat megválasztásánál egy fontos szempont van, hogy a későbbi vizsgálatoknál al-

kalmazott terhelések mellett a felni alakváltozása elhanyagolható legyen. 

(3.5) 

A felnit alkotó elemek – síkbeli estben – a hosszúságuk alapján két különböző csoportba 

sorolhatók, melyekből a sugárirányú (vagy belső) elemek (𝑧) hossza változatlan marad, 

𝑘𝑟𝑧 =
𝐴𝐸
𝐿𝑧

=
𝐴𝐸
𝑅𝑟

 

míg a kerületi elemek (𝑥) rövidülnek a szögosztás sűrítésével. 

(3.6) 

𝑘𝑟𝑥 =
𝐴𝐸
𝐿𝑥

=
𝐴𝐸

𝑅𝑟 ∙ �2 ∙ (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜑)
=

1
�2 ∙ (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜑)

∙ 𝑘𝑟𝑧 = 𝑝𝜑 ∙ 𝑘𝑟𝑧  

A 𝜑 két szomszédos (felnit alkotó) sugárirányú  rúdelem által bezárt szög a deformálódás-

mentes állapotban, amely állandónak tekinthető a deformációk során is (a felni nem tor-

zul). A 𝜑 legnagyobb értéke 𝜋
2
, azaz 90°, mely esetben a kerékmodell két egymásba helye-

zett csúcsára állított négyszög. A kereket reprezentáló sokszög oldalainak száma (azaz a 

szögosztás) 𝑛, amellyel kifejezhető a 𝜑 szög: 

(3.7) 

𝜑 =
2𝜋
𝑛

[𝑟𝑎𝑑] =
360
𝑛

[°] 

A 

(3.8) 

3.4. ábrán a kis háromszög a megtámasztást jelentik, azaz a talajt. A felni és a teljes 

kerék sugarának arányától függően bizonyos 𝑛 érték felett (a 3.4. ábrán 𝑛 ≥ 6, és ez függ 

a felni valamint a teljes kerék sugarának arányától) a fokozatosan növekvő terheléstől be-

következő deformálódás újabb kényszereket vihet be a rendszerbe, hiszen az érintkezési 

pont szomszédos kerületi pontjai is elérhetik a talaj vonalát, s mivel abba nem hatolhatnak 

bele, megtámasztja őket a talaj. Kicsi 𝑛 értékekre a felni előbb „megakasztaná” a kereket. 

Ez olyan szélsőséges esetben fordulhat elő, amikor a jármű nagy sebességgel belehajt egy 

kátyúba, és a gumi annyira összepréselődik, hogy a felni is deformálódást szenved. Ilyen 

esetekkel nem foglalkozik a kerékmodell. 

A felni elemei egy-egy rugalmas taggal jellemezhetők, míg a gumiabroncs elemei már ket-

tő darab: egy rugalmas/rugó, valamint egy csillapító taggal jellemezhetők (𝑡: tire, a gumi-
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abroncs angol megfelelője) mind a belső (𝑧), mind a kerületen (𝑥) elhelyezkedő tagokra 

külön: 

𝑘𝑡𝑥  &  𝑐𝑡𝑥 𝑘𝑡𝑧  &  𝑐𝑡𝑧  (𝑘𝑡𝑧1 &  𝑐𝑡𝑧1 valamint 𝑘𝑡𝑧2 &  𝑐𝑡𝑧2) 

A felni és a kerék teljes sugarának arányában két különböző hosszúságú abroncs (tire) 

elem adódhat. A 

(3.9) 

3.4. ábrán látható példákban a kerék sugarának fele a felnié. Ebben – és 

csak ebben – az esetben lesz az összes abroncs elem hossza megegyező. Ettől eltéve a ke-

réksugárra eső (𝑘𝑡𝑧1 &  𝑐𝑡𝑧1) és az arra nem eső (𝑘𝑡𝑧2 &  𝑐𝑡𝑧2) tagok eltérőek lehetnek. Ez a 

kellemetlenség megfelelően nagy 𝑛 érték választásakor eltűnik, hiszen ekkor a két hossz 

csak minimálisan tér majd el (<0,1%). 

A tagokat ennél jobban nem érdemes tovább bontani, csupán abban az esetben, ha a későb-

bi vizsgálatok során kiderül, hogy a tényezők függnek az elemek deformálódás során be-

következő hosszváltozástól (például ha összenyomásra keményedő tulajdonsággal rendel-

kezik a gumi). 

A gumiabroncsot alkotó elemek deformációja – ahogy a felni elemeinek is – rugalmas, 

mely szerint a terhelő külső erők megszűnésével a kerék alakja visszanyeri eredeti alakját. 

Ezek szerint egy álló kerék esetén (nincs hajtás) az alakváltozás időbeli lezajlásában van, 

azonban a végleges deformálódott alaknál nincs szerepe a 𝑐 csillapító tagoknak. For-

gó/forgatott kerék esetén ez már nem mondható el, hiszen a kerékmodell gumiabroncs 

pontjainak deformációi időben nem állandó nagyságúak, csupán állandósult terhelés (külső 

erők) esetén vehető periodikusan ismétlődőnek. 

3.2.  Elemekre bontás, elemek vizsgálata 

Egy tetszőleges alakú rácsos tartó bármely elemére –, így a kerékmodell elemeire is – 

igaz, hogy két csomópont fogja közre, melyeket a 3.5. ábrán az 𝑖 és a 𝑗 jelű pontok jelöl-

nek. Mivel két tetszőlegesen kiválasztott csomópont között vagy szerepel pontosan 1 darab 

elem, vagy nincs köztük összeköttetés, ezáltal a csomópontok segítségével egyértelműen 

azonosítható a szerkezet összes eleme. [12,14,15] 

A csomópontok elmozdulását jelölje 𝑢, az alsó indexe tartalmazza, hogy melyik csomó-

pontra vonatkozik, valamint, hogy az elmozdulás melyik tengely irányába esik. Az 𝑖𝑗 cso-

mópontok által közrefogott elem hosszváltozása legyen 𝛿, mely a csomópontok megnyúlá-

saival felírva: 

𝛿𝑖,𝑗 = −𝛿𝑖 + 𝛿𝑗 = −�𝑢𝑖𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑢𝑖𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜃� + �𝑢𝑗𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑢𝑗𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜃� (3.10) 
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A 𝜃 szög a vizsgált rúdelem és az 𝑥 tengely által bezárt szöget jelöli. (Térbeli modell ese-

tén három szögértékkel jellemezhető minden egyes elem: ebből az 𝑥𝑧 síkra vett vetület és 

az x tengely által bezárt szög a 𝜃𝑥, az 𝑦𝑥 síkra vett vetületnél 𝜃𝑦, valamint 𝑧𝑦 síknál a 𝜃𝑧 

szög). A továbbiak a felső indexben szereplő (𝑒) jelentése, hogy a kiválasztott elemre vo-

natkozik a kifejezés, a példában az 𝑖𝑗 csomópontok által meghatározott elemre. 

 

3.5. ábra: Általános esetben két csomópont által közrefogott elem elmozdulásai [14] 

Az rúd megnyúlására kapott összefüggés mátrixos alakja a 

𝑠 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑢(𝑒) = [𝑢𝑖𝑥 𝑢𝑖𝑧 𝑢𝑗𝑥 𝑢𝑗𝑧]𝑇 �𝑀(𝑒)�𝑇 = [−𝑐 −𝑠 𝑐 𝑠] 

rövidítésekkel: 

(3.11) 

𝛿𝑖,𝑗 = �𝑀(𝑒)�𝑇 ∙ 𝑢(𝑒) 

Az 𝑀 a korábban említett oszlopvektor, amely a kiválasztott rúdelem lokális koordináta-

rendszeréből vált át globális koordinátarendszerbe (ez a 

(3.12) 

3.5. ábrán az 𝑥𝑧 tengelyek által 

meghatározott koordinátarendszer). 

Abban az esetben, ha a vizsgált elem rendelkezik c 9

𝛿̇𝑖,𝑗 = �𝑢̇𝑗𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑢̇𝑗𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜃� − �𝑢̇𝑖𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑢̇𝑖𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜃�+ 

        +�−𝑢𝑗𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ∙ 𝜃̇ + 𝑢𝑗𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ∙ 𝜃̇� − �−𝑢𝑖𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ∙ 𝜃̇ + 𝑢𝑖𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ∙ 𝜃̇� 

 csillapítási tényezővel, akkor nem 

csupán az elemet határoló csomópontok elmozdulás-függvényei játszanak szerepet a de-

formációk/hosszváltozások időbeli lezajlásában, hanem azok derivált-függvényei is, azaz a 

csomópontok (elmozdulási) sebességfüggvényei: 

Ezt is mátrixos formában érdemes felírni: 

(3.13) 

𝛿𝚤,𝚥̇ = �𝑀(𝑒)�𝑇 ∙ 𝑢̇(𝑒) + 𝜃̇(𝑒) ∙ �𝑁(𝑒)�𝑇 ∙ 𝑢(𝑒) 

ahol �𝑁(𝑒)�
𝑇

= [𝑠 −𝑐 −𝑠 𝑐] igen hasonló az 𝑀-hez. 

(3.14) 

                                                 
9 Itt nem cos 𝜃-t jelent, valamint a mátrixon kívüli szorzásnál a c mindig csillapítási tényezőt jelöl. 
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A csupán 𝑘 rugalmas tagot tartalmazó elemekre ható erő függvényében a megnyúlásuk: 

𝑃𝑘 = 𝑘 ∙ 𝛿 

Az 𝑓 oszlopvektor által tartalmazott külső erők egyensúlyt tartanak (

(3.15) 

3.6. ábra) az elemen 

belül ébredő belső erőkkel, s mivel a rúd önsúlya zérusnak vehető (elhanyagolható), a bel-

ső erők nagysága az elem két végénél megegyező nagyságú (és rúdirányú). Ezek alapján a 

(3.16) egyensúlyi egyenlet írható fel: 

𝑓(𝑒) = 𝑀(𝑒) ∙ 𝑃𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑀(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒) 

amely kifejezésben 

(3.16) 

𝑓(𝑒) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑓𝑖𝑥
𝑓𝑖𝑧
𝑓𝑗𝑥
𝑓𝑗𝑧⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ;    𝑀(𝑒) = 𝑀(𝑒) ∙ �𝑀(𝑒)�𝑇 = �

𝑐2 𝑠𝑐
𝑐𝑠 𝑠2

−𝑐2 −𝑠𝑐
−𝑐𝑠 −𝑠2

−𝑐2 −𝑠𝑐
−𝑐𝑠 −𝑠2

𝑐2 𝑠𝑐
𝑐𝑠 𝑠2

� 

A 𝐾(𝑒) = 𝑘 ∙ 𝑀(𝑒) tagot az adott elem merevségi mátrixának is szokás nevezni, mely ösz-

szevonás alkalmazása az 

(3.17) 

𝑓(𝑒) = 𝐾(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒) 

alakra vezet, amely hasonlít a Hooke-törvény skaláris alakjára. 

(3.18) 

 

3.6. ábra: A vizsgált elem két végpontján ható külső és belső erők [14] 

Az 𝑓 oszlopvektor a külső erőket, azaz a terheléseket reprezentálja, külön sorban az 𝑥 és a 

𝑧 komponenseket (térbeli modellnél az 𝑦 komponenssel bővül). 

A rugalmas és csillapító tagot is tartalmazó elemekre ható erő függvénye lesz a meg-

nyúlásnak és a megnyúlás sebességének: 

𝑃𝑘,𝑐
(𝑒) = 𝑘 ∙ 𝛿 + 𝑐 ∙ 𝛿̇ 

Így a tisztán rugalmas elemekkel szemben (az előző összevonások alkalmazásával) nem 

csupán a megnyúlás szerepel a 

(3.19) 

(3.20) egyenletben: 
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𝑓(𝑒) = 𝑀(𝑒) ∙ 𝑃𝑘,𝑐
(𝑒) = 𝐾(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒) + 𝑐 ∙ 𝜃̇(𝑒) ∙ 𝑁(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒) + 𝑐 ∙ 𝑀(𝑒) ∙ 𝑢̇(𝑒) 

ahol 

(3.20) 

𝑁(𝑒) = 𝑀(𝑒) ∙ �𝑁(𝑒)�𝑇 = �
𝑠𝑐 −𝑐2
𝑠2 −𝑐𝑠

−𝑠𝑐 𝑐2
−𝑠2 𝑐𝑠

−𝑠𝑐 𝑐2
−𝑠2 𝑐𝑠

𝑠𝑐 −𝑐2
𝑠2 −𝑐𝑠

� 

3.2.1. A 𝜽 szög kiküszöbölése 

(3.21) 

Az 𝑀 és 𝑁 mátrixok számítási műveletei jelentősen egyszerűsödnek a szinusz és koszi-

nusz függvények mellőzésével, ha a 𝜃(𝑒) adott 𝑖𝑗 csomópontok által közrefogott elemre 

vonatkozó szög (az előzőekben csak 𝜃-val jelölve) a csomópontok helyzetével van felírva. 

A csomópontok koordinátái legyenek: 

𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑧𝑖) 𝑝𝑗 = �𝑥𝑗, 𝑧𝑗� 

Így a 𝜃 (= 𝜃(𝑒) = 𝜃𝑖,𝑗) szög: 

(3.22) 

𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1
𝑧𝑗 − 𝑧𝑖
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

 

Az alábbi két azonosság alkalmazásával 

(3.23) 

𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑎𝑛−1 𝜉) =
𝜉

�1 + 𝜉2
 𝑐𝑜𝑠(𝑡𝑎𝑛−1 𝜉) =

1

�1 + 𝜉2
 

átírhatók a mátrixok elemi: 

(3.24) 

𝑀(𝑒) =

⎣
⎢
⎢
⎡

1 𝜉
𝜉 𝜉2

−1 −𝜉
−𝜉 −𝜉2

−1 −𝜉
−𝜉 −𝜉2

1 𝜉
𝜉 𝜉2 ⎦

⎥
⎥
⎤ 1

1 + 𝜉2
    𝑁(𝑒) =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝜉 −1
𝜉2 −𝜉

−𝜉 1
−𝜉2 𝜉

−𝜉 1
−𝜉2 𝜉

𝜉 −1
𝜉2 −𝜉⎦

⎥
⎥
⎤ 1

1 + 𝜉2
 

ahol 

(3.25) 

𝜉 =
𝑧𝑗 − 𝑧𝑖
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

 

Mivel a 𝜃 szög számításánál a tangens szögfüggvény inverze szerepel, ezt kiváltva a fenti 

hányados az 𝑥𝑗 = 𝑥𝑖 esetben végtelent ad. Ekkor a két vizsgált 𝑖 és 𝑗 csomópont egymás 

„felett” van, 𝑥 koordinátáikban megegyeznek. Ez azonban nem ad értelmezhetetlen eleme-

ket a mátrixok esetén, hiszen az alábbi három elem (+ és – értékei) fordulhat elő: 

(3.26) 
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� 1
1 + 𝜉2�𝜉→∞

= 0 � 𝜉
1 + 𝜉2�𝜉→∞

= 0 � 𝜉
2

1 + 𝜉2
�
𝜉→∞

= 1 

Az értékek behelyettesítésével az olyan speciális esetekben, amikor a két csomópont által 

közrefogott elem merőleges az x tengelyre, a két mátrix az alábbiak szerint változik. 

(3.27) 

�𝑀(𝑒)�
𝜉→∞

= �
0   0
0    1  0   0

0 −1
0    0
0 −1  0   0

0   1

�    𝑁(𝑒) = �
   0 0
   1 0

   0 0
−1 0

   0 0
−1 0

   0 0
   1 0

� 

A mátrixok számolásánál tehát figyelembe kell venni az osztás előtt a 𝜉 nevezőjét, hogy ne 

lehessen nulla. Ha mégis, az osztást nem elvégezve a mátrixok elemei a fenti „speciális” 

értékeket fogják tartalmazni. 

(3.28) 

Már csupán a 𝜃̇ szögváltozás számításához kell a 𝜃 szög értékét felhasználni, azonban ez is 

kifejezhető másképpen: 

𝜃̇(𝑒) =
𝑑(𝑡𝑎𝑛−1 𝜉)

𝑑𝑡
=

1
1 + 𝜉2

𝜉̇ =
�𝑧̇𝑗 − 𝑧̇𝑖��𝑥𝑗 − 𝑥𝑖� − �𝑥̇𝑗 − 𝑥̇𝑖��𝑧𝑗 − 𝑧𝑖�

�𝑥𝑗 − 𝑥𝑖�
2 + �𝑧𝑗 − 𝑧𝑖�

2  

Megfigyelve az előzőeket és a 

(3.29) 

3.5. ábrát, felismerhető, hogy egy tetszőleges kiválasztott 𝑖 

csomópont 𝑥 koordinátájának megváltozása (𝑥̇𝑖) egyenlő 𝑢̇𝑖𝑥-el, 𝑧 koordinátájának megvál-

tozása (𝑧̇𝑖) pedig egyenlő 𝑢̇𝑖𝑧-el. 

𝑢̇(𝑒) = [𝑥̇𝑖 𝑧̇𝑖 𝑥̇𝑗 𝑧̇𝑗]𝑇 𝑞 =
�𝑧𝑗 − 𝑧𝑖 −�𝑥𝑗 − 𝑥𝑖� −�𝑧𝑗 − 𝑧𝑖� 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖�

�𝑥𝑗 − 𝑥𝑖�
2

+ �𝑧𝑗 − 𝑧𝑖�
2  

Így a 𝜃̇ értéke egy sor és egy oszlopvektor szorzata, ami skalárt ad: 

(3.30) 

𝜃̇(𝑒) = 𝑞 ∙ 𝑢̇(𝑒) 

E felírással nem szükséges a 𝜃 szög kiszámítása és elkerülhető a trigonometrikus függvé-

nyek alkalmazása. 

(3.31) 

𝐶𝑀(𝑒) = 𝑐 ∙ 𝑀(𝑒) 𝐶𝑁(𝑒) = 𝑐 ∙ 𝑁(𝑒) 

összevonásokkal: 

(3.32) 

𝑓(𝑒) = 𝐾(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒) + 𝐶𝑀(𝑒) ∙ �𝑞 ∙ 𝑢̇(𝑒)� ∙ 𝑢(𝑒) + 𝐶𝑁(𝑒) ∙ 𝑢̇(𝑒) 

a kerékmodell egy elemének differenciál-egyenletrendszerében már csak a megnyúlások és 

azok deriváltjai szerepelnek. Mivel így már rendelkezésre állnak a rendszer részegységeit 

leíró összefüggések, így ezek összevonásával megalkotható a teljes kerékmodell rendszere. 

(3.33) 
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3.3.  Elemek összevonása 

A kerékmodell szerkezetileg az alábbi elemekből épül fel: 

• A gumiabroncs külsejét 2𝑛 db kerületi abroncs elem valósítja meg, melyek mind-

egyike rendelkezik egy rugós (𝑘𝑡𝑥) és egy csillapító (𝑐𝑡𝑥) taggal. 

• A gumiabroncs belsejét és oldalsó felszínét reprezentálja a 3𝑛 db belső elem, melyek 

mindegyike rendelkezik rugós és csillapító taggal. 

• A felni kerületi ívét 𝑛 db 𝑘𝑟𝑧 merevségű elem hivatott modellezi. 

• A felni belsejét és az oldalsó felszínének leírásáért 𝑛 db sugárirányú (belső) 𝑘𝑟𝑧 me-

revségű elem felelős. 

Ez összesen 7𝑛 db elemet jelent. A szerkezet csomópontjainak száma: 

3𝑛 + 1 

A síkbeli modell esetén minden csomópontnak 𝑥 és 𝑧 irányba is lehet elmozdulása, így a 

teljes szerkezet 3 oszlopvektorral (𝑓, 𝑢 és 𝑢̇) és 3 darab négyzetes mátrixszal (𝐾, 𝐶𝑀′ és 

𝐶𝑁), valamint a kényszerek hozzá vételével írható le. A mátrixok mérete: 

(3.34) 

(6𝑛 + 2) × (6𝑛 + 2) 

Ez azt jelenti, hogy 𝑛 = 4 esetén 26 sorral és oszloppal rendelkeznek a mátrixok, valamint 

az oszlopvektorok 26 elem hosszúak, és a 

(3.35) 

(3.36) differenciál-egyenletrendszer adja majd a 

kerékmodell megoldását: 

𝑓 = 𝐾 ∙ 𝑢 + 𝐶𝑀′ ∙ 𝑢 + 𝐶𝑁 ∙ 𝑢̇ 

A csomópontok jelölésénél célszerű egy általánosan alkalmazható (𝑛 nagyságától függet-

len) számozási rendszert bevezetni. A kezdeti elem legyen a deformálódatlan alak esetén a  

legalacsonyabban lévő (azaz a talajjal érintkező egyetlen) pont, és a számozás történjen a 

pozitív irányba (óra mutató járásával ellentétesen), valamint spirálisan szűküljön a kerék 

középpontja felé. 

(3.36) 

csomópontok számozás 

Abroncs kerületi pontjai 1, … ,2𝑛 

Felni kerületi pontjai 2𝑛 + 1, … ,3𝑛 

Kerékközéppont 3𝑛 + 1 

Az abroncs kerületi csomópontjaihoz váltakozva 3 és 4 darab elem, a felni kerületi pontja-

ihoz pedig mindig 6 darab elem, illetve a kerék középpontjához 𝑛 darabszámú elem csatla-

kozik. Ezek alapján: 
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(4𝑛 + 3𝑛) + 6𝑛 + 𝑛 = 14𝑛 

elem-egyensúlyi egyenlet írható fel. Természetesen ezek nem mindegyike független, hi-

szen minden elem két csomópontnál szerepel, és a cél a független csomóponti egyenletek 

felírása. A közös rúdelemek esetén a megfelelő egyenleteket összeadva 6𝑛 + 2 egyenletté 

egyszerűsödik a modellt leíró differenciál-egyenletrendszer. 

(3.37) 

 

3.7. ábra: Négyszög alakú kerékmodell számozása, jelölései. 

elemek számozás hozzájuk tartozó csomópontok 

Gumiabroncs kerületi elemei 1, … ,2𝑛 Az abroncskerületi pontok közötti elemek 

Gumiabroncs sugárirányú 
(vagy belső) elemei 

2𝑛 + 1, … ,5𝑛 
Az abroncs kerületi pontok és a velük sugárirányba 
elhelyezkedő felni kerületi pontok közötti elemek 

Felni kerületi elemei 5𝑛 + 1, … ,6𝑛 A felni kerületi pontjai között elhelyezkedő elemek 

Felni sugár irányú (belső) 
elemei  

6𝑛 + 1, … ,7𝑛 
A felni kerületi pontjai és a kerék középpontja által 
közrefogott elemek 

Az oszlopvektorok sorai hasonlóak egymáshoz, ugyanazon csomópont, ugyanazon tengely 

irányába eső komponensei tartalmazzák, így a csomópontba ható külső erők alapján az 𝑢 

és 𝑢̇ elemeinek elhelyezkedése is egyértelmű: 

𝑓 = [𝑓1𝑥 𝑓1𝑧 𝑓2𝑥 𝑓2𝑧 … 𝑓6𝑛+2𝑥 𝑓6𝑛+2𝑧]𝑇 

A mátrixok pedig négyzetes elrendezésűek, 6𝑛 + 2 sorral és ugyanennyi oszloppal. Ha a 

csomópontoknál a 

(3.38) 

3.7. ábrán látható számozás van alkalmazva, valamint pontok elmozdu-

lásainak 𝑥 és 𝑧 komponensei felváltva követik egymást, a kapott mátrixok deformálódás 

előtti állapotra és a kerék z tengelyére szimmetrikus alakváltozások esetén szimmetrikusak. 

A mátrixok felhasználása előtt azonban figyelembe kell venni a szerkezet kényszereit, me-

lyek nélkül a modell nem adna megoldást. 
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3.3.1. Kényszerek hozzáadása a szerkezethez 

A kényszerek hozzáadásával bizonyos csomópontok elmozdulásainak korlátozottságai 

vehetők figyelembe. Ilyen például kiinduló esetben a talajt érintő egyetlen pont 𝑥 és 𝑧 irá-

nyú elmozdulása. Továbbá szükség van egy harmadik kényszerre is, mely azért szükséges, 

hogy a rendszermátrix invertálható legyen. A rendszermátrix ugyanis az előbb említett 

egyetlen pontra alkalmazott két kényszerrel nem lesz invertálható, ugyanis a mátrix ekkor 

még tartalmazza azokat az eseteket is, amikor a szerkezet „eldől”, elfordul a talajjal való 

rögzítési pontja körül. Ez instabilitást jelent, így ezen eset kizárása nélkül a mátrix egyen-

letei nem lesznek függetlenek, és az így létrejövő mozgás leírására további egyenletekre 

lenne szükség. A harmadik kényszer megválasztására legalkalmasabb a kerék középpont-

jának 𝑥 irányú elmozdulásának korlátozása, mellyel összesen 3 kényszert tartalmaz a szer-

kezet, és a rendszermátrix mindig invertálható lesz, egyértelmű megoldást ad a csomó-

pontok elmozdulásaira. 

Megjegyzésképp, az első elrendezési forma, a 3.1. ábra alapján a 3 kényszerrel sem lenne 

stabil, hiszen a négyszögek instabilitása miatt az n számának növelésével újabb és újabb 

kényszerek hozzáadására lenne szükség. 

A deformációk során folyamatosan figyelnie kell a kerékmodellnek, hogy van-e újabb 

csomópont, amely elérte a talaj szintét, mert ekkor ezekre dinamikusan újabb korlátozáso-

kat kell felvennie. Így a kényszerek száma a deformáció lezajlása során bővülhet, terhelés 

csökkentése esetén pedig csökkenhet a kényszerek szám, egyes pontok elemelkedhetnek a 

talajtól. A kényszerekkel kiesett egyenletekbe a kiszámolt elmozdulás-értékeket visszahe-

lyettesítve megkaphatók az adott irányba ébredő külső erők (például: támaszerők). 

3.4.  Modell diszkretizálása 

A számítógép által használt megoldó algoritmus mindenképp valamilyen numerikus kö-

zelítést használ, azonban a módszer összetettsége jelentősen lelassítaná a számítás folya-

matát, ezért a legegyszerűbb numerikus differenciálszámítás kerül alkalmazásra. A folyto-

nos modell diszkrétté alakítása: 

𝑢̇(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑡→∞

𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡 − ∆𝑡)
∆𝑡

≈ 𝑢̇[𝑘] =
1
ℎ �
𝑢[𝑘] − 𝑢[𝑘 − 1]� 

Ahol ℎ a mintavételezési idő nagysága, és a 𝑘 mintavételi pontokban lesz kiértékelve az 

egyenletrendszer megoldása. 

(3.39) 
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Egy elem differencia-egyenletrendszere: 

𝒖(𝒆)[𝒌] = �𝑲(𝒆) − 𝟏
𝒉
∙ 𝑪𝑴

(𝒆) ∙ 𝜽̇(𝒆)[𝒌− 𝟏] + 𝟏
𝒉
∙ 𝑪𝑵

(𝒆)�
−𝟏
∙ �𝒇(𝒆) + 𝟏

𝒉
∙ 𝑪𝑵

(𝒆) ∙ 𝒖(𝒆)[𝒌 − 𝟏]� 

(3.40) 

ahol habár kis hibát vétve a 𝜃̇(𝑒)[𝑘] helyett 𝜃̇(𝑒)[𝑘 − 1] = 𝑞(𝑒)[𝑘] ∙ �𝑢(𝑒)[𝑘 − 1] −

𝑢(𝑒)[𝑘 − 2]� helyettesítést fogja alkalmazni a modell, hiszen az előbbiben szereplő 

�𝑢(𝑒)[𝑘] − 𝑢(𝑒)[𝑘 − 1]� taggal nem rendezhető át a (3.40) egyenletrendszer, hiszen az 

𝑢(𝑒)[𝑘] ekkor nem emelhető ki. 

A teljes rendszer differencia-egyenletrendszere: 

𝑢[𝑘] = �𝐾[𝑘 − 1] + 𝐶𝑀′[𝑘 − 1] + 𝐶𝑁′[𝑘 − 1]�
−1
�𝑓[𝑘] + 𝑓∗[𝑘 − 1]� 

Amíg a szerkezet deformálódik, azaz vannak mozgások és így elmozdulások, minden min-

tavételezési időpillanatban változnak az egyes elemek helyzetei, és így a lokális koordiná-

tarendszerük is. Ezért van szükség minden 𝑢[𝑘]-nál a 𝐾 és 𝐶 mátrixok újraszámítására. 

Tömören fogalmazva a merevségi és csillapítási mátrixok időben változnak, a rendszer 

(paramétereiben) idővariáns. A diszkrétté alakítás nagy előnye, hogy csupán az előző két 

iterációból kapott elmozdulások értékei kerülnek felhasználásra a számolásoknál, és a ℎ 

csökkentésével a modell szintén finomítható. Az elmozdulások kezdeti értéke 0 nullvektor. 

(3.41) 

Álló (nem forgó) keréknél és deformálódatlan alak esetén a külső erők oszlopvektorának 

elemei mindegyike zérus, deformálódás során a középpontban hat egy tisztán csak 𝑧 kom-

ponenssel rendelkező a kerékre eső nehézségi erő, a 𝐺𝑤, illetve ekkor a talajjal érintkező 

pontok esetén a kialakuló 𝑧 irányú erők ismeretlenek. Kezdetben csupán az (1)-es csomó-

pont érinti a talajt. A következő táblázatban olvashatók a lépések, amelyeken a kerékmo-

dell végigmegy miden egyes iteráció során. 

3.4.1. Iterációs lépések 

1. lépés: Az előző iterációból kapott értékek (vagy kezdeti értékek) felhasználásával az összes 

elemre egyenként az alpontok végigszámítása. Természetesen a mátrixok és oszlopvektorok is 

idővariánsak, azonban az átláthatóság érdekében nincs kiírva a [𝑘] érték. 

1.a. lépés: ξ érték számítása (3𝑛 + 4𝑛 + 𝑛 = 8n darab különböző érték) 

𝜉(𝑒) =
𝑧𝑗[𝑘 − 1] − 𝑧𝑖[𝑘 − 1]
𝑥𝑗[𝑘 − 1] − 𝑥𝑖[𝑘 − 1] 𝜉𝑀

(𝑒) = �
1 𝜉(𝑒)

𝜉(𝑒) 𝜉(𝑒)2
� 𝜉𝑁

(𝑒) = �
𝜉(𝑒) −1
𝜉(𝑒)2 −𝜉(𝑒)

� 
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1.b. lépés: M(e) és N(e) mátrixok számítása (2 ∙ 8n darab mátrix) 

𝑀(𝑒) = �
𝜉𝑀

(𝑒) −𝜉𝑀
(𝑒)

−𝜉𝑀
(𝑒) 𝜉𝑀

(𝑒) �
1

1 + 𝜉2
 𝑁(𝑒) = �

𝜉𝑁
(𝑒) −𝜉𝑁

(𝑒)

−𝜉𝑁
(𝑒) 𝜉𝑁

(𝑒) �
1

1 + 𝜉2
 

1.c. lépés: Az alábbi értékek számítása 

𝐾(𝑒) = 𝑘(𝑒) ∙ 𝑀(𝑒) 

1
ℎ
∙ 𝐶𝑀

(𝑒) = 1
ℎ
∙ 𝑐(𝑒) ∙ 𝑀(𝑒) 

1
ℎ
∙ 𝐶𝑁

(𝑒) = 1
ℎ
∙ 𝑐(𝑒) ∙ 𝑁(𝑒) 

𝑓∗
(𝑒) = 1

ℎ
∙ 𝐶𝑁

(𝑒) ∙ 𝑢(𝑒)[𝑘 − 1] 

1.d. lépés: 𝜃̇(𝑒) kiszámítása 

𝑞1 = 𝑧𝑗[𝑘 − 1] − 𝑧𝑖[𝑘 − 1] 

𝑞2 = 𝑥𝑗[𝑘 − 1] − 𝑥𝑖[𝑘 − 1] 
𝑞(𝑒)[𝑘 − 1] =

[𝑞1 −𝑞2 −𝑞1 𝑞2]
𝑞2

2 + 𝑞1
2  

𝜃̇(𝑒)[𝑘 − 1] = 𝑞(𝑒)[𝑘 − 1] ∙ �𝑢(𝑒)[𝑘 − 1] − 𝑢(𝑒)[𝑘 − 2]� 

2.a lépés: Az 1.c. és 1.d. lépéseknél kapott eredményekből a teljes szerkezet 3 mátrixának kiala-

kítása, ahol figyelembe kell venni hogy az egyes elemek mely csomópontokhoz tartoznak, itt 

jön számításba a szerkezet elemeinek kapcsolódása (sarkalatos pont). 

𝐾(𝑒) ⟹𝐾 1
ℎ
∙ 𝐶𝑀

(𝑒) ⟹ 𝐶𝑀′ 1
ℎ
∙ 𝐶𝑁

(𝑒) ∙ 𝜃̇(𝑒)[𝑘 − 1] ⟹ 𝐶𝑁′ 

2.b lépés: A kényszerek figyelembe vétele. Azon pontok, amelyek a talajt érintik, nem mozdul-

hatnak el vertikálisan, így ezen elmozdulás-értékekhez tartozó sorok és oszlopok kivétele a 

mátrixokból és oszlopvektorokból (𝑓 és 𝑓∗). 

3. lépés: A három mátrix összegének invertálása, majd ennek szorzása jobbról az erők módosí-

tott oszlopvektorával 

𝑢 = �𝐾 + 𝐶𝑀′ + 𝐶𝑁′�
−1
�𝑓 + 𝑓∗� 

4.a. lépés: Az elmozdulásokból az elemekben ébredő belső erők számolása. 

4.b. lépés: Az elmozdulások felhasználásával a kényszerrel ellátott csomópontokhoz tartozó külső 

erők meghatározása, azaz hogy milyen külső erők ébrednek a kényszer irányába. 

4.c. lépés: A csomópontok koordinátáinak értékeihez az elmozdulásokat hozzáadva megkapható a 

következő iterációban használt koordinátaértékek (illetve a kerékmodell rajzolásához). 
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3.5.  Álló kerék deformációi az összetett kerékmodelben 

A rugós és csillapítós tagokból felépülő kerékmodell álló helyzetben végbemenő de-

formációit egy konkrét eseten célszerű bemutatni, így a 3.8. ábrán látható 180/60R14-es 

kerék geometriai méreteivel rendelkező kerék segítségével fog történni a modell ismerteté-

se. A gumiabroncs típusa szerint a felni átmérője ~ 35,56 cm, míg a teljes keréké ~ 57,17 

cm. Az alkalmazott felosztás sűrűsége 𝑛 = 100. A modellnél használtgeometriai értékek: 

𝑅0 = 𝑅𝑡𝑖𝑟𝑒 = 0.572𝑚 

𝑅𝑟𝑖𝑚 = 0.356𝑚 

A vizsgálatnál alkalmazott kerékelem paramétereit sűrűségekkel célszerű megadni, azaz a 

belső elemek esetén egységnyi szögosztásra és hosszúságra vetítve. Az alábbi táblázatban 

az elemre átszámolt értékek láthatók, amelyek az aktuális példánál kerültek felhasználásra. 

A sűrűségek megadással az egyes elemek rugalmas és csillapítási tagjai az n szögosztás 

függvényei lesznek, azonban a tapasztalatok alapján közel azonosan viselkedik a paraméte-

reiben sűrűséggel megadott és különböző n értékekkel lefuttatott kerékmodell. 

(3.42) 

 

3.8. ábra: Rugós-csillapító tagokból álló kerékmodell alakváltozása (pirossal). 

(150 iteráció ~ 0,6 másodperc után eredménye) 

Felni rugalmas tagok Abroncs rugós tagok Abroncs csillapító tagok 

𝑘𝑟𝑧 = 2.18 ∙ 107 𝑘𝑡𝑧 = 1.62 ∙ 104 𝑐𝑡𝑧 = 1.62 ∙ 103 

𝑘𝑟𝑥 = 3.47 ∙ 108 𝑘𝑡𝑥 = 2.08 ∙ 105 𝑐𝑡𝑥 = 2.08 ∙ 104 
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A mérésnél használt mintavételezési idő nagysága sarkalatos pontja a modellnek, az eddigi 

tapasztalatok alapján értékét célszerű folyamatosan változtatni, hiszen kezdetben az el-

mozdulások igen gyorsak, 10-4

 

 másodperces tartományban is számottevőek, ugyanis a ta-

lajhoz közel helyezkednek el a csomópontok. A keréktengelyre helyezett terhelés pedig 

400 kg. A vizsgált időtartomány 0,6 másodperc, amely során a modell 150 darab iterációt 

végzett. Az alakváltozást megfigyelve észrevehető, hogy a talajhoz közeli kerületi pontok 

igen enyhén távolodnak a kerék z tengellyel párhuzamos szimmetriatengelyétől, és ebben 

az eltávolodott helyzetben érnek földet. A kerék formája egyre inkább elliptikussá válik, az 

oldalsó pontjai a szimmetriatengelytől szintén távolodnak, mialatt a felni megközelítően 

megtartja alakját. 

3.9. ábra: Balra az elmozdulás-, míg jobbra a sebesség-idő –függvények láthatók. 

A kerület mentén a függőleges tengelytől az első 5, valamint a legmagasabban el-

helyezkedő 101, és a kerékközéppont a 301-essel (3N+1) látható. 

A 3.8. ábrán bemutatott eredmények több hónap folyamatos programozás eredményei, 

és az alkalmazott algoritmus forráskódja folyamatos fejlesztés és finomítás alatt van, így a 

mostani formája koránt sem végleges. A 3.9. ábráról látható, hogy a fenti paraméterekkel a 

rendszer túlcsillapított másodrendű rendszerként viselkedik. Az 1-5 számozású kerületi 

pontok addig végeznek mozgást, amíg a talajt el nem érik, utána enyhén fel, majd lefelé 

mozognak (rugózás). A jobboldali sebesség ábrán e jelenség jobban kivehető az első ~ 25 

ms-ban. A 101-es pont és a 301-es pontok elmozdulásai azonosak, ezért az előbbi nem 

különíthető el e méretbeli ábrázolásnál. 

A 3.10. ábrákon látható, hogy a talajérintési szakasz ~20 cm nagyságú az állandósult ál-

lapotban. A normálerők eloszlása időben növekvő amplitúdójú, és ahogy egyre több pont 

éri el a talajt egyre inkább szétterül, majd egy maximumot elérve az ampitúdó elkezd 

csökkenni, és ellaposodik. A tangenciális (felületre párhuzamos) irányú erők ezzel szem-
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ben végig növekednek, és alakjuk hasonló marad, csupán az amplitúdójuk, és maximum 

helyeik változnak ( a függőleges tengelytől távolodnak). 

 
3.10. ábra: Felül a normál irányú erők, míg alul a tangenciális irányú erők időben 

való eloszlása látható. A feliratban a görbék időbeli értékei láthatók másodperc-

ben. 
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3.6.  Forgómozgást végző kerék a rugós-csillapítós modellben 

Ahogy az előző fejezetekben bemutatásra került az álló helyzetben deformálódó kerék-

modell, és az alkotóelemek elrendezése valamint funkciója fokozatosan megismerhetővé 

válik, úgy tovább lépve a forgásban lévő kerék vizsgálata kerül a figyelem középpontjába. 

 

A kerékmodell elemei két fő csoportba sorolhatók a merevségük szerint: 

• Deformálódásra csak szélsőségesen nagy erők hatására képes elemek, ide tartoz-

nak a felnit alkotó „rúdelemek”. 

• A gumiabroncsot alkotó sugár és kerületi (valamint térbeli modell esetén oldalirá-

nyú) elemek, melyek alakváltozása meghatározó a modell szempontjából. 

Mindkét csoport elemeit csuklók kötik össze, amelyek elméletben nem képesek nyomaték 

átadására. Ez akadályt jelenthet, hiszen a hajtott kerekek keréktengelyén forgatónyomaték 

adódik át, amely a valóságban hajtja a kereket, és kényszeríti mozgásra/mozgásállapot vál-

tozásra a kereket és ezáltal a járművet. Mivel a felni elemei normál körülmények között 

deformálódásra nem képesek, így a keréktengely nyomatéka átszármaztatható a felni kerü-

leti pontjaira tett erőpárokkal, Fmot. Ezért is fontos a kerékmodellen belül a páros csúcs-

számú sokszögre való felbontása a keréknek. 

A motor által leadott nyomaték értéke természetesen nem csupán pozitív irányú lehet, ilyen 

esetek például a tolatás, motorfék – gázadás és kuplungpedál benyomása nélküli gurulás. 

𝐹𝑚𝑜𝑡 =
𝑀𝑚𝑜𝑡

2𝑅𝑟𝑖𝑚𝑛
 

Ilyen negatív irányú nyomatékot ad még az előremenetben való fékezés (illetve ha a jár-

műben található valamilyen energia-visszanyerő rendszer, amely a fékezésnél hővé alakuló 

teljesítményt igyekszik hasznosítani egy generátor meghajtásával). 

(3.43) 

𝐹𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘 =
𝐹𝑏 ∙ 𝑅𝑏
2𝑅𝑟𝑖𝑚𝑛

 

ahol 𝐹𝑏 a fékpofák által együttesen kifejtett erő, 𝑅𝑏 a fékpofák távolsága a kerék tengelyé-

től. Az 𝐹𝑏 számítása annak függvényében változhat, hogy a jármű fékrendszerének milyen 

felépítése (tárcsafék, dobfék) valamint milyen üzemi paraméterekkel rendelkezik (kopott-

ság, hőmérséklet), azonban a modell abból indul ki, hogy az 𝐹𝑏 értéke a fékpedál helyzeté-

nek függvényében ismert. 

(3.44) 
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A két átszármaztatott 𝐹𝑚𝑜𝑡 és 𝐹𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘 erő különbségét kell a felni kerületére helyezni páro-

sával, a 3.11. ábrán feltüntetett elrendezés szerint. 

Ezek alapján kifejezve az átszármaztatott „nyomatéki” erőre a (3.45) egyenlet adódik 

𝐹𝑀𝑖 =
𝑀𝑚𝑜𝑡 − 𝐹𝑏 ∙ 𝑅𝑏

2𝑅𝑟𝑖𝑚𝑛
 

 

(3.45) 

3.11. ábra: A hajtás és fékezésből adódó nyomaték átszármaztatása a felni kerületi 

pontjaira. 

Mivel a felni a teljes vizsgálati tartományon merevnek tekinthető, így az 𝐹𝑀 „nyomatéki” 

erő iránya minden felni kerületi pontban a hozzá húzott keréksugárra merőleges, azaz a 

felni kerületére érintő irányú (követi a felni elfordulását), és a nyomaték függvényében az 

erő nagysága változhat az időbeli vizsgálatok során. 

A rugós-csillapítós modell fejlesztése e befejezetlen, 3.6. fejezetben leírtak alapján a ke-

rékmodell bővítésével történne. A távlati célok szerint a forgási mozgások során a csillapí-

tó tagokban elnyelt energiával modellezhető a kerék alak-deformációjához szükséges ener-

gia bevitelnél fellépő, a szakirodalomban gördülési ellenállásnak nevezett fizikai jellemző. 
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4.  Konklúziók és távlati célok 

A pusztán sugár irányú deformációkat eszközölő kerékmodell és a rugós-csillapítós ta-

gokat tartalmazó kerékmodell által adott deformációs alakok számottevő mértékben nem 

térnek el, így kis terhelések esetén elhanyagolhatóan kicsi hibát követ el a kerékmodell, ha 

az egyszerűbb modellt használja. 

A bonyolultabb modell előnye erősen terhelt, lapos (alacsonyabb nyomású) és lágyabb 

(alakváltozásra hajlamosabb) abroncsok esetén bontakozhat ki, amikor a tapadási felület 

számottevő mértékben eltér az egyszerűbb sugárirányú deformációkat figyelembe vevő 

kerékmodelltől. 

A rugós-csillapítós kerékmodellnél meghatározott elmozdulásokból a rúdirányú erők 

igen egyszerűen visszaszámolhatók, így ismertekké válnak a gumiabroncsot modellező 

elemekben ébredő belső erők, valamint a kényszerek által kiejtett egyenletekbe szintén 

behelyettesítve az elmozdulások értékét, a talajon ébredő normálerők is meghatározhatók.  

Ha az n osztás kellően finom, a normálerők eloszlásából és a talaj minőségi jellemzői-

ből a talajt érintő adott pontok csúszására, tapadására is lehet becslést adni, ezáltal a sugár-

irányú kerékmodellnél tapasztalt jelenség (2.4. fejezet) igazolást nyerhet. 

Ha a kerékfelületén ébredő erők a kerékmodellekből ismertekké válnak, akkor ezekből a 

talaj síkjába eső horizontális erők és a vertikális erők értékei, és így a járműre ható eredő 

erők és nyomatékok értékei is kinyerhetők. Ezáltal a Biciklimodellhez hasonló síkbeli egy-

nyomú, vagy négykerekű, esetleg térbeli járműmodell megalkotásának első alapköve lehe-

lyezésre kerül. 
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