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Bevezeto

A monotektikus rendszerekkel foglalkozo kutatasok az utobbi években meglehetdsen
novekedtek. Ennek egyik legfobb oka a kiilonleges tulajdonsagaikban rejlik, amit az ipar nagy
elOszeretettel hasznal fel kiilonb6z6 célokra pl. csapagyfémként vagy nagyhdmérsékletii
szupravezetoként. Ennek eléréséhez viszont elobb a két egymasban nem old6do folyadékbol
(fémek esetén olvadékbol) egy stabil emulzidt kell késziteni, ami anndl jobb tulajdonsagokkal
fog rendelkezni, minél kisebb és homogénebb az diszpergalt fazis cseppjeinek méretei.
Ezeknek a nagyh6mérsékletli emulzioknak az eldallitasara és vizsgalatara Dr. Budai Istvan
elotérbe kertiltek, hogy ezen rendszerek fazisdiagramjan egy 1ij egyensulyi vonal talalhato,
amit eddig még nem tlntettek fel azokon. Ez az egyensulyi vonal a feliileti fazisatalakulas
(SPT: Surface Phase Transition) vonala, amit mar 1977-ben Chan is megfigyelt [2], de az
SPT-vonalnak egyenleteken alapul6d szamitasat csak 2005-ben Dr. Kaptay Gyorgy publikalta
[3]. Jelen dolgozatom egyik f6 célja, hogy bemutassam a feliileti fazisatalakulas
termodinamikai hatterét - kiilon kitérve a termodinamika IV. fo6tételére, amit szintén Dr.
Kaptay Gyorgy publikalt [4] - és a Ga-Bi monotektikus rendszer SPT-vonalat kalkulalo
program mitkodését és az altala szamitott eredményeket.

Meglepd az a felfedezés, hogy ennek a természeti jelenségnek is van - akar az iparban
is felhasznalhat6 — jelentdsége, pedig a feliileti fazisatalakulds nem mas, mint egy néhany
nanométer vastagsagl folyadék- vagy olvadékréteg kialakuldsa egy mas Osszetételli térfogati
folyadék- vagy olvadékfazis feliiletén. Ez a nanoréteg pedig képes mindségileg
megvaltoztatni a feliileti fesziiltség homérsékleti koefficiensét hdmérseklet-gradiens hatasara,
amit felhasznalhatunk hegesztéseknél. (Kicsi a bors, de erds!) Azt, hogy hogyan tudja
befolyasolni ez a nanoréteg a hegesztési varratot, szintén bemutatom a dolgozatomban.

Természetesen egy ilyen dolgozatban Kisérleti adatokra is tdmaszkodni kell, azonban
nem szabad szem eldl téveszteni azt a tényt, hogy ezeknek a mérési adatoknak vannak kisebb-
nagyobb pontatlansagai és bizonytalansagai. Ezek kisziirése sajnos nem egyszerii feladat, de
van ra modszer: az optimalizalas. A dolgozatom utolso célja az, hogy bemutassam, mi az
optimalizalas célja, matematikai hattere és hogy hogyan tudunk az optimalizalas segitségével
termodinamikai adatokat nyerni, amiket fel is fogok hasznalni az SPT-vonal pontosabb

kiszamitasahoz.



1. Kétalkotéos monotektikus rendszerek

1.1. A fazisdiagramokrdl altaldaban

Eloszor is kezdjiik azzal, mit mutat meg egy fazisdiagram, illetve a kisérleti adatokbol
hogyan lehet ezeket elkésziteni.

Egy kétalkotos fazisdiagramon Osszesen két tengelyt latunk feltiintetve: az x-tengely
iranyaban az egyik komponens tomeg- vagy moltortje (az elobbit inkabb az iparban, mig az
utobbit inkabb a tudomanyos életben hasznaljak), mig az y-tengely irdnyaban a hdmérséklet
lathatd. Ezek az un. allapotjelzok, melyek meghatarozzak egy adott rendszer allapotat. A
nyomast azért nem szoktuk feltlintetni szilard illetve folyékony halmazallapotot tartalmazo
rendszereknél, mert 100 bar alatt elhanyagolhatdan kicsi befolyassal hat mind a szilard, mind
a folyékony allapotokra [5]. A gaz illetve g6z halmazallapoti anyagoknal azonban mar més a
helyzet: itt 100 bar alatt is valtozik a g6z vagy gaz Gibbs-energidja, ezért itt azt is fel kell
tiintetni, hogy az adott allapot mekkora nyomason Iétezik. Fontos megemliteni a Gibbs-féle
fazisszabalyt, ami kimondja, hogy minden egyenstlyi rendszerben maximum annyi fazis lehet
jelen, mint ahany komponens van a rendszerben plusz 2:

Fpox = K + 2 (1.2)
Ezt gyakran igy is szoktak irni:

F+S8 =K+ 2 (1.2)
ahol Sz a szabadsagi fokok szdma, mely megmutatja, hogy a rendszerben mennyi az
egymastdl fliggetleniil megvaltoztathato allapothatdrozok széma.

Azonban itt a nyomas is szerepel, csak ,.el van rejtve” a 2-esben. Kondenzalt rendszerek
fazisdiagramjainak szamitdsanal viszont - ahogy az elébb emlitettem — a nyomas hatdsat
elhanyagoljuk, ezért inkabb az Un. redukalt fazisszabalyt alkalmazzuk:

Fnax = K +1 (1.3)

A fazisdiagramokat kisérleti adatokbol haromféleképpen lehet elkésziteni [5]. Az els
modszer az egyensulyi kisérleteken alapul. Ezeknél a kisérleteknél azt vizsgaljak, mérik, hogy
adott allapothatdrozok mellett kvazi végtelen id6 mulva mi lesz az egyensulyi allapot.
Magyarul megvarjak azt az allapotot, amelynél mar a mérni kivant adatok mar szamottevéen
nem valtoznak.

A masik lehetséges modszer az, hogy felveszik a rendszer hiilési vagy flitési gorbéit,
azaz a rendszer természetes hiilését vagy fiitését kovetd homérsékletet figyelik az idd

fliggvényében. Homogén egykomponensii anyag esetében ezen a fliggvényen két toréspont



jelenik meg: egyik a forras-, masik az olvadaspontnal. T6bbalkotds rendszereknél viszont az
Osszetétel is befolyasolja a fiiggvény lefutdsat, megfigyelhetjiik a talhiilés vagy talfiités
jelenségét, az exoterm és endoterm reakciokat, illetve azok hatdsat hdmérsékletre, igy az
atalakulasi homérsékletek koncentraciofiiggését konnyen el lehet késziteni.

A harmadik moédszer az Gn. termodinamikai mérések. Ezeknél a méréseknél a
hoékapacitast, az entalpiavaltozéast, az entropiavaltozast (csak kozvetve a hdkapacitasbol),
aktivitast, egy szoéval egy adott anyag Gibbs-energidjanak komponenseit mérik meg
legtobbszor kalorimetrias, elektromotoros ero, kémiai egyensulyi vagy

géznyomasmérésekbol.

1.2. Monotektikus otvozetek

A kétalkotés monotektikus 6tvozetek olyan rendszerek, melyekben a komponensek
még folyadék (ill. olvadék) allapotukban sem oldjdk egymast egy meghatarozott kritikus
hémérséklet alatt. Ennek az az oka, hogy a két komponens taszitja egymast, amit a
komponensek eltéré elektronszerkezete okoz. Ebben az esetben a parkoélesonhatési
energiavaltozas pozitiv értéki [5], azaz:

0y = Hpp - %(HAA + Hpp) > 0 (1.4)
ahol £2; a parkolcsonhatasi energiavaltozas folyadék-, ill. olvadékfazisban (mértékegysége:
Jimol), Hyy pedig az X és Y komponensek kozotti parkolesdnhatasi energia (mértékegysége:
J/imol). Ez a taszitas természetesen egy bizonyos hémérséklet felett megsziinik (1.1. abra, T,
hémérséklet), mivel a kolcsonhatdsok a hdmérséklet ndvelésével csdkkennek és elvben
végtelen nagy hémérsékletnél Q; a 0-hoz tart. Ez kovetkezik a IV. fotételbol [1], amit a
kovetkezo alfejezetben fogok részletesebben kifejteni. Az 1.1. abran talalunk egy kitiintetett
osszetételt (Cy), ami a monotektikus hdmérséklet felet egyetlen fazissa, méghozza bizonyos
Osszetételii folyadékka olvad meg. Ezt nevezziik monotektikus pontnak. Ha a monotektikus
hémérsékleten alkalmazzuk ra a Gibbs-féle fazisszabalyt, akkor azt kapjuk, hogy a szabadsagi

fokok szama 0, azaz a monotektikum ezen a ponton allandé hémérsékleten olvad meg.
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1. abra. Egy kétalkotés monotektikus 6tvozet [6]

1.3. 4 IV, fotétel

A termodinamikaban eddig (pontosabban 2004-ig) Gsszesen 3 kiilonbozo fotételrdl
tudtunk, ami az eddig tapasztalt fizikai és kémiai jelenségekre egyforman igaz és ezeket a
tapasztalati tényeket torvényszeriien fogalmazza meg. Ezeket az allitasokat bebizonyitani
teljes mértékig nem lehet, mert egyrészrél minden egyes természeti jelenségrdl kiilon-kiilon
be kellene bizonyitani, hogy az adott fotétel ra is érvényes, masrészrél pedig van olyan fététel,
aminek kisérleti koriilményei elérhetetlenek (pl. a III. fotétel). Ezért is nevezziik ezeket a
tételeket fotételnek, mert csak elfogadni tudjuk dket, bebizonyitani 6ket teljesen soha.

A TV. fététel kimondasa eldtt nézzik meg, mi vezetett e természeti torvény
felfedezéséhez. Vegylink egy kétkomponensii realis oldatot. Ebben az oldathan az oldodast
kiséro tobblet (excess) Gibbs-energiat felirhatjuk

AGy = AHy — TASY (1.5)
alakban, ahol AGg a ¢ fazis oldodasi tobblet Gibbs-energiaja J/mol-ban, AHy a ¢ fazis
oldoédasi entalpiavaltozasa szintén J/mol-ban és AS(’; a ¢ fazis oldodasi tobblet entropia
valtozasa J/(mol*K)-ben, valamint a T a rendszer hdmérséklete kelvinben mérve. Elsdként
Lupis ¢és Elliot fedezt¢k fel azt az Osszefiiggést, hogy szilard ¢és folyékony fémes

rendszereknél AHy és AS£ eléjele azonos, tovabba azt, hogy az oldodasi tobblet entropia-

valtozas kifejezhetd a
ASE = 22 (1.6)

Ts

kozelité egyenlettel [7], ahol T = 3000 K. Ha ezt behelyettesitjiik az 1.5 egyenletbe, akkor a
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AGE = AH, (1 - 1) (1.7)

Ts
Osszefiiggést kapjuk, amit ha koordinata-rendszerben abrazolunk, akkor egy — attol fiiggben,
hogy a AHy pozitiv vagy negativ értékli — negativ vagy pozitiv meredekségli egyenest
kapunk, amit az 1.2. 4bra mutat. Ha a AHy pozitiv értékii, akkor AG; 3000 K alatt szintén
pozitiv értékl lesz, azaz az oldatban 1évé komponensek egymast taszitani fogjak, ha pedig
AHy negativ értékii, akkor AG(ﬁljD 3000 K alatt szintén negativ értékii, tehat a komponensek

most vonzani fogjak egymast.

— 0=
2
Tt R |mnzés'?'
AG, e T
0 T T ,_--l-_,‘__
1000 EDUU___»"_ 3000 T--__ 4000
L= [ taszitas? |
-15 ——
-30 ===
T K

1.2. abra. Két oldat tobblet Gibbs-energidjanak hdmérsékletfliggése. A pontok mért értékeket
jelolnek [5]

Az 1.2. dbran az is latszik, hogy a 75 = 3000 K miért specialis hdmérséklet. E hémérséklet
felett ugyanis az oldodasi tobblet Gibbs-energia eldjelet valt, ezzel az atomi kolcsonhatasok is
megfordulnak. Az a kérdés, hogy ezt miért torténne meg? Az eddig egymast vonzo (vagy
taszito) komponensek a homérséklet novelésével miért kezdik el egymast taszitani (vagy
vonzani)? Mérndki szemmel nézve ez eléggé logikatlannak tlinik. Ennek oka pedig az, hogy a

AHy értekét (ezzel egyiitt AS g értékét is) a hdmeérseklettdl fliggetlennek tekintettiik, ami csak

szlik hémérsékleti tartomanyban vald szamitaskor ad kozelitleg helyes eredményeket. Ezt a
hibas extrapolaciot sajnos sok helyen hasznéljdk az irodalomban, aminek kovetkeztében hibas
eredményeket kapnak (lasd pl. a Calphad-mihibat [9]). Logikusabb lenne egy olyan
extrapolaciot felirni, amiben a hdmérséklet novelésével a kolcsonhatasok csak gyengiilnek,
hiszen az intenzivebb atomi mozgasok miatt a komponensek egyre tavolabbra keriilnek
egymastol, igy az atomi kolcsonhatasok eréssége is fokozatosan gyengiil és kozelit a 0-hoz.
Matematikailag ez igy fogalmazhaté meg [5]:

limy_,,, AGS = 0 (1.8)



A helyes extrapolaci6 igy [5]:
T

AGE = AHgy,oxe ™ (1.9)
ahol AHy, ok @ ¢ féazis oldodasi entalpiavaltozasa 0 kelvinen, 74 pedig a ¢ fazisra jellemz6

hémeérséklet szintén kelvinben (lasd az 1.3 abrat).

T.K

1.3. abra. Két oldat tobblet Gibbs-energiajanak homérsékletfiiggése a IV. fotétellel szamitva
(vastag vonal). A pontok mért értékeket jelolnek [5]

Ha a kétkomponensii oldat integralis tobblet Gibbs-energidjanak hdmérséklet-fiiggését
csak bonyolultabb egyenletekkel lehet reprodukalni, akkor hasznalhatjuk a Redlich-Kister-
polinomot [6]:

AGE = xp(g)(1 — Xp(g)) Xieq Lgi(1 — 2Xp ()" (1.10)
ahol xp(g) a B komponens moltdrtje a ¢ fazisban, Ly ; pedig a ¢ fazis i-edik kdlcsonhatési
energiaja (mértékegysége: J/mol). Az irodalomban szamos helyen a kolcsonhatasi energiak
homérséklet-fliggését linedris egyenlettel irjak le, ami az el6bb emlitettek miatt ellentmond a
IV. fétételnek, viszont alacsonyabb hdmérsékleti tartomanyokban jol reprodukalja a kisérleti

adatokat:

T

ahol a hy,; és a T4; paraméterek az 1.7 egyenlet paramétereihez hasonl6 jelentéstiek. Az 1.11

egyenlet a IV. fotételnek eleget tevo helyes extrapolacidja [5]:

T

L(,b,i = h¢,l~e T (112)
A TV. fététel tehat kimondva [5]: ,,Minden redlis oldat (konstans nyomason és Osszetétel
mellett) a homérséklet ndvelésével az idedlis allapot felé tart, amit azonban csak

aszimptotikusan, a végtelen hémérsékleten ér el.” Ez az allitas azért fotétel, mert ugyanugy
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nem bizonyithatd, mint az elézéek, de magasabb hémérsékleten végzett kisérleti adatok
igazoljak helyességét. Ezek ellenére a feliileti fazisatalakulds modellezésénél a IV. fotételt
nem alkalmaztam, mert egyrészt viszonylag alacsony homérsékleten kellett szamitdsokat
végezni (500 K kortil, ami joval kisebb a 3000 K koriili értékektdl), igy a linearis extrapolacio
is elegendd, masrészt a termodinamikai szamitasokat és az optimalizalast is megnehezitette
volna, viszont fontosnak tartom megemliteni, hiszen a magasabb hdmérsékletii szamitdsoknal

fontos az ismerete.

2. A feliileti fazisatalakulas (SPT)

Az egyensulyi kétalkotos monotektikus rendszereknél van még egy vonal, amit eddig
még nem tlntettek fel a fazisdiagramokon. Ez az Un. feliileti fazisatalakuldsi vonal [5]
(rovidebben SPT-vonal, lasd a 2.1. abrat). Kialakulasadnak az a feltétele, hogy egyrészt a két
komponens egymast erdsen taszitsa, masrészt pedig az egyes komponensek feliileti
fesziiltségeinek kiilonbsége nagy legyen, azaz az egyik komponens viselkedjen feliiletaktiv
komponensként. Ekkor egy bizonyos koncentracional a kisebb feliileti fesziiltségli komponens
a nagyobb feliileti fesziiltségli komponens hatarfeliiletére fog kiszegregalodni, igy képezve
azon egy feliiletaktiv komponensbdl igen diis nanoréteget. Fontos megemliteni, hogy ennek a
nanohértyénak a kiépl'ilése nem fokozatosan, hanem ugrésszerﬁen jelenik meg. Ha a kis

crcr

hizni, és végiil elériink a keverhetetlenségi teriilethez, ahol mar térfogati fazissa fog

i

atalakulni.

feliileti
1050 kritikus
pont

950 SPT-vonal V W7— ,/
. /‘ SPT tartomdny }/

850 —

a ;
: ar +1;

750 . - . .
4 3 2 logxg - 0

i a j +l; +hanoréreg |

T,K

2.1. 4bra. A feliileti fazisatalakulds tartomanya [5]
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2.1. A feliileti fazisatalakulds termodinamikai hdttere

A feliileti fazis megjelenésével - ha nem valtoztatjuk meg egyik allapothatarozot sem -
egyensulyi allapot fog kialakulni, azaz semmilyen makroszkopikus mozgas vagy aramlés nem
jon létre a rendszerben. (Természetesen a mikroszkopikus mozgas tovabbra is megmarad, ami
a Brown-mozgas.) Ebbdl kovetkezik, hogy Marangoni aramléas sem lehetséges, azaz a mind az
A, mind a B komponens parcidlis feliileti fesziiltségeinek meg kell egyezniiik egymassal,
amik még az oldat integralis feliilet fesziiltségével is egyenlok. Ezt matematikai alakba ontve
[10]:

Oa@$) = 9B(¢) = T 2.1)
ahol oy4) az i komponens parciélis feliileti fesziiltsége a ¢ fazisban (mértékegysége: Im?),
o4 pedig az oldat integrilis feliileti fesziiltsége (mértékegysége: JIm?). Ezt az egyenletet
nevezi az irodalom anti-Marangoni vagy Butler-egyenletnek. A feliileti fesziiltség pedig nem
mas (Gibbs szerint), mint a komponens parcialis feliileti energiatobblete és molaris

feliiletének hanyadosa:

_ 4sGi(¢)

ahol A;Gypy = Gigy — Gip)p, azaz a felilleti atomok és a térfogati atomok Gibbs-
energidjanak a kiilonbsége (mértékegysége: J/mol), w;4) pedig az i komponens molaris

feliilete (mértékegysége: m*/mol), amit a kovetkez8képpen szamolhatunk ki:

12
wipy = fN3, V2 (2.3)
ahol f egy geometriai allandé (fémeknél f = 1,06), Ny, az Avogadro-szam (N4, = 6,022 *
1023 mol™), V,,, pedig a komponens molaris térfogata (mértékegysége: m*/mol). Fontos tudni,
hogy a feliileti fesziiltség mérészama mindig egy pozitiv szam, mert ha nem igy lenne, akkor
minden atomnak a feliiletre vald kiszegregalodasra lenne nagyobb hajlama és igy eltlinnének
a térfogati atomok. A térfogati atomok parcialis Gibbs-energiajat leirhatjuk a
Gip) = Gigy + R T Inayg, (2.4)
egyenlettel, a feliileti atomok parcialis Gibbs-energiajat pedig a
Glig) = Giy) + RT Inajy) (2.5)
egyenlettel, ahol Gl-o(¢) az i komponens térfogati, mig Gio(tp) a feliileti standard Gibbs-energiaja
a ¢ fazisban (mértékegysége J), R az egyetemes gazallando (R=8,314 J/(mol*K)), T az

abszolut homérséklet kelvinben, a;(4) pedig a térfogati, mig a;‘(d,) a feliileti atomok aktivitasa
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(nincs mértékegységiik). Az aktivitas nem mas, mint a feliileti (vagy térfogati) koncentraciok
¢s a feliileti (vagy térfogati) aktivitdsi tényezO szorzata, ahol az aktivitdsi tényezOt a
kovetkezOképpen szamolhatjuk ki (nincs mértékegysége):

E
AGig)

y = € RT (26)

ahol AG§¢) az 1 komponens excess (vagy tobblet) Gibbs-energidja a ¢ fazisban

(mértékegysége: J/mol). Ha a 2.4 és a 2.5 egyenletet behelyettesitjiik a 2.2 egyenletbe, majd
ugyanezt megismételjiik a masik elemre, akkor ezeket behelyettesitve a Butler-egyenletbe
kapjuk a kovetkezd Gsszefliggést:

RT , a; RT , ag
In—=2 = g3, + In—=2 (2.7)
@A)  TAP) ©p(¢)  AB(¢)

A +
ahol o; i komponens standard parcialis feliileti fesziiltsége (mértékegysége: J/m°).
hol o4 i k dard lis feliileti fesziiltség kegysége: J/m?

Analitikai megoldasa a feliileti koncentraciora csak akkor van a 2.7 egyenletnek, ha az oldatot
idedlisnak tekintjilk. Ha példaul kivancsiak vagyunk a feliileti fesziiltség feliileti
koncentraciotol valo fliggésére, akkor az 2.7 egyenletet egy oldalra rendezziik és adott
hémérsékletnél és térfogati koncentraciondl megnézziik pl. egy tablazatkezeldvel, hogy
melyik feliileti koncentracional lesz ez 0-val egyenld (pontosabban nullahoz kozeli szam,
mert a tablazatkezel$ kerekitési hibai miatt sosem kapunk pontosan nullat). Ezutan amelyik
koncentracional 0-t kaptunk, azt visszahelyettesitjitk az 2.7 egyenletnek akar a bal, akar a jobb
oldalaba és megkapjuk adott hémérsékleten és térfogati koncentracional az oldat feliileti

fesziiltségét. Az egyenletnek éaltalaban egy megoldéasa van (lasd 2.2. és 2.6. abra).

T=800 K, xg=25%10"

1,04

/

— N\

] \
oo | \
\
\

0 0,2 0,4 . 0,6 0,8 1
iB

oa o [Tm?]

0,92

e SR

0,9

2.2. abra. A Butler-egyenlet egy megoldassal (X*B =0,0806; oo =0 =06 =0,9891 J/mz)
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Azonban van egy nagyon sziik tartomany, amin beliil harom megoldas is van, ezeket mutatja
a 2.3., 2.4. és a 2.5. abra. Természetesen a harom megoldas koziil csak egynek van fizikai
értelme, méghozza annak, amelyiknek legkisebb a Gibbs-energidja, azaz mindig a kisebb
feliileti fesziiltséglinek. A 2.3. abran lathatjuk, hogy ennél az esetnél az egyenletnek 3

matematikai megoldasa is van, viszont csak egy, a bal széls6 megoldashoz rendelhetiink

fizikai valdsagot.

T =800 K. xg=3.2*10*

o, op[Jm?]
"I-.‘_‘N
/

| \
N

1
a 0,2 04 0.6 0,8 1
B

2.3. abra. A Butler-egyenlet harom kiilonb6z6 megoldassal, amik koziil csak egynek van

fizikai értelme (itt a bal oldalinak: X g = 0,1169; A = og = 6 = 0,9855 J/m?)

A 2.4, dbrén latjuk azt a kiilonds esetet, amikor a rendszerben két feliileti fesziiltségi érték is
megegyezik, rdadasul ezek mind alacsonyabban helyezkednek el a 3. metszésponttol. A
feliileti koncentracid értéke egy alacsonyabb értékrdl hirtelen felugrik egy joval magasabb
értékre, ezért ez a jelenség egy elsérendd hatarfelilleti féazisatalakulas. Ezekél a
koncentracioknal és hémérsékleteknél tehat megkapjuk az SPT-vonal egy-egy pontjat. Az 2.5.
és a 2.6. abra azt illusztrallja, hogy a koncentracio tovabbnovelésével a feliileti koncentracid

is novekszik és ezzel egyiitt természetesen csokken a rendszer feliileti fesziiltsége.
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T=3800K, xg=3.71*10"

1,04

1,02

008 —  APES====C === ===

0,95

0,94 / \
0,92 / \
L \

®
XB

oa, op [Jm?]

2.4. abra. Az SPT-vonal egy pontja (X g1 = 0,1544; X g2 = 0,8456; 6 = 05 = 6 = 0,9826 J/m?)

T=800K,xg=4.1%10"

1,04

1,02

0,98 -
0,96

0,94 /’ \
0,92 / \

oy, op [J/m?]

2.5. abra. Az SPT-vonal egyik pontjahoz tartozé koncentracidjatol magasabb Gsszetétel esetén
kialakult feliileti fesziiltségi és koncentracid-érték. A hdrom matematikai megoldas koziil itt is

csak egynek van fizikai értelme (X*B =0,8663; 6o =og =06 =0,9735 J/mz)
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T=3800 K, xg=5%10"

1,04

1,02
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o, o [J/im?]

2.6. abra. A Butler-egyenlet egy megoldassal (X g = 0,8946; 6a =05 = 6 = 0,9551 J/m?)

2.2. A feliileti fazisatalakulds jelentdsége

Kozismert tény a szakirodalomban az a természeti torvény, miszerint minden folyadék
feliileti fesziiltsége a hdmérséklet novelésével csokken, azaz a feliileti fesziiltség homérsékleti
koefficiense negativ. Ezt a természeti szabalyt E6tvos Lorand magyar fizikus ismerte fel és
kisérletekkel is igazolta méghozza azt is, hogy a feliileti fesziiltég a kritikus pontnal 0-va

valik. Az E6tvis-szabaly matematikai alakja:

VVW% =k(T. =T) 2.7)
ahol y a folyadék feliileti fesziiltsége (mértékegysége: N/m vagy J/m?), V,,, a folyadék molaris
térfogata (mértékegysége: m*/mol), T, a folyadék kritikus hémérséklete kelvinben, k pedig az
in. Edtvos-allandé, melynek értéke k = 2,1*107 J/(K mol*?) [12].

Vannak olyan esetek, amikor ezt a szabalyt szeretnénk az ellenkezdjére valtoztatni,
azaz a feliileti koefficiens homérsékleti egyiitthatdjat szeretnénk pozitivva tenni. Erre az
esetre jo példa a hegesztés [5]. Ennél a miiveletnél ugyanis a hegesztéelektroda végpontjanal
a legmagasabb a homérséklet, ezért itt lesz a legalacsonyabb a feliileti fesziiltség. Tudjuk azt
is, hogy a kisebb feliileti fesziiltségli rész igyekszik szétteriilni a nagyobb feliileti fesziiltségii
részen. Ezt nevezziik Marangoni-aramlasnak. A hegesztési varrat emiatt lesz kifelé szélesedd
alakti és nem befelé mélyiild, ami egyébként nagyobb kotési szilardsagot eredményezne.
Viszont ha egy olyan anyagot szorunk a hegeszteni kivant részekre, a mely a megolvadas utan

monotektikus 6tvozetet képez az alapanyaggal, és rdaddsul még az SPT-tartoméanyon belill is
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talalhato, akkor a Marangoni-aramlas megfordul és mély hegesztési varratot kapunk, hiszen
ezeknél a specidlis Osszetételeknél és homérsékleteknél a feliileti fesziiltség homérsékleti
koefficiense pozitiv. Az SPT-tartomany feliileti fesziiltségének ez a kiilonds viselkedése
termodinamikailag a kovetkezoképpen magyarazhatd: a hatarfeliiletre kiszegregalddott
atomok egy viszonylag rendezett allapotba keriilnek, mivel a térfogati atomokhoz képest
kisebb a koordinacios szamuk, ezzel egyiitt kevesebb kohézids kotéssel rendelkeznek, azaz
energetikailag kedvezdtlenebb allapotban vannak, ezért arra torekednek, hogy minél tobb
szomszédos atommal alakitsanak ki kohézids kotéseket. Ennek a rendezett allapotnak a
kialakitasa pedig azzal jar, hogy a rendszer konfiguracios entropidja lecsokken. A hdmérséklet
novelésével azonban az entropia is novekszik, mivel a természet ezt az allapotot preferalja.
Emiatt viszont a komponensek oldhatosaga is megnd, igy a nanohartya komponensei
fokozatosan beoldodnak a térfogati fazisba, igy novelve annak feliileti fesziiltségét a
hémérséklet novekedésével, hiszen a felillet egyre gazdagabb lesz a nagyobb feliileti
fesziiltségli komponensben. A fazisdiagram SPT-tartomanyanak és a Marangoni-aramlasnak

az Osszefiiggését a 2.7. abra illusztrélja.

1400

T,

¥
1200 =71 fazisi oivadék | T A
1000 =
¥ 800
~ gog IL3PT vonal 1 fazisi olvadék
1 + nanoréteg
400 Edzisﬂ chvadék |—
200
0

logxg

\‘\jﬂ‘—/b/ : ﬂ+
& & .\

T s \__/

2.7. abra. A SPT-tartomany és a Marangoni-aramlas kapcsolata [7]
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2.3. A feliileti fazisatalakulds modellezése

Az SPT-vonal modellezésének alapjait Mekler Csaba diplomamunkaja szolgaltatta [7].
A programot C++ nyelven [11] irtam meg a Microsoft Visual C++ 2008 Express Edition
fejlesztdi kornyezetben, ami a Microsoft honlapjardl ingyenesen letolthetd szoftver.

Els6 1épésben a szoftver hdmérsékleti adatokat kér toliink, amik kozott kiszamolja az
SPT-vonalat. Ha véletleniil az alacsonyabb homérsékleti értéket irjuk a szoftver altal kért
magasabb hémérsékleti értékhez, akkor sincs semmi baj, mert akkor a szoftver megcseréli a
két hdmérsékletet, igy a program akadalytalanul tovabbfuthat. A programban két fiiggvényt is
deklaraltam, amelyek kiszamitjdk a parcidlis feliileti fesziiltségi értékeket a megadott
paraméterekbdl (a tiszta anyag feliileti fesziiltségének ¢és molaris feliiletének
homérsékletfiiggése, valamint a folyadékfazis kdlcsonhatasi energiai) az el6z6 fejezetekben
leirt egyenletek felhasznalasaval (1.10, 1.12, 2.3, 2.7 egyenletek). Ezek utan a program
elkezdi novelni a hdmérsékleti értéket 1 fokkal, a térfogati koncentraciot 10® moltorttel 0,1-ig
(azért eddig, mert e koncentracid felett mar nem alakul ki feliileti fazisatalakulds), mig a
feliileti koncentracional a fokozatos kozelitések modszerét (szukcessziv approximéacio)
alkalmaztam. A program eldszor 0,1 moltort 1épéskozzel noveli a feliileti koncentraciot, és
amikor a Ao(X ) = oa(X B) - os(X g) fiiggvény elbjelet valt, akkor mar csokkenti a 1épéskozt
0,01-dal (itt az X g a feliileti koncentraciot jelenti moltortben szamolva). Ha a fiiggvény ismét
eldjelet valt, akkor Gjra tizzel osztja a 1épéskozt, ujra megfordul a 1€pések iranya és ez igy
megy tovabb mindaddig, amig el nem éri a program a 10®-0s l1épéskozt, igy a feliileti
fesziiltségre egy igen pontos értéket kapunk. Ha a program egy adott homérsékleten és
térfogati koncentracion 3 db zérushelyet (pontosabban a zérushelyet legjobban kozelitd
helyet) is talal, akkor azokat a térfogati koncentracids értékeket elmenti a szoftver egy
egydimenzids tombbe (vektorba), majd ezek koziil kivalasztja azokat, amelyeknél a két sz€ls6
feliileti fesziiltségi értékének a kiillonbsége legjobban megkdzeliti a nullat. Ezutan a program
egy jegyzettombbe lementi ezeket a hdémérséklet-koncentracid6 parokat, amiket egy
tablazatkezel6vel fel is lehet dolgozni. A diplomamunkaban talalhatdo egyik példan [7]
szeretném megmutatni, hogy a program mennyire pontosan szaimol. A példa paraméterei:

-6°4=1J/m?

- 6° = 0,5 J/m?
-B=0,82
- Lo =20 kJ/mol

18



-Li=L;=0

-f=1,06

- Vou = 1*10° m¥/mol

- Vg = 2*10”° m*/mol,

ahol B a feliileti és térfogati atomok fel nem szakadt kotéseinek a hanyada; Lo, L és L a
kolcsonhatasi energiak J/mol-ban; f egy geometriai allando (fémeknél f = 1,06), V°a és V°p
az A és a B komponens standard molaris térfogata. A példahoz az a leiras olvashato, hogy
875,56 K-nél az SPT-vonal a 0,000753 térfogati koncentracion halad at [7], ami a programom
altal kiszamolt értékkel megegyezik, igy ez 6 tizedesjegyli pontossagnak felel meg (1.
tablazat). Ez az egyezés arra enged kovetkeztetni, hogy a programom megfeleléen miikodik.

A példa SPT-vonalat a 2.8. 4bran mutatom be.

1. tdblazat. A példa SPT-pontjai a programom szamitasai szerint

(piros szinnel van jellve a fent emlitett egyezd eredményt)

i: 872,56 xb: 0,000734
t: 873,56 xb: 0,00074
i: 874,56 xb: 0,000746
t B75,56 xb: 0000753
i: 876,56 xb: 0000759

877,56 xb: 0000766

878,56 xb: 0000772

1000

f,’ld
J-.j.,
- 200 /
200 800

0,0005 0.001 0.0015 0,002 0,0003 0,001 0,0015 0,002
B

1000

200

T K]

X

2.8. abra. A példa SPT-vonala a diplomamunka (bal oldal) [7] és a programom szamitéasa
szerint (jobb oldal)
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2.4. A Ga-Bi monotektikus rendszer SPT-vonalanak kiszamitasa

Ahhoz, hogy a Ga-Bi rendszer feliileti fazisatalakulasat modellezni lehessen,
szlikségiink van a kovetkezd adatokra:
- a gallium olvadaspontja [13]:
Tm ca=302,77 K
- a gallium molaris térfogatanak homérséklet-fiiggése [7]:
Vi ca = 11,4*(1 + 0,92*(T - T, ca)*10™%)*10™® m*/mol
- a gallium feliileti fesziiltségének hémérséklet-fiiggése [14]:
Om, Ga = 733,51*10°° - 0,088*(T - Tp)*107 J/m?
- a bizmut olvadaspontja [13]:
Tmei=544,4K
- a bizmut moldris térfogatanak hdmérséklet-fliggése:
Vi gi = 20,794*(1 + 1,3439%(T - Tp, ca)*10%)*10° m*mol (ezt az Ssszefiiggést a
bizmut molaris tdmegének és a stiriségének homérséklet-fliggésébdl vezettem le és
linearisan extrapolaltam az olvadaspontja koril: Vi, g = Mgi/pgi(T), adatok a [13]
hivatkozéasban)
- a bizmut feliileti fesziiltségének homérséklet-fiiggése [14]:
om, gi = 379%107°% — 0,106*(T — T,)*10° J/m?
- a gallium ¢és a bizmut olvadékallapotbeli kdlcsonhatasi energiai [15]:
Lo =80000-3389+T
Ly =-4868 —2,4342*T
L, =-10375 - 14,127*T

Ls =-4339,3
L, = 2653 - 9,41*T
Ls = -2364

A Ga-Bi rendszerének feliileti fazisatalakulasaval kapcsolatos kisérleti adatok szama sajnos
eddig még csekély, ezért csak nagyon kevés kisérleti adatra tudtam tamaszkodni a
szamitasaimmal. Az alabbi kisérleti adatok alltak rendelkezésemre (lasd a 2. tablazatot és a

2.9. dbrat):
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2. tablazat. A Ga-Bi rendszer feliileti fazisatalakuldsanak kisérleti adatai [14]

x(Bi): 0,0047 T (K): 426
x(Bi): 0,0054 T (K): 456
x(Bi): 0,009 T (K): 537
" 1 " L L 1 " 1

550 |

T (9.010°, 537 K) T -a95K |

500 s

450 #(5.4°10° 456 K

{ o1 @717 226 K)

T/K

4004

350+

T, =30248 K

300 T T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
Xy
2.9. dbra. A Ga-Bi rendszer részlete a kisérleti adatokkal (teli pontok) [14]

Ezen adatok koziill meglepd az utolsé adat (xgi = 9*10°, T = 537 K), mert a kritikus pont
felett (itt To = 535 K) feliileti fazisatalakulas elméletileg nem lehetséges, mert az SPT-vonal
mar a kritikus hdmérseklet alatt megsziinik [5]. Ez azzal magyarazhato, hogy az elméleti
szamitasok egyensulyi allapotokra vonatkoznak, azaz olyan allapotokra, amelyek elvben
végtelen hosszil id6 mulva allnak be. A valos kisérlek ezzel szemben soha nem lehetnek
egyensulyiak, hiszen az eredményeik valamilyen véges idon beliil beallt allapotot tiikroznek.
A programom 4altal szamitott eredmények ezekkel az adatokkal meg sem kozelitik a
kisérleti eredményeket. A térfogati koncentraciok 10° - 10%° nagysagrendbe esnek mind a
harom kisérleti hémérsékleten. A program — amint mar az el6z6 fejezetben leirtam — csak 10°
pontossaggal tudja meghatarozni a térfogati koncentraciot, ennél nagyobb pontossag esetén a
program futasi ideje jelentdsen megnéne. Ennek a pontossdgi hatarnak a kiszélesitése
érdekében a program mellé egy tdblazatkezeldvel is kiszamoltam e koncentracidkat.
Példaképpen megmutatom a tdblazatkezelOben szerkesztett feliileti fesziiltség — feliileti

koncentracié fiiggvényt 426 K hémérsékleten és 4,510 bizmut-koncentracional, amit a
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2.10. abra mutat (a tobbi homérsékleti értéknél is hasonld lenne az abra és a koncentracio

értéke is, ezért azokat feleslegesen nem akartam bemutatni).

T=426 K, x5 =4,5*10"

Oc. Og; |

o 0,2 0,4 ., 06 08 1
Xpi

2.10. abra. A Ga-Bi rendszer SPT-vonalanak egy pontja (T =426 K, Xg = 4,5*10‘9) a fenti

adatok felhasznalasaval

Az éabréan lathato, hogy ennél az Osszetételnél és homérsékleti értéknél a harom megoldasi
értek koziil a két sz¢lsé kozel megegyezik egymassal, ezért ez az SPT-vonalnak egy pontja.
Az abrarol az is leolvashatd, hogy a két megegyezd feliileti fesziiltségi értékhez tartozo
feliileti koncentracidk mennyire tdvoliak egymastol, azaz a hatarfeliilet feliileti koncentracidja
kozel 0 értékrdl 1-hez kozeli értékre ugrik fel. Ez azt jelentené, hogy a hatérfeliiletre az szinte
Osszes Bi-atom kiszegregalddna. Mivel egyrészt til szélsdséges eredményeket kaptam,
masrészt ezek a kisérleti adatokat meg sem kozelitették, ezért ebbdl azt a kovetkeztetést
vontam le, hogy vagy a kisérleti adatok vagy a fent felsorolt adatok koziil valamelyik nem tal
megbizhatd. Azonban ha belegondolunk abba, hogy az elméleti eredményeket csak a kisérleti
adatok utjan lehet leellendrizni és azokra kell tdmaszkodni - annak ellenére, hogy tokéletes
kisérlet nem 1étezik, mert a pontatlansagok és hibak mindig vannak a mérések soran -, akkor
egyértelmli, hogy egy olyan ,hibaforrast” kell keresni, amit kisérletileg meghatarozni
nehezebb a tobbitdl. A fent felsorolt 12 adat koziil 6 meghatarozhato kisérletileg (a gallium és
a bizmut olvadaspontja, feliileti fesziiltség és a molaris térfogat hdmérséklet-fiiggése) €s van
egy 6 tagbol allo adathalmaz, amit nem kisérletileg hataroznak meg. Ezek a kolcsonhatasi

energidk, amiket optimalizalds utjan tudnak kiszamolni.
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3. Fazisdiagramok optimalizalasa

3.1. Mi az optimalizalas?

Tegyiik fel, hogy egy altalunk kivalasztott kétalkotos rendszer fazisdiagramjat akarjuk
megszerkeszteni. Ebben az esetben sziikségiink lesz kisérleti adatokra, amiket felhasznalunk a
szamitasainkhoz. Ezek az adatok viszont mindig hordoznak magukkal egyfajta
bizonytalansagot €s hibat, aminek sok kiilonb6z0 oka lehet: nem teljesen tiszta minta,
pontatlan mérdkésziilék, a kdrnyezeti hatasok, stb. Egy szdval teljesen hibatlan mérés ¢€s
kisérlet nincs, legfeljebb valamilyen mértékig pontos, ezért fontos a kisérleti adatoknak
egymassal valo 0sszevetése €s a pontatlanabbak kisziirése. Célunk a minél pontosabb adatok
meghatarozasa, illetve a mérési adatokbdl a valodi értékek kozelitése, kiszamitasa. Ezt
nevezziik optimalizalasnak. Ezt a ,,szlirést” ugy tudjuk megtenni, ha elészor kivalasztjuk az
erre alkalmas, lehetd legoptimalisabb modelliinket, ami a kisérleti adatokat a lehetd legjobban
reprezentalja. Fontos tudni, hogy egy modell akkor a legoptimalisabb, ha minimalis
paraméterrel lesz képes maximalis pontossagii szamitasokra [5]. Azonban ha van egy
modelliink, ami a legegyszeriibb — azaz minimalis paramétert tartalmaz —, az még nem
garancia arra, hogy maximalis lesz a pontossdga. A masik szélsdséges eset az, amikor a
modelliink maximalis pontossagli, de olyan sok anyagi mindségtdl fliggd paramétert
tartalmaz, hogy tal bonyolult lesz vele a szamitasokat elvégezni. E két eset kozott meg kell
megtaldlni azt az optimalisat, amit még konnyl kezelni ¢és egyben hatékony is. Miutdn
kivalasztottuk a szamunkra megfeleld modellt, akkor a kdvetkez6 1épés az anyagi mindségtol
fliggd paramétereinek kiszamitasa, amik segitségével mar pontosabb szdmitasokat is el tudunk

végezni.

3.2. Az optimalizdlas matematikai megfogalmazasa

Az optimalizalas célja tehat a kisérleti adatok egyfajta ,,szlirése”, ,,atlagoldsa”, amivel
a valddi értékeket pontosabban meg tudjuk kozeliteni. Tegyiik fel, hogy a 3.1. dbran lathatd
kisérleti adatokat akarjuk optimalizalni. Ez most annyit jelent, hogy keresni kell egy olyan
optimalis gorbét (pontosabban fliggvényt), ami minden mérési adatot a legjobban kozelit.
Ennek a probléméanak a matematikai megoldasat eldszor Gauss irta le és a legkisebb
négyzetek elvének nevezte. Matematikailag ez a kdvetkezdképpen néz ki, ha n db kiilonboz6

adatunk van:
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s — f(x))? - min (3.1)

ahol y; a vizsgalt adathalmaz értékei, ami az x; értékével f fliggvénykapcsolatban van.

1.4

»

12
v =-1E-05x% + 0,0009x + 0,0068x - 0,0026

R =0,994

1 4

0,8 /
L

0,6 /

0.4

0,2

a 10 20 30 40 50

3.1. abra. Az optimalizalas illusztralasahoz. Az adatokat legjobban kozelité harmadfokt

polinom és a kozelités mértéke (korrelacios egyiitthatd négyzete)

Legjobb esetben, ha tudjuk a x; és az y; kozotti fiiggvénykapcsolatot, ami egy n-edfoka
polinom, akkor a meghatarozando ismeretlen egyiitthatok szerint derivalva a 3.1 kifejezést és
azt 0-val egyenlévé téve kapunk egy n+1 egyenletbdl allo n+1 ismeretlenes egyenletrendszert,
ami konnyen megoldhaté Gauss-eliminacioval vagy akar a Cramer-szaballyal is. A 3.1. 4dbra
mutatja, hogy ha a kisérleti adatok egy harmadfoka polinom szerint helyezkednének el, akkor
mi lenne a fliggvény egyenlete és a kozelités mértéke, azaz a korrelacids egyiitthatoja. Ha
viszont nem tudjuk, hogy hanyadfoku polinommal optimalizaljunk, akkor figyelembe kell
venni azt is, hogy magédnak a fokszdmnak is van egy optimuma, ami alatt még ,,nem elég
pontos”, és ami felett mar ,,tul pontos” kozelitést ad a kisérleti adatokra. Mindkét sz¢élsdséges

esetet a 3.2. és a 3.3. dbra mutatja be az el6z0 kisérleti adathalmazon.
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3.2. ébra. A kisérleti adatok ,,nem elég pontos” optimalizaladsanak illusztraldsa
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3.3. abra. A kisérleti adatok ,,tal pontos” optimalizalasanak illusztralasa

A ,nem elég pontos” kifejezésen azt értem, hogy a fliggvényre nézve a kisérleti adatoknak
nagy a szorasa, a ,,tul pontos” kifejezésen pedig azt, hogy a fiiggvény minden egyes kisérleti
ponton athalad. Az optimalizalasnak viszont nem ez a célja, hanem az, hogy a kisérleti
adathalmazbol a varhato értékeket a lehetd legjobban megkozelitsiik. Természetesen ebben az
a nehéz, hogy a valodi értékeket pontosan senki nem ismeri, mert mindig van egy olyan
befolyasold tényezd, ami a pontos értékének meghatarozasat nem teszi lehetové. Ennek
ellenére viszont az nem kizérhato, hogy az optimalizalast kovetden a mérési adatok pont egy
polinom-fiiggvényen helyezkednek el, de ennek kicsi a valosziniisége és felesleges is erre
torekedni, hiszen a fokszdm novelésével a polinom egylitthatdinak a szdma is novekedni fog,

amivel nehezebb lesz szamolni.
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3.3. Az optimalizalasi feladat megoldasa — a Solver

A Ga-Bi rendszer optimalizalasdval az a célom, hogy meghatirozzam az
olvadékallapotbeli komponensek kolcsonhatasi energiait, amiknek a felhasznalasaval ki lehet
szamitani a rendszer SPT-vonalat. Ahhoz, hogy a kélcsonhatasi energidkat meghatarozhassuk,
fel kell irni egy egyenletet, amibdl ki lehet nyerni ezeket az adatokat.

Termodinamikabol ismeretes, hogy a monotektikus rendszerek keverhetetlenségi
terlileténél a két kétkomponensti olvadékfazis akkor van egymadssal egyensulyban, ha a
benniik 1évé komponensek Gibbs-energiai mindkét fazisban megegyeznek:

{GA(al) = Ga(a2)

3.2
GB(al) = GB(aZ) ( )

Ebbdl az egyenletrendszerbdl kivalasztjuk pl. az elsd egyenletet és behelyettesitjiik mindkét
oldalaba a 2.4 és a 2.6 egyenleteket:

Gay + RTIXa01) + AGLoy) = Gaiy + RTINXa(02) + AG (02 (3.2)

crcr

integralis tobblet Gibbs-energiabol a kovetkezdképpen szamithatunk ki:

E _ AAGE
AGyar) = AGE = Xp(an) —axs(:n (3:3)
E
ahol iAG“ az olvadék integralis Gibbs-energiajanak a B komponens moltértje szerinti
B(a1)

parcialis differencial-hdnyadosa. Az a2 fazisra is felirhatjuk ezt az Osszefliggést az el6z6

cres

OAGE

0XB(a2)

AGfiap) = AGE — Xp(az) (3.4)

Ezutan a 3.3 és a 3.4 egyenletekbe behelyettesitjik az 1.10 egyenletet, és ezeket
visszahelyettesitjlik a 3.2 0sszefliggésbe, igy a kovetkezo6t kapjuk:

Gy + RTINXy(01) + X1y [Lo + (3 — 4%p(a)) L1 + (5 — 16Xp(01) + 127 (1)) La] = Ga(e) + RTINXp(02) +

+ Xhan (Lo + (3 = 4xp(an) ) L1 + (5 — 16Xp(a2) + 12%F(42)) L] (3.5)

Ebben az egyenletben a kolcsonhatasi energidkat csak az L, tagig irtam fel az egyenlet

hosszusaga miatt. Ha a tobbi kdlcsonhatési energiara és az egyiitthatoira is sziikségiink van,

akkor felhasznalhatjuk az aldbbi tdblazatot:
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3. tablazat. A parcialis tobblet Gibbs-energia egyiitthatoi

1 X x X x! ) x°
Ly 1 - -
L 3 4 - - - -
Lz 5 -16 12 - - - -
Lz T -36 60 -32 - - -
Ly 9 -64 168 -192 a0 - -
L: 11 -100 360 -640 560 -192 -
Ls 13 -144 660 -1600 2160 -1536 448

Lathatjuk, hogy a 3.5 egyenlet mindkét oldalat egyszerisithetjik a G;(a) taggal, majd
behelyettesitjikk az 1.11 kifejezést egy kicsi atalakitas utan:
L(I),i = h¢>,i - TS¢,i (36)

ahol Sy ; ( %) egy entropia jellegli mennyiség. Azért alkalmazom a 3.6 egyenletet a 1.12

= T¢li
helyett, mert habar magasabb hdmérsékleten (3000 K koriil) nem irja le helyesen a
kolesonhatési energiak homérséklettdl valo fiiggését, azonban alacsonyabb hdmérsékleten jol

kozeliti azt. Ezt kdvetden a 3.5 egyenletbdl kifejezhetjiik a homérsékletet (T):

xé(az) (ho +a, h1 +b2 hz)-Xé(al) (ho +aq h1 +b1 hz)

T= 1=XB(a1) (37)
Rln<m>+x§(a2)(So+a281+b252)—x,23(a2)(So+a15‘1+b15‘2)
ahOI a, = 3—- 4XB(a1), a, = 3- 4xB(a2),
by = 5 — 16Xp(q1) + 12%5(41), by = 5= 16Xp(a2) + 12254y

Az 3.7 egyenletbdl meghatirozhatjuk hy, hy, h,, Sy, S; és S, paramétereket tigy, hogy
felhasznalunk olyan kisérleti adatokat, amik a Ga-Bi rendszer keverhetetlenségi teriileteire
vonatkoznak. Ilyen adatokat lehet taldlni a [15] hivatkozéasban, amiket az abrardl leolvasva
illetve lemérve megkapjuk a homérséklet-koncentracio parokat (lasd a 3.4. abrat és a 2.
tablazatot). (Megjegyzés: Azért mértem le ezeket az informaciokat az abrardl, mert nem
tudtam megszerezni a szamszerdsitett adatokat [16]. Az ezt kovetd optimalizalasnak igy az is

a célja lesz, hogy a leolvasasi bizonytalansagot is korrigaljuk.)
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3.4. dbra. A Ga-Birendszer. A, B, B*, C, D, E, E*: kisérleti adatok pontjai, M: monotektikus

hémérséklet. A koncentraciok a gallium moltortjében értenddek [15].

4. tdblazat. A fazisdiagramrol leolvasott kisérleti adatok

Xp; T [K] Ap; T [K]
0,087 49515 | 0,324 535,55
0,09 498,15 | 0,355 534,45
0,095 502,15 | 0,396 532,15
0,107 509,35 | 0,425 529,85
0,12 51515 | 0,458 526,65
0,125 516,75 0,5 521,15
0,14 521,15 0,53 516,75
0,165 526,65 | 0,538 515,15
0,188 529,85 | 0,565 509,35
0,22 532,15 0,59 502,15
0,25 534,75 | 0,605 498,15
0,275 53575 | 0,614 495,15

0,3 536

Ezeket a homérséklet-koncentracid parokat eldszor a Microsoft Excel tablazatkezel§jében
talalhato bévitménnyel, a Solverrel optimalizaltam. A programnak az a miikodési elve, hogy a
feltételek figyelembevételével kivalassza a megoldasok koziil a legkedvezdbbet [17]. A
matematikanak az az 4aga, amelyik az ilyen problémak megoldasaval foglalkozik, az

operacidkutatas. A Solver mentijét a 3.5. dbra mutatja.
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P 5
Solver paraméterak &J
Celcella: sG531] Megoldas
Legyen “IMax @ Min ") Erték: 0
Madosuld cellak:
£D$33:6E537 Ajénlat
Korldtozd feltételek: Besllitiz
- Hozzdadas
Alaphelyzet
:

3.5. ébra. A Solver meniije

A célcellanal megadhatjuk, hogy melyik az a fiiggvény, amelyiket optimalizalni szeretnénk.
Ehhez a célcella alatta 1évé radiogombok koziil a ,,Min” feliratat kell valasztanunk. A
modosito cellaknal megadhatjuk, melyek azok a paraméterek melyeket valtoztatni szeretnénk
addig, amig a célfiiggvény el nem éri a kivant értékét (optimalizélds esetén a minimumat).
Korlatozo feltételeket nem fogunk az optimalizalas soran hasznélni, amugy itt megadhatnéank,
hogy mely korlatok kozott valtozhatnak a paraméterek. Fontos még megismerniink a
,,Beallitds” meniipontjat, mert itt adhatjuk meg a programnak, hogy milyen mddszerrel érje el
a célfliggvénylink minimumat. Ezek koziil legfontosabb a menii als6 részén 1évo beallitasok.
A kozelitést érdemes kvadratikusra éllitani, ha a probléma nem linedris, tehat pl. az
optimalizalasnal. A ,,Differencidk” bedllitdsanal akkor valasszuk a ,,Centralis” radiogombot,
ha a program kozli, hogy tovabb mar nem tud javitani a megoldason, azaz ha még pontosabb
szamitast szeretnénk elvégeztetni a Solverrel. Végiil fontos még megemliteniink a ,,Keresés”
beallitast, ahol a Newton-modszerrel kevesebb 1épésbdl is eljuthatunk a végeredményhez.

Tovabbi informéciot a Solver sugdjaban vagy a [17] hivatkozéasban olvashatunk.

[ solver beallftasok =)
Masx, idd: mé&sodperc
Lépésszam: 32767
Pontossag: 0,000001
Tirés: 5 %
Konvergencia: 0,00001

|| Linedris modell feltételezése [ | Nagysagrendek felismerése
[] Memnegativ feltételezése [ kijelzés |épésenként

Kozelités Differenciak Keresés
“) Erintd “) Halads @) Newton
@ Kvadratikus @ Centrélis ) Konjugalt

3.6. abra. A Solver ,,Bedllitds” meniije
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Megallapithatjuk, hogy ez a bévitmény optimalizalasra kivaléoan alkalmas. A kisérleti
adatokat optimalizalasahoz betaplaltam Oket a tablazatkezelébe, majd megkerestem a Solver
segitségével azokat az polinom-egyiitthatokat, melyekkel a fliiggvényem a legjobban kozeliti

Oket, azaz:

(T - fk(xBi,i))z — min (3.8)
ahol T; ¢és xp;; a Kkisérleti adatok homérsékleti értékei és az azokhoz tartozod
bizmutkoncentaciok, f, pedig az k-adfoka polinom. A fokszam meghatarozasat elészor k=6
értékre vizsgaltam, de a hatodfoku polinom nem mutatott olyan kozelitést, mint a k=7
esetében (lasd a 3.7. és a 3.8. abrat). A k=8 értéknél viszont valtozast mar nem lattam az
el6zohoz képest (3.9. abra), ezért egy hetedfoku polinommal optimalizaltam a kisérleti

adatokat, aminek az egyiitthatodit az 5. tablazat mutatja.

5. tablazat. Az optimalis hetedfokt polinom egytitthatoi

ag 286,8754915
= 4959,261749
a; -44633,10725
as 224435,5118
8, -601275,9333
= 1127952927
= -1030354,113
a; 389112,7702

TIK]

0 01 0,2 03 0.4 0.5 0.6 0.7
g

3.7. abra. A kisérleti adatokat kozelitd hatodfokt polinom
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3.8. abra. A kisérleti adatokat kozelitd hetedfoku polinom, ami egyben a legoptimalisabb is
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3.9. abra. A kisérleti adatokat kozelitd nyolcadfoku polinom

Miutdn meghataroztam a legjobban kozelitdé fliggvény paramétereit, ezutdn mar a
figgvényértékekkel szdmoltam tovabb, hiszen feltehetden ezek kozelitik meg legjobban a
valos értéket. Ezek utan majd még egy optimalizalas kovetkezik, amib6él mar ki tudjuk nyerni
a kolcsonhatasi energidk paramétereit.

A 3.7 egyenletnél az xp(41) €8 az Xp(q2) koncentraciok egymastol nem fliggetlenek,
Oket a hdmérsékleti értek ,,koti Ossze”, ugyanis Xp(q1) €8 aZ Xp(q2) 8zt mutatja meg, hogy egy
egymassal egyenstlyt. Ebbdl az kovetkezik, hogy Xpq1) €8 az xp(q2) koncentracio kozott
talalhato a kritikus hdmérséklethez tartoz6 koncentracio, ezért elég, hogy ha az xp(4q)

ertékevel nem I€épem ezt at, mert a folott mar xp 4,y €rté€keivel tgyis ,,bejartuk™ azt a részét a
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fazisdiagramnak. Adott xp(4q) koncentracidhoz tartozd xp(4z) €értékét Gigy hatdroztam meg,
hogy a kiszamitott hetedfokt fliggvénybe behelyettesitettem xp(qqy (ami jelen esetben a
bizmut koncentracidja), majd a fliggvény helyettesitési értékéhez legkdzelebb allo, a kritikus
homérséklet feletti homérsékleti értékeket kerestem meg és olvastam le a hozza tartozo
bizmut-koncentraciot, azaz xp (42 €rtékét. Ahhoz, hogy még pontosabb szamitast kapjak, nem
csak a kritikus homérséklet alatti kisérleti koncentraciokkal szamoltam, hanem 0,1
koncentracios értéktél 0,3 koncentracidig (kritikus hémérsékleti  koncentracio) 0,01
lépeskozzel kiszdmoltam az ezekhez tartozd Xxpqz) Osszetételi értékeket, igy mar 29
kiilonb6z6 adatom allt a rendelkezésemre. Azt, hogy hogyan valtoztak a homérsékleti értékek

az optimalizalas sordn, mutatja a 6. tablazat.

6. tablazat. A megvaltozott hdémérsékleti értékek. Jobb oldali oszlopok: kisérleti
adatok, bal oldali oszlopok: tovabbi leolvasott értékek

Xp; T [K] Ap; T[K]
0,087  435,6002 0,1 505,0666
0,09  498,0395 0,11 510,6562
0,095 501,7532 0,13 518,6486
0,107 509,1117 0,15 523,8007
0,12  515,1023 0,16 525,6957
0,125 516,9745 0,17 527,2792
0,14  521,4943 0,18 528,6274
0,165 526,5211 0,19 529,7965
0,188  529,5749 0,2 530,8265
0,22  532,5668 0,21 531,7444
0,25  534,5225 0,23 533,3025
0,275  535,5498 0,24 533,9547
0,3 5359654 0,26 535,0028
0,27 535,3913
0,28 535,6836
0,29 535,8758

Ezek utan mar csak a kolcsOnhatasi energidk paramétereinek a meghatdrozasa van
hatra. Ehhez egy oldalra kell rendezniink a 3.7 egyenletet, majd ennek a négyzetét vessziik
minden egyes rendelkezésiinkre allo adatsor esetében és ezeket Osszegezzik. Ezzel a 3.8
egyenlethez hasonlo kifejezést kapunk, ami a célfiiggvényiink lesz, de most f;, helyett a 3.7

egyenlet jobb oldalaval kell optimalizalnunk, ami igy hg, hy, hy, Sy, S1 és S, paraméterek
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(vagy valtozok) értékeitdl fiigg. Az egyenletet a Solver segitségével tehat célfiiggvényként, a
paramétereket pedig moddosuld értékekként kezelem. Ezekre a paraméterértékekre a 7.

tablazatban 1év6 eredményeket kaptam.

7. tablazat. A kolcsonhatasi energiak paramétereinek értékei

b 5
25623,95839 41,309219
9427940298 6,905987234
1297,657877 10,12161499

RN

Harom paraméter-értékpar esetén kaptam a legoptimalisabb eredményt, e felett mar nem
kaptam annyira pontos értékeket. Ezt ugy tudtam megallapitani, hogy abrazoltam az integralis
Go(xpi; T) = Gg(xpi; T) + RT[xpilnxg; + (1 — xp;) In(1 — xp;)] + AGE (xp; T) (3.9)
fliggvényt, ahol
Gy (xpi; T) = XpiGpicy(T) + (1 = Xp)Ggagay(T) (3.10)
jelenti. (A Gpiqy(T) és a G,y (T) standard Gibbs-energia értékeinek hémérsékletfiiggését a
[18] hivatkozasrol ingyenesen le lehet tolteni.) Az a paraméterérték volt a legoptimalisabb,
amelyik egy tetszOlegesen kivalasztott homérsékleti értéknél a legjobban kozeliti a hozza
tartozd két koncentracios értéket. Ez ott talalhaté meg a grafikonon, ahol a fiiggvényhez egy
olyan érint6t lehet hlizni, ami egy masik helyen is érinti magat a fliggvényt. Ez a két érték lesz

az, ahol a két fazis egymassal egyensuly tart. Ezt lathatjuk a 3.10. abran.

B
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3.10. abra. Az olvadék integralis Gibbs-energiaja 498 K-en, ahol az egymassal egyensulyt

tarto fazis bizmut-koncentracioja 0,09 és 0,605 a szamadatok szerint
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3.4. Az eredmények osszehasonlitasa a kisérleti adatokkal

A Solver 4altal kiszdmolt kolcsonhatasi energia tagjait felhasznalva felirhatjuk a
keresett 0sszefliggéseket:
Lo = 25623,958 — 41,3092 T
L; =9427,94—-6,906T (3.11)
L, =1297,658 — 10,1216 T
Ezeket a tagokat most mar beirhatjuk az altalam készitett programba, ami kiszamitja a Ga-Bi

rendszer SPT-vonalat. A kapott eredményt a 3.11. abran lathatjuk.
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3.11. abra. A Ga-Bi rendszer kiszamitott SPT-vonala
A vonal a szamitasok szerint 511 K értéknél megsziinik, azaz a kritikus hdmérséklet alatt, ami

varhato is az elméleti megfontolasok alapjan [5]. Ezen vonal 6sszevetését a kisérleti adatokkal

a 3.12. abran lathatjuk.
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3.12. abra. A Ga-Bi rendszer szamitott SPT-vonala (z6ld gérbe), kisérletileg mért SPT-pontok

(piros négyzetek) €s az optimalizalt keverhetetlenségi teriilet (kék gorbe)

A logaritmus skalat azért alkalmaztam, hogy jobban észrevehetdek legyenek az eltérések.
Mint lathatjuk, a szamitott és a mért adatok kozti eltérés kicsivel tobb, mint 1 nagysagrendnyi
eltérést mutat. Ennek szamos oka lehet. Egyrészt a kisérleti adatokban van némi kétely, mert
az abran 1évé legfels6bb piros négyzet olyan mérést mutat, amely elméletben
termodinamikailag nem lehetséges egyensulyi allapotban, ugyanis a kritikus homérséklet
felett nem alakulhat ki feliileti fazisatalakulas [5]. EbbdI arra lehet kovetkeztetni, hogy vagy a
kisérleti adatok egy nem egyensulyi feliileti fazisatalakulast mutatnak (pl. a hiitési és flitési
sebességek is befolyasoljak), vagy a mérdkésziilék nem volt megfeleléen beallitva, vagy
esetleg szennyezOk keriilhettek a rendszerbe. Ezek mind okozhatjak ennek a kiilonds
jelenségnek a mibenlétét. Masrészrél pedig a szamitdsaim sordn szadmolt értékek
pontatlansaga, illetve a kerekitési hibak is okozhattak némi eltérést. Osszegezve tehat azt

mondhatjuk, hogy az altalam szamitott értékek alabecsiilik a kisérletileg mért értékeket.

35



Osszefoglalas

Elsé 1épésben bemutatdsra keriilt a fazisdiagramok felépitése, kiilonos hangsulyt
fektetve a monotektikus rendszerekre. Ezek utan bemutattam, hogy a tébblet Gibbs-energia
hémeérséklettdl valo fliggését miért extrapolaljak helyteleniil, és megemlitettem a IV. fotétel
szerepét ennek vonatkozasaban.

A masodik fejezetben targyalasra keriilt az Gjonnan felfedezett jelenség, a feliileti
fazisatalakulas, aminek a jelent0sége a hegesztésben vald felhasznélas soran csucsosodhat ki.
Ezutan bemutattam az altalam irt programot, ami az SPT-vonal szamitasara alkalmas.

Az harmadik fejezetben az optimalizalas sziikségességét €és hasznossagat irtam le,
illetve elvégeztem a Ga-Bi rendszer optimalizalasat és az ezliton kinyerhet6 termodinamikai
adatokat felhasznaltam az SPT-vonal kiszamitasahoz.

A jovobeli célkitlizésem az, hogy még jobban pontositom a modellezést, amin a IV,
fotétel alkalmazasat értem, illetve a nem egyensulyi folyamatokat is beleszdmolom a kisérleti

adatok kiértékelésénél.
Koszonetnyilvanitas

Szeretném koszonetemet  kifejezni Mekler Csabanak, akitél a programozas
témakorében kaptam hasznos segitséget, és koszonom Dr. Kaptay Gyorgynek, aki a fizikai
kémiaban, a termodinamikaban és az anyagegyensulyokban szerzett tapasztalatait és
ismereteit megosztotta velem mind az eléadasok, mind a konzultaciok alkalmaval.

Ko6szonom a TAMOP-4.2.1.B-10/2/KONV-2010-0001 és az Eurépai Tarsadalmi Alap

tamogatasat.

36



Irodalomjegyzék

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

Budai I.: Szemcsékkel stabilizalt fémemulziok és monotektikus 6tvozetek fejlesztése.

PhD disszertacié (2009)

J.W.Cahn: Critical point wetting - J. Chem. Phys. (1977) vol. 66, pp. 3667-3672

G.Kaptay: A method to calculate equilibrium surface phase transition lines in
monotectic systems — Calphad. (2005) vol. 29, pp. 56-67

G.Kaptay: A new equation for the temperature dependence of the excess Gibbs-energy
of solution phases — Calphad. (2004) vol. 28, pp. 115-124.

Dr. Kaptay Gyorgy: Anyagegyenstlyok makro-, mikro- és nanoméretii rendszerekben.
(2011)

O.Redlich, A.T.Kister: Algebraic representation of thermodynamic properties and the
classification of solutions - Ind. Eng. Chem. (1948) vol. 40, pp. 345-348.

Mekler Csaba: Monotektikus rendszerek vizsgalata — a térfogati és feliileti

fazisatalakulasok modellezése. Diplomamunka, (2008)

C.H.Lupis, J.F.Elliot: Prediction of enthalpy and entropy interaction coefficients by
the 'central atoms' theory — Acta Metallurgica. (1967) vol. 15, pp. 265-276.

X. Yan, F. Zhang, Y. Chang: A thermodynamic analysis of the Mg-Si system. -
Journal of Phase Equilibria. (2000) vol. 21, no. 4, pp. 379-384.

J.A.V.Butler: The thermodynamics of the surfaces of solutions - Proc. Roy. Soc.
(1932) vol. A135, pp. 348-375

Jesse Liberty, David B. Horvath: Tanuljuk meg a C++ programozasi nyelvet 24 ora

alatt.

37



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

http://hu.wikipedia.org/wiki/Feliileti_fesziiltség, 2011. augusztus 7.

David R. Lide: CRC Handbook of Chemistry and Physics. Internet Version (2007),
87th Edition

Ahmed Ayyad: Wetting, Prewetting and Surface Freezing Transitions in Fluid Ga-Bi
and Ga-Pb Alloys: A Surface Light Scattering Study. Doktori disszertacio (2002)

Patrick Huber, Oleg Shpyrko, Peter Pershan, Ben Ocko, Elaine DiMasi, Moshe
Deutsch: Microscopic View on Short-Range Wetting at the Free Surface of the Binary
Metallic Liquid Gallium-Bismuth: An X-ray Reflectivity and Square Gradient Theory
Study. (2008)

P. Predel: Z. f. Phys. Chemie Neue Folge 24, 206 (1960).

Toth Adam: Optimalizalas a Microsoft Excel Solver bévitménye segitségével.

Szakdolgozat (2011)

http://www.sgte.org/

38


http://hu.wikipedia.org/wiki/Felületi_feszültség

