Kaosz az El Nino egy
modelljében

— szamitogép altal segitett
bizonyitas

Indig Balazs

MERNOK INFORMATIKUS MSC HALLGATO

TDK DOLGOZAT

Témavezets : Garay Barnabéas egy.tan.

PPKE ITK

Budapest 2011 November



Tartalomjegyzék

0. OSSZEFOGLALAS, BEVEZETES, KOSZONETNYILVANITAS

1. A MOGOTTES MATEMATIKA

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

A topologikus Smale patko
mint a determinisztikus kdosz prototipusa

Elegendé feltétel topologikus Smale patko 1étezésére

Az El Nino Vallis modellje

A Lorenz és a Vallis rendszer 0sszehasonlitasa

2. A SZAMITOGEPES FELADAT

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.7.1.
2.7.9.
2.7.3.
2.7.4.
2.7.5.

Szamitogéppel segitett kdosz—bizonyitas
A célzott talalgatasok heurisztikaja
Egy a posteriori becslés
Intervallum—aritmetika di6héjban
A felhasznalt eszk6zok
A program felépitése vazlatosan
A program részei
A Branch and Bound modszer
Az intervallumok felezése: a Branch fiigguény
A Poincaré visszatérési fligguény mdsodik iterdltjanak képzése

A logaritmikus keresés eljards részletei
A logikai fiigguények részletei

HIVATKOZASOK /REFERENCES

11
12
14
14
16
22
26
28
30

31
31
34
35
36
37

41



3. A program forraskédja

4. Szamitogépes abrak

44

66



0. OSSZEFOGLALAS, BEVEZETES, KOSZONETNYILVANITAS

Ahogyan E.N.Lorenz (1963) modellje a légkori cella-aramlasok egy, szinte
a végtelenségig leegyszertsitett leirasat adja, ugyanigy viszonyul K.G.Vallis
(1988) modellje az El Nino jelenségéhez.

Mind a Lorenz, mind a Vallis modell haromdimenzios, linearis és kvadrati-
kus tagokat tartalmazo autondém kozonséges differencialegyenlet. Jol ismert,
hogy a paraméterek klasszikus értékei mellett mindketté kaotikus viselke-
dést mutat. A Lorenz modell kaotikussagat — egészen pontosan azt, hogy a
Lorenz modell haromdimenziés fazisportréja tartalmazza a kdosz tankonyvi
prototipuséanak szamit6 Smale patko egy példanyat (és igy legalabb annyira
kaotikus mint a Smale patk6) — K.Mischaikow és M.Mrozek (1995) bizonyi-
tottak elséként, intervallum—aritmetika és szamitogép segitségével.

A jelen TDK dolgozat az altaluk kidolgozott eljaras megismétlése a Val-
lis modellre (az azota eltelt 15 évben elérhet6vé valt egyszertsitésekkel), més
szoval a Vallis modell kaotikus voltanak matematikai értelemben vett bizo-
nyitasa. Mindehhez a keretet az N.Nedialkov altal 1étrehozott intervallum—
aritmetikai VNODE-LP (Validated Numerical Ordinary Differential Equa-
tions - Literate Programming) C+-+ programkoényvtar biztositja. A beagya-
zott Smale patkd megkereséséhez sziikséges a priori informéci6 — amely
alapvets feltétele a VNODE-LP programkonyvtar hatékony hasznélatanak
— célzott talalgatasok, a MATLAB grafikus lehetGségeit kihasznalé interak-
tiv, szamitogépes heurisztika eredménye.

A TDK dolgozat lehetGsége a témavezetém altal 2011 tavaszan tartott
"Szamitogéppel segitett kdosz—bizonyitédsok" tantargy foglalkozasain sziile-
tett meg. A hetente visszatérd alkalmak soran Fidth Péter hallgato—tarsam
és jomagam a Vallis modellnek a Lorenz rendszerére emlékeztets fazisportréja
alapjan kivalasztottuk a z = 0.3 egyenlet sikot, amelyen a (késSbbiekben
targyalasra keriilg) (K') Kovetkezménynek megfelel halmaz—elrendezést szé-
mitogépes kisérletezéssel, kiilonféle heurisztikus modszerek, alapvetéen egy-
dimenzids kozelitések segitségével probaltuk meghatarozni. A munkanak ez
a része sokban hasonlitott egy haromdimenzios alakfelismerési feladathoz. A
geometriai problémak szamitogépes kezelésében az azdta mérnok informa-
tikus MSc diploméat szerzett Fidth Péter korabbi alakfelismeréses tapaszta-
latai meghataroz6 szerepet jatszottak. Mivel jomagam az ELTE program-
tervezd informatikus alapszakan kizarolag algebrai és kombinatorikus jellegtd
programozasi feladatokkal foglalkoztam, a geometriai szemléltetés és intuicio
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teriiletén sokat kellett tanulnom Pétertsl, aki mindig 6nzetleniil volt segitsé-
gemre.

A tényleges bizonyitést, immar Fiath Péter kozremiikodése nélkiil, az Gsz
folyaman végeztem el. Ez alapvetfen programozasi feladat volt, amelynek
lényegét a 2.1 alpontban vazolom. A menet kozben felmeriils tapasztalatok
sziikségessé tették a két kritikus halmaz egyikének, a MATLAB heurisztikaval
nyert R halmaz ujra—definidldsat. A sikerre vezets heurisztikat a MATLAB
és a sokkal hatékonyabb GSL (GNU Scientific Library 1.15) C++ program-
részletek egylittes alkalmazésa tette lehetévé.

A témavezetdm és szegedi munkatarsai altal irt dolgozat [4] szamitastechni-
kai része szintén a VNODE programcsomagot hasznalja. Az ottani

1
T+ 10 & + sin(z) = cos(t)

//////

dig a periodicitasnak megfeleléen a 27, azaz egy allandé. Az El Nino Vallis
modelljében a Poincaré metsz&sik meghatarozasa része a heurisztikdnak, a

””” fiigg a kezdeti értéktsl, valamint a korabbinéal finomabb a
posteriori becslésre volt sziikség.

Koszonetnyilvanitas: Fidth Péter hallgato—tdrsam és a témavezetom
mellett koszonetet szeretnék mondani Koller Miklos, Tuza Zoltdn valamint
Zsedrovits Tamds doktoranduszoknak, akik biztositottdk a Prdater utcai épiilet
harmadik emeletén lévd saa-r szamitogéphez, a Kar legnagyobb szdamitogépé-
hez valo hozzdaférést a szamomra.

Ezen a nyolcmagos, 3.4GHz-es gépen a tényleges szamitogépes bizonyitas
kicsivel tobb, mint két napig tartott.



1. A MOGOTTES MATEMATIKA

A szamitogéppel segitett kaosz—bizonyitasok megjelenése kiemelkedd ese-
ménye volt a dinamikus rendszerek torténetének. A legfontosabb eredmények
kozott van két olyan is, amelyik a

t=o0(y—x)
y=rr—y—az (1)
z=uxy — bz

Lorenz rendszerrel — a klasszikus paraméterértékek o = 10, b = &, r = 28

— kapcsolatos: ezek Mischaikow és Mrozek (1995) [12] bizonyitésaﬁ a topo-
logikus Smale patko, valamint Tucker (1999) [18] bizonyitasa az G.n. kiilonos
attraktor létezésérsl.

1.1. A topologikus Smale patko
mint a determinisztikus kdosz prototipusa

A kovetkez§ bekezdés tartalmazza a topologikus Smale patké definicio-
jatP

Legyenek L és R egy (X,d) metrikus tér nem iires, kompakt és disz-
junkt részhalmazai (példaul a sik egymast nem metsz6 két négyszog-lemeze).
Legyen tovabba ¢ : L U R — X folytonos leképezés. Azt mondjuk, hogy
{7} pez mindkét irdnyban végtelen 0 — 1 sorozat, ha v, € {0,1} minden
k € Z esetén. Ha Qg = L, ()1 = R, az index—sorozat pedig mindkét irdnyban
végtelen 0 — 1 sorozat, akkor {Q,, },., mindkét irdnyban végtelen L — R
halmazsorozat. A ¢ leképezés az LU R halmazon L — R értelemben kaotikus,
ha a tetszSlegesen vélasztott mindkét iranyban végtelen {Q., },., L — R

Mischaikow és Mrozek 1995-6s cikkében [12], [13] a o = 45, b = 10, r = 54 paraméterek
szerepeltek. A bizonyitas szamitogépes részének kiterjesztése a klasszikus paramétererekre
tovabbi hosszt honapokig tartott, és egy 1j szerzdtars kozremikodését igényelte [14]. Az
Lorenz rendszer div = —o — 1 — b divergenciaja a helytdl fliggetlen allando, amely
a kaotikus paramétertartomanyban csak negativ lehet. Novekvds divergencia, mas szdval
a(z attraktor nulla-mértékiségét biztosito) térfogat—osszehtzodas csokkentése mellett a
numerikus vizsgalatok hatarozottan nehezebbé vélnak. A —56 [12] és a —4! [14] utén a
divergencia (egyre gyengébb térfogat—osszehuzodast jelents) diV = —b valasztésa ebben
a TDK dolgozatban — figyelembe véve a szamitogépek sebességének az elmult 15 év soran
megtapasztaltalt allandé névekedését — mar nem igényelt atlag feletti kapacitasokat.

2a sziikebb értelemben vett matematikarol sz6l6 mondatokban szé szerint kovetem a
témavezetSmtél készen kapott megfogalmazasokat.



halmazsorozathoz létezik olyan mindkét iranyban végtelen {zx},., C LU R
pontsorozat, hogy i1 = ¢(z) és x5, € (5, minden k € Z esetén.

Jol ismert, hogy Smale klasszikus példaja, a patko-leképezés az ottani L
és R téglalapok unidjan rendelkezik a fenti tulajdonsaggal. Ezért az L — R
kéoszt szokas Smale-patkod tipusi kdosznak is nevezni, vagy mas kifejezéssel
élve topologikus Smale patkénak. Ebben a dolgozatban kaosz alatt mindig
L — R kéoszt értek. Amint azt a 4. Abra is mutatja, a topologikus Smale
patko elnevezés a szemléletesebb, de az L — R kdosz elnevezés (left-right)
jobban utal mind a tényleges matematikai tartalomra, mind a szamitogéppel
segitett kaosz—bizonyitasok szokisos menetére.

Az L — R kdosz definicija alapjan le lehet vezetni egy olyan A C LU R
halmaz létezését, amelyet a ¢ leképezés dnmagaba visz, s amelyen a perio-
dikus palyak halmaza stird, a periodusok hosszisaga nem korlatos, amelyen
létezik siird palya, és ¢ folytonossiga érzékeny. Itt az "érzékeny" sz6 szakki-
fejezés, amely a kaotikus halmazok legfeltiin6bb tulajdonsagara utal: 1étezik
olyan 7y > 0, hogy minden § > 0 és minden x € A esetén van olyan T € A és
k € N, hogy d(z,7) < 6§ de a k-adik iteraltakra d(¢*(z), ©*(Z)) > no. Ezt a
tulajdonsagot szokas a "ha egy lepke meglibbenti a szarnyat Alaszkaban, ak-
kor abbol tornadoé lesz Texasban" hasonlattal (butterfly effect) érzékeltetni.
A hasonlat abbdl a szempontboél tokéletes, hogy vildgosan utal a hosszabb
tavia idgjaras—eldrejelzések lehetetlenségére: roppant kicsiny effektusok is jar-
hatnak hatalmas kovetkezményekkel — s6t jarnak is. (Ha ez igy van, akkor
mi teszi lehetségessé a szamitogéppel segitett kdosz-bizonyitdsokat — kér-
dezhetné valaki — miért nem okoznak bajt ott a kerekitések és egyéb, a
szamitasok soran elkertilhetetleniil felléps pontatlansagok. A valasz az, hogy
az L — R kéosz, jollehet tele van mindenféle labilis viselkedéssel, mint szu-
perstruktura nagyon is stabil.)

1.2. Elegendé feltétel topologikus Smale patké létezésére

A legegyszertibb ilyen feltételt maga Smale adta meg|I6].
(T) Tétel: Legyen X = R?. Az x = (x1,72) € R X R jeldléssel, az 1.
Abrdnak megfelelden definidljuk az aldbbi halmazokat:

E:{xEX‘1§]x1|§2,\x2]22} , Oc:{a:EX|\:U1|<1},

R={zeX|1<a1<2 |2 <2}, Op={zeX |z >2},



L:{I‘€X| —2§[171§—1,|IQ|§2}, OL:{ZL'EX‘I1<—2}
Legyenek tovdbbd

a=RNcl(Og), b=RNclO¢), c=LNclO¢), d=LNclOy),

ahol cl(Or), cl(O¢) és cl(Oyr) rendre az Ogr, O¢ és Or halmazok lezdrdsa.
Végezetiil legyen ¢ : LU R — X folytonos leképezés és tegyiik fel, hogy

pla)Up(c) COr, p(b)Up(d) COL és o(L)Up(R)C X\E. (2)

Ekkor a o leképezés az L U R halmazon L — R értelemben kaotikus.

5
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1. Abra: A (T) Tételben szereplé halmazok

A (T) Tétel topologiai jellegti. Ervényességéhez egyaltalan nem sziiksé-
ges, hogy az L és az R halmazok téglalapok, az E halmaz pedig négy darab



"egy—egy félegyenes mentén végtelen téglalap" unidja legyen. Egyediil a tel-
jes elrendezés topologiai "mindsége" szamit, a szakaszok és a félegyenesek
nyugodtan meggorbiilhetnek.

(K) Kévetkezmény: Legyen h : R* — R? a teljes siknak a teljes sikra
torténd kolcsonosen egyértelmi, inverzével egyiitt folytonos leképezése, azaz
homeomorfizmusa. Ekkor a (T') Tétel érvényes marad, ha a benne szerepld
E,Oc¢,R,Og, L,Op,a,b,c,d halmazokat rendre a h(E),h(O¢),h(R),h(Og),
h(L),h(Or), h(a), h(b), h(c),h(d) halmazokkal, a ¢ : LU R — R? leképezést
pedig a hoh™ : h(L U R) — R? leképezéssel potoljuk.

-0.06

X

0.065 -

007 ¢

\\\.
E
C
o
0075 + d _
E \

-0.08 : : : :
-1.85 -1.8 -1.75 -1.0

2. Abra: A (K) Kovetkezményben szerepls halmazok, amikor azt a
Vallis modellre alkalmazzuk.

—

Az egyes négyszogek csucspontjainak koordinatai a jobb felsG csticsponttol

9



kezdve az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban:

L: (-1.839,-0.07218), (-1.861,-0.074), (-1.861,-0.076), (-1.822,-0.07346)
R: (-1.686,-0.061), (-1.7356,-0.0646), (-1.7356, -0.0666), (-1.686, -0.063)

Az L és az R négyszogek csicspontjai szamitogépes kisérletezéssel adodnak.
Meghatarozasuk a szamitogépes kiosz—bizonyitas legfontosabb lépése.

-0.06 . . . . . . . . .
-0065 } " |

-007 1
0075 | N ]
008 Lo - - - - ' ' - -
-186 -184 -182 186 198 -196 -1.714 172 17 -168
3. Abra: Az LU R aranyos képe

A (K) Kovetkezmény valamint a vele rokon allitasok egész csaladja alapve-
t6 szerepet jatszik a szamitogéppel segitett kiosz-bizonyitasokban. A tipikus
alkalmazasokban az X = R? sik egy haromdimenziés autonom kozonséges
differencialegyenlet-rendszer Poincaré metszdsikja, hoh~! pedig a Poincaré
visszatérési fiiggvény valahanyadik iterdltja. Magat a h homeomorfizmust
kiilon nem szoktak megadni, s6t az abrakon is — az abra onmagéért beszél
— hoh™! helyett ¢ és h(R),h(L),h(E),... helyett maga R, L, E, ... szere-
pel. A szamunkra fontos alkalmazashoz az R? tér z = 0.3 egyenlett sikja
és rajta az R, L, F, ... halmazoknak a 2. és 3. Abran megadott elrendezése
tartozik.

A 4. Abran Smale stilizalt G—patko-leképezése lathato. A kéosz szempont-
jabol csak az allo L és R téglalapok, valamint az ezek affin képeiként ad6do
felsé (top) T'= G(R) ¢és also (bottom) B = G(L) fekvs téglalapok a lénye-
gesek. (A stilizalt G—patko G leképezése értelmezve van az abra két fekete
téglalap kozotti részén is: Ez utobbi tartomany képhalmaza a stilizalt G—
patko G(b) és G(c) fiiggdleges szakaszok kozotti része, amely a B és a T
téglalapokat stilizalt G bettivé egésziti ki.)

A stilizalt G—patko-leképezés eleget tesz a (K) Kovetkezmény feltételeinek
s mint ilyen, modellként szolgal a TDK dolgozatomban bemutatott alkalma-
zashoz. Smale sokkal ismertebb U-patko-leképezése az L és az R téglalapok
egyikén megérzi, masikan megvaltoztatja a koriiljarast. Ez magyarazza, hogy
a haromdimenzioés tér autondém kozonséges differencidlegyenleteinek Poincaré
féle visszatérési fiiggvényeivel kapcsolatban nem az U-patké, hanem a G-
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patkd a szokasos objektum. A G-patko felfedezése egyébként — pontosan
ezért — néhany héttel megel6zte az U—patko felfedezését.

/(a) _

(c)

-4 -2 0 2 4
4. Abra: A szokasos G-patko egy megjelenitése
1.3. Az El Nifo Vallis modellje’|

TDK dolgozatom célja topologikus Smale patkd létezésének bizonyitasa
az
t=DBy—-Cx
y=xz—y [20], cf. (11) [21] (3)
z=—xy—2z+1
differencialegyenlet-rendszerben — a szokasos paraméterértékek B = 102,

C' = 3 —, amelyet Vallis (1986) [20] vezetett be az egyenlit6i Csendes 6ce-
anon megfigyelhet6 hémérsékleti fluktuaciok leirdsara. Maga a természeti

3a rendszer a Vallis [20] és méasok [22] 4ltal definialt szamos modell koziil a leg-
egyszertibb
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jelenség — amelyet perui haldszok méar a XVIII. szdzadban El N iﬁo—nakﬁ
neveztek el (Vallis az El Nino-Déli Oszcillacio megnevezést hasznélja) —
elképesztGen bonyolult. Vallis modellje a valésag nagyfoki leegyszert-
sitésdﬂ, és mégsem kevés az, amit megmutat belSle. Az z valtoz6 az oda—
vissza kelet—nyugati irdnytinak tételezett felszini 6cednaramléas sebessége, az
y és a z pedig specidlis hémérsékleti valtozok. A z valtozo a felszini vizek
atlaghémeérséklete, az y valtozd pedig a nyugati és a keleti 6cedni medence
felszini vizhémérséklet—kiilonbségének fele. Képlettel

L T, + 1 T,—T.

9 ) Yy = T )
ahol tehat T, és T, az Eszak—Ausztralia illetve Peru partjai el6tti vizek ho-
mérséklete. A differencialegyenlet—rendszer egydimenzids—kétpontos mo-
dell, amely a fels6 vizréteg a szél hatasat is figyelembe vevé advekcios egyen-
letének diszkretizaciojabol szarmazik.
A TDK dolgozatban vizsgalt modell a p = 0 specialis esete az ugyan-
csak Vallis altal két évvel késébb (1988) [21] bevezetett egyparaméteres

i = By —C(z +p)

j=zz-y (4)
z=—axy—z+1

modellcsaladnak.
1.4. A Lorenz és a Vallis rendszer 0sszehasonlitasa

A szamitogépes feladatok nagyobb részének elvégzése utan vette észre
témavezetém a Vallis rendszer és az Lorenz rendszer kozotti matema-
tikai kapcsolatot: a Vallis rendszert az

C C

r=-X , y:—EY : z:—EZ+1 (5)
transzforméaci6 az )
X =0 - X)
Y=BX-Y-XZ (6)
Z=XY -7

4azaz magyarul "Fitgyermek", tekintettel arra, hogy évente (de nem minden évben)

karacsony el6tt jelentkezik a parti vizek szokatlan felmelegedésének formajaban, amelyet
az linnep utén heves viharok és hatalmas esGzések kévetnek.

annyira egyszert, hogy Vallis (2006) [22] monografidjaban mar emlités sem torténik
réla.
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egyenletrendszerbe viszi, amely nem mas, mint a Lorenz rendszer, a o =
C,b=1,r = g valasztassal. A B = 102, C' = 3 paraméterértékeknek
specidlisan a 0 = 3, b = 1, r = 34 paraméterértékek felelnek meg.

Kiilonosen érdekes tehat, hogy a meteorologus Lorenz (1963) [9] és az
6ceanografus Vallis (1986) [20], [21] végsS soron ugyanazt a kozonséges diffe-
rencidlegyenlet—rendszert vezette le, jollehet a két rendszer a valtozok fizi-
kai jelentése alapjan egymassal nem hasonlithaté E)sszeﬁ. A konkrét fizikai
tartalom a paraméterek és valtozok szdmértékeiben mar sem az , sem a
egyenletrendszerben sem jelenik meg: A matematikai szakirodalomban
mindegyikiik transzforméalt—dimenziotlanitott formaban keriil targyalasra.

A (p)) transzformacio régota ismert kell legyen, de semmi esetre sem koztu-
dott. A és az differencialegyenlet—-rendszer numerikus viselkedése ko-
zOtti hasonlosdgokra tobben is felfigyeltek, Vallistol [20], [21] kezdve egészen
a vonatkozo bifurkacio—sorozatok Osszehasonlitasat is elvégzé Magnitskii—
Sidorov szerzéparosig [10], [IT]. Mivela o = 10,b = §, 7 =28 és a (B = 102,
C =3 & )o=23,b=1, r =34 paraméterhdrmas szamértékei egymastol
markansan kiilénboznek, az és a (azaz a (6])) rendszerek numerikus
viselkedése kozott nemcesak hasonlosédgok, hanem érdemi kiilonbségek is meg-
figyelhetdk.

A (3) és az (1)) rendszerek ekvivalenciaja szerepel Tung (2007) [19] kényveé-
ben, aki a feladatot az eddigi p = 0 eseten kiviil a p = 0.83 paraméter—
véalasztas mellett is térgyaljaﬂ

TDK dolgozatom folytatasaként a rendszer kaotikus voltat a p para-
méter Tung [19] altal kijelolt értéke esetén is szeretném igazolni, s amennyi-
ben ez sikeriil, az eredményt egy Chaos in Vallis’ asymmetric Lorenz model
for El Nino cimi cikkben megjelentetni.

6Lorenz modellje egy Fourier—sorfejtés csonkolasabol szarmazik, r—y—z valtozoi-
nak jelentése pedig rendre a konvektiv intenzitas, a felszallo és a leszallo légaramlatok
hémérséklet—kiilonbsége, valamint a fiiggleges hmérséklet—profil atlagos eltérése a line-
aristol. Figyelemremélto, hogy ezekhez képest a Vallis rendszer valtozéinak jelentése
(aramlasi sebesség, illetve vizhdmérsékletek) mennyire kézzelfoghato és kozérthetd.

Ta google a "Vallis AND Lorenz" kérdésre tobbek kozott a [19)] konyv tartalomjegyzékét
is kiadta. Harom hét mualva maga a koényv is — egy svédorszagi konyvtar példanya —
megérkezett.
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2. A SZAMITOGEPES FELADAT

A TDK dolgozat a (K) Koévetkezményt a (3) egyenletrendszerben alkal-
mazza.

2.1. Szamitogéppel segitett kdosz—bizonyitas

Egy szamitogéppel segitett kdosz—bizonyitas két 6sszetevébdl all:

e Elméleti rész: a kaotikussag egy, a (K) Kovetkezményhez hasonlo fel-
tételrendszere

e Szamitastechnikai rész: amely onmaga is két feladatra bomlik

— a feltételrendszerben szerepld halmazok heurisztikétﬁ is igényls
megkeresése az adott dinamikédban, ami egy konkrét matematikai
sejtéshez vezet

— majd a sejtés igazolasa a feltételek egyenkénti ellenérzésével: ez
intervallum-aritmetikaval szigoriva tett numerikus modszerek se-
gitségével torténik

A numerikus modszerek "szigora" (rigorous) jelzGje szakkifejezés, amely
az intervallum—aritmetikai szamitasok legfontosabb jellemz§jére utal: a szami-
togép automatikusan elvégzi az elvileg lehetséges maximalis 6sszhiba elemzé-
sét is. Szokasos a "megbizhato" (reliable) és a "validalf]" (validated) jelzsk
azonos értelmi hasznalata is.

A tényleges alkalmazés ¢ leképezését Vallis El Nino modelljének a z =
0.3 sik alulrol felfelé torténd atmetszéseihez tartozo 11 Poincaré visszatérési
fliggvényének maésodik iteraltja szolgaltatja. A II valamint a ¢ = Il oIl
masodik iteralt létezését az L U R halmaz egy kis kornyezetében a szigoru

numerikus modszerekbdl szarmazo szamitdgépes tapasztalat biztositja. Az

8 A szakirodalombél szamos kisérlet ismert ezeknek a heurisztikus eljardsoknak az au-
tomatizalasara. A teljes siker aligha valoszind [3], mert ehhez egy nagymeéretii globalis
constraint satisfaction feladatot kellene megoldani.

9A validalt széonak az intervallum-aritmetikdban sajat értelme van, amely kiilonbozik
a sz6 altalanosan érvényes "helyességbizonyitas" jelentésétsl. Itt jegyezziik meg, hogy
egy numerikus modszer szigoruva tétele altalaban a gépidé harmincszoros—hatvanszoros
megndvekedésével jar.
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el6készité nem-szigoru (esetiinkben MATLAB) heurisztika soha nem vezet-
het el matematikai bizonyossaghoz, hanem csak sejtéseket eredményezhet. A
¢ folytonossaga az dtmetszések transzverzalitasanak — hiszen a II(LUR) és a
(IToIT)(LUR) = ¢(LUR) halmazok egy kis kérnyezetében 2 = —zy—z+1 > 0,
szintén a szigoru szamitogépes tapasztalat alapjan — kovetkezménye. (A
z > 0 egyenlGtlenség azt is mutatja, hogy az atmetszések — ellentétben a
Lorenz rendszerben megszokott irénnyaﬂ — alulrdl felfelé torténnek.)

Az egyes trajektoridknak a z = 0.3 sikkal valé6 metszéspontjat azonban
nem lehet pontosan kiszamolni. Amire a VNODEE képes, az az, hogy meg-
hatarozzon két kicsiny méretii téglatestet (haromdimenzios intervallumot),
amelyek tartalmazzak a valodi, pontos trajektoria egy—egy, a tényleges at-
metszéshez kozeli pontjat. Az elsd téglatest teljes egészében a z = 0.3 sik
alatt, a masodik téglatest teljes egészében a z = 0.3 sik felett helyezkedik
elH Az alulrol felfelé torténd atmetszéseknek megfelelGen mindig a masodik
téglatest az id6ben késébbi. A hozzajuk tartozé idépontok kiilonbsége az dt-
metszési iddintervallum, amely a VNODE néhany egymaés utani lépéskozének
osszege. (A teljes egészében a z = 0.3 sik alatt elhelyezkedd elsd, valamint
a teljes egészében a z = 0.3 sik felett elhelyezkedd mdsodik téglatest kozott
ugyanis tovabbi, a z = 0.3 sikot metsz§ téglatestek is lehetségesek.) A tér-
beli kozelség id6beli kozelséget is jelent, amely elvben tetszélegesen kicsivé
tehetd. A gyakorlatban addig kell a kozelits téglatesteket tovabbra is z = 0.3
stk alatt illetve felett tartva valtoztatni, amig a koztiik 1évs térbeli és id6-
beli tavolsag olyan kicsi nem lesz, hogy segitségiikkel a tényleges atmetszési
pont elsé és masodik koordinatéjara elegendden éles becslés legyen adhato.
Az elegendGen éles becslés a (T') Tételben szerepls feltételeknek a z = 0.3

Oamint az a Z valtozo bevezetésének (5)) képletébdl is kittinik

Hkszonséges differencidlegyenletek kezdetiérték—feladatait az intervallum-aritmetika se-
gitségével numerikusan megoldé programcsomag

125, talsagosan nagy téglatesteket eleve elkeriilends, a VNODE szamara elirjuk, hogy
az els6 téglatest a z = 0.299 és a z = 0.3, a masodik téglatest a z = 0.3 és a z = 0.301
sikok k6zott legyen. A 0.001 = 0.301 — 0.3 = 0.3 — 0.299 alland6 a numerikus szdmolé-
sok altalunk, a szamitogépes kisérletezés eredményeképpen valasztott bemend paramétere.
(Amikor méar sejteni lehetett, hogy a gépidé mindvégig elviselheté marad, a 0.001 értéket
a legutolso, a tényleges bizonyitast jelents futtatéas el6tt a tizedére csokkentettem. Az al-
ternativa az lett volna, hogy az a posteriori becslésben torekedjem a maximaélis élességre.)
A VNODE adaptiv 1épéskozvalasztassal miikodik. A maximaélis 1épéskdz megvalasztésara,
jollehet azt a tolerancia—beéllitasokkal befolyasolni tudjuk, a VNODE nem biztosit koz-
vetlen lehetGséget.
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stkon torténd ellenérzését jelenti. Ez az ellenérzés az intervallum—aritmetika
sajatossagai szerint a gépi szamitasok kerekitési hibakat is tartalmazo Gssz-
hibdjanak t.n. "worst—case" analizisét is magéban foglalja. Ezért szamit
matematikai ereji és érvényességi bizonyitasnak.

2.2. A célzott talalgatasok heurisztikija

A Vallis rendszer attraktoranak metszete a z = 0.3 sikkal két enyhén
ivelt "holdacska", amelyek hasonlosaga a klasszikus Lorenz rendszer holdacs-
kaihoz ([17], [6]) mar az elsé pillantasra is szembeotls. A holdacskéak lokalisan
intervallumok és Cantor—halmazok szorzatai; ebbdl a Cantor—halmazos struk-
tarabol az altalam hasznalt maximalis szamitogépi felbontas finomsaga két
parhuzamos gyéngysort enged megmutatni. Az 5. Abra a P* = (1,2,0.3)
pontbol indulo trajektoria és a z = 0.3 egyenletd sik néhany ezer egymast
kévetd metszéspontjat, pontosabban a

PP (P*) = {(ar(P*), ys (P) 1100

sorozat elemeit mutatja. Mivel az 5. Abra holdacskiinak mindegyike szigort-
an monoton novekvs folytonos fiiggvény grafikonjanak tinik, logikus arra
gondoIni™®, hogy az attraktor felsé holdacskajanak belss dinamikajarol az
P =Poomi : k(P*) = 241 (P7)

"gyongysor"-leképezés lényegi informaciokat tartalmaz. A P leképezés azokra
az xp(P*) valos szamokra van értelmezve, amelyekre az (zy(P*), yx(P*)) és
az (zry1(P*), yrs1(P*)) pontok (a k& € N indexekre a 100 < k& < 100000
egyenlgtlenség érvényes) mindegyike a fels6 holdacskan helyezkedik el. Ezt
a véges halmazon definialt leképezést azonban gy tekintjiik, mintha néhény
nyilt intervallum uniéjan értelmezett folytonos fiiggvény volna. A 6. Abran
bemutatott véges ponthalmazzal a szamitogépes kisérletezés szempontjabol
is gy banunk, mintha egy valos fiiggvény grafikonjéval allnank szembe és
batran alkalmazzuk ra Smale (7") Tételének egydimenzios vatozatat.

3¢z a megfontolas mar Lorenz [9] eredeti cikkében is szerepel
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5. Abra: A Vallis rendszer holdacskai, valamint a felsé holdacska egy erdsen
kinagyitott részlete.
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(A) Allitas: Legyenek ( és r diszjunkt, korldtos és zdrt intervallumok.
Legyen tovdbbd ¢ : £ Ur — R folytonos fligguény és tegyiik fel, hogy

(Ur C ¢(l) és tUurcCo(r) (cf ). (7)

Ekkor a ¢ leképezés az £ Ur halmazon £ — r értelemben kaotikus.

Ha az ¢ és r halmazok megkeresésének amugy egyaltalan nem nehéz fel-
adatat a 6. Abran kisérletezve megoldottuk, akkor a (K) Kévetkezmény al-
kalmazhatosagahoz sziikséges L és R "téglalapokat" az 5. Abra felsé holdacs-
kadja mentén vett parallelogrammékiﬂ forméajaban kereshetjiik, a tabu halma-
zokat kijelols iranyt pedig fiigg6legesnek vehetjiik.

Mindez természetesen nem mas mint heurisztika, de olyan heurisztika,
amelynek érdemes szamitogépes kisérletekkel utdnamenni.

A tulajdonsag egyszerd kovetkezménye, hogy a ¢ leképezésnek mind
az ¢, mind az r intervallumban létezik egy—egy, Osszességében tehét legalabb
két fixpontja.

Magatol értet6ds, hogy a P "gyongysor"-leképezést ¢ = II o II helyett
definidlhattuk volna magéra a Poincaré féle I1 visszatérési fiiggvényre. Ekkor
azonban — vizsgaljuk akar a felss, akar az als6 holdacska belsé dinamikaj éLtE|
— a vele "azonositott" valos fiiggvény fixpontmentes volna, és igy az (A)
Allitast nem tudnank alkalmazni. Ez magyarazza, hogy numerikusan a II
helyett elég hamar mar annak mésodik iteraltjaval kezdtem foglalkozni.

A 6. Abran egyébként a heurisztikus-hipotetikus fixpontok szama 7;
ennyiszer metszi a gyongysor az y = x egyenest. Kézenfekvs az

¢=1[-1.86,-1.82] , r=[-1.73,—1.68]
valasztadol

A szamitogépes kisérleteket hosszabb-révidebb MATLAB, GSL és VNODE
programok egymasutanjaval végeztem el. A tényleges bizonyitas VNODE

Hyagy legalabbis parallelogrammakhoz kozeli (a felss holdacskahoz illesztett lokalis ko-
ordinatarendszerben ¢x [—e, €] illetve r x [—¢, €], 0 < £ << 1 alakt) topologikus négyszogek

153z Lorenz rendszer x — —x, y — —y, z — 2z szimmetridja miatt ez amuigy is
teljesen mindegy

1667 a valasztas az (A) Allitasnak teljesen megfelel, a (K) Kovetkezmény alkal-
mazhatosagahoz azonban még sok munka van hétra.
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programjanak mintegy kétnapos futtatasa elétt sokszéaz "trial and error" nu-
merikus kisérlet elvégzésére volt sziikség. A bevezetd probalkozasokat jellem-
z6en MATLAB, az ezeket finomité kisérleteket tobbnyire GSL, a befejezést
kozvetleniil el6készits szamitasokat pedig VNODE koérnyezetben végeztem el.
A kisérletek szama az el6készits, a geometriat nagy vonalakban feltérképezé
MATLAB fazisban volt a legnagyobb. A MATLAB sajat grafikus kijelz&jé-
nek interaktivitasa ezt a munkat komoly mértékben tudta felgyorsitani. A
VNODE altal kezelt adatok hatalmas mennyisége miatt nehézkes az abrak
gyors készitése: Nem egy esetben sziikség volt az adattémbokon beliili koz-
vetlen kutakodasra.

Mindezek igy, egyiitt vezettek el a végss soron sikeresnek bizonyult L és
R négyszogek megtalalasahoz. A 2. és a 3. Abran lathato kék, csaknem
egyenes vonal a ¢ leképezés szakadasi pontjainak halmaza az L U R halmaz
egy kis kornyezetében. Ez az elméletileg és numerikusan is roppant veszé-
lyes vonal (amely az origdb mint egyenstlyi helyzet stabil sokasaganak [17],
[6] lokalis metszésgorbéje a z = 0.3 sikkal) miatt nem lehetett az L négy-
sz0g ¢ oldalat fliggdlegesre valasztani. Sokat probalkoztam a ¢ oldal balra
mozgatasaval, de ez minden esetben a (K) Koévetkezmény egyik vagy masik
feltételének szinte azonnali megsértéséhez vezetett. Kénnyebb dolgom volt a
b és a d oldalakkal: mindkettGjiiket gy sikeriilt fiiggSlegesnek valasztanom,
hogy kdzben a négyszdgek maguk minél kisebbek legyenekﬂ.

Az alfejezet lezarasaként az altalam hasznélt harom szamitogép technikai
paramétereit ismertetem, illetve megadom a MATLAB, a GSL, és a VNODE
egyfajta Gsszehasonlitasat.

Az altalam hasznélt szamitogépek:
e Intel Atom; 1.6GHz, egymagos laptop
e Intel Pentium 4; 2.4GHz, egymagos asztali gép

e Intel Core i7; 3.4GHz, nyolcmagos asztali gép

Tami a (2)) feltétel o(L)Up(R) C X \ E részének VNODE 4ltali ellenérzésére forditando
gépids csokkentése miatt volt fontos: a feltétel "egydimenzios", p(a) U p(c) C Og és
©(b) U(d) C Of, részének ellendrzése ehhez képest sszehasonlithatatlanul révidebb idét
vesz igénybe.

20



A MATLAB, a GSL, és a VNODE sebességét gy hasonlitottam ossze,
hogy mindegyikkel ugyanazt a szamitasi feladatot oldottam meg. Ez a feladat
a z = 0.3 sikhoz tartozé Poincaré kévetdtiiggvény masodik iterdltjanak kisza-
mitasa volt éspedig egy s ugyanazon szakasz 1001 pontjaban[™| A megfelels
kezdetiérték—problémak megoldéasara az egyes programrendszerek beépitett
algoritmusait hasznéltam, default tolerancidkkal.

Az Intel Pentium 4 szamitogépen elvégzett 0sszehasonlités f6 adatait az
alabbi Tablazat tartalmazza.

PROGRAMCSOMAG | ALGORITMUS | FUTASI IDO | SZIGORU?
MATLAB (JAVA) ODE45 < 198sec nem
GSL (C++) & RKF 0.24sec nem
VNODE (C+-+) HO 122sec igen

Az ODEA45 jelolés két egymésba agyazott, egyenként negyed- és 6todrendd
kori nevén" az RKF algoritmusra), mig a HO rovidités feloldasa Hermite—
Obreshkov. Ez utobbi egyike a Taylor-modszerek [I] csaladjanak. Fontos
megemliteni, hogy az intervallumos vilagban egészen més a differencidlegyen-
let—megold6 modszerek hasznossagi hierarchiaja, mint a hagyoményos, nem—
intervallumos vilagban. A Taylor tipusii modszerekrsl éppen csak annyit
tanultam a Numerikus Modszerek tantargyban, hogy elméletileg fontosak
ugyan, de (legalabbis a nem—intervallumos vildgban) soha nem szabad hasz-
nélni egyikiiket sem.

18 A tényleges feladat a {p(Sk)} 5y pontsorozat meghatérozésa volt,ahol Sy a 2. Abran
lathato L négyszog bal oldalat képezd fiiggbleges d szakasz ezer egyforma részre torténd
felosztasanak k-adik osztopontja. Képlettel

Sj, = (—1.861, —0.063) + £(0.0,0.000002) , k=0,1,...,1000.

Ez egy tipikus részfeladat, amelyen a MATLAB, a GSL és a VNODE specialitésai, elényei
és hatranyai egyarant jol szemléltethetSk. (A GSL esetén 100000 osztopontot vettem és
az eredményt visszaosztottam 100-zal.)
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2.3. Egy a posteriori becslés

A kiindulés az r = f(r) vektoros alakba atirt rendszer megoldé—
operatora linearis kozelitésének

O(t,r) —r —tf(r) = /01(1 — 5)®)(st,r) ds -t

_ /0 (1 — 8)[F/(D(st, )| (F(D(st, 1)) ds - £ (8)

Jacobi matrixos, integralmaradéktagos valtozata. Az integrandus értéke a
B =102, C' = 3 paramétervalasztas mellett az

—3(102y — 3z) 4+ 102(xz — y)
(1—5s) 2(102y — 3z) + (=1)(zz —y) + z(—2y — 2 + 1) 9)
—y(102y — 3z) + (—x)(xz —y) + (—=1)(—2zy — 2 + 1)

vektor. Az képlettel rokon
t t
O(t,r) —r = / f(P(s,r)) ds = / (f(®(s,r)) — f(r) + f(r)) ds
0 0
Newton—Leibniz formula normabecslése a
t
|®(t,r) —r| < L/ |®(s,r) —r|ds+ Mt
0
majd ebbdl a Gronwall Lemma a
M
|<I>(t,r)—r|§Mt+f(e —1-Lt), t>0 (10)

egyenlStlenséghez vezet. Itt az M és az L értéke az f(r) vektor euklideszi nor-
méjanak illetve az [f’(r)] Jacobi matrix norméjanak maximuma a 7. Abran
lathato z = 0.3 sik (L U R) halmazanak egy H x [0.299, 0.3] alaku féloldali
koérnyezetében, ahol a H hatszoget késébb specifikiljuk.
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7. Abra: A Vallis rendszer holdacskai a befoglalo H hatszoggel

A VNODE program egy hiviasanak

e Altalunk biztositott inputja
a z = 0.3 sik egy T téglalapja, a targy-téglalap,

e szamunkra a kés6bbiekben sziikséges outputja
egy 7 = 7(T) > 0 szamérték, az dtmetszési iddintervallum, és
az R3 tér egy K = K(T) téglatestje, a kép—téglatest.

Itt a T téglalap az L U R halmazt elegend@en finoman lefeds {T}} téglalap—
csalad tetszéleges elemét jelenti, a K téglatest pontjainak 2z koordinatai pedig
eleget tesznek a 0.299 < z < 0.3 egyenl6tlenségnek.

Amire ténylegesen sziikségiink van, az a ¢(7T') halmaz, amelyrdl csak any-
nyit tudunk, hogy
o(T) C proj®([0,7], K) ,
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ahol @ a Vallis rendszer megold6—operatora,
proj : R* = R?® | (2,9,2) = (z,y,0.3)
pedig a z = 0.3 sikra torténd merdleges vetités. A T vélasztasatol fliggGen

a feltétel a ©(Ty) C Og, ¢(Tx) C Or, ©(Tx) C X \ E el6irasok egyikét
jelenti. Elegendé tehat megmutatnunk, hogy

(Co) a @(Ty) halmaz, illetve az 6t tartalmazé proj®([0, 7], Kx) halmaz
nem metsz bele a feltétel dltal kijelolt tabu halmazba.

A legnagyobb nehézség az, hogy a {T}} téglalapcsaladot menet kozben
kell meghatarozni.

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-01

-0.12

-0.14

-0.16

ol . . .
3 28 -26 -24 22 2 18 16 -14 -12

8. Abra: Kép-téglatestek egy halmazanak vetiilete a z = 0.3 sikon, a befog-
lalo H hatszoggel egyiitt. A kiindulasi targy—téglalapok az LU R halmaz egy
fedését alkotjak.
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A proj®([0, 7], K}) halmaz becslésére az (8)), (9), képleteket hivhatjuk
segitségﬁl.@ Az el6zetes numerikus tapasztalatok azt mutatjik, hogy

T = max7 < 0.0003 és UgprojK, C H, (11)

ahol
H:COHV{Pl,PQ,Pg,P4,P5,P6} , a
Py(—1.7,—0.03,0.3) , P,(—3.0,—0.13,0.3) , P3s(—3.0, —0.17,0.3) ,
Py(—2.6,—0.17,0.3) , Ps(—1.3,—0.07,0.3) , Ps(—1.3,—0.03,0.3)

pontok altal kijelolt konvex hatszog. A H hatszog kivalasztasa viszonylag
durva kozelités, hiszen UyprojK; kozel van a H hatszog belsejében elhe-
lyezkeds, (—1.5,—0.05,0.3) és (—2.8,—0.15,0.3) végpontu szakaszhoz. A 8.
Abranak megfelelé’e azt tapasztaljuk, hogy

az U, projK; ésa 0H halmazok tavolsiga > 0.004 (12)

ahol OH a H hatszog keriiletét /peremét jelenti. A H hatszog fenti valasztasa
mellett M és L értékére nagyvonali fels6 becsléssel M = 11 és L = 105
adodik. A t = 7 = 0.0003 valasztassal a egyenlGtlenség jobb oldala
kisebb mint a 0.004 szamérték, ami geometriailag azt is jelenti, hogy az

Ure(Tk) C Ugproj®([0, 7], Kx) C proj® ([0, 7], Up Kx)

halmazok mindegyike is a H hatszdgben helyezkedik el.
Tovabbra is nagyvonala becslésekkel szamolva azt kapjuk, hogy (z,y, z) €
H % [0.299,0.3] és t € [0,7] esetén a (9) formulaban szerepls vektor

e cls6 kordinatéja a [—(1 — s)130, (1 — 5)30]

e méasodik koordinataja a [—(1 — )8, (1 — s)4]

Ymivel a proj®([0, 7], Kx) C X \ E feltétel idénként a proj®([0, 7], Kx) C L U R alakot
Olti és mert az L U R halmaz y irdnyban minddssze 0.002 vastagsagu, sziikség van a
szokasos hibabecslés koordinatak szerinti szétbontasara. Ehhez a Gronwall Lemma még
vektoros viltozataban sem lenne elegend@en éles, csak a 7, Atmetszési 1épéskoz drasztikus
csokkentésével egyiitt. Igy a dontd szerep a tovabbiakban az 7@ formulaké. Az a
nagy szerencse, hogy a @D formulaban a t? = T,f mellett 6nmagaban is megjelens t = 7,
olyan vektorral szorzott alakban szerepel, amelynek a z = 0.3 sikra vett mer&leges vetiilete
nagyjabol-egészében parhuzamos az L és az R halmazok "irAnytangensével".

203 8. Abrara még visszatériink, a 9.-10.-11. Abrakkal 6sszefiiggésben.
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intervallumba esik. Mindez lehetGséget teremt tetszéleges r € Ky ést € [0, 7x]
esetén a ®(t,r) és az r + tf(r) vektorok kiilonbsége elsé és masodik koordi-
natajanak becslésére. (A harmadik, a z koordindta most mar lényegtelen,
hiszen a feltétel téglalaponkénti ellendrzésében nem jatszik szerepet.) A
fentiekbdl

proj®([0, 7], K1) C projKy,+ [0, 73] - proj f (Ky) + ([—65, 15] x [-4,2]) 77 (13)

adodik, ahol a jobb oldalon harom sikbeli halmaz 6sszege all. Koziiliik a ko-
zépsS a [0, 7] C R intervallumbol vett szamok Osszességének és a projf(Ky)
sikbeli halmaznak a szorzatall

A (Cy) célkitiizés helyett tehat elegendd azt ellendrizni, hogy

(C) a projKy + [0, 7] - projf(Ky) + ([—65,15] x [—4,2])7% halmaz nem
metsz bele a feltétel vonatkozo specidlis esete dltal kijelolt tabu halmazba.

Ez az a feladat, amelyet a {7} } téglalapcsalad megkeresésével egyiitt teljes
egészében a szamitogépre bizhatunk. Ha a szigori szamitogépes numerika
olyan eredményeket szolgéltat, amelyek a (11]) és a feltételek teljestilését
is visszaigazoljak, akkor készen vagyunk

Valoban ez a helyzet: A szamitogépes vizsgalatok adatait a legutolso, ne-
gyedik fejezet tartalmazza.

2.4. Intervallum—aritmetika diéhéjban

A numerikus moédszerekben a véges aritmetikai modellek és a megfelel
szaméabrazolasok kozponti kérdést alkotnak. Mivel a véges szamtesten gyak-
ran nem reprezentalhatok az eredmények, ezért a program kerekitésre vagy
csonkolasra kényszeriil (példaul eltéré nagysagrendd szamok Osszeadéasénal),

21iollehet a sziikséges alapokat csak a most kovetkezs alfejezet targyalja, vegyiik észre,
hogy az intervallum-aritmetika vilagaban nemcsak K}, hanem f(K}) is (haromdimen-
zi6s) intervallum és hogy a tartalmazasi relacié jobb oldalan szerepld halmazokat az
intervallum—aritmetika alapmiiveletei kapcsoljak Gssze.

2Zmivel a VNODE a (C) célkitiizésnek megfelelGen kell hogy szdmoljon mindent, a becs-
lések a posteriori jellege tgy tiinik, két egymés utani, kiilonb6zd futtatéas elvégzését igényli.
A (C) célkitiizést megel6zs teljes érvelés szerint azonban egyetlen futtatés is elegendd. (A
befejezd VNODE futtatés sikeres volta jogossa teszi a H hatszdg eredetileg nem szigora
numerika szerint tortént megvalasztasat.)
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ami sokszor elrontja az eredményt. Az intervallum-aritmetika elénye az, hogy
a pontos megoldéast mindig magaban foglalé intervallumokkal szamol, emiatt
nincs a fentiekben leirt veszteség, viszont a kerekitési hibak névekedésével az
intervallumok is nének. Ezen tulajdonsiga miatt, elGszeretettel alkalmazzak
tartalmazasi probléméknal, mint amilyen ez a feladat is. Manapsag biz-
tonsagos és jol hasznélhatd eszkozt nyijtanak a numerikus modszerek és az
analitikus fiiggvények intervallumokon értelmezett megfelelsi, mivel nagy és
kiterjedt irodalmuk van, példaul Alefeld és Majer(2000) [I], Zilinskas(2005)
[24].

Az alapmiiveletek a kovetkezSképpen vannak definidlva. Legyen I és J két
egydimenzios, korlatos és zart intervallum.

IeJ:={zdylrelyeJ}
[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d]
[a,b] = [¢,d] = [a —d,b— (]
[a,b] * [c,d] = [min(ac, ad, be,bd), maz(ac, ad, be, bd)]
la,b]/[c,d] = [min(a/c,a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c,b/d)]

(A 0-t tartalmazo intervallummal valo osztés nem értelmezett. )

Az 6sszeadas és a szorzas mivelet asszociativ és kommutativ, de nem diszt-
ributiv, hanem szubdisztributiv (annak megfelelGen, hogy a kerekitési hiba
nem fiiggetlen a miveletek sorrendjétsl): Az I(J + K) halmaz részhalmaza
az IJ + I K halmaznak.
Az intervallumok egymashoz képest lehetnek:

e Kisebbek vagy nagyobbak

o Atlapoloak (alul, feliil és két iranybol is)

Ezért a rendezési relaciok definicioja nehézségekbe iitkozik.

Az intervallumok megadasa kétféleképpen torténhet:

e Egy pontos értéket egy kicsiny hossziisagu, nulla kézépponti, két vé-
gével megadott intervallummal 6sszeadunk:
[ = 5.0 + interval(-1,1)1.0E-10 // [5.0-1.0E-10;5.0+1.0E-10]

e Az intervallum két végének pontos megadasaval:
[ = interval(123,456) // [123;456]

27



e Megadhato egy pontbdl allé nulla sugart intervallum is, ha a két vége

azZonos:
[ = interval(10,10) // [10;10]

A kifratasnal segitségemre volt az intervallum kozéppontjat és a sugarat
visszaado két fiiggvény (midpoint és rad). Ezekkel lebeg6pontos forméatumba
lehetett konvertélni a szamokat, amelyeket felhasznaltam az abrék rajzo-
lasahoz, illetve megallapitottam a maximaélis eltéréseket. Definidltam két
figgvényt (LEnd, UEnd), amik az intervallum also, illetve fels§ hatéarat ad-
tak vissza lebeg&pontos formatumban. E két fiiggvény a kod olvashatosagat
nagyban néveli.

Ezek forméatuma a kovetkezd:

interval I

double m,r

I =interval(—5,5) //[—5; 5]

m = midpoint(I) //0

r=rad(l) //10

sup = UEnd(I) = midpoint(I) +rad(I) //5
inf = LEnd(I) = midpoint(I) —rad(I) // —5

Az intervallum geometriailag n—dimenzids téglatestként szemléltethetd.
A haromdimenziosakra téglatestként, a kétdimenzidsakra téglalapként fogok
hivatkozni. A sik intervallumos abrazolasban egy vastagsag nélkiili téglatest-
ként szemléltethets. Azért téglatest, mert bar a harmadik dimenziéban nincs
vastagsaga (rad), értéke (midpoint) van. (Akkor lehet vastagsaga, ha a har-
madik dimenzi6 nem reprezentélhato egy nulla vastagsagi intervallummal;
ilyen példaul a z = v/2 sik. Ez a dolgozatban nem fog eléfordulni, csak az
altalanossag miatt kell majd kezelni ezt az esetet is.)

2.5. A felhasznalt eszkozok
A VNODE-LP programot N. S. Nedialkov [I5] irta. A VNODE-LP

megbizhato (reliable), szigoru (rigorous) numerikus kozonséges differencial-
egyenlet—rendszer kezdetiérték probléma megold6 program. Intervallum-arit-
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metikaval dolgozik és a kezdetiérték probléma megoldasanak befoglalo inter-
vallumait szamolja ki, ezaltal biztositvan a szigorusagot. A program felhasz-
nalja a nagy multit LAPACK és BLAS linearis algebrai programcsomagokat
[2] és [5], illetve valaszthato hozzé a Profil 2.0 7] és a FILIB++ [§] intervallum
programcsomag. A dolgozatban a Profilt hasznéltam. A VNODE-LP-ben
megadtam az egyenletet, a kezdeti és a befejezési id6t, igy a program az
altala valasztott lépéskozzel elvégezte a szamitést a lehetd legpontosabban.
A programban nincs lehetdség kozvetleniil befolyasolni a 1épéskéz maximalis
nagysagat. AlapvetGen nagy lépéskozokkel dolgozik, ezért egy logaritmikus
kereséshez hasonlo eljarassal a kezdeti érték idejének és a befejezési idének a
valtoztatasaval sikeriilt kikényszeriteni a kisebb 1épéskozoket. Fontos megje-
gyezni, hogy az id6paraméter is intervallum tipusi, ezért el6fordulhat olyan
eset, hogy az id6 nem pontos, hanem tn. lebegése van. (Példaul: lebegs-
pontosan nem reprezentalhat6 idéértéknél.) A program alapallapotban ezt
elkeriili és csak igen ritka esetekben lehet rakényszeriteni, viszont azokkal az
esetekkel is szamolni kell. Minden esetben szigortan befoglalé intervallum
lesz az eredmény, szemmel tartva a véges aritmetika reprezentalhatosaganak
korlatait, kifelé kerekitve. Az intervallum tipuson az alapmitiveletek vannak
értelmezve, a szokasos jelolésekkel. Viszont a rendezési relaciok nincsenek
megvalositva, ezért ezt a hianyossagot is kiilon kellett kezelni. A beépitett
(egydimenzios) intervallum tipus szép kiirasa (pretty-printing) illetve egy in-
tervallum vektor tipus (a tobb dimenzids intervallumok létrehozasara) is ren-
delkezésre allt. Ezek folé definidltam a sajat intervallum-koordinata tipusa-
imat (point3 illetve point3_fs) valamint ezek miiveleteit’™ A program frésa
soran az olvashatosigot és a logika kdvethetGségét elsGdleges szempontnak
tekintettem. Ezeket az alapmiikodéshez sziikséges feladatokat, kiilon-kiilon
fliggvényekkel valositottam meg és igy is hasznéaltam a kés6bbiekben. Az
abrak elkészitéséhez a Gnuplot [23] programot hasznéltam. A programom
altal generalt adatokat fajlba mentettem a megfelel§ formatumban: az in-
tervallumok kozéppontjaval és két végpontjaval megadva mind a fiiggSleges
és a vizszintes koordinatak szerint. Ezeket az adatfajlokat shell scriptekkel
dolgoztam fel és segitségiikkel generdltam az abrakat is. Az abrék csak a
szemléltetést szolgaljak. Bizonyito jelleggel nem birnak. A program Linux
koérnyezetben GCC forditéval C++ nyelven késziilt. A fentiektdl eltérds, egyéb

2ezekre a kod VNODE-t6] valé nagyobb fiiggetlensége miatt volt sziikség. Mert igy a
pontok is helyettesithet6k maéas, példaul lebegépontos megvalositassal. (Lasd: a GSL-val
végzett kisérletek.)
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kiilonleges fliggGsége nincs.

A kisérleteknél felhasznaltam a GNU Scientific Library 1.15 (tovabbiakban
GSL) numerikus integralo képességét. Ahogy a mérések is mutatjak a tabla-
zatban, sokkal gyorsabban miikodott a Poincaré metszéspontok kiszamitasa-
ban. A VNODE miikédését akartam lemésolni, hogy minél t&bb kodot tjra
tudjak hasznositani a mar elkésziilt (VNODE alapti) programbol. Igy a GSL
alacsonyszint fiiggvényeit hasznaltam, amikhez a Runge-Kutta-Fehlberg-45
modszert valasztottam a rendelkezésre allo 1éptets fliggvények kozil. Au-
tomatikus lépéskozzel torténd integralast hataroztam meg, az abszolat hiba
107 %-ra allitasaval. Ezeket a fiiggvényeket egy, VNODE interfészével meg-
egyezs osztalyba zartam. Igy a meglévs kodok tjrahasznosithatova valtak
és nem kellett ket tjra megirni. Ezutan tudtam méréseket végezni a sebes-
ségrél, amik eredményeként nagységrendekkel tébb ponton tudtam rovidebb
id6 alatt kisérleteket végezni. Ennek koszonhetGen lényegesen tébb ponttal
sokkal pontosabb képet kaptam a dinamikarol, illetve a szakadasi-helyekrsl.
Ezek a szamitasok nem voltak alkalmasak a bizonyitasra, csak a gyors ki-
sérletezést és a rendszer megismerését szolgaltdk. A bizonyitd erejd prog-
ramban csak az igy kapott kozelité eredmények pontos ellendrzését kellett
elvégezni. A kisérletezd (GSL alapi) program érdekesebb részei kozosek a
bizonyité (VNODE alapt) programmal. Igy kiilon nem targyalom a kodot.
Minden a dolgozattal kapcsolatos kod publikalésra keriil és megtalélhato lesz
a https://github.com/dlazesz oldalon.

2.6. A program felépitése vazlatosan

Funkcionalis stilusban irtam a programot. Minden elvégzends feladat
egy-egy fiiggvényben van definidlva, illetve a konstansok is ezért vannak glo-
balisan megadva. Kiindulva egy befoglalé intervallumboél, a program Branch
and Bound modszerrel felosztja az intervallumot (sziikség szerint), illetve
egy specifikidlt modon és ellenérzi a megfelels feltételeket, hogy sziikséges-
e tovabbi felosztas. A Branch and Bound fiiggvény kimenete a kovetkezd:
a kezdeti intervallum jonak valo felosztéasa STL vektor tipusban (interval-
lum formétumi elemekkel), amivel tovabbi szémitasokat lehet végezni. Az
altalam definialt iterate fliggvény a bemend adatokbol kiszamolja a differen-
cidlegyenlet az el6re definialt z = 0.3 sikra vett Poincaré visszatérési fiigg-
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vényének masodik iterdltjat a globalisan beéllitott paraméterek@ alapjan.
Ezaltal egy szigortan sik alatti és egy szigortan sik feletti téglatestet adva
eredményiil. Ezen a fiiggvényen beliil torténik egy logaritmikus kereséshez
hasonlo eljaras (logsearch), ami biztositja hogy a téglatestek a sikhoz legkoze-
lebb esé nem atolels intervallumok legyenek. Ehhez a solve megoldofiiggvény
alkalmazasa sziikséges. Egy, a logikat tiikr6zs, reprezentaciotol elvalasztott
feltétellel vizsgaljuk meg a leképezendd, illetve az eredményként kapott tég-
lalapokat is, kiilon-kiilon. Ez a fliggvény mintegy harminc egyszert, logikai
értéki fiiggvénybdl tevédik Ossze, amik a konstansként megadott pontokbol
intervallum tipusban felirt egyenesek egyenleteibdl, és egymés kompozicioibol
allnak Ossze. Ez a rész kiilondsen bonyolult, mert az 6sszes kombinatoriku-
san eléforduld topolégiai lehetGséget jol kell kezelni benne. A programban
felhasznalok altalam definialt speciélis tipusokat, amik az adatabsztrakcidval
segitik a program logikai struktirajanak megértését. Ezen kiviil még vannak
segédfiiggvények, amik a tipusok kozotti konverziot végzik. A program tobb
"szépen kifrato" (pretty-printing) fiiggvényt is hasznal. Mivel a hibak tobb
logikai szinten fordulhatnak el§, a programban vannak forditaskor &allithato
kapcsolok, amik a b&beszédiiséget (verbosity) a feladathoz igazitjak. Fontos
megjegyezni, hogy torekedtem a program &atlathato szerkezetére és univer-
zalis felhasznalhatosagara. Viszont a feladat jellegébdl adoddan a geomet-
riai sajatossagokra kellett mindenhol tdmaszkodni, ezért a kozvetlen djrafel-
hasznalhatosag limitélﬁ, ugyanakkor a probléma megoldasa soran szerzett
tapasztalatok sok helyen programkod szinten is segithetik az ujrafelhaszné-

145t

2.7. A program részei
2.7.1. A Branch and Bound moédszer

Néhéany eltérés tapasztalhato a klasszikus Branch and Boundtol ebben az

24ezen paraméterek segitségével a fiiggvény teljesen univerzalis tud maradni. A konkrét

paramétereket a késébbiekben targyalom.

253 négyszogek definiciojat és a hozzajuk tartozoé logikai fliggvényeket illetve a metszo-
sikra és atmetszésére vonatkozo feltételeket kell csak atirni. Viszont a mennyiségiik miatt
a program nem elhanyagolhato6 részét teszik ki.

26 A kod tjrafelhasznalasra keriil a kézeljovében, amikor a klasszikus Lorenz rendszerbeli
kéoszbizonyitast ellenérizziik, illetve a p=0.83 esetében a harmadik iteraciéban fogunk
kaoszt keresni.

31



implementacioban:

@ranch & Bound(pD
[

fatal,out,pm,ret = false, NULL, NULL, NULL
NOTinR(p) and NOTinL(p)
(fatal,pm) = iterate(p)

estimation = aPosterioriFst(pm)

not fatal and
bound(pm.f) and
bound(pm.s) and
IsSame(pm.f,pm.s) and
bound (estimation)

out.push(p) b = branch(p)

FORALL i €b

ret=
out.push(p) Branch &
Bound(i)

out.
merge(ret)

Els6ként szembetiing az, hogy mivel befoglald intervallumrol van szo, fel-
tétleniil elfogadja az intervallumot, és kilép, amennyiben a paraméter inter-
vallum diszjunkt az L U R halmaztol, mert a kezdd intervallum ezen részeit
nem akarjuk leképezni sem. Amennyiben van metszés az L U R halmaz-
zal kiszdmolja a bemené paraméter intervallumnak, a szintén paraméterként
kapott, jelen esetben a z = 0.3 sikhoz tartozé Poincaré-féle visszatérési fiigg-
vény (jelen esetben masodik) iteraltjat. Ez a mitvelet lehet sikertelen is,
ha nagy intervallumokrol van sz6, amelyek szakadasi helyeket is magukban
foglalhatnak. Ekkor nagyon megné az intervallum szélessége, és egy kiiszob
utan sikertelennek nyilvanitja a szamolast a program. Ha a szamolas sike-
res, visszatér két intervallummal, pontosabban a sik alatti és a sik feletti,
a sfkhoz legkdzelebb ess, de a sikot nem metsz6 téglatest-parral. Ezekbdl
elsallitja az elméleti szamolas alapjan adodo a posteriori befoglald becslést,
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amire végrehajtja a Bound fiiggvényt. Ha a Bound fiiggvény és a masodik
kép szamolasanak eredménye egyarant pozitiv, akkor elfogadja az interval-
lumot, egyéb esetben a Branch fliggvénnyel szétbontja és sorban mindegyik
részre rekurzivan meghivja magét, a szokidsos Branch and Bound eljarasnak
megfelelGen.

-0.0615

-0.062

-0.0625

-0.063

-0.0635
-1.0 -1.698 -1.696 -1694 -1692 -169 -1.6386 -1.656

9. Abra: Az R négyszog egy részének fedése targy-téglalapokkal.

A Bound fiiggvény kozvetleniil tamaszkodik a logikai fiiggvényekre, ami-
ket kiilon fogok targyalni. A Branch fiiggvénynél egy nagyon egyszerd, min-
den optimalizicids lehetGséget nélkiilo6z6 heurisztika szerint a "hosszabbik
oldalt felezi" és igy két intervallummal tér vissza. Az intervallumok szigoru
felezése nem trivialis feladat, mert a paraméter intervallum hosszabbik oldal
szerinti felezGpontja eshet egy nem reprezentalhato szamra, ezért befoglald
intervallumot kell gyartani ebben az esetben is. Kiilon targyalom az eljaras
részleteit.
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2.7.2. Az intervallumok felezése: A Branch fiiggvény

A hosszabbik oldal kivalasztasa utan a tobbi adattag érintetleniil hagya-
saval, a hosszabbik oldalt reprezentalo intervallum két szélébdl készit két
egypontos intervallumot. Képezi ezeknek az atlagat, ami mar nem feltétleniil
nulla szélességl intervallum. Ezutan az eredeti alsd szélébdl és az atlag fels
szélébdl képez egy intervallumot, illetve az atlag alsd szélébdl és az eredeti
felss szélébdl képezi a masikat.

Képletekkel:
Input = [a; b]
A = [a;a
B = [b; 0]

Atlag = ([a; a] + [b;6])/2/ /[c; d]

Also = midpoint(Atlag) — rad(Atlag)//|c; c]
Felso = midpoint(Atlag) 4+ rad(Atlag)//[d; d]
KI 1=[A;Felso|//[a;d]

K1 2 =[Also;B]//[c;b]

Az igy kapott két intervallum nem feltétleniil diszjunkt, viszont az unio-
juk megegyezik a kiindul6 halmazzal és nem vesztiink a kerekitésen semmit.
Természetesen, ha egy nulla szélességi intervallumbol indul ki ez az eljaras,
akkor a végtelenségig képes vagni. Ezért mindenekel6tt van egy ellenérzés
arra, hogy nem egypontos intervallummal van-e dolgunk, mert ha mégis, ak-
kor programhibaval ki kell lépnﬂ.

Vegyiik észre, hogy a Branch and Bound fliggvény mar csak kétdimenzios
intervallumokkal dolgozik, az iterate fliggvény pedig csak héromdimenzios
intervallumokkal.

A 9. Abra a 2.3 alfejezet végén megfogalmazott (C) tulajdonsag VNODE
altali ellenérzése kozben konstrualt {7} } térgyftéglalapcsaléd@ egy, az R
négyszog jobb oldali harmadéhoz tartozé tagjait szemlélteti@

2TA kod ujrafelhasznalasa soran észrevettem, hogy ez a megoldas sem teljesen véd az
egyenesek rossz beallitasa ellen. Elég hosszi ideig tart, mire hibaval megall.

28az abran szerepld téglalapok egy "menet koézbeni" allapotot mutatnak be és tovabbi
felbontasra varnak. A Branch and Bound eljaras atlagos, 16-18 koriili veremmélysége a
printer felbontoképességénél sokkal kisebb méret téglalapokhoz vezet.

29 A szamolasok végeztével, megallapitottuk, hogy széltében sokkal érzékenyebb tud lenni
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2.7.3. A Poincaré visszatérési fiiggvény
masodik iteraltjanak képzése

Azt vizsgaljuk, hogy a z = 0.3 egyenletd sik pontjaibodl indulva a trajek-
toriak mikor és hogyan metszik Gjbol ezt a sikot. Tapasztalati tény, hogy 10
idGegység alatt megtorténik minden esetben a méasodik alulrél torténé met-
széﬂ Az id6konstans a konkrét feladattol fliggd paraméter. A szamités leall,
ha a globélis hiba (GlobalExcess) értéke meghaladja az 1000 értékeﬂ. Ez a
konstans is feladatfiiggd beallitas, de altalanosan is jol hasznalhatonak tiinik.
A VNODE megoldojat mindenképpen tjra kell inicializédlni minden meghivé-
sakor, kiilonben a szdmolés nem lesz optimélis. A metszés, intervallumokrol
lévén szo, kiilonb6z6 modokon torténhet. A program az aktuélisan kisza-
molt illetve az utolsé szamolési 1épés eredményével dolgozik. A z koordinéta
szerint vizsgalva a mar kiszdmolt intervallumok sorozatat, olyan téglatest—
part tekint atmetszésnek, amelynek elsé tagja szigoru értelemben alatta van
z = 0.3 siknak, a méasodik tagja pedig szigoru értelemben fé’)léttdﬂ Az igy
definialt intervallum—péar also és fels6 kozelitését adja a tényleges atmetszési
pontnak. A kivalasztott intervallum—par tagjai az eredeti intervallumsoro-
zatnak nem feltétleniil szomszédos elemei. A méasodik intervallum—par, ennek
megfelelGen, a masodik alulrdl torténs atmetszés alsé—felsé kozelitése. A lo-
garitmikus keresés is, ez utobbi intervallum—part fogja ﬁnomitanﬂ

a dinamika. Ezért célszeriibb lehet a négyszogek hosszdban, hossztukas, lapos intervallu-
mokra vagni.

3%ha nem igy torténne, hibaval azonnal megéll a program és utdna be lehet allitani a
maximalis id§ értéket.

3lEz a VNODE belsé hibaindikatora. Az 1000 tapasztalati érték kb. a kezdeti in-
tervallumszélesség ezerszeresére valdé novekedésével ekvivalens. Dokumentécié hianyaban
nem lehet biztosat allitani. Viszont sokkalta szigorubb feltételek dontenek az intervallum
elfogadasanal, igy ez csak egy gyenge feltétel.

32Fyz a viselkedés paraméterként allithat6. A klasszikus Lorenz rendszer esetében példaul
a metszosikot pont forditva, foliilrdl lefelé dofi at a trajektoria. Ezért "idGben elss és
mésodik intervallummal" dolgozik a fiiggvény, az "alsé és fels¢ kozelités" megfogalmazas
helyett.

33 Az elfogadashoz sziikséges feltétel, hogy a kozelits intervallum—pér siktol legtavolabbi
pontja (mindkét esetben) egy bizonyos kiiszob alatt legyen. Ezt segiti a logaritmikus
keresés.
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2.7.4. A logaritmikus keresés eljaras részletei

A logaritmikus keresés a mar megtalalt, teljesen a z = 0.3 sik felett
illetve alatt 1évG téglatesteken kiviil az intervallumok egy harmadik fajtajaval
is dolgozik. Ez a harmadik fajtaji intervallum olyan téglatest, amelyet a
z = 0.3 sik elmetsz. Ennek megfelelGen a logaritmikus keresés harom 1épésbsl

all:
a)

Egy harmadik fajtdju intervallum megtalélasa:

A program addig fut, amig a frissen kiszamolt téglatest és a z = 0.3 sik
metszete kiilonbozik az lires halmaztol. Minden 1épésben kiszémolja az
also és a felsG kozelits téglatestek idejének atlagahoz tartozo téglatestet.
Ha ez utobbi téglatest és a z = 0.3 sik diszjunktak, akkor a megfelels
téglatestet frissiti, mert sikeriilt megjavitania az egyiket. Kiilonben
kilép a ciklusbol.

Az also téglatest kozelitése a trajektoria és a z = 0.3 sik tényleges
metszéspontjahoz:

A program itt azt vizsgalja, hogy az els6 lépésben talalt metszd tég-
latest és az also téglatest kozotti idében tud-e jobb also téglatestet
konstrualni az iddintervallumok felezésével. Addig fut, amig az id6
felezésével olyan intervallumhoz nem jut, amelyik vagy metszi mér a
z = 0.3 sikot, vagy mar nincs kozelebb a z = 0.3 sikhoz mint a ko-
rabbi also téglatest. Minden korben frissiti az alsod téglatestet, hiszen
azt ténylegesen meg tudta javitani fliggsleges irdnyban.

A felst téglatest kozelitése a trajektoria és a z = 0.3 sik tényleges
metszéspontjahoz:

Hasonléan az el6z6 ponthoz, csak ezuttal ellenkezd iranybol kozelit a
z = 0.3 stk felé.

A szamolésok ezen részéhez a program a solve fiiggvényt hasznélja, ami
eltérGen az iterate fliggvénytdl egy elére meghatarozott befejezd ideig szamol.
Vegyiik észre, hogy maga a metodus nem egyezik meg a klasszikus logarit-
mikus kereséssel, viszont a felhasznalt elv ugyanaz. Frrél kapta a nevét.
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2.7.5. A logikai fiiggvények részletei

Az L és az R négyszogek pontjaibol felirjuk az egyenesek egyenleteit.
Mindezt intervallumos forméban. A meredekségek olyan szdmok, amelyeket
nem lehet véges aritmetikaval reprezentalni. Igy kiszamolasuknal oda kell
figyelni arra, hogy intervallumok hanyadosaként legyenek megadva, hogy el-
keriiljiik a kerekités altali hibakat. Fontos, hogy ezeket az adatokat csak
egyszer szamolja ki a program az inditaskor, mivel nem fognak valtozni a
futas soran és az ismételt kiszdmoléasok lassitandk a program futasat. Ezért
konstansként vannak létrehozva egy olyan struktaraba agyazva, ami tiikrozi
az Osszefliggéseket. A logikai fiiggvények célja, hogy olyan topoldgiai informa-
ciokat tudjunk ellenérizni, mint hogy "Mi az elhelyezkedése az adott pontnak
az egyenesekhez képest?". A fiiggvények nevei is ezt a konvenciot kovetik: Az
elsé beti 1,r,u,l rendre left, right, upper, lower utana OF utana l,r.t,b rendre
left,right, top, bottom utana L vagy R attol fiiggGen hogy melyik négyszogre
vonatkozik és végiil x vagy y attol fiiggGen hogy a sikban vett vizszintes vagy
fiiggsleges iranyrol beszéliink. (Példaul: 10FrRx: A bal oldalan van-e a pont
az R jobb oldalanak (x szerint)?) Az ettdl eltérd neveket kiilon targyalom.
A fiiggvényekben a megfeleld egyenesek egyenletei vannak felirva interval-
lumos formaban, gy hogy amit lehetett elére kiszamolva letaroltunk. A
paraméterként adott pont koordinatéit behelyettesitjiik az egyenes nulléra
rendezett egyenletébe és eldontjiik, hogy az eredmény kisebb vagy nagyobb-e
mint nulla. Mindezt természetesen intervallumosan. Oda kell figyelni, hogy
amikor a < 0 relaciot vizsgaljuk az intervallum nullahoz legkozelebbi felsé
hatarat vizsgaljuk, illetve a > 0 relacionél az als6 hatarat.

Képlettel:

UEnd(I) < 0
LEnd(I) > 0

Igy allapitjuk meg, hogy a pont az egyenest hatarold félsikok melyikén
helyezkedik el. A mogottes logikai fiiggvényeket hivom elemi fliggvényeknek.
Ezekbdl létrehoztam Gsszetett fliggvényeket, amik az elemi fliggvények logikai
kompozici6ibol allnak, és olyan bonyolult kérdéseket valaszolnak meg, mint
példaul: "Benne van—e a vizszintes tengely szerint egy pont az L és az R
négyszogek unidjaban?", mivel nem elégséges az a feltétele az x szerinti tar-
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talmazasnak, hogy a "jobb oldaltél balra van" az adott pont. Vegyiik észre,
hogy egy intervallum és egy egyenes kdlecsonds viszonya alapvetGen kétféle le-
het: Metszi—e az egyenes az intervallumot vagy nem. Ha nem metszi, akkor
az egyenes altal meghatéarozott félsikok egyikén helyezkedik el. Ha az egyenes
atmetszi az intervallumot (f6képp a Branch and Bound eljaras elején, amikor
nagyok a képintervallumok), akkor az egyszerii teljes tartalmazasi relaciok
mindegyike hamis. Eppen ezért nem elég vizsgalni egy egyszerti feltétel ha-
missagat vagy igazsagat. Az Osszetett logikai fiiggvények egy osztalya a NOT
el6taggal rendelkezd, hasonlo nevi fiiggvények. Ok biztositjak azt az intuitiv
negaciot, amire sziikségiink lesz. Azaz, hogy biztosan nincs egy pont benne a
négyszogben a vizszintes és/vagy a fiiggleges tengely szerint. Tovabba létre-
hoztam egy IsSame nevi fliggvényt, ami azt ellendérzi, hogy az also és a felsé
téglatest vetiilete a sikra topoldgiailag ugyanolyan elhelyezkedésfi—e@. Ez
nagyon hasznos fiiggvény, szakadési helyek keresésekor. Szakadasi helyeknél
az also és a fels6 kozelits téglatest nagyon eltdvolodik egymastol. A z = 0.3
stkhoz valo kozelséget is figyelembe kellett venni, hogy az alsé és a f6ls6 koze-
lités ne eshessen til tavol egymastol, mert ez esetben az a posteriori becslés
lehetetlen lett volna az id6kiilonbség nagysaga miatt. Itt a kisérletezéskor
enyhébb értékekkel dolgoztam, de a bizonyitoereji szamolés megkovetelte a
pontossagot ami lassitotta a futést. Ez az ellenérzés is az IsSame fliggvény
része. Vegylik észre, hogy kizardlag topoldgiai informaciokra tamaszkodik a
szamolas, ezzel novelve az altalanossagot. Meg kell jegyezni, hogy a fiiggvé-
nyek igy is erésen tdmaszkodnak a geometriai tulajdonsagokra. Ilyen példaul
az, hogy az R négyszog parallelogramma, amelynek az "all6" oldalai pontosan
fliggSlegesek, és hogy az L négyszog egyik oldala is fiiggsleges. Ezeken feliil
az L négyszog mésik oldalat az NOTinLvz fliggvényben fliggbleges befogla-
loval kozelitem a szamolas egyszertisitése végett. A biztonsagossag novelése
érdekében egy nem topologiai tulajdonségot is ellenériz a program: Az als6—
fels6 kozelits téglatest—par z = 0.3 siktol vett maximalis tavolsagat, amit
0.0001-ben maximalizdl — ha ennél nagyobb, nem fogadja el a program a
téglatestekeﬁ. A tabuhalmazok illetve az, hogy a pont biztosan nincs benne
a tabuhalmazban, ami a Bound fiiggvény altal ellenérizendé tény, konnyen
megfogalmazhatova valik a NOTinLT és a NOTinRT fiiggvények segitségé-
vel. Er6sen tdmaszkodtam a C++ nyelv lusta kiértékelésére, ezzel a logikai

34 Amennyiben ez nem 4all fenn, a szigorubb esetre kell vizsgalni illetve tovabbi felosztast
kell eszk6z0lni.

35Ezzel a paraméterrel korlatoztam a kozelitések kozott eltelt id6t, ami az a posteriori
becsléshez sziikséges egyik paraméter volt.
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formulak kiértékelése lehet&ség szerint a leggyorsabb az atlathatosdg megtar-
tasa mellett. (A feltételek falsifikdlas céljaval lettek megfogalmazva.) Ezzel a
strukturalassal igyekeztem a programot Gjra felhasznalhatova és atlathatova
tenni, fiiggetleniteni a logikat a reprezentaciotol. Egyuttal a buktatokra fel-
hivva a figyelmet a tesztelést és a hibakeresést is segiteni, szem el6tt tartva
a performancia kérdését is.
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3. A program forraskédja

#include <ostream>
#include <sstream>
#include <string>
#include <fstream>
#include <vector>
#include "vnode.h"

using namespace std;
using namespace vnodelp;

#define VERBOSE DEBUG false
#define VERBOSE DEBUG2 false
#define VERBOSE DEBUG2 5 true
#define VERBOSE DEBUG2 5 2 false
#define VERBOSE DEBUG3 true
#define GNUPLOT IMG true
#define GNUPLOT OBJ false
#define GNUPLOT_OBJ2 true
#define PRINT2 false

#define GNUPLOT ESTIMATE true
#define NEAR C false

struct point3{
interval t;
interval x;
interval y;
interval z;

}s

struct point3 fs{
point3 f;
point3 s;

e
// Functions :

void discont (void);

point3 aPosterioriEst (point3 fs pm);

vector<point3> branch(point3 p);

bool bound(point3 p);

vector<point3> BB(point3 p,int 1);

bool iterate (point3 yp,point3 fs xpm);

point3 fs logsearch(point3 null,point3 end);

point3 solve(interval tend,point3 p);

void header () ;

void print (point3 p, double GlobalExcess);

iVector point3ToiVector(point3 p);

point3 iVectorTopoint3(iVector y,interval t);

double LEnd(interval x);

double UEnd(interval x);

string PPrintPoint3(string name, point3 p,bool with t);
string PPrintGnuPlot (point3 p,bool with t);

string PPrintPoint3WOZ(string name, point3 p,bool with t);
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// Tests related to the lines:

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

10FrinRx (point3 p);
rOFlinRx (point3 p);
rOFrinRx (point3 p);
10FlinRx (point3 p);
inRx (point3 p);
NOTinRx(point3 p);
10FtinRy (point3 p);
uOFbinRy (point3 p);
uOFtinRy (point3 p);
l0FbinRy (point3 p);
inRy (point3 p);
NOTinRy(point3 p);
NOTinR(point3 p);
NOTmRT (point3 p);
10FrinLx (point3 p);
rOFlinLx (point3 p);
rOFrinLx (point3 p);
10FlinLx (point3 p);
FAROFrinLx(point3 p);
10FtrinLx (point3 p);
rOFtrinLx (point3 p);
rOFbrinLx (point3 p);
NOTinLvx(point3 p);
inLx (point3 p);
NOTinLx (point3 p);
l0FtinLy (point3 p);
uOFbinLy (point3 p);
uOFtinLy (point3 p);
10FbinLy (point3 p);
inLy (point3 p);
NOTinLy (point3 p);
NOTinL(point3 p);
NOTinLT (point3 p);
uZ(point3 p);
aZ(point3 p);
oZ(point3 p);
aOFZinz (point3 p);
uOFZinz (point3 p)
onZinz (point3 p);
IsSame (point3 pl,point3 p2);

)

// Need to set these appropriately for the Poincaré section to work well

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

firstBetterZ (point3 first , point3 second);
secondBetterZ (point3 first , point3 second);
firstGoodZ (point3 p);

secondGoodZ (point3 p);

changeinz (point3 first , point3 second);
reversalinz (point3 p);

passinz (point3 p);

template<typename var type>

void

Chaos( int n, // SIZE is the problem
var typex yp, // yp is a pointer to output variables
const var typex 'y, // y is a pointer to input variables
var_type t, // t is the time wvariable
voidx* param) // param is a pointer to additional
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{ // parameters that can be passed

// to this function
interval a(102.0),b(3.0),c(1.0),p(0.0); // OR p(0.83);

yp[0]= axy[1] —bx(y[0]+p);
yp[l]= yl[O]*xy[2] = y[1];
, yp[2]= —y[0]*y[1] —  y[2]+c;
class vnodeEngine{
private:
ADx ad;
public:

VNODEx* Solver;

interval tend;

interval z;

interval zTol;

int returns;

double MaxGlobalExcess;

vnodeEngine (){ // Declare and init Solver
ad= new FADBAD AD(4,Chaos, Chaos);
Solver= new VNODE(ad) ;
Solver—>setOrder (50) ;
MaxGlobalExcess=1000.0;
tend=10.0;
returns =2;
z=0.3;
zTol=0.0001;
}

“vnodeEngine () {
delete ad;
delete Solver;

}
} VE;

// The first approzimation (in time)
bool firstBetterZ (point3 first , point3 second){
return UEnd(first.z)<UEnd(second.z);

+;

// The second approzimation (in time)
bool secondBetterZ (point3 first , point3 second){
return UEnd(first .z)>UEnd(second.z);

b
// The first approzimation (in time)

bool firstGoodZ (point3 p){
return uOFZinz(p);

+s

// The second approzimation (in time)
bool secondGoodZ (point3 p){
return aOFZinz(p);

s
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// The position wrt Z is changed
bool changeinz(point3 first , point3 second){
return uOFZinz(first) && !uOFZinz(second);

+;

bool reversalinz (point3 p){
return uOFZinz(p);

s

bool passinz(point3 p){
return aOFZinz(p);

}s
V%

void discont (void){ // Discontinuity searcher

point3 fs last ,ret;

point3 test0 ,test ,test2;

bool fatal , first ;

int m=1500,0n=500; // Pieces in z and y
double dx,dy;

test0.t = 0.0;

test0.z = 0.3;

test0.x = interval (—1.739047,—1.68); // Enclosure of the area to be checked
test0.y = interval(—0.08, —0.0750931);

dx=UEnd(test0 .x)—LEnd(test0 .x);
dy=UEnd(test0.y)—LEnd(test0.y);

for (int j=0;j<m;j++)

test=testO;
test .x=interval (LEnd(test0.x) + (j*dx)/m,LEnd(test0.x) + (j*dx)/m);
first=true;

for (int i=0;i<n;i++)
{
test2=test;
test2.y=interval (LEnd(test0.y) + (i*dy)/n,LEnd(test.y) + (ixdy)/n);
cout <<"("<<j<<", <<i<<" )" <<endl;
cerr <<"("<<j<<","<<i<<")" <<endl;
//cout << PPrintPoint3("",test2, false )<<endl;
fatal=iterate (test2 ,&ret);
if (fatal){ cout << "fatal"<< endl; exit(1);}
if (1 first &&

(fabs (midpoint (last.f.x)—midpoint(ret.f.x))>1.0E-2 ||
fabs (midpoint (last.s.x)—midpoint(ret.s.x))>1.0E-2 ||
fabs (midpoint (last.f.y)—midpoint(ret.f.y))>1.0E-2 ||
fabs (midpoint (last.s.y)—midpoint(ret.s.y))>1.0E-2

)

H

cout << PPrintPoint3WOZ (" Discontinuity: ", test2 ,false)<<endl;
//cout << PPrintPointSWOZ("f",ret.f, false )<<endl
// << PPrintPoint3WOZ("s",ret.s, false )<<endl;
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cout<<"Delta(lastfx):"<<midpoint(last.f.x)—midpoint(ret.f.x)<<endl
<<"Delta(lastsx):"<<midpoint (last.s.x)—midpoint(ret.s.x)<<endl
<<"Delta(lastfy):"<<midpoint (last.f.y)—midpoint(ret.f.y)<<endl
<<"Delta(lastsy):"<<midpoint (last.s.y)—midpoint(ret.s.y)<<endl;
}
last=ret;

first=false;

} /) fori

} //forg
} // end discont

a

point3 aPosterioriEst (point3 fs pm){

// From the lower and upper approzimation we get estimates for
// the projected image on the plane. The estimation itself:
interval T;

point3 estimation;

T=interval (0 , UEnd(pm.s.t) — LEnd(pm.f.t) );
estimation.x=pm.f.x + T*(102*«pm.f.y — 3xpm.f.x);
estimation.y=pm.f.y + T*( pm.f.x*pm.f.z — pm.f.y);
estimation.z=pm.f.z;

if (VERBOSE DEBUG2 5)
cout << "aPosterioriEst (Before_growth):"
<< PPrintPoint3("" ,estimation ,false) <<endl;

estimation.xt=interval (—65,15)«T«T; // Theoretical computations, relying
estimation.yt=interval (—4,2)«T*T; // on T. Generously overestimated
// (Maybe better bounds are needed)
if (VERBOSE DEBUG2 5)
cout << "T:_("<< LEnd(T) <<","<< UEnd(T) <<")_"<< rad(T) <<endl
<< "aPosterioriEst:"<< PPrintPoint3("",estimation ,false) <<endl;

return estimation;

}
//

bool bound(point3 p){
// 1If the TABOO set is intersected, then inmediately branch
// No idea, if it ever stops... Because there is no depth limit

// Not in the TABOO set of L AND Not in the TABOO set of R
// The working mechanism is unknown. At least for mow... ;)
return (NOTinLT(p) && NOTinRT(p) ) ;

}

//

vector<point3> branch(point3 p){
point3 temp;

vector<point3> out;

interval nlower ,nupper;
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if (rad(p.x) > rad (p.y)) // Note: The priority here affects performance
{ // Cut by X // If L and R lie parallel to X or Y
if (rad(p.x)==0) //Not saves us from wrong definition of L and R

cout << "BRANCH: _FATAL_ERROR, _INTERVAL_IS _ONLY_ONE_POINT_LONG! "
<< endl;
exit (1);

}

if (VERBOSE DEBUG2) cout << "NEXT:_Cut_by_X" <<endl;

// [a;b]=> [a;a] és [b;b]
interval lower( LEnd(p.x), LEnd(p.x));
interval upper( UEnd(p.x), UEnd(p.x));

// (lasa] + [b;b]) /2 = [c;d]

interval middle = (lower+upper) /2;

/) la;d] &6 [c;b]

J/ = ¢ in [a;d] & d in [c;b]

interval nlower (LEnd(p.x ), UEnd(middle));
interval nupper (LEnd(middle), UEnd(p.x ));
temp.x = nlower;

temp.y = p.y;

temp.z = p.z;

temp.t = p.t;

out.push back(temp) ;

temp.x = nupper;
temp.y = p.y;
temp.z = p.z;

temp.t = p.t;
out .push back(temp) ;

}

else

{
// Cut by Y

if (rad(p.y)==0)

cout <<"BRANCH: _FATAL_ERROR, _INTERVAL_IS_ONLY_ONE_POINT_LONG!"<<endl;
exit (1);

}

if (VERBOSE DEBUG2) cout << "NEXT:_Cut_by_Y" <<endl;

// la;b]=> [a;a] és [b;b]
interval lower( LEnd(p.y), LEnd(p.y));
interval upper( UEnd(p.y), UEnd(p.y));

if (VERBOSE_DEBUG2 5 2)

cout <<"lower ("<< LEnd(p.y) <<","<< LEnd(p.y)<<")"<<rad(lower)<<endl
<<"upper ("<< UEnd(p.y) <<","<< UEnd(p.y)<<")"<<rad (upper)<<endl;

// (lasa] + [b;b]) /2 = [c;d]

interval middle = (lower+upper) /2;
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if (VERBOSE_DEBUG2 5 _2)
cout <<"middle"<< midpoint (middle) <<"_"<<rad (upper)<<endl;

/) la;d] &6 [c;b]

// = cin [a;d] & d in [c;b]
nlower=interval (LEnd(p.y ), UEnd(middle))
nupper=interval (LEnd(middle), UEnd(p.y ))

)

)

if (VERBOSE DEBUG2 5 2)

cout << "nlower" << midpoint (nlower) <<"_"<<rad(nlower ) <<endl
<< "p.y" << midpoint (p.y ) <<"_"<<rad(p.y ) <<endl
<< "nlower" << LEnd( nlower) <<"_"<< UEnd(nlower) <<endl
<< "p.y" << LEnd( Py ) <<"_"<< UEnd(p.y ) <<endl
<< "L" <<((LEnd(nlower))==(LEnd(p.y)) )<<endl
<< "u" <<((UEnd(nlower))— (UEnd(p.y)))<<endl;

if (VERBOSE DEBUGZ2)
cout << "This_was_given_to_Branch:_" << PPrintPoint3("p",p, false)

<< endl;
temp.x = p.x;
temp.y = nlower;
temp.z = p.z;

temp.t = p.t;
out .push back(temp) ;

if (VERBOSE DEBUGZ2)
cout << "NEXT:lower:_" << PPrintPoint3("temp" ,temp, false) << endl;

temp.x = p.Xx;
temp.y = nupper;
temp.z = p.z;

temp.t = p.t;
out.push back(temp) ;

if (VERBOSE DEBUG2)
cout << "NEXT:_upper:_" << PPrintPoint3 ("temp" ,temp, false) << endl;

}

return out;

}

//

// Branch & Bound
vector<point3> BB(point3 p,int 1){

vector<point3> b,out,ret;
vector<point3 >::iterator i,o0i;
point3 fs pm;

point3 estimation;

bool fatal=false;

if (GNUPLOT OBJ) cerr << "GNUPLOT(OBJECT):" <<PPrintGnuPlot(p, false)<<endl;
if (VERBOSE DEBUG2) cout << "NEXT:_if _NOTinR(p)_&& _NOTinL(p)" <<endl;

// This is the object interval: If the object interval does mnot
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// intersect L U R, accept instantly

// NEAR C: If we want to approzimate just the sloping side C

// to check the conditions of Smale’s theorem. This will instantly
// accept other intervals. In other cases it must be set to false

#if NEAR C
if ((NOTinR(p) && NOTinL(p)) || FAROFrinLx(p))
#else
if (NOTinR(p) && NOTinL(p))
Hendif
{

out.push back(p); // Accepted, push in the output vector

if (VERBOSE_DEBUG2)
cout << "BOUND(ObjectNOTin):" << PPrintPoint3("",p, false) <<endl;
if (GNUPLOT OBJ2)
cerr << "GNUPLOT(OBJECT-NOTin) :" << PPrintGnuPlot(p, false) <<endl;
}

else

if (VERBOSE DEBUG2)
cout << "NEXT:_else NOTnR(p) & & _NOTinL(p)" <<endl;

pm. f.x=pm. f.y=pm.f.z=pm.s.x=pm.s.y=pm.s.z=0; // Just for pretty output
fatal=iterate (p,&pm) ;

if (VERBOSE DEBUGZ2)

cout << "After_iterate" <<endl;

if (VERBOSE_DEBUG2_5)

cout << "imgF:_" << PPrintPoint3("" ,pm.f, false) << endl
<< "imgS:_" << PPrintPoint3("" ,pm.s,false) << endl;

// From the lower & upper approximation estimates the image on the plane
// And use this estimation later
// If fatal, no need for estimation
if (! fatal) estimation=aPosterioriEst (pm);
cout << "bound_conditions (true,"<<(true)<<"):"
<< "_bound (pm.f):" << bound (pm. f)
<< "_bound (pm.s):" << bound(pm.s)
<< "_IsSame(pm.f,pm.s):" << IsSame(pm.f ,pm.s)
<< "_bound (estimation):" << bound(estimation) << endl;
if (! fatal && bound(pm.f) && bound(pm.s) &&
IsSame (pm. f ,pm.s) && bound(estimation))
{

out.push back(p); // Accepted, push in the output vector
cout << "BOUND(Accepted_Object):" << PPrintPoint3("",p, false) << endl;

// This is the image interval:

i f (VERBOSE_DEBUG3)

cout << "NEXT:BOUND(Accepted_Image)F_" << PPrintPoint3("" ,pm.f,true)
<< endl
<< "NEXT:BOUND(Accepted_Image)S_" << PPrintPoint3("" ,pm.s,true)
<< endl;

// GnuPlot data goes to stderr to have clear debug output on stdout
if (GNUPLOT IMG)
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cerr << "GNUPLOT:" << PPrintGnuPlot (pm.f, false) <<endl
<< "GNUPLOT:" << PPrintGnuPlot (pm.s, false) <<endl
<< "T:" << UEnd(pm.s.t) — LEnd(pm.f.t)<<endl
<< "Depth:" << 1 <<endl;

if (GNUPLOT OBJ2)
cerr << "GNUPLOT(OBJECT) : " << PPrintGnuPlot (p, false)
<< endl;

if (GNUPLOT ESTIMATE)
cerr << "GNUPLOT(ESTIMATION) :" << PPrintGnuPlot(estimation , false)
<< endl;

}

else

if (VERBOSE DEBUG2)
cout << "NEXT:_branchF"<< PPrintPoint3("" ,pm.f, false) << endl
<< "NEXT:_branchS"<< PPrintPoint3 ("" ,pm.s, false) << endl;

b=branch (p) ;
// Foreach
for (i=b.begin();i!=b.end () ;i++)

i f (VERBOSE_DEBUG3)
cout << "NEXT:BB_recursively (Object)" << PPrintPoint3("",xi,false)
<< endl;

ret = BB(*i,1++);
// Push the accepted ones to the output vector
for (oi=ret.begin();oi!=ret.end();o0i++) out.push back(xo0i);
}
}
}

return out; // Return the produced good branches

}
/)

bool iterate(point3 yp,point3 fs xpm){

VNODE* Solver=VE. Solver;
interval tend=VE.tend;
interval t; // Initialize later to yp.t

iVector y(3);

point3 pnull ,pend;
point3 fs passtrough coord;
bool change=false;

int current return=0;

i f (VERBOSE_DEBUG2)
cout << "NEXT:_iterate (this_comes_in)"<<PPrintPoint3("",yp, false)<<endl;

// Saves the last and the current interval for the logarithmic search
pnull=yp; // Last

o1



pend=yp; // Current

// Integrate init
y=point3ToiVector (yp);
t=yp.t; //tnull

// Integrate
if (VERBOSE DEBUG2) cout << "NEXT:_iterate (this_comes_in)"

<<"t0(" << LEnd(t) <<","<< UEnd(t) <<")\t"
<<"tend ("<< LEnd(tend) <<","<< UEnd(tend) <<")"
<< endl;

Solver—>setFirstEntry () ;
Solver —>setHmin (0) ;
Solver —>setOneStep (on) ;
while (t!=tend)
{
Solver—>integrate (t,y,tend);
if (Solver—>successful ()& & Solver —>getGlobalExcess ()<=VE. MaxGlobalExcess)

{ if (VERBOSE_DEBUG)

header () ;
print (iVectorTopoint3 (y,t),Solver—>getGlobalExcess ());

}
}
else

cout << "FATAL_ERROR(mk)!"
<< midpoint (yp.x) <<"\t"<< midpoint(yp.y) <<endl;
return true;

}

// Updates the saved points
pnull=pend;
pend=iVectorTopoint3 (y,t);

// The position wrt Z is changed, we have the first coordinate
if (changeinz (pnull ,pend))

if (VERBOSE DEBUG) cout << "Change!" <<endl;
change=true;
passtrough coord. f=pnull;

}

// The trajectory turned back. No pass, just intersection. False alarm!
if (change && reversalinz (pend))

if (VERBOSE _DEBUG) cout << "False_alarm!" <<endl;
change=false;

}

// The trajectory has passed trough Z.

// We’ve got the upper point AND passtrough

if (change && passinz(pend))

if (VERBOSE DEBUG) cout << "Pass!" <<endl;
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change=false;
current return-++;
passtrough coord.s=pend;

}

// The number of Poincaré returns is enough
if (current return>=VE.returns)

{

if (VERBOSE_DEBUG)
cout<< "Reached_the_"<<VE.returns<<"th_pass!" << endl
<< "NEXT:_logsearch (this_goes_in)"
<< PPrintPoint3 ("pnull" ,passtrough coord.f,false) << endl
<< "NEXT:_logsearch (this_goes_in)"
<< PPrintPoint3 ("pend" ,passtrough coord.s,false) << endl;

spm=logsearch (passtrough coord.f, passtrough coord.s);

// This is different from the usual output for easy reading
if (VERBOSE DEBUG) {

cout << "pf\t"; print(pm—>f,0);

cout << "ps\t"; print(pm—>s,0);

}
break ;
Y // If Pass. There is no else!
Y // While

if (UEnd(t)>=LEnd(tend)){
cout << "TERE_WEREN’T_"<<VE.returns<<"_POENCARE_RETURNS!" <<endl;
exit (1);

return false; // Not fatal
} // Nth iterate

//

// Logarithmic search
point3 fs logsearch(point3 null,point3 end){

point3 fs current;

point3 pm=null ,pm2; // Middle interval

point3 fs out; // Final approzimations: first and second
bool init=false;

current . f=null; // Save to preserve the original
current .s=end;

if (VERBOSE DEBUG)
cout<<"Before_while"

<<endl
<<"NEXT: _logsearch (while)"<<PPrintPoint3 ("current.f" ,current.f,6 false)
<<endl
<<"NEXT: _logsearch (while)"<<PPrintPoint3 ("current.s" ,current.s, false)
<<endl

<<"NEXT:_logsearch (while)"<<PPrintPoint3 ("pm" ,pm, false)
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<<endl
<<"while"<<endl;

// If we find an intersection , then we’re done
while (!onZinz (pm))

// null.t —> (current. f.t+current.s.t)/2
pm=solve ((current.f.t+current.s.t)/2,null);

// Was a good interval found? —> Update the respective one
if (firstGoodZ (pm)) current.f=pm;
if (secondGoodZ(pm)) current.s=pm;

if (VERBOSE_DEBUG)
cout <<"NEXT: _logsearch (while)"<<PPrintPoint3 ("pm" ,pm, false)
<<endl

<<"NEXT: _logsearch (while)"<<PPrintPoint3 ("current.f" current.f, false)
<<endl

<<"NEXT: _logsearch (while)"<<PPrintPoint3("current.s" ,current.s, false)
<<endl;

} // While

// Intersects Z

if (VERBOSE DEBUG)

cout<<"Intersects_Z:"<<PPrintPoint3("current.f" current.f, false)<<endl
<<"Intersects_Z:"<<PPrintPoint3("current.s" ,current.s, false)<<endl;

pm2=pm; // This will be the absolute middle

/)

// Trying to put closer the first interval to the middle interval
init=true;

// If we find an intersection , then we’re done
while (init || (!onZinz(pm) && firstBetterZ (pm2,pm)))

init=false;
// null.t —> (current.f.t+pm2.t)/2
pm=solve ((current.f.t+pm2.t)/2,null);

// If the new one is better, update. If not, leave it.
// Still good AND better then the original
if (firstGoodZ (pm) && firstBetterZ (current.f,pm)) current.f=pm;

if (VERBOSE DEBUG)
cout<<"NEXT: _logsearch (while2)"<<PPrintPoint3 ("pm" ,pm, false)
<<endl

<<"NEXT: _logsearch (while2)"<<PPrintPoint3("current.f" current.f, false)
<<endl;

} // While

// Intersects Z

if (VERBOSE DEBUG)

cout<<"Intersects_Z 2(while)"<<PPrintPoint3("current.f",current.f, false)
<<endl
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<<"Intersects_Z 2(while)"<<PPrintPoint3("current.s",current.s, false)
<<endl;

//
// Trying to put closer the first interval to the middle interval
init=true;

// If we find an intersection, then we’re done
while (init || (!onZinz(pm) && secondBetterZ (pm2,pm)))

init=false;
// null.t —> (current.s.t+pm2.t)/2
pm=solve ((current.s.t+pm2.t)/2,null);

// If the new one is better, update. If not, leave it.
// Still good AND better then the original
if (secondGoodZ(pm) && secondBetterZ (current.s,pm)) current.s=pm;

if (VERBOSE DEBUG)
cout <<"NEXT: _logsearch (while3)"<<PPrintPoint3 ("pm" ,pm, false)
<<endl
<<"NEXT: _logsearch (while3)"<<PPrintPoint3("current.s", , current.s, false)
<< endl;

} // While

// Intersects Z
if (VERBOSE DEBUG)
cout<<"Intersects_Z 3(while)"<<PPrintPoint3("current.f",current.f, false)
<<endl
<<"Intersects_Z 3(while)"<<PPrintPoint3("current.s",current.s, false)
<<endl;

return current;
} // LogSearch

a

// Solve at a given t from initial value p
point3 solve(interval tend,point3 p){
VNODE#+ Solver=VE. Solver;

point3 p2=p;

iVector y(3);
y=point3ToiVector(p);

interval t=p.t;

Solver—>setFirstEntry () ;
Solver —>setHmin (0) ;
Solver —>setOneStep (on) ;
while (t!=tend)
{
Solver—>integrate (t,y,tend);
if (Solver—>successful ()& & Solver —>getGlobalExcess ()<=VE. MaxGlobalExcess)

{
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p2=iVectorTopoint3(y,t);
if (VERBOSE DEBUG) print (p2, Solver —>getGlobalExcess());

}
else
{ <
cout << "FATAL_ERROR(solve)!" <<endl;
exit (1);
}
Y // While
return p2;
}
a
void header () {
cout << "midpoint(t)" <<"\t"
<< "midpoint (x)" <<"\t"
<< "midpoint (y)" <<"\t"
<< "midpoint (z)" <<"\t"
<< "rad(t)" <<"\t"
<< "rad(x)" <<"\t"
<< ||rad(y])" <<"\t"
<< "rad(z)" <<"\t"
<< "Solver—>getGlobalExcess ()"
<< endl;
Y // header

void print (point3 p, double GlobalExcess){

if (PRINT2)

cout << "t ("<< LEnd(p.t) <<","<< UEnd(p.t) <<")"
<<"\tx ("<< LEnd(p.x) <<","<< UEnd(p.x) <<")"
<<"\ty ("<< LEnd(p.y) <<","<< UEnd(p.y) <<")"
<<"\tz ("<< LEnd(p.z) <<","<< UEnd(p.z) <<")"

<<"\t" << GlobalExcess
<< endl;

else{

cout << midpoint(p.t) <<"\t"
<< midpoint (p.x) <<"\t"
<< midpoint (p.y) <<"\t"
<< midpoint (p.z) <<"\t"
<< rad(p.t) <<"\t"
<< rad(p.x) <<"\t"
<< rad(p.y) <<"\t"
<< rad(p.z) <<"\t"
<< GlobalExcess
<< endl;

}
Y// print
iVector point3ToiVector(point3 p){

iVector y(3);

56



y[0]=p.x;
y[l=p.y;
v[2]=p.z;
return y;
} // point3ToiVector

point3 iVectorTopoint3(iVector y,interval t){

point3 p;

p.t=t;

p.x=y[0];

p.y=y[1l];

p.z=y[2];

return p;

} // iVectorTopoint8

double LEnd(interval x){ // Gives the lower end of an interval
return midpoint (x)—rad(x);

}

double UEnd(interval x){ // Gives the upper end of an interval

return midpoint (x)+rad(x);

}

string PPrintPoint3(string name, point3 p,bool with t){
stringstream s;

s.setf(ios::fixed ,ios:: floatfield);
s.precision (20);

if (with t) s << name <<"t("<< LEnd(p.t) <<","<< UEnd(p.t) <<")\t";
s << name <<"x("<< LEnd(p.x) <<","<< UEnd(p.x) <<")\t"

<< name <<"y("<< LEnd(p.y) <<","<< UEnd(p.y) <<")\t"

<< name <<"z("<< LEnd(p.z) <<","<< UEnd(p.z) <<")";

return s.str();

}

string PPrintPoint3WOZ(string name, point3 p,bool with t){
stringstream s;

s.setf(ios::fixed ,ios:: floatfield);
s.precision (20);

if (with t) s << name <<"t("<< LEnd(p.t) <<","<< UEnd(p.t) <<")\t";

s << name <<"x("<< LEnd(p.x) <<","<< UEnd(p.x) <<")\t"
<< name <<"y("<< LEnd(p.y) <<","<< UEnd(p.y) <<")";

return s.str();

}

string PPrintGnuPlot(point3 p,bool with t){
stringstream s;

s.setf(ios::fixed ,ios:: floatfield);
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s.precision (20);

s << midpoint (p.x) <<"_"<< midpoint(p.y) <<"_"
<< LEnd(p.x) << UM< UEnd(p.x) <<"_"
<< LEnd(p.y) <" << UEnd(p.y) <<"_#"
<< LEnd(p.z) << "<« UEnd(p.z) ;

if (with_t)

s <<"_"<< LEnd(p.t) <<","<< UEnd(p.t) <<")";

return s.str();

}
//

static const struct T R{
interval m,br,bl,bt,bb;
T_R(){
interval m_szaml=0.0036;
interval m_nev =0.0496;
m= m_szaml/m_nev;
br=1.686;
bl=1.7356;
bt=-0.061 + m*1.686;
bb=-0.063 + mx1.686;

}
} R;

static const struct T L{
interval mr,mt,trx ,brx,mb,br,bl, bt bb;

T LOA
interval mr szaml= 0.00128;
interval mr_nev =-0.017;

mr= mr_szaml/mr_nev;
interval mt_ szaml=0.00182;
interval mt nev =0.022;
mt= mt_szaml/mt_nev;
interval mb_szaml=0.00254;
interval mb _nev =0.039;
mb= mb_szaml/mb_nev;

trx=1.839; // Top right «
brx=1.822; // Bottom right z
br=—-0.07218 + mr*1.839;
bl—1.861;

bt=—-0.07218 + mt*1.839;
bb=-0.07346 + mbx1.822;

b L
bool 10FrinRx(point3 p){
return (UEnd(p.x + R.br) < 0);

bool rOFlinRx(point3 p){
return (LEnd(p.x + R.bl) > 0);
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bool rOFrinRx(point3 p){ // The whole interval is to right of R
return (LEnd(p.x + R.br) > 0);

bool 10FlinRx(point3 p){ // The whole interval is to left of R
return (UEnd(p.x + R.bl) < 0);

bool inRx(point3 p){
return 10FrinRx(p) && rOFlinRx(p);

}

bool NOTinRx(point3 p){ // The whole interval is to the right
return rOFrinRx(p) || 1OFlinRx(p); // OR to the left of R

}

// top bottom wupper lower // 0< equation —> Lower then line
// lowerside OF top // 0> equation —> Upper then line
bool 10FtinRy(point3 p){

return (UEnd( p.y — Rmxp.x — R.bt) < 0);

// top bottom wupper lower

// upperside OF bottom

bool uOFbinRy(point3 p){

return (LEnd(p.y — R.mxp.x — R.bb) > 0);

}

// top bottom wupper lower

// upperside OF top

bool uOFtinRy(point3 p){ // The whole interval is above R
return (LEnd(p.y — R.m#p.x — R.bt) > 0);

// top bottom wupper lower

// lowerside OF bottom

bool 10FbinRy(point3 p){ // The whole interval is under R
return (UEnd(p.y — R.mxp.x — R.bb) < 0);

bool inRy(point3 p){
return 10FtinRy (p) && uOFbinRy(p) ;

}

bool NOTinRy(point3 p){ // The whole interval is above OR under R
return uOFtinRy(p) || 1OFbinRy(p);

}

bool NOTinR(point3 p){

// If the whole interval is NOT in R wrt z [y], then y [z] doesn’t matter

// If the interval intersects R wrt z then it could intersect the Taboo set
too!

// This is checked elsewhere

return NOTinRx(p) || NOTinRy(p);

}
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bool NOTinRT(point3 p){ // NOT in the Taboo set of R

// If the whole interval is in R wrt y, it’s not in the Taboo set OR

// If the whole interval is NOT in R wrt z there’s no need to check furhter
return inRy(p) || NOTinRx(p);

}

bool 10FrinLx (point3 p){
return (UEnd(p.y — L.mrxp.x — L.br) < 0);

bool rOFlinLx(point3 p){
return (LEnd(p.x + L.bl) > 0);

bool rOFrinLx(point3 p){ // The whole interval is to right of L
return (LEnd(p.y — L.mr*p.x — L.br) > 0);

bool 10FlinLx (point3 p){ // The whole interval is to left of L
return (UEnd(p.x + L.bl) < 0);

}

// Farther then 10~(—8) from line C. This is for SLOPING line C
bool FAROFrinLx(point3 p){

interval If = p.y — L.mrxp.x — L.br + interval(—1,1)*1.0E-8;
return (UEnd(1f) < 0) || (LEnd(1f) > 0);

bool 10FtrinLx(point3 p){ // To the left of the right end of the shorter

line

return (UEnd(p.x + L.trx) < 0); // by z in L

}

bool rOFtrinLx(point3 p){// To the right of the right end of the shorter
line

return (LEnd(p.x + L.trx) > 0); // by = in L

}

bool rOFbrinLx(point3 p){ // To the right of the right end of the longer
line

return (LEnd(p.x + L.brx) > 0); // by z in L

}

// Not in L Vertically (=the longer line by x): No need to check the shorter
bool NOTinLvx(point3 p){
return 10FlinLx(p) || rOFbrinLx(p);

}

bool inLx(point3 p){
return 10FrinLx(p) && rOFlinLx(p);

}

bool NOTinLx(point3 p){

return rOFrinLx(p) || 1OFlinLx(p);
}

// top bottom wupper lower
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// lowerside OF top
bool 10FtinLy (point3 p){
return (UEnd(p.y — L.mtxp.x — L.bt) < 0);

// top bottom wupper lower

// upperside of bottom

bool uOFbinLy(point3 p){

return (LEnd(p.y — L.mbxp.x — L.bb) > 0);

// top bottom wupper lower

// upperside OF top

bool uOFtinLy(point3 p){ // The whole interval is above L
return (LEnd(p.y — L.mtxp.x — L.bt) > 0);

// top bottom wupper lower

// lowerside OF bottom

bool 10FbinLy(point3 p){ // The whole interval is under L
return (UEnd(p.y — L.mbxp.x — L.bb) < 0);

bool inLy(point3 p){
return 10FtinLy (p) && uOFbinLy(p);

}

bool NOTinLy(point3 p){
return uOFtinLy(p) || 1OFbinLy(p);

}

bool NOTinL(point3 p){
return NOTinLx(p) || NOTinLy(p);

}

bool NOTinLT(point3 p){ // NOT in the Taboo set of L
// The whole interval is in the VERTICAL cover by the LONGER line AND
// The whole interval is in L wrt y
// OR The whole interval is to the right of the shorter line wrt x AND
// Intersects the VERTICAL COVER AND above the lower line
// (only the lower counts) OR Disjoint from the VERTICAL COVER
return (!10FlinLx(p) && !rOFbrinLx(p) && inLy(p)) |l
(rOFtrinLx (p) && !rOFbrinLx(p) && uOFbinLy(p)) ||
10FlinLx (p) || rOFbrinLx(p) ;

}

bool uZ(point3 p){ // Under Z AND in Tol

return (LEnd(p.z) > UEnd(VE.z — VE.zTol)) &&
(UEnd(p.z) < LEnd(VE.z)) ;

}

bool aZ(point3 p){ // Above Z AND in Tol
return (LEnd(p.z) > UEnd(VE.z)) &&

(UEnd(p.z) < LEnd(VE.z + VE.zTol)) ;
}

bool oZ(point3 p){ // ON Z AND in Tol
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return (LEnd(p.z) > UEnd(VE.z — VE.zTol)) &&
(UEnd(p.z) < LEnd(VE.z + VE.zTol)) ;
}

bool aOFZinz(point3 p){ // Above Z
return (LEnd(p.z) > UEnd(VE.z));

}

bool uOFZinz(point3 p){ // Under Z
return (UEnd(p.z) < LEnd(VE.z));

}

bool onZinz(point3 p){ // ON Z (Intersects Z)

return (!aOFZinz(p) && 'uOFZinz(p));
}

bool IsSame(point3 pl,point3 p2){
return

// If the two approximations are not at the same "side" of the quadrangles
// check the stricter rules for both!

(10FrinRx (pl)=—= 10FrinRx(p2) || ((!NOTinRx(pl) || !NOTinRx(p2)) &&
inRy (pl)&& inRy (p2)))&&
(rOFlinRx (pl)== rOFlinRx(p2) || ((!NOTinRx(pl) || !NOTinRx(p2)) &&
inRy (pl)&& inRy (p2)))&&
(rOFrinRx (pl)== rOFrinRx(p2) || ((!NOTinRx(pl) || !NOTinRx(p2)) &&
inRy (pl)&& inRy (p2)))&&
(10FlinRx (pl)=— 10FlinRx(p2) || ((!NOTinRx(pl) || !NOTinRx(p2)) &&
inRy (pl)&& inRy (p2) ) )&&
(10FtrinLx (pl)=— 1OFtrinLx (p2) || ((!NOTinLvx(pl) || !NOTinLvx(p2)) &&
inLy (pl)&& inLy (p2) ) )&&
(rOFlinLx (pl)== rOFlinLx(p2) || ((!NOTinLvx(pl) || !NOTinLvx(p2)) &&
inLy (p1)&& inLy (p2)) )&&
(rOFbrinLx (pl)== rOFbrinLx(p2) || ((!NOTinLvx(pl) || !NOTinLvx(p2)) &&
inLy (pl)&& inLy (p2) ) )&&
(10FlinLx (pl)== 10FlinLx(p2) || ((!NOTinLvx(pl) || !NOTinLvx(p2)) &&
inLy (pl)&& inLy (p2) ) )&&
// These are the wertical checks
((NOTinRx(pl)&& NOTinRx(p2)) || 10FtinRy (pl) = 1OFtinRy(p2)) &&
((NOTinRx(pl)&& NOTinRx(p2)) || uOFbinRy (pl) = uOFbinRy(p2)) &&
((NOTinRx(pl)&& NOTinRx(p2)) || uOFtinRy (pl) = uOFtinRy(p2)) &&
((NOTinRx(pl)&& NOTinRx(p2)) || 10FbinRy(pl) = 10FbinRy(p2)) &&
((NOTinLvx(pl)&& NOTinLvx(p2)) || 10FtinLy (pl) = 1OFtinLy(p2)) &&
((NOTinLvx(pl)&& NOTinLvx(p2)) || uOFbinLy (pl) = uOFbinLy(p2)) &&
((NOTinLvx (pl)&& NOTinLvx(p2)) || uOFtinLy(pl) = uOFtinLy(p2)) &&
((NOTinLvx(pl)&& NOTinLvx(p2)) || 10FbinLy (pl) = 10FbinLy(p2)) &&
// The sloping right—hand side of L needs a delicate care!
// In the Vertical cover
((NOTinLvx (pl)&& NOTinLvx(p2)) || 10FrinLx(pl) = 1O0FrinLx(p2) ||
(('NOTinLvx(pl) | | ! NOTinLvx(p2)) && inLy (pl) && inLy (p2))) &&
((NOTinLvx(pl)&& NOTinLvx(p2)) || rOFrinLx (pl) = rOFrinLx(p2) |
((!NOTinLvx(pl) || ! NOTinLvx(p2)) && inLy (pl) && inLy(p2))) &&
// Check for Z too:pl should be under/above Z AND p2 should be above/under Z
(WZ(pl) & aZ(p2)) || (uZ(p2) &k aZ(p1)))

//
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int main(){

// Just for precision

cout.setf(ios:: fixed ,ios:: floatfield);
cout.precision (20);
cerr.setf(ios::fixed ,ios:: floatfield);
cerr.precision (20);

cerr << "zTol:" << VE.zTol<< endl;

interval tnull= 0.0;
interval eps = interval(—1,1)*1.0E—8;

//A1-2: (—1.686,—0.063),(—1.686,—0.061)
//B1—2: (—1.7856,—0.0666),(—1.7356,—0.0646)
//C1—2: (—1.839,—0.07218),(—1.822,—0.07346)
//Di—2: (—1.861,—0.076),(—1.861,—0.074)

point3 test;
test.t = tnull;
test.z = 0.3 + eps;

//L: Cut to 10 pieces by z by 0.00389

//1.
//” test.z = interval(—1.861,—1.8571);

/)" test.y = interval(—0.076,—0.07218);

/)" test.x = interval(—1.8571,—1.8532);

/)" test.y = interval (—0.076,—0.07218);

/)" test.x = interval(—1.8582,—1.8493);
//" test.y = interval(—0.076,—0.07218);

/74
/)" test.z = interval (—1.8493,—1.8454);
/)" test.y = interval(—0.076,—0.07218);

//5.
/)" test.x = interval (—1.8454,—1.8415);

//” test.y = interval (—0.076,—0.07218);

//6.
/)" test.x = interval(—1.8415,—1.8376);
//" test.y = interval(—0.076,—0.07218);

/7.
/)" test.x = interval(—1.8376,—1.8337);
//” test.y = interval(—0.076,—0.07218);

//8.
/)" test.z = interval (—1.85387,—1.8298);
/)" test.y = interval(—0.076,—0.07218);

//9.
//” test.z = interval(—1.8298,—1.8259);

//” test.y = interval(—0.076,—0.07218);
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//10.

//" test.z = interval(—1.8259,—1.822);
//” test.y = interval(—0.076,—0.07218);
//

// L

/)" test.x = interval(—1.861,—1.822);
//” test.y = interval(—0.076,—0.07218);
// R

/)" test.z = interval (—1.7356,—1.686);
/)" test. interval (—0.0666,—0.061);

// A line
//" test.z = interval(—1.686,—1.686);

//” test.y = interval (—0.068,—0.061);

<
Il

// B line
/)" test.x = interval(—1.7856,—1.7356);
//” test.y = interval(—0.0666,—0.0646);

// C line
/)" test.x = interval(—1.8839,—1.822);
//" test.y = interval(—0.07846,—0.07218);

// D line
/)" test.z interval (—1.861,—1.861);
/)" test.y = interval (—0.076,—0.074);

vector<point3> ret;
ret = BB(test ,1);
cout << "Final_num._of_pieces:"<< ret.size () << endl;

cerr << "Final_num._of_pieces:"<< ret.size () << endl;

return 0;

}
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4. Szamitoégépes abrak

A most kévetkezs abrék a 2.3 alfejezet legvégén megfogalmazott (C) fel-
tétel VNODE altali ellenérzést demonstréaljak. Az elsé két dbra a hozzajuk
fliz6tt magyarazatok miatt folytatolagos sorszamozasi.

-0.06

-0.061

-0.062

-0.063

-0.064

-0.065

-0.066

-1.705 1.7 -1.695 -169 -1685 -1.68 -1675 -167

10. Abra: Teljesitheté—e a feltétel? — Kép-téglatestek vetiiletei az R
négyszog a oldalahoz kozel

A 10. Abra — csak tgy mint a 2.3 alfejezet 8. Abraja — egyszerre
kapcsolatos a és a tulajdonsag teljestilésével. Olyan projK; tégla-
lapcsaladot mutat, amely az R négyszog a oldaldhoz kozel helyezkedik el, s
amelynek egyetlen eleme sem metsz bele a 2. Abran lathato E tabu hal-
mazba. A mogottes {T}} targy-téglalapcsalad egyébként az L négyszog c
oldaldhoz kozeli "csérének" egy részét fedi le.
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-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-01

-0.12

-0.14

-0.16

-0.18

-3 -28 26 24 22 -2 18 -1l& -14 12

11. Abra: Az utolsé ellendrzés: a (L U R) halmaz elhelyezkedése a H
hatszogben

A 11. Abra a (C) tulajdonsag teljesiilését ellenérz6 VNODE szamitasok
Osszességére utal. Ennek az abranak a jellege azért kiillonbozik a korabbiaktol,
mert az utolso, a tényleges bizonyitast jelents futtatas el6tt az atmetszési
idGintervallumot lehet&ség szerint minél kisebbre kényszeritendé azt irtam
els, hogy z = 0.3 stk alatt elhelyezkedd elsd téglatest a z = 0.2999 sik folé,
a z = 0.3 stk felett elhelyezkeds mdsodik téglatest pedig a z = 0.3001 sik ala
keriiljon. Ez volt az els6, nem-kisérletezs jellegii olyan futtatés is, amelyben
a projKj halmazok helyett ténylegesen a

proj Ky + [07 Tkz] - proj f(Ky) + ([_657 15] X [_47 2])7—1?

halmazok szerepeltek.
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-0.06
-0.065
-0.07

-0.075 Q

-0.08

-19 -185 -18 -1.75 -1.7 -1.65

A ¢(a) C Op, feltétel ellendrzése
Futasi id6: < 20 masodperc
Intervallum—felosztasok szama: < 150
Maximalis veremmélység: < 9
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-0.058

-0.06

-0.062

-0.064

-0.066

-0.068

-0.07

-0.072

-0.074

-0.076

-1.9

-1.85 -1.8 -1.75 1.7 -1.65

A ¢(c) C Op feltétel ellendrzése

Futéasi id6: < 8 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 10000
Maximalis veremmélység: < 19
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-0.06

-0.065

-0.07

-0.075

-0.08

-0.085

-0.09

-0.095

-21 205 -2 -185 -18 -185 -18 -1.75 -1.7 -165

A (b) C Oy, feltétel ellendrzése
Futéasi id6: < 15 masodperc
Intervallum—felosztasok szama: < 200
Maximalis veremmélység: < 9
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-0.06

-0.065

-0.07

-0.075

-0.08

-0.085

-0.09

-0.095

-0.1

-215 -21 -205 -2 -185-19 -1.85 -1.8 -1.75 -1.7 -1.65

A ¢(d) C Oy, feltétel ellendrzése
Futéasi id6: < 1 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 600
Maximalis veremmélység: < 11
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-0.06

-0.065

-0.07

-0.075

-0.08

-0.085

-0.09

-0.095

-0.1

-2.2

2.1 -2 -1.9 -1.8 1.7

A (L) N E = feltétel ellendrzése

Futasi id6: < 12000 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 8700000
Maximalis veremmélység: < 23
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-0.061

-0.062

-0.063

-0.064

-0.065

-0.066

-1.735-1.73-1.725-1.72-1.7151.71-1.705 -1.7 -1.695-1 €3

A o(L)N E = () feltétel ellendrzése

Futéasi id6: < 12000 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 8700000
Maximalis veremmélység: < 23
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-0.0725

-0.073

-0.0735

-0.074

-0.0745

-0.075

-0.0755

-0.076

-1.86 -1.855 -1.85 -1.845 -1.84 -1.835 -1.83 -1.825

A (L) N E = feltétel ellendrzése

Futasi id6: < 12000 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 8700000
Maximalis veremmélység: < 23
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-0.08

-0.065

-0.07

-0.075

-0.08

-0.085

-0.03

-0.095

2.1

-2 -1.9 -1.8 1.7 1.6 -1.

n

A ¢p(R) N E = () feltétel ellendrzése
Futéasi id6: < 875 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 450000
Maximalis veremmélység: < 23

74



-0.061

-0.062

-0.063

-0.064

-0.065

-0.066

-1.735-1.73-1.725-1.72-1.7151.71-1.705 -1.7 -1.695-1 €3

A ¢(R)NE = () feltétel ellendrzése
Futéasi id6: < 875 perc
Intervallum—felosztasok széama: < 450000
Maximalis veremmélység: < 23
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-0.0725

-0.073

-0.0735

-0.074

-0.0745

-0.075

-0.0755

-0.076 | , , , , , ,
-1.86 -1.855 -1.85 -1.845 -1.84 -1.835 -1.83

A ¢p(R) N E = () feltétel ellendrzése
Futéasi id6: < 875 perc
Intervallum—felosztasok szama: < 450000
Maximalis veremmélység: < 23
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