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1. Bevezetés

1.1. Téma bemutatasa

Rudszerkezetek alakvaltozasat, jelen dolgozatban hajlitott-nyirt gerendak lehajlasat,

tobbféle modon is meghatarozhatjuk.

Ha figyelembe vessziik, hogy a rud kiterjedése egyik irdnyban sokkal nagyobb, mint a
masik kettoben egyszerlsithetjiik a feladatot ugy, hogy a vizsgalt jellemzék csak egy
valtozotol (hossz menti koordinata: x) fliggjenek. Ilyen radmodellt tanultunk a Szilardsagtan
II. tantargyban. Az adott alapfeltevéseket betartva a felirt alapegyenleteket analitikusan

megoldva tudjuk szamitani a lehajlas fliggvényt.

A tervezOi gyakorlatban mar széles korben elterjedt, végeselemes programok
segitségével a feladat numerikusan is megoldhato. A kis elemekre osztott rad
csomoépontjaiban kapott megoldas jol kozeliti az azonos alapfeltevéseken alapuld analitikus

megoldast. Az elemszam novelésével a hiba csokken.

De vajon jol kozeliti-e a valosagot akar a numerikus akar az analitikus megoldas? A
valasz az, hogy nem minden esetben. Mikor hasznalhat6 a szilardsagtanban tanult 6sszefiiggés
¢s mikor vezet hibas eredményre? Milyen modszerekkel pontosithatjuk a szdmitasainkat? Mik
az alkalmazhatosagi hatarai az egyes modszereknek? Dolgozatunk ezekre a kérdésekre keresi

a valaszt.

A valaszhoz az ANSYS végeselem program segitségével héjelemekbdl elkészitettiik a
vizsgalandé gerenda 3D-s modelljét. Ezt fogadjuk el a legjobban kozelité ,,pontos”

megoldasnak. Hiszen nem tartalmazza a 3D-b6l 1D-be valo valtas kozelitéseit.

Az ANSYS programmal szamolt lehajlasokat hadrom kiilonb6z6 1D-s radmodell
eredményeivel vetettiik 0ssze. Ezek a nyomaték hatisat figyelembe vevd Bernoulli-Navier
hipotézisen alapul6 klasszikus elmélet, a Timoshenko-féle nyirds hatasat is figyelembe vevo
rudelméletet, és a vastag héjalasu szendvics elmélet. El8szor egy konkrét gerendandl
hataroztuk meg a kiilonb6zd modellekbdl szarmazo lehajlasértékeket. A megoldas fliggvény
eredményeit Osszevetve, megtudhatjuk melyik modszer a gerenda mely szakaszaig ad a

tervezésnél hasznalhato, elegendd pontossagu eredményt.



Ezt kovetden kiillonbozd geometria, anyagjellemzok és ridhosszak esetén vizsgaltuk

meg a lehajlas fliggvények kozti eltéréseket és adtuk meg az egyes ridmodellek hibajat.

Tartoszerkezeti szempontbol kiemelkedden fontos, hogy a valosaghoz kozeli értéket
kapjunk szamitasainkkal, hiszen a gerenddk, fodémek lehajlasa nemcsak kozérzetiinket
befolydsoljak. A gerendéaval egyiitt a fodém elmozduldsa a falak megrepedését, hézagok
képzddését okozhatja. Esztétikailag €s a teherbirdsi szempontbol is karosodhat az épiilet,
amennyiben nem kell6 pontossaggal szamitjuk a gerenda lehajlasat, és a valosagban tallépjiik

a hasznalhat6sagi hatarallapotban megengedett értéket.

1.2. Acélgerendak

A 19. szazad mésodik felében ¢élték egyik fénykorukat az acélgerendds fodémek, az
ugy nevezett Horcsik ¢€s poroszsiiveg fodémek. Ma leginkdbb a magashazak ¢és

nagytamaszkozii csarnokok szerkezeteként alkalmazzak.

A szerkezeti acélfajtak karbontartalma 0,6%-nal tobbnyire kisebb. A mechanikai

terhelésnél figyelembe vett acél legfontosabb fizikai jellemzdi:
izotrop anyag, tulajdonsagai fliggetlenek a térbeli iranyoktol,
stirliség: p = 7850 kg/m’,
hétagulasi egyiitthato: ar = 0,000012 K (ferrit-perlites szerkezetii acélra),
rugalmassagi modulus: £ = 206000 N/mm® ,
Poisson-tényezd: v = 0,30,

Nyirasi rugalmassagi modulus az acélndl, mint izotrop anyagndl a Poisson-tényezdbdl

E
2(1+v)

¢s a rugalmassagi modulusbdl szamithat6: G =

Az altalunk vizsgalt gerenda I keresztmetszetii.

Dolgozatunkban linearisan rugalmas anyagmodellt tételeziink fel, vagyis az acél

képlékenyedését nem vessziik figyelembe.



1.3. Fa gerendak

Napjainkban fafédémekkel leginkabb a készhazak szerkezeteként talalkozhatunk.

Anizotrop viselkedése a legfontosabb szamunkra, vagyis tulajdonsagai fiiggenek a

térbeli iranyokt6l. Az alabbi fafajtat hasznaltuk szdmitasaink sordn.

C20 fa (rostirany) fa (meréleges)
E (N/mm?®)= 9500 320
G (N/mm?)= 600 600

1-1. tablazat

1.4. Kompozit gerendak

A kompozit gerenddk tobbféle anyagbol késziilnek. Fontos jellemzdjiik, hogy

anizotropok.

A fa kompozitokat a faanyag szétdaraboldsaval, majd az igy nyert elemek Ujboli
egyesitésével allitjak eld. Ebben az esetben az egyszerli analitikus elméletek nem
alkalmazhatok kozvetleniil, mivel a nem tengelyiranyt szalak jelenléte miatt a gerendak
egyszeril hizas vagy hajlitas esetén is elcsavarodhatnak, és a nyirasi deformacio hatasa sokkal

jelentésebb, mint kozonséges rudak esetében.

A milanyag szalerdsitésii kompozit gerendakat ujabban egyre nagyobb mértékben
hasznaljak az épitdiparban. Ebben az esetben a radban futd szalak iranyat is meg lehet
tervezni. Az egyszerlsités érdekében tengelyiranyban futd szélas kompozit gerendakkal
szamolunk. Ebben az esetben a szerkezet nyirasi merevsége viszonylag alacsony. Acél esetén
a rugalmassagi modulus és a nyirdsi rugalmassagi modulus E/G ardnya koriilbeliil 2,5
iivegszalas epoxi esetén 10-15, egyiranyu szalakat tartalmazo6 grafit epoxi esetében viszont az

E/G akar 40 is lehet. gy a nyirasi deformacié figyelembevétele alapvetd fontossagu.



2. Egydimenzios rudmodellek

2.1. Kiindulas az eloadason tanultakbol — Bernoulli- Navier

hipotézis
2.1.1. Rudmodell

Domokos Gébor: Szilardsagtan jegyzetei alapjan:

A szilardsagtanon tanult radmodellben a Hooke-torvényt és a Bernoulli - Navier
hipotézist vessziik alapul a rad tengelyre merdleges igénybevételre vald reakcidinak
megallapitasdhoz. Feltételezziik, hogy a rud keresztmetszetei a deformacid utdn is sikok
maradnak ¢és merdlegesek a tengelyre. Ezek alapjan a rudat keresztmetszetekre bontjuk,
ezeket, mint merev lapokat kezeljiik, melyek sikok maradnak deformacio utan. A merev lapok

kozt nagyon révid és sok linearis rugd képes a megnyulasra és reagal a nyirasra (1. &bra).

dx

da

1. abra: Keresztmetszet elfordulas, elemi szalak megnyulasa

Az elmélet szerint e sikok kozti elemi kis rugdk (szalak) egyenstlyt tartanak az

igénybevétellel. A rugderdk az elemi szdlakban a megnyulas miatt ébredd fesziiltségek.

Minden keresztmetszetben ismerjiik a fesziiltséget €s a fajlagos megnyuldst, melyek a

rud két végtelen kozeli keresztmetszete kozti részt jellemzik. El6szor a rad egy eleme (rovid)



szakaszanak viselkedését fogjuk vizsgalni (2. abra), ennek ismeretében hatarozhatjak meg a

teljes rud elmozdulésait.

2. abra: Hajlitasbol szarmazo keresztmetszet elfordulas

zZ,W

3. abra: Két végén befogott tarté lehajlasa megoszlo terhelés esetén
Az elmozdulas fliggvényt z-vel jeloljik. A matematikdban ismert, hogy:

z'(x) =tg (a(x)) (3. abra).

Feltételezziik, hogy az elmozdulasok kicsinyek, vagyisw((L, igy a <5°,
z'(x) = a(x) egyenldség fennall (4. abra).

Az alabbi Osszefliggés alapjan, és a kicsiny elmozduldsok miatt a tengelyelfordulés

fliggvény derivaltja a gorbiilet fliggvény.
(D

L 1
a'(s)= cj{—? geometriai jelentése gorbiilet: k = E;



f@)=1g(@) &wW
y(x)
S
a(x)
o
R
X, U
4. abra: Kis szog esetén fennallé egyenldségek 5. abra: Simuldkor sugara, gorbiilet

, , ., da da

Ha a tart6 lapos x = s (5. abra), tehat — = —
ds dx

Vagyis a rudtengely alakjat leird z(x) fliggvény masodik derivaltja azonos a

gorbiilettel(1): —z"(x) =«
Tovabba a sik keresztmetszetek elve miatt:
dx

da

x

6. abra: Keresztmetszet elfordulas, elemi szalak megnyulasa



tg—a =—do = uz) ; mivel |oc|<5 rendezés utan u(z) = —zda
z

. M: ) Fz* M
Fizikai 0sszefliggés: u(z) = edx = %dx :—Izdx; mivel o =~ =22

Az? 1

Mz

Ezekbol: — zda = —dx
EI

da M(X) . da " 7 " M(X)
-_—— = el ——=x= i =
o Bl T Z() gy 20="p

Fizikai 0sszefliggés (6. abra): ¢ = du _ u'=—a'z
X

Hooke torvény alapjan: o = ¢E = —azE

M =[zodd = [ 2% (-a')EdA = E(-a")[ 2" dA

M = Elx mivel k = _d_oc
dx
M
K=—
El

7. abra: Hajlitasbdl szarmazoé tengelylehajlas, keresztmetszet elfordulas



Kovetkeztetések:

M"(x)=-p(x); a rugalmas differencidlegyenlet: z"” :% a peremfeltételek

ismeretében megoldhatd. Az y ismeretében az x tengely elfordulésa, a nyomaték €s a nyirderd
1s szamithato.
z — lehajlas fiiggvény

z" — tengely elforduléas

— gorbiilet vagy —
z
g gy o

)

2 P

EI
Ezen differencidlegyenletek (2) a rendszer térbeli valtoztatdsat irjak le. Ehhez
kapcsolddo peremfeltételek pedig azt szabjak meg, hogy mihez képest valtozik a rendszer. A
tengely lehajlast leiro fliggvényhez a peremfeltételekkel €és a differencial egyenletek

megoldasaval juthatunk el.



2.1.2. Szampélda — klasszikus rudelmélet

A tovabbiakban a két végén befogott gerenda lehajlasat szamoljuk, mivel - adott
tamaszkOz esetén - ebben az esetben a legjelentdsebb az eltérés a modell €s a valdosag kozott,
itt a legnagyobb a , klasszikus” elmélet hibdja, a legnagyobb a nyirder6 hatisa a

nyomatékéhoz viszonyitva. Két végén befogott gerenda lehajlasat szamitottuk ki az eddigi

Osszefliggések alapjan, az alabbi modon (8. abra):

8. abra: Két végén befogott tarté lehajlasa megoszlo terhelés esetén

p (N/mm)= 1,01
E (N/mm’)= 206000
Vv = 0,3

G (N/mm’)= 79230,7
L (mm)= 5000
H (mm)= 500
b, (mm)= 300
h; (mm)= 20
h, (mm)= 20
1, (mm')= 8,54E+08

2-1. tablazat

10



9. abra: I gerenda keresztmetszete
Mivel tudjuk, hogy nincs lehajlas sem tengely elfordulas a befogdsnal, ezért a y és
y' fliggvény értékének a befogasoknal nullat vehetiink (3). A tartd statikailag hAromszorosan
hatarozatlan a nyomaték ¢€s nyirderd értékét a differencidlegyenletek megoldasaval kaphatjuk

meg (5).

10. abra: Két végén befogott gerenda megoszlé terheléssel

11



Gerenda két befogasanal felirhaté peremfeltétel:

z(0)=0 z()=0
, , 3)
z'(0)=0 Z'()=0
Elz" =—p
EIz"(x)=—px +¢,
2
Elz"(x):—p; +cx+c,
px’  ox’
EIZ'(x):—T+ Ctce,x+c, =0
pxt ext ex?
Elz(x)=— +——+2—+cx+c, =0
24 6
z(0)=0—>¢, =0
2'(0)=0->c¢, =0
4 3 2
Ay=-Blal all
24 6 2
3 12 2 Z
s P LTy B SN U
6 2
- pl’ +£+Z b’ _al -0
24 6 20 6 2
B pl* . 2pl* . be,l’ B 6c,l’ o
24 24 24 24
pl' _el’  _pl . _p® p’_ po’
24 12 2 7?6 4 12
¢, és ¢, z(x) fliggvénybe vald behelyettesitésekor az alabbi eredményt kapjuk:
z(x) = L(2)c3l —x* - lez) 4)

24E1

A legnagyobb lehajlas a gerendahossz felében keletkezik.

{3)

Az igénybevételi abrakat (11

8

. abra), a befogéasi nyomatékokat €s a nyiroerdket z(x)

1 pl

T 384 EI

p

T 24E]

derivaltjai (4) alapjan konnyen megkapjuk:

12



V(0) = EIZ"(0) = —p0 + %l = %l

V()= EE"(l) =—pl + %l = —%l )

2 2
M(0) = EL"(0) =204 PLoy [ - PL | _PL
22 12 12

I’ N pl>  pl* pl*

M) =EE"(l)=-

2 2 12 12
p
‘_p_f
2
Pl
2
o o
12 12

11. abra: Két végén befogott tarté igénybevételi Abrai megoszlo terhelés esetén

Az z(x) =L (2x3 [—x*—x*1 2) fliggvény felhasznalasaval a lehajlast a tartd hossza

24FE1

mentén az Excel program segitségével szamitottuk €s abrazoltuk (2-2. tdblazat; 1. diagram).

13



z(X)

0 0,000000
250 0,000337
500 0,001211
750 0,002431
1000 0,003828
1250 0,005257
1500 0,006595
1750 0,007740
2000 0,008613
2250 0,009160
2500 0,009346
2750 0,009160
3000 0,008613
3250 0,007740
3500 0,006595
3750 0,005257
4000 0,003828
4250 0,002431
4500 0,001211
4750 0,000337
5000 0,000000

2-2. tablazat

14



7

asa

0 erével terhelt tarto lehajl

befogott, megoszlo

égén

7

Két v

——Kklasszikus ridelmélet

x
000s
006¥
008
00y
009v
00S¥
oovvy
00€vY
00zvy
00TV
000V
006€
008¢
00LE
009€
00s€
oove
ooee
ooze
00TE
000€¢
006¢
008¢
00L¢
009¢
00S¢
[0]0) 24
0o€c
00z
00T¢C
000¢
006T
008T
00T
009T
00ST
0oovT
00€T
0ozt
00TT
000T
006
008
00L
009
00S
oot
[0]0}3
00t
00T

0,010

0,009

0,008

0,007

0,006

0,005

0,004

0,003

0,002

0,001

0,000 -

1. diagram
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2.2. Timoshenko gerenda lehajlas elmélete

2.2.1. Timoshenko-modell

Timoshenko elmélete figyelembe veszi a nyirdsi alakvaltozast. Mig a klasszikus
gerendaelmélet feltételezi, hogy a keresztmetszetek sikja a deformacid utan is merdleges
marad a (goOrbiilt) radtengelyre, pontosabban annak pontbeli érintdjére (12. abra). A
Timoshenko - modell figyelembe veszi a nyirasi deformdcié hatdsat is, ezért a rudtengely
pontjainak a tengelyre merdleges eltolodasat és a keresztmetszetek elforduldsat egymastol

fiiggetlennek tekinti (13. 4bra).

Klasszikus radelmélet Timoshenko - modell

X, U

A A
12. abra: Hajlitasbol szarmazo lehajlas, 13. abra: Hajlitasbol és nyirasbol szarmazo
keresztmetszet elfordulas lehajlas, keresztmetszet elfordulas
o dw o dw
= —_— = — 7/
dx dx
aa keresztmetszet elfordulas a a-—-a keresztmetszet elfordulasa
figgdlegeshez képest, ebben az esetben fliggdlegeshez képest

egyezik a tengely elfordulissal a y, —szogtorzulas, a szilardsagi tengely

vizszinteshez képest.
érint6 vektora és a keresztmetszeti

normalis altal bezart szog.

16



A fliggvény lehajlasanak mértéke fligg az anyagi jellemzotdl €s a geometriatol. A

nyir6 erével szemben €s a nyomatékkal szemben a rud merevségeinek aranyaban 4ll ellen.
Két végén befogott rad merevségei az alabbiak:
A normalerdre 1étrejové megnyulas forditottan ardnyos £A4 tényezdvel.
A nyomaték hatasa forditottan aranyos EI tényezovel.
A nyiroerd hatésa forditottan ardnyos S tényezdvel.

[zotrop anyag keresztmetszete a nyirderd hatdsara aranyos a GA ardnyosan mozdul el.

Izotrop anyagnal G = ahol v az anyag nyulaskor keletkez6 harant kontrakcio értékét

2(1+v)

adja. Tehat S a rugalmassagi modulussal is egyenesen aranyos.

e . . o . GA
Izotrop és téglalap keresztmetszetli anyagnal a nyirasi merevség: S :E’ igy a

2

nyirasbol szarmazé elfordulds: y = g és az ebbdl szarmaz lehajlés: z,= [ ydx = [ gdx.

Itartonal ' : S_ = G
b.
Lo, ;
dxh, i)
6h,| 1+ xd’
6xb,
Ahol d =H —h,

! Mechanics of Composite Structures (Cambridge University Press, 2003) alapjan.

17



dzI 7

dx

14. dbra: Nyirasbol szarmazé deformacio, szogtorzulas

A nyirasbol szarmaz6 elfordulas (14. abra): y :g, ¢s az ebbdl szarmazo lehajlas (2):

z,= Iydx = J.gdx

Az igénybevételi abrak valtozatlanok:
A nyirderé fliggvény linearis

(15. abra): V=ax+b és tudjuk, hogy a

p
’4 5' befogasoknal:
pl pl . pl
Y V(0)="— valamint V(/)=—-— a
ol 2 2
? fliggvény meredeksége is leolvashato:
pl’ o’ =
7 ) b=p
V)= al+p—l: _pl
p[2 2 2
ﬁ a = _p
V =—-px+ rl
PET

151. abra: Két végén befogott tartd igénybevételi

abrai megoszlo terhelés esetén

A lehajlas fliggvénynek az alabbi taggal boviilve kell eleget tennie a feltételeknek:

z,(x) = [yix =[ %dxzé(—? +%lx+c), ahol ¢=0, hogy a y(0)=0 feltételnek

eleget tegyen.
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A lehajlas a nyomaték és nyirderd hatasabol tevodik dssze.
z,()+z,(1)=2z(1)=0 2,(0)+2,(0)=2z(0)=0

A lehajlas fiiggvény (4) tehat az alabbi médon boviil egy taggal :

z(0)=0 z(1)=0
z'(0)=0 z'(l)=0
EZz" = -p

EIZz"(x)=—px +c,
2
EIZ"(x)=— p; +cx+c,

3 2
1
Elz'(x)=—%+c'; +e,x+cy +E(—px+%l)=0

3 2 1

4
Elz(x)=-22 45 5% +c3x+—(—&+p—lx+c4):0
24 6 2 S 2 2

z(0)=0—>¢, =0
7(0)=2,(0)>¢; =0
4 3 2 2 2
24 6 2 §2 52
3 12 2 Z
z'(z)z—%f'z +czl=0—>c2=pé —%‘
_pl4+c,l3+£ pl* ¢l 0
24 6 20 6 2
_Lﬂ+2pl4 Jr4c,l3 _6c,l3 o
24 24 24 24
4 3 2 2 2
p_el” Pl P Pl Pl
24 12 2 6 4 12

¢, és ¢, z(x) fliggvénybe valod behelyettesitésekor az alabbi eredményt kapjuk :

p 4 3 212 1 xzp plx
= -2x 1+ x 7 )+ —=(——+—
2(x) E124(x 1T sCo )

(6)
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2.2.2. Szampélda

A korabbi adatok felhasznalasaval:

\\\:::: ________ p—— X, u
————— ;:_/-j—ba///
Z, W
’II/ . ’||/
16. abra: Két végén befogott tarto lehajlasa megoszlo terhelés esetén
p(N/mm)= 1,01 L (mm)= 5000
E (N/mm’)= 206000 H (mm)= 500
v = 0,3 b, (mm)= 300
G (N/mm?)= 79230,7 h, (mm)= 20
h, (mm)= 20
1, (mm’)= 8,54E+08
S.= 7,14E+08

2-3. tablazat

I tartonal a nyirdsi merevség képlete:
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Bl :‘ll: | T
hy
d HA hW H Szz — i 1 + bf
G| dx hw d 2
6h,| 1+ xd?
: 6xb,
hy
B ::|: | NS
2. abra: I gerenda keresztmetszete
79230,7
S = =714243937,82
1 300
480%20 480 )’
6x20x(1+ x 480°
6x300

plx
2

p 4 3 272 1 xzp . . r1z .z
Az z(x)= x"=2x1+x1" )+—(——+ 6) fugevény felhasznalasaval a
20 ==L Jr 55 ) (6) fiiggvény felhasznaldsav

lehajlast a tartd hossza mentén az Excel program segitségével szamitottuk €s abrazoltuk.
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z(X)

0 0,000000
250 0,001177
500 0,002802
750 0,004685
1000 0,006656
1250 0,008571
1500 0,010307
1750 0,011761
2000 0,012856
2250 0,013535
2500 0,013765
2750 0,013535
3000 0,012856
3250 0,011761
3500 0,010307
3750 0,008571
4000 0,006656
4250 0,004685
4500 0,002802
4750 0,001177
5000 0,000000

2-4. tablazat
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Két végén befogott, megoszld erdvel terhelt tartd lehajlasa

0,016
0,014
/ \ ——Timoshenko lehajlas modell
0,010
0,008
0,006
0,004
i \
e S SSSSUSSSMSSSSSSSMSMSSSSMSSUSSAM MMM SMSM—.
0000000000000 00D0D0000D0D0000D0D0000D00000D00000D000000000O0O0
OO0 O000O000000000DO0O000D0DO000DO0D0DO0DO00D0DO0DO0O000D0DO0O00D0DO0DO0OO0O0DO0DO0O0O0000O0 X
HANNTNONOODIDOAANMNMSTNMNONOODOAANNTNMNONDOAANNTNLONONDOAANMST N ONOWOO O
T A A A A A A A AN AN AN ANANANANNANANOOOOOOOOOONS TSI TN
2. diagram

A lehajlas fuggvényben x=0 és x=I/ helyen a befogas ellenére tengelyelfordulast

kapunk a nyirds y szOgtorzulas figyelembe vétele miatt.

Pontosabb elméletet kell figyelembe venniink e hiba kikiiszobolésére.
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2.3. Szendvicselmélet

2.3.1. Szendvicselmélet bemutatisa’

A szendvics elmélet, a gerendakat két részre osztja viselkedésiik szerint(17. abra):

Az héjalo rétegekre, ahol a nyirasi deformacid elhanyagolhatéan kicsi, €és a hajlitasi
merevségiik a jelentds, ez az | gerendaknal az 6vekre vonatkozik.

A kitolté rétegre ahol jelentds a nyirdsi deformacio, €s a hajlitadsi merevségiiket is
figyelembe vessziik, ami az | gerendaknal a gerinc.

Zsuravszkij képlete alapjan ez a kozelités elfogadhatd az 1 gerendaknal hiszen az |

gerendaknal az 6vek szélessége altalaban sokszorosa a gerinc szélességének.

17. abra: I gerenda keresztmetszetének felosztasa a szendvics elmélet alapjan

A szendvicselmélet alapvetden a szendvics lemezek lehajlasanak leirasara szolgal. A
szendvics lemezeknél eltéré a merevsége a két résznek, de a lehajlasok ugyanakkorak, mivel
Ossze vannak kapcsolva. Ehhez hasonloan Az I gerenddk Ovében és gerincében jelentds az
eltérés a nyirasi fesziiltségben, ennek ellenére a nyirdsbol addédo lehajlasuknak

ugyanakkoranak kell lennie. w, =w, =w. A teherviselés szempontjabol is Osszeadodik a

hatasuk: p,+p,=p
M, +M,=M
V,+V,=V

* Kollar Lajos (szerk.), Hegediis Istvan, Laszl6 P. Kollar: A mérnoki stabilitiselmélet kiilonleges

problémai (Akadémia Kiado, 2006)
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A keresztmetszet elforduldsa azonban a két részen kiilonboz6. A rétegek mashogy

vannak igénybe véve merevségiik miatt.

Az elmélet a szendvics lemezhez van kidolgozva, de az I keresztmetszeti gerendat is

hasonldéan méretezhetjiik (18. abra).

A leggyakoribb hiarom rétegii szendvicsgerenda jellemz6 keresztmetszeti kialakitasat

az 19. dbra mutatja.

183. abra: Szendvicsgerenda és I gerenda, az I keresztmetszetii gerendat a szendvicsgerendahoz hasonléan

méretezhetjiik

A kedvezd nyomatéki teherviselés érdekében a szendvicsgerenddk kiilsd nagy
szilardsagl héjalo rétegei koz¢ ezek vastagsagat sokszorosan meghaladd vastagsagt, kicsiny

térfogatsulyu €s szilardsagu kitolto réteget helyeznek el. Mindig feltehetjiik, hogy:
ta’ tf << cy
E>> G,

ahol E; és G. a héjald rétegek rugalmassagi modulusat, ill. a kitoltd réteg nyird

rugalmassagi modulusat jeloli.

Ha a gerenda szilardsagi tengelye a héjald rétegek kozepén fekszik, a rugalmassagi
modulusok kozti nagysagrendi eltérés miatt a kitoltd rétegben keletkezd normalfesziiltség-

eloszlas miatt a 7 nyirasi fesziiltség a kitoltd rétegben majdnem konstans érték (19. abra).
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19. abra: A hajlitott nyirt szendvicsgerenda iranyado fesziiltség eloszlasa
A keresztmetszeti feszilltségeloszlast a pontossag érezhetd romlasa nélkiil

M
kozelithetjiik tigy, hogy a héjalo rétegekben csak konstans o = J_rd—b(; normalfesziiltséget, a

kitoltd rétegben csak konstans t :% nyirofesziiltséget tételeziink fel, ahol M ¢és V a
keresztmetszeti nyomaték és nyirderd, d pedig a két héjalo réteg kozépsikjanak tavolsaga:
d=c+t.

A fenti fesziiltségekhez a héjald rétegekben:

=+

E, E,dbt

a kitolto rétegben pedig:

x
G. G.bd

c

}/:

fajlagos alakvaltozas tartozik. A héjald rétegekben fellépd fajlagos nyuldsok a
keresztmetszet elfordulasat, a kitoltd rétegben jelentkezd szdgtorzulds pedig a deformalddo
szilardsagi tengely érintdjének a keresztmetszeti normalishoz képesti elferdiilését okozza. A

,hagyomanyos” gerendakndl a keresztmetszetek o (x)elforduldsat a gerenda

_da
dx

gorbiilet valtozéasaval kovetjiik, a gorbiiletvaltozast pedig a sz€lsé szdlak megnyuléasai

alapjan hatarozzuk meg.

Is Is . 7 . ’ , ;e
A x :’”Od—ﬁ”omennwseget a szendvicsek nyomaték okozta alakvaltozasainak
x

kovetésére is hasznalhatjuk, de a geometriai értelmezés mddosul, hiszen gorbiiletvaltozast
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nemcsak a nyomaték, hanem a (rud tengelye mentén valtozd nagysagi) nyiroderd is okozhat.
Szendvicseknél ezért x csupadn a keresztmetszeti normalis elforduldsanak a valtozasat
jellemzi. A keresztmetszeti nyomaték €s x kapcsolatat a hagyomanyos gerendaknal a
oM _M
EI B
Osszefliggéssel adjuk meg. A képlet nevezdjében 1évd szorzatot a gerenda hajlitasi
merevségeének nevezziik. A héjalo rétegek kozépfeliiletén hosszvaltozast okozd nyomaték €s a
hosszvaltozasokhoz tartozd elfordulasok kapcsolatanak jellemzésére a B, un. globalis
hajlitdsi merevséget csak a teljes keresztmetszet inercidjdban szerepld ,,Steiner-tag”-nak
megfeleld merevségrészt tartalmazza. A fenti kozelitéseknek alapjdn a szendvicsgerenda

hajlitasi merevségeként bevezethetiink egy

d 2
B, = 2(5] bix E, 7

mennyiséget, amellyel a sziikitett értelmezésii x a

da M

—_——_— K e —

dx B,
Osszefliggéssel szamithatd. A 0 index azt jeloli itt, hogy elhanyagoltuk a héjalo rétegek
un. lokalis hajlitdsi merevségét, az 6v merevitési hatasat a gerincre. Ennek nagysaga a két

héjald réteg ,,sajat” hajlitasi merevségének Osszege:

E.t5b E,t)b 8
B =0 Bl (8)
12 12

A vékony héjalasu gerenddk esetében ezt elhanyagoljuk, &m a vastag héjalastaknal

nem.
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2.3.2. Vastag héjalasu szendvics

A B, merevséget nem adhatjuk kozvetleniil hozza a By merevséghez, mert a szerepe
eltér azétol. Az eltérés abban all, hogy a lokalis merevség, B, (8) a nyirasi lehajlassal

szemben is dolgozik, mig a By (7) merevség nem. A vastag héjalasi szendvicsgerendak
elmélete abban kiilonbozik a vékonyétol, hogy ennek az eltérésnek a viszonylag korrekt

figyelembevételére ad modot.

A parcidlis lehajlasok bevezethetdk, a lokalis merevség szerepe miatt az

alapdsszefliggések:
dw,g dwg

’
W=w, +Ww., —Q = y = y=w-a
B S ) )
dx dx

ahol y a gerinc szogtorzulasa.

A teher és a lehajlasok kapcsolataban nemcsak azt kell figyelembe kell venniink, hogy
a B, lokalis merevség is dolgozik, hanem azt is, hogy a héjalé rétegekben (az 6vekben) a

nyirasi tobblet-lehajlas is csak tobblet-teher aran johet 1étre. Az dvek teherviselése:

_dZM 4 4
P = zlelleV:BldW
dx dx dx™*

2

a gerinc, avagy kitolto réteg teherviselése:

dv, "
Po =" do =-El o
X

po=-SW'-a)
0=-El,a -SW-a)
Emiatt a kapcsolati egyenlet a kdvetkezoképp modosul:

d*w, d*wy
p=p0+p,=(Bo+B,) 2 + B, 2
dx dx

d*w d*w do
=B -8 +S
P  dx* dx’? dx
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Tovabbi egyenletetet kapunk a gerincre jutd nyirderd kifejezesébol:

am
V, = 0
dx
V,=El,a
Vy=-S(W'-a)
dzoc dw
OZ—EIO—Z—S—'FSQ
dx dx

A lokalis merevség tobblet-teherviselése miatt a teljes M keresztmetszeti nyomatékot

két részre kell bontanunk (20. abra):

d’w, _B d*(wy +wy)

M =-B =M,+M,.
O ax? ! dx’® 0 !
1 F —————
1 F P e—
Mo M M

20. abra: Nyomatékbdl szarmazo normal fesziiltség eloszlasa az dvekben
Erre a felbontasra azért van sziikség, mert a kitolté rétegben, vagyis I gerendénal a
gerincben csak az M rész valtozasahoz kothetd

M,

V. =
0 dx

nyirderd-rész okoz nyirofesziiltséget, ezért szdgtorzuldst is csak ez a nyirderd-rész
kelt, vagyis csak a kitoltd rétegekben keletkezik jelentds szogtorzulds. Mintha csak a
gerincben lenne nyiroerd és szogtorzulas ezaltal:
V, B, d’w,

T T TS ae

Lathato, hogy a lokalis merevségnek ez a ,,tobbletmunkéja” alaposan megvaltoztatja a
teherviselésbe, ezért vastag héjalast szendvicseknél mar nemigen szdmithatunk ra, hogy a

nyomatéki lehajlas ,,ilyen-olyan” korrekciokkal egy hagyomanyos értelmezésti lehajlasként

29



2

. d
vehetd fel. A lehajlast (w) valamint a szogtorzulast y a 0:—EIO?—Sd—W+Sa
X X

2

4 2
od :V_Sd ZV"_Sd_a
dx dx dx

megoldasara egy MATLAB program nyelven irt programot készitettiink. (1-es csatolmany)

p=B differencidlegyenletek felhasznaldsaval kaphatjuk. Ezeknek

2.3.3. Szampélda-szendvicselmélet

A szampé¢ldankban a kordbbi acél gerenda lehajlasat szamitottuk ki a szendvics

elmélet alapjan.

p (N/mm)= 1,01
E (N/mm’)= 206000
Vv = 0,3
G (N/mm’)= 79230,7
L (mm)= 5000
H (mm)= 500
b, (mm)= 300
h; (mm)= 20
h, (mm)= 20
1, (mm’)= 8,54E+08
S_= 7,14E+08

2-4. tablazat

Az eddigi keresztmetszeti adatokat ¢és anyagi jellemzdket felhasznalva a

MATLAB-ban irt programmal kapott eredmények:
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. Két végén befogott, megoszld erével terhelt tarté lehajlasa

0,016

0,014

0,012 —Szendvicselmélet

0,010

0,008

0,006

0,004

0,002

0,000 L T LT T T I

DO 0000000000000 0D0D0DO000D000D0D00D0D000000D000D0D000DO000000O0 000
OO0 0000000000000 00D0O0O000000000D000O0O000O000D00O0O000O0O0O0O0 0o
HANNSET N ONOVIO A NN ONNVDDIDO A NNV ONVDDOAANNTNLONKNDOAANMOTT N ONONO
X

3. diagram

A szendvics elmélet tekintettel van az I gerenda Gve és gerince kozti eltérd nyirdsi
fesziiltségre, €s a kettd rész egylitt dolgozasara. Az x=0 és x=/ helyen a lokalis befogas hatas
érvényesiil, nincsen tengelyelfordulds €s szogtorzulds, amellett, hogy a nyirési deformaciot is

figyelembe vettiik.
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3. Haromdimenzios radmodell

3.1. Végeselem modszer — ANSYS

Az alkalmazott ANSYS végeselem program segitségével héjelemekbdl elkészitettiik a
vizsgalandé gerenda 3D-s modelljét. Ezt fogadjuk el a legjobban kozelité ,,pontos”

megoldasnak. Hiszen nem tartalmazza a 3D-b6l 1D-be valo valtas kozelitéseit.

A végeselemes szamitas soran az ANSYS-13 programot hasznaltuk, a modellezés
soran a linedris analizist futtattuk. A haromdimenziés 1 tartonkat (21-25. 4bra) nyolc
csomoOpontos héjelemekbdl épitettiik fel (21. 4abra) ¢és linearisan rugalmas izotrop
anyagmodellt alkalmaztunk. A modell két végénél a csomopontok elmozdulasat és
elfordulasat nullara vettiik fel, az Gsszes csomopontnal befogast hoztunk Iétre ezzel
szimuldlva a befogast. Az I gerendan eloszlo6 terhet szimulalva y tengellyel parhuzamosan a
szimmetria tengelyén terheltiik a tartd tetejét. A megoszld terhet helyettesitettiik az y
tengellyel parhuzamosan, a gerinc mentén a csomopontokban hatd, egyenletesen eloszlo,
koncentralt terhekkel. A megoszld terhet 1,01 N/mm nagysagura, anyagallandoknak a

rugalmassagi modulust 206000 N/mm2-re, a Poisson-tényezot ().3-ra vettiik fel.

21. abra: Nyolc csomépontos héjelem
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A tartd geometrigjat ugynevezett ,kulcspontok” megadasaval és ezekre illesztett
teriiletekkel adtuk meg. Ezutan felosztottuk a tartdét héjdarabokra, és egyesitettik a

csomopontokat, hogy az dvek és a gerinc egyiitt dolgozzanak.

22. abra: Oldalnézet

by
—
* ’—\Lﬁ‘ T ettt
h
d Lhy H
h
* )‘ S S R E—)

23. abra: I gerenda keresztmetszete, és felosztasa

24. abra: I gerenda axonometrikus nézete 25. 4bra: Gerenda lehajlas axonometrikus

abrazolasa ANSYS programban

A lehajlast kirajzoltattuk a programmal és a gerinc kdzépvonaldnak a lehajlasat

kilistaztattuk.
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= ANSYS eredménye

”

Két végén befogott, megoszlo erdvel terhelt tartd lehajlasa

0,016
0,014
0,012
0,010
0,008
0,006
0,004
0,002
0,000 -

000Ss
0ooe6v
0oo8v
00Lv
009V
oosv
oovv
00EV
oocv
00TV
ooov
0o6¢€
008¢
00Le
009¢
00s€
oove
ooge
ooce
00TE
0oo€
0o6c
008¢
0oLz
0092
00s¢
oove
(oo} 4
0oce
[e[e) w4
000¢
006T
008T
0041
009T
00ST
oovT
O0€ET
ooct
00TT
000T
006
008
(o074
009
00s
oov
o]0}
00¢
00T
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4. Osszehasonlitas

4.1. Szamitasi modszerek osszehasonlitasa

4.1.1. Klasszikus rudelmélet és Timoshenko-féle gerenda elmélet

Osszevetettiik a klasszikus radelmélet és a Timoshenko-modell gerenda lehajlas

értékét, az alabbi adatokkal (4-1. tablazat; 26. abra).

p(N/mm)= 1
2 I bf I
E (N/mm’°)= 206000 § N
N | N
v= 0,3 h
f
G (N/mm’)= 79231
L (mm)= 5000 d h,, H
H (mm)= 500
b, (mm)= 300
h, (mm)= 20
S/
h,
h, (mm)= 20 * NS
I (mm*)= 8,54E+08
S= 7,14E+08 26. abra: I gerenda keresztmetszete

4-1. tablazat
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w, +w,
W
=0,1
w,+w,
3] 1,07E-11
==
p ( B — 5t _lez)
24E1 _
P (.4 5, a0\, 1, X’p plx
- “2x+x "+ —(——=+=
3 1,24E-23 E124( ) (PP
2EIS |
0 (¢ 24 xl)= - ()
b* —4ac = 1,01E-22 ER4 S
3l N 9/° 3
2a=== 2R 8EI | 64EI)’ 2EIS
El Xp = 3
AEI

b7~ 4ac - 1,01E-11

b+ /bz —dac 4,8599E+03

X
2a
o b— b —dac ) 1,40103E+02
? 2a 4-2. tablazat

Ebben az esetben gerenda két végétdl mérve a gerenda kozepe felé 140 mm-ig kisebb
az eltérés a két szamitasi mod eredménye kozott, mint a Timoshenko-modell alapjan szamolt

lehajlas 10% -a.

Tobb tartonal nem vizsgaltuk a klasszikus radelmélet és a Timoshenko-modell kozti

eltérést, hiszen a szendvics elmélet és a végeselem modszer kdzelebb all a valosaghoz.

A Timoshenko modell hibéja, hogy a befogasoknal a lehajlas fliggvényben x=0 ¢s x=I

helyen a befogas ellenére tengelyelfordulast kapunk a nyirds hatasanak (y szdgtorzulas)

figyelembe vétele miatt (27. dbra).
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27. abra: Befogasi keresztmetszet elfordulasa a Timoshenko-modell alapjan

Ezen elméletek alapjan tehdt nem a valdsagos eredményt kapjuk, ha ezeket
alkalmazzuk hibat véthetiink. Hogy a klasszikus radelmélet és a Timoshenko-modell
alkalmazasi hatarait megtalaljuk, a valdosaghoz ,kozelebbi’ eredményekkel vetjiikk 6ssze az

eddigi egyszeriibb és gyorsabb, 4m pontatlan szamitasi modszereket.

4.1.2. Egy és haromdimenzios rudmodellek 6sszehasonlitasa

4.1.2.1. Acélgerenda esetén

PP . s H L
Az eldz6 fejezetekben kiszamolt lehajlasok (—=1,667, —=10):
b, H
2 Két végén befogott, megoszld erdvel terhelt tartd lehajlasa
0,016 === Klasszikus rudelmélet
0,014
—Timoshenko lehajlds
0,012 modell

—Szendvicselmélet
0,010
S N\ —w
0,008 / / \ \
0,006

0,004

0,002 /
0,000 #F - " n

-0,002

/

100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

1100 -

1200

1300 -

1400 -

1500 -

1600 -

1700

1800 -

1900

2000

2100

2200

2300

2400

2500

2600

2700

2800

2900

3000

3100

3200

3300

3400

3500

3600

3700

3800

3900

4000

4100

4200

4300

4400

4500

4600

4700

4800

4900

5000

x

5. diagram- acélgerenda
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z(1/2) (mm)

M 0,009346
ANSYS 0,01338
SZENDVICS 0,013714
M+V 0,013765

4-3. tablazat

A valosagot legjobban a haromdimenzids radmodell kozeliti. Hiszen nem tartalmazza

a 3D-bol 1D-be vald valtas kozelitéseit.

A végeselemes eredményhez lathatoan a szendvics eredmény van legkdzelebb. A
befogasoktol mérve a gerendahossznak kevesebb mint 1% -a utan az eltérés mar kisebb mint

10%. Nem szamottevo az eltérés a két szamitasi mod kozott.

A Timoshenko-modell a befogasoktdl mérve a gerendahossz 3,5% -t61 10%-os hibaval
kozeliti az ANSYS eredményét. A szendvics eredmény kicsit pontosabb a Timoshenko-
modellnél, mégis érdemesebb lehet a Timoshenko-modellt hasznalni, hiszen gyorsabban

egyszeriibben kapunk eredményt.

A legtavolabb a klasszikus rudelmélet esik a ,,valosagtol”, tobb mint 30% az eltérés a

gerenda minden pontjaban a befogasok kozott (5. diagram, 4-3. tablazat).

4.1.2.2. Kompozit anyagu gerenda esetén

Szampéldankban az acél mellett a kompozit anyagot is hasznaltuk, mert a kompozit
nyirasi merevsége kisebb, mint az acélnak. A kompozit anyagnak nagyobb a nyirasi
deformacidja, valamint a lokalis merevségek hatdsa is, miszerint a gerinc lehajlasat

akadalyozzak az dvek.

Az egyszerlsités érdekében tengelyirdnyban futd szalas kompozit gerendékkal
szamolunk. gy szerkezet nyirasi merevsége viszonylag alacsony, vagyis a nyirasi deforméacio
figyelembevétele alapvetd fontossagli. Az alabbi kompozit anyagi gerenda lehajlasat

szamitottuk ki (4-4. tablazat; 28. abra):
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28. abra: Két végén befogott tarto lehajlasa megoszlo terhelés esetén

kompozit2
p(N/mm)= 1,01
E (N/mm’)= 141963,0011
y= 0,3
G (N/mm’)= 2999
L (mm)= 254
H (mm)= 12,7
b, (mm)= 254
h, (mm)= 1,016
h, (mm)= 1,016
I (mm*)= 1,87E+03
S= 2,71E+04

4-4. tablazat
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29. abra: I gerenda keresztmetszete

0,7

0,6

05

0,4

03

0,2

0,1

Két végén befogott, megoszld erdvel terhelt tartd lehajlasa

——klasszikus rudelmélet
/[_\\ —Timoshenko lehajlas modell

y NN
/& N\

AN

AN

T -
CW O N TOOILTN®MROILTNNBOTNONOTNNODOSTNTOOTNRIOTNNROTNORO T N T
QA NM Ky IO NGg RO d gAML FORN®RQONOANMNLNONSRQO A NN g0 N® N K
NOMONOWNOWBMNOUWUANTOATVBOUOTdUOAd "TANANNOINNRNSNAN®N®OO ®X®M®BNHNMBM o N
BRI Mmoo g < n ® 0N 0 ® OO0 HOdA N MmN T TANOONC®OROONO DA NNMO T I
- o - L B I ] oo e - oo o N N NN NN NN

6. diagram-kompozit gerenda

z(/12) (mm)
M 0,07227
ANSYS 0,525094
SZENDVICS 0,55584
M+V 0,598137

4-5. tablazat
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A valosagot legjobban a hairomdimenzids radmodell kozeliti. Hiszen nem tartalmazza

a 3D-bdl 1D-be valo valtas kozelitéseit. (6. diagram; 4-5. tablazat)

A végeselemes eredményhez lathatéan a szendvics eredmény van legkozelebb. A
befogasoktdl mérve a gerendahossznak 5% utan viszont az eltérés kisebb, mint 10%, az
eltérés tehat az ANSYS ¢és a szendvics elmélet kozott nem jelentdés kompozit gerenda

esetében, egyediil a befogas kdzelében tér el nagy szazalékban.

A Timoshenko-modell a gerenda minden pontjan 10%-nal nagyobb eltérést ad a

végeselem modszerhez képest, hibaznank, ha ezzel szamolnank.

A legtavolabb a klasszikus radelmélet esik a ,,valosagtol”, tobb mint 85% az eltérés az

ANSYS lehajlas eredményétdl a gerenda kozepén. (6. diagram)

4.2. Szamitasi modszerek a geometria és anyagi jellemzok

fiiggvényében

A kiilonbdz6 szadmitasi modszerek alkalmazhatosagi hatara valtozik az anyagi

jellemzdk €s geometria fliggvényében.

Megvizsgaltuk a klasszikus radelmélet és a Timoshenko-modell hibajat a

. H E
szendvicselmélethez képest: 5 €s Eﬁiggvényében (2-es csatolmany). Valtozo % aranyu,
/
két végén befogott ¢s megoszlo teherrel terhelt tartobol indultunk ki, mivel igy a legnagyobb a

nyirasbol szarmazo lehajlds értéke a klasszikus rudelmélet alapjan szamolt lehajlashoz

viszonyitva.
4.2.1. Keresztmetszet aranyainak hatasa

4.2.1.1. Klasszikus rudelmeélet és szendvicselmélet osszehasonlitasa

Kompozit gerenda allandoE aranyahoz kiilonb6z6 keresztmetszeti tényezdket

valasztottunk és a klasszikus radelméletet és szendvicselméletet a gerenda I fliggvényében

egymashoz aranyitottuk. Ezaltal megkaptuk az egyes keresztmetszeti ardnyoknal azt a
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gerenda hosszt melynél a klasszikus ridelmélet haszndlhatdé kevesebb mint 10%-o0s

tévedéssel.

w, —w o
A —= " Kképlettel megkaptuk a kiilonboz8 keresztmetszetekhez tartozd hibat a

w

Sz

gerenda hossz fuggvényeben. Ahol w, ¢és w a gerenda maximalis lehajlasat vettiik

figyelembe, a gerenda kdzépsd szakaszan, hiszen tervezésnél ez a mértékado.

Hiba Klasszikus ridelmélet hibaja a szendvicselmélethez viszonyitva a

(We- W) /We; keresztmetszet aranyainak fliggvényében
1,10

1,00

0,90 |

0,80

—H/B=1
—H/B=2

—— H/B= 0,666666667
—H/B=05

0,40 <

030 \\\s\\\\\ :;E; 2::33333333
0,20 ~

0,10 \\\

Noo<r<:>\Dvaomevouvaouvao\onvouvao
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
HHHHHHHHHHHHHHHHH

L/H

7. diagram

E/G

23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667

H/b

2 1 0,667 0,5 0,4 0,33

10%-nél kisebb hiba (L/H)

56 78 98 116 132 150

4-6. tablazat
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A gerenda magassag novekedésével, valamint a szélesség csokkenésével, egyre kisebb

% aranyt gerenddknal hasznalhatjuk hiba nélkiil a klasszikus radelméletet a lehajlas

kiszamitasahoz. Egyre rovidebb gerendaknal hasznalhatjuk tévedés nélkiill a klasszikus

rudelméletet. (7. diagram; 4-6. tablazat)

Lathato, hogy gerenda hossz novekedésével egyre csokken az eltérés a klasszikus

rudelmélet és a szendvicselmélet kozt.

* Wsz - W
hmt—” j =0

L—x© w

4.2.1.2. Timoshenko-modell és szendvicselmélet 6sszehasonlitasa

Kompozit gerenda G aranyahoz kiilonboz6 keresztmetszeti tényezoket valasztottunk

. . L . . . .
¢s a Timoshenko-modellt és szendvicselméletet a gerenda I fliggvényében egymashoz

aranyitottuk. Ezaltal megkaptuk az egyes keresztmetszeti ardnyokndl azt a gerenda hosszt

melynél a Timoshenko-modellt hasznalhato kevesebb mint 10%-os tévedéssel.

W, —w oo
A —=—T Kképlettel megkaptuk a kiilonbozé keresztmetszetekhez tartozo hibat a
WSZ

gerenda hossz fliggvényeben. Ahol a w, =w, +w, ¢ w_ a gerenda maximalis lehajlasat

vettiik figyelembe, a gerenda k6z€psé szakaszan, hiszen tervezésnél ez a mértékado.
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k=)

©

o
—

Hiba

(Wsz-Wg,5)/Ws, -1,70

A Timoshenko elmélet hibaja a szendvicselmélethez viszonyitva a keresztmetszet
aranyainak fiiggvényében

—H/B=1
—H/B=2
—— H/B=0,666666667
—H/B=0,5
H/B=0,4
H/B=0,333333333

8. diagram
E/G
23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667 | 23,667
H/b
2 1 0,667 0,5 0,4 0,33
10%-nal kisebb hiba (L/H)
6 8 10 12 14 16

4-7. tablazat

A gerenda magassag novekedésével, valamint a szélesség csokkenésével, egyre kisebb

% aranyt gerendakndl hasznalhatjuk hiba nélkiill a Timoshenko-modellt a Ilehajlas

kiszamitasahoz. (8. diagram; 4-7. tblazat)

Mivel a Timoshenko-modell altal adott lehajlas nagyobb a szendvicselmélet

eredményénél, a hiba negativ eredményt ad. Az el6z8 4brdhoz hasonldéan a gerenda hossz

novekedésével csokken a hiba, nullahoz kozelit hm

L—oo

o

w
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4.2.2. Az anyagi jellemzok hatasa

4.2.2.1. Klasszikus rudelmeélet és szendvicselmélet osszehasonlitasa

Allando % aranyu keresztmetszet mellé kiilonb6z6é anyagi jellemzdjii gerendakat

valasztottunk és a klasszikus radelmélet és szendvicselmélet eredményét a gerenda I

figgvényében egymashoz aranyitottuk. Ezaltal megkaptuk az egyes anyagi jellemzdji
gerenddkndl azt a gerenda hosszt melynél a klasszikus radelmélet hasznalhato kevesebb mint

10%-o0s tévedéssel.

w

Sz

w

sz

s képlettel megkaptuk a kiilonb6z6 anyagi mindséghez tartozo hibat a gerenda

hossz fliggvényében. Ahola w, és w  a gerenda maximalis lehajlasat vettik figyelembe, a

gerenda kozépso szakaszan, hiszen tervezésnél ez a mértékado.

Klasszikus rudelmélet hibaja a szendvicselmélethez viszonyitva az anyagjellemzdk

b fiiggvényében

,10
(Wsp-Wg)/Ws;

1,00

0,90 \\\\
SR
0,70

\ \\ \ — kompozit1 (23,67)
" \ \\ \ — kompozit2 (47,33)
0,50 —acél (2,6)

\ \\ \ —fa0 (15,83)

" \ \\ \ fa90 (0,53)
0,30 \ \ liveg (2,46)

0,20

0,10

0,00 A T e e e e = e T T L L/H

o N N N oo 1N 1D © VW~ © W A A o+ N N o < 1 1w O ~ ~ 0 0 O
-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1-—1(\]

9. diagram
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E/G

fa
fa (merdleges) iiveg acél (rostiranya) | kompozit2 | kompozitl
0,533 2,46 2,6 15,833 23,667 47,33
H/b
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
10%-nal kisebb hiba (L/H)
18 38 38 94 116 162

4-8. tablazat

Minél kisebb az ghényados annal kisebb % aranyu gerendanal alkalmazhat6o a

klasszikus radelmélet. (9. diagram; 4-8. tablazat)

A klasszikus rudelmélet hibaja a szendvicselmélethez viszonyitva a hossz

. y 7 . , y o Wsz - Wb
novekedésével kozelit a nulldhoz. [ym| —— | =0

L—w sz

4.2.2.2. Timoshenko-modell és szendvicselmélet 6sszehasonlitasa

, H .

Alland6 > aranya keresztmetszet ¢s megoszlo terhelés mellé kiilonb6zd anyagi

jellemzdjii  gerenddkat valasztottunk ¢€s a Timoshenko-modellt a szendvicselmélet
L

eredményéhez a gerenda I fliggvényében egymashoz ardnyitottuk. Ezaltal megkaptuk az

egyes anyagi jellemz6ji gerendaknél azt a gerenda hosszt melynél a Timoshenko-modell

hasznalhat6 kevesebb mint 10%-0s tévedéssel.

W, —w e L s
A —= T Kképlettel megkaptuk a kiilonboz8 anyagi mindséghez tartozo hibat a
WSZ

gerenda hossz fliggvényeben. Ahol a w, =w, +w, ¢ w_ a gerenda maximalis lehajlasat

vettiik figyelembe, a gerenda k6zépsO szakaszan, hiszen tervezésnél ez a mértékado.
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A Timoshenko elmélet hibaja a szendvicselmélethez viszonyitva az anyagjellemz6k

fliiggvényében
O N T O ®ONTO MO NT O 0O NT 00O NY O ®ONY O ®ONT O©
Ny I2Z2RIIAILRRSISLR ST ISLLLRAIIARBBESIEERRNIR
0,00 L/H
-0,10 /
-0,20
=7
e/
-0,50
e I/
0,70 //,’ —— kompozit2 (47,33)
-0,80 I ’ —acél (2,6)
-0,90 I ’ ——fa0(15,833)
-1,00
-1'10 ! ’ fa90 (0,533)
-1,20 ” tveg (2,46)
-1,30 ’ —— kompozitl (23,67)
-1,40 ’
-1,50 |
-1,60 '
-1,70 ,
Hiba Leo T
(W We,gh/Ws; 20 |

-2,10

10. diagram

E/G

fa (merdleges) | iiveg | acél |fa (rostirdnyu) | komozit2 | kompozitl

0,533 2,46 | 2,6 15,833 23,667 47,33

H/b

0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

10%-nél kisebb hiba (L/H)

barmikor jo 4 4 10 12 18

4-9. tablazat

Minél kisebb az £heinyados annal kisebb % aranyu gerendanal alkalmazhat6 a

Timoshenko-modell. Ha az ardny gé 0,5, a Timoshenko-modell barmekkora hossziisagnal

¢s keresztmetszet magassagnal kellden pontos eredményt ad (10. diagram; 4-9. tablazat).

Mivel a Timoshenko-modell eredménye nagyobb a szendvicselmélet eredményénél, az

eltérés negativ eredményt ad. Az el6z6 abrahoz hasonléan a gerenda hossz novekedésével

L—o Wsz

. * Wsz B WT
csokken a hiba, nulldhoz kozelit hm ———1=0,
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5. Osszefoglalas - kovetkeztetés

Eredményeink, a kiilonb6z6 radmodellek és szdmitasi modszerek Osszehasonlitasa
segitségével most mar valaszt adhatunk a dolgozat cimében feltett kérdésre: Hibas-e a
klasszikus radmodellbdl szamitott lehajlas? Természetesen nem ,hibas” csak kozelitéseket

tartalmaz, ezért nem ad minden esetben elegendden pontos lehajlasértékeket. Azt az
L ) L L
altalanosan elfogadott 0kdlszabalyt, miszerint a gerendalehajlast EZIO esetleg 528

arany esetén a Bernoulli-Navier hipotézis feltételezésével jol kozelithetjiik dolgozatunk
alapjan nagyon vesz€lyesnek itéljiik. Sz¢lsdséges esetben a klasszikus radelmélettel szamolt

acéltarto lehajlasanak hibaja is felmehet akar 60%-ig.

A klasszikus radelmélet elhanyagolja a nyirasi deformaciot és a szendvicshatast. Az

elhanyagolasbol szarmazo hiba nd:

= Az G arany novekedésével (vagyis a nyirasi merevség csokkenésével). Az

ac¢l anyagokhoz képest (g =2,6)a fanal ez az ardny kortilbeliil 5x akkora,

egyes kompozit anyagoknal koriilbeliil 10 x - 15x akkora is lehet.
. % arany csOkkenésével.

= A nyirdsbol szarmazo lehajlas értékének novekedésével, a megtdmasztasi
viszonyoktol fliggden. Kéttdmaszi tartohoz képest a befogott tartonal nagyobb
a hiba.

H L
Tehat mig egy ;: 2 keresztmetszetli kéttdmaszu acélgerenda esetén EZ 10
aranynal a nyirasi deformacio hatdsa valoban elhanyagolhaté addig pl.: > =0,5 aranyu két
L
végén befogott acélgerendanal ez az értékgz 38-ra modosul. Fagerenda esetén az aradny
oo L . p .. . L
szintén valtozik EZ 18-ra amennyiben a rostokra merdlegesen terheliink, és EZ 94 -re

. . ., . H
amennyiben parhuzamosan. Grafit epoxi szélas kompozit gerenda a > =0,5 keresztmetszet
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. L H .
arany mellett a hasznalhatosagi hatarérték I >116, 5 =2 keresztmetszet ardnyok mellett

% > 56 a hasznalhatosagi hatarértéke a klasszikus ridelméletnek.

Amennyiben nem hasznalhato a klasszikus ridelmélet, a nyirasi deformacio hatasat is
figyelembe vevd Timoshenko-modellel pontosabb eredményt kapunk. Amig a klasszikus
rudelmélet a valodi lehajlasnal kisebb értéket ad, addig a Timoshenko-modellé mindig a

biztonsag javara tér el a valosagostol ( a valosagostol nagyobb értéket eredményez lasd 4.1.2.
. . H , , .

fejezet abrai). A két végén befogott 320,5 aranyu tart6 esetén a Timoshenko-modell

hasznalhatosdgi hatarértéke (hiba<10% ) anyagoktdl fliggben: kozelitdleg acél- ¢és

L . , L
iiveggerenda esetén a o > 4, fagerenda, rostiranyra merdlegesen terhelve barmekkorag,
rostirdnnyal parhuzamosan terhelve I >10, valamint grafit epoxi szdlas kompozit
gerendanal % > 18 a Timoshenko-modell hasznalhatosagi hatarértéke. Kompozit gerendanal
H , . , L S
5 = 2 ardny mellett a Timoshenko-modellnek mar I > 6 a hasznalhatosagi hatarértéke. Ha

. , H L
a kompozit gerenda aranya > <0,667, akkor I >10.

A Timoshenko-modellnél is pontosabb a szendvicselméletet eredménye, de nem
sziikségszerli ezt hasznalni, mivel a Timoshenko-modellel szamolt lehajlas nagyobb mint a
szendvicselmélet lehajlasa, a biztonsag javara tévediink, ha a Timoshenko-modellt hasznaljuk.
Azoknal az anyagoknal, ahol kicsi a nyirasi ellenallas, a lokalis merevségnek nagy a hatésa
ezért ezeknél az anyagoknal, igy a kompozit anyagoknal a szendvicselméletbdl lehet
kiindulni, a valdésdghoz igen kozeli eredményt ad, gazdasagosabb tartot lehet tervezni,

amennyiben a pontos lehajlas értéket vessziik figyelembe.

Az ANSYS eredmény még pontosabb a szendvicselméletnél, de az alkalmazésa
hosszadalmasabb a tobbi szamitasnal. Erdemes ezért az egydimenziés radmodelleket
hasznalni helyette a hasznalhatdsagi hatarértéken beliil, amennyiben sok gerenda lehajlasat

kell kiszamolnunk.

Az 5-1. tablazat mutatja, hogy a sz¢élsdséges esetekben az egydimenzios rudmodellek

hasznalata nagymértekii, akar 90% feletti hibat is eredményezhet, ha az altalanosan elfogadott
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0kolszabalyokbol indulunk ki. Ezekben az esetekben érdemes a (7-10. diagramok) hibat

mutato gorbéket figyelembe venni.

Acél tarto-elmélet hibaja

L/H 5 10 15
klasszikus 85,54% 60,57% 40,89%
Timoshenko 6,93% 2,46% 1,11%

Fa (parhuzamos) tart6

L/H 5 10 15
klasszikus 96,97% 89,84% 80,21%
Timoshenko 21,20% 9,12% 5,41%
Kompozit
L/H 5 10 15
klasszikus 98,78% 96,09% 92,04%
Timoshenko 43,59% 17,77% 10,88%

5-1. tablazat: Klasszikus rudmodell és Timoshenko modell hibaja L/H Kkiilonboz6 értékeinél,

"szélsoséges esetben': két végén befogott tartonal, H/b=0.5 esetén

6. Koszonetnyilvanitas

Szeretnénk megkdszonni Dr. Pluzsik Anikonak és Dr. Kollar Laszlonak a folyamatos
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8. Csatolmanyok

1-es csatolmany:

syms t

%ketvegenbefogott

S = dsolve ('0.0402=EI1*D4v-S*D2v+S*Dk', '0=-=S*Dv-EIO*D2k+S*k', 'v (0)
0','k(0) = 0','Dv(0) =0','v(l) = 0','k(l) = 0','Dv(l) =0")

3S5.v

EI=1.76e+5;
EI1=8.24e+1;
EIO=EI-EI1l;
S=6.82e-1;
1=50;

vszendvics=subs (v,t,1/2)
$vb=1/384*10.1*1"4/EI
$vb0=1/384*10.1*1"4/EI0
$vbl=1/384*10.1*1"4/EI1
$vs=10.1*¥172/8/S
svst=vb+tvs

svt=1/(1/ (vb0+vs)+1/vbl)

ve=zeros (101,1);

xe=zeros (101,1);

for 1i=1:250
xe (1+1,1)=1*1/250;
ve (i+1l,1)=subs(v,t,1*i/250);

end

ve

plot (xe,ve)



2-es csatolmany:

syms t

ketvegenbefogott

S = dsolve ('0.0402=EI1*D4v-S*D2v+S*Dk', '0=-S*Dv-EIO0O*D2k+S*k', 'v (0)
0','k(0) =0','Dv(0) =0','v(l) = 0','k(l) = 0','Dv (1) =0")

3S5.v

EI=7.06et4;
EI1=165;
EIO=EI-EI1l;
S=1.31le+4;

ve=zeros (10,1);
xe=zeros (10,1);
for i=1:50
1(1,1)=1

vszendvics=subs (v,t,1/2);
vszendvics

xe (i)=1i;

ve (i)=subs (v, t,1/2);

end

xXe
ve

plot (xe,ve)
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