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1. fejezet

Bevezetés

A gyakorlatban szdmos rendszermodellezési és optimalizalasi technika 1étezik,
amelyek alapjai linedris programozési feladatok megolddsara vezethet6k vissza. A
szimplex eljaras nagyméretii feladatok megolddsara alkalmas, azonban annak ha-
tékonysdga nagymértékben fiigg a legkorszer(ibb algoritmikusvaltozatok és imple-
mentacios technikak hasznalatatol [1].

A piacon tobb szimplex alapu optimalizdl6 keretrendszer is taldlhatd, azonban
mindegyik rendelkezik valamiféle hidnyossdggal. Ilyen lehet, hogy kiils6 fiigg-
vénykonyvtarként nem haszndlhatd, nem rendelkezik grafikus feliilettel, nehézke-
sen konfiguralhato, és talan a legfontosabb, hogy kutatési, tovabbfejlesztési célra
nem haszndlhatd. Ezt a forrdskdd tomorsége, vagy a modularitds hidnya okozza.

Munkdm sorédn egy, a szimplex mddszeren alapuld, 4j optimalizal6 keretrend-
szer fejlesztésével foglalkoztam. Az dj rendszer célja, hogy egyardnt kutatasi és pi-
aci felhasznalhat6sagra, valos életbeli feladatok megolddsara, valamint 4j algoritmi-
kus valtozatok kiprobaldsara és tesztelésére alkalmas legyen. Kiemelt fontossigu,
hogy a rendszer stabilan és felhasznalobardtan miikodjon. A feladat elvégzéséhez
alaposan attekintem a szimplex mddszer részleteit, €s az egyes részek funkciona-
lis szerepét. Megvizsgédltam, hogy milyen tervezési €s implementacios kérdéseket
vetnek fel a rendszerkovetelmények, és hogy azok miként valdsithatéak meg haté-
konyan. A dolgozatban ezen rendszer fejlesztésének egy moduljat, a szorzat alaku
bazis-inverz megvaldsitasat részletesen ismertetem [2].

Az invertdlé modul kritikus fontossdgu szerepet tolt be a rendszerben, igy a
gyorsasdg és a korszer( algoritmikus véltozatok haszndlata elengedhetetlen. Az
iteraciok sordn a vektormiveletek elvégzésének minbsége az inverz stabilitdsatol
fligg, tehat a numerikus pontossag fenntartasa kiemelten fontos [3, 4].

Tovabbi terveim kozt szerepel tovabbi algoritmikus vdlasztdsi lehetSségek ki-
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dolgozasa, mérések elvégzése az algoritmikus véltozatok kozott és az invertdlds
parhuzamositési lehetdségeinek vizsgalata is. Bizonyos esetekben a kiilonbdzd in-
vertalasi modszerek eltérd stabilitdsd inverz alakot szolgaltatnak, amelyek parhuza-
mos kiszamitasdval csokkenthetjiik az invertdldssal toltott id6t, vagy novelhetjiik az
inverz numerikus pontossigat.

Céljam egy hosszu tavu, tobb évre sz6l6 csapatmunkét vetitenek el6 olyan részt-
vevokkel, akik egyarant jartasak a korszer(i programozasi technikdk haszndlatdban
és megvaldsitdsdban, valamint kell6 matematikai és optimalizdldsi ismeretekkel
rendelkeznek. Ennek a csoportnak részeseként dolgoztam munkdm sordn. Sajat
eredményeimnek tekintem a tervezési és implementaciés megoldasok kialakitdsa-
ban val6 aktiv részvételt, valamint a szorzat alaki bazis-inverz és a pivotalds meg-
valdsitasat.

Munkdm utols¢ fejezetében egy rovid dsszefoglalas, jelolésjegyzEék, valamint a
tudomdanyos hivatkozasok jegyzéke taldlhatd. A konnyebb érthetdség, és a kovethe-

t6ség céljabol a targyaldsban tobbes szadm elsé személyt hasznalok.



2. fejezet

Irodalmi attekintés

Ebben a fejezetben, a kordbban publikdlt eredményekre és a téma szakirodalmara
hivatkozva bemutatjuk a linedris programozasi feladatokat és a szimplex eljirés
alapjait. Nagyobb részletességgel targyaljuk a dolgozat sajat eredményeihez tar-
toz6 rész, a szorzat alaku bazis-inverz megval6sitdsahoz kapcsol6do irodalmi hat-
teret, valamint a nagyméretii feladatok sajitossagait. A fejezet utols6 szakaszdban
attekintjiik a konkurens rendszereket, azok elényeit €s hatranyait.

A linedris programozasi feladatok hatékony megolddsa szamos ipardg szaméra
kulcsfontossagu, hiszen ez a legelterjedtebb optimalizaldsi technolégia. Szamos
esetben nem linedris rendszereket is linearis kozelitésti modellekkel irnak le a ku-
tatok, majd azoknak, mint optimalizalasi feladatoknak a megoldasat alkalmazzak
a gyakorlatban. A linedris programozisi feladatok megolddsanak két, 1ényege-
sen eltérd megkozelitése 1étezik jelenleg az irodalomban. Az egyik a szimplex
modszer[1], amellyel munkdmban részletesen foglalkozunk, a mésik pedig a belsd
pontos mddszerek. Mindkét technikdval nagyméretd feladatok megoldhatok, még-
sem jelenthetjiik ki, hogy az egyik mddszertan hatékonyabb a médsiknal, mert a meg-
oldés hatékonysdga (a pontossag és a megoldasi id6) nagy mértékben feladatfiiggd.
Az elmult évtizedekben bebizonyosodott, hogy mindkét eljarasnak van l1étjogosult-
sdga kiillonbozo feladatok megolddsa esetén.

A szimplex algoritmus fontossdga miatt manapsag is kedvelt és izgalmas kuta-
tsi teriiletet alkot. Az djabb algoritmikus véltozatok kidolgozaséval és az egyre fej-
lettebb implementécidk kialakitasdval évtizedrdl évtizedre egyre komplexebb rend-

szerek globdlis optimalizdldsara nyilik lehet&ség.



2.1. LINEARIS PROGRAMOZASI FELADATOK

2.1. Linearis programozasi feladatok

Ahhoz, hogy megismerhessiik a szimplex mddszert, eloszor 0ssze kell foglalnunk a
legfontosabb tudnivaldkat a linedris programozasi (LP) feladatokrél. Egy LP feladat
megolddsa sordn adott n véltozé és m feltétel, valamint egy célfiiggvény, amelyet
minimalizalni, vagy maximalizdlni akarunk. Az LP feladatok tobb forméban leir-
hatok. A leggyakrabban haszndlatosak a standard alak (standard form), az éltaldnos

alak (general form), és a szamitasi alakok (computational form #1, #2).

2.1.1. Standard alak

A standard alakban n nem negativ valtozo, x;, x,, ..., x, (mdsként dontési valtozo)
fliggvényében minimalizdlunk (vagy maximalizalunk) egy célfiiggvényt tigy, hogy
a valtozok kielégitsenek m linedris feltételt. A célfiiggvényben a dontési véltozok
koltség egylitthatokkal (c;) szdmitott linedris kombindcidja szerepel. A feltételeket
szintén a dontési valtozok linedris kombindcidja adja (egy afj egyiitthat6 az i feltétel
Jj valtozdjanak egyiitthatdja), amelyek egyenldk egy konstans, jobboldal értékkel
(b;). A standard alakd LP probléma tehét:

minimize Cix) + ...+ cpx, (2.1)
s.t.: a§x1+...+a;xn:bi,i:1,...,m (2.2)
x;>20,j=1,...,n (2.3)

ami ekvivalens az alabbi irasmoddal:

minimize  ¢'x (2.4)
s.t.: Ax=Db (2.5)
x > 0, (2.6)

ahol A e R™": ¢, x € R"és b € R™.
A célfiiggvény értékét z-vel szokds jelolni, noha ez nem része a probléma defi-

niciénak. Tehat z = ¢’ x.

2.1.2. Szamitasi alakok

A gyakorlatban az optimalizalasi feladatok nem standard alakban 4llnak rendelke-

z€sre, hiszen szamos folyamat, vagy mivelet egyenl6tlenségekkel van modellezve,
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2.1. LINEARIS PROGRAMOZASI FELADATOK

valamint a valtozok is rendelkeznek egyéni alsé és felsd korlatokkal is. Ilyen lehet
példaul a rendelkezésre 4116 mennyiség, vagy egyéb trividlis fizikai korldt. Ahhoz
hogy mindezek mellett optimalizalast hajtsunk végre, definidlni kell, hogy milyen
formara konvertéljuk a feladatot, amelyen a megoldasi algoritmusunk miikodni tud.
Ezeket az alakokat hivjuk szamitasi alakoknak. Tobb ilyen is fellelhetd a szakiroda-
lomban. Altaldban elmondhaté, hogy minden feltételhez bevezetiink egy tj, logikai
valtozét. A logikai valtozok meghatdrozasa a feltételek tipusatdl (=, >, <, #) fligg.
Az i feltételhez tartozé logikai valtozot dltalaban y;-vel jeloljiik.

A valtozok é€s a korlatozo feltételek az alabbi tipusok szerint egyértelmiien cso-

portosithatok:

2.1. tdblazat. A véltozok tipusai

Megengedett értékek | Tipus | Elnevezés
Vi, Xi =0 0 Fix

Korlatos

0 S )71" -xi S I/tj
Nem negativ
Szabad

Nem pozitiv

OﬁyiaXiSOO

—00 < i, Xj £ 00

ANOW N =

—00 Syi,xi <0

2.2. tablazat. A feltételekhez tartozo logikai valtozdk tipusai

Logikai valtozo tipusa | Feltétel tipusa
0 EgyenlGség
1 <és>
2 <
3 Kotetlen
4 >

A 2.1. tdblazatban ismertetett tipusokndl a valtozok korldtait nem muszdj 0-ba
eltolni, kotetlenebb formak tetszdleges (véges) alsd, vagy fels6 korlatot megenged-
nek. Munkank sordn mi is ilyen rugalmas korldtokkal dolgozunk. Az éltaldnos

alakunk tehat, amire a késébbiekben tdmaszkodni fogunk:

minimize  ¢'x 2.7)
st.: Ax+Iy=b (2.8)

Minden valtoz6 a 0-4 tipusok valamelyikébe tartozik. (2.9)



2.2. A SZIMPLEX MODSZER

2.2. A szimplex médszer

A szimplex mddszer napjaink egyik leghatékonyabb eljardsa LP feladatok megol-
dasédra. A felépitése moduléris, szdmos algoritmikus valtozata 1étezik. Munkank
sordn a moédszer két kitiintetett moduljaval foglalkoztunk, a szorzat alaka bézis-
inverz, valamint a pivot elem véalasztasdnak korszer(i technikaival.

A szimplex mdédszer 1ényege az, hogy beolvasott feladaton egy kezdd bazisbol
elindulva olyan 1€péseket hajtson végre, hogy szomszédos bazisokra (1 oszlopvek-
torban eltér6) valo 1€pések soran egyre kozelebb keriiljiink az optimalis megoldés-
hoz. Mindezt addig kell folytatnunk, ameddig el nem értiik az optiméalis megoldast,
vagy ki nem deriilt, hogy a probléma nem korlatos, vagy a megadott feltételek mel-

lett nem megoldhato.

2.2.1. Feladatok beolvasasa, az MPS formatum

Az LP feladatok megolddsa a szdmitdstechnikai mddszerek tekintetében nagy
multra tekint vissza, kialakuldsa a lyukkartyds id6khoz kothetd. Szdamos forma-
tum létezik, a legrégebbi €s érdekes modon a legelterjedtebb az MPS fajlformatum,
amely magédban hordozza a lyukkdrtyds idok rideg formatumat és szigoru szintak-
tikajat. Bar a formatum régimddi, a téma fontossdga €s a konzisztencia fenntartdsa
miatt az ipar a formatumot a mai napig €letben tartotta, s6t, ezen alapulnak a nagy
feladatok megoldasdra specializalddott szoftverek is. A modernizaci6 soran kiala-
kult a Free MPS formdtum is, amely nagyban hasonlit a az eredeti MPS formatum-
hoz (Fixed MPS), de kotetlenebb véltozéneveket €s sorokat engedélyez. Sajnos a
Free MPS formatum a torténelmi vonatkozasok miatt kevésbé elterjedt, ezért egy
megoldo szoftverrendszernek a szigord MPS formatumot feltétleniil be kell tudnia
olvasni. A beolvasds mellett az MPS formédtumba val6 irdsnak is szdmos alkalma-
zasa lehet, példdul a Brench-and-Bound eljarasoknél, a megoldds, vagy médositott

feladatok (példaul az el6feldolgozas utani allapot) taroldsanal.

2.2.2. Elofeldolgozas és skalazas

7z

Az ipari méretd feladatok el6allitdsat altaldban valamilyen LP modell generil6
szoftverrel végzik, hiszen akar tobb tizezer valtozot és feltételt tartalmazhatnak. Ek-
kora méret(i feladatok szdmos olyan egyszerlsitési lehetdséget rejtenek magukban,
amelyek kiaknazdsaval a feladat mérete (szélsdséges esetekben akdr drasztikusan

is) lecsokkenthetd. Ezt a folyamatot el6feldolgozasnak (Presolve) hivjuk, amelynek



2.2. A SZIMPLEX MODSZER
sordn az egyszerdsitési lehetdségeket iterativan keressiik, amig a probléma redukci-
6ja jelentSs. Ez a médszer a tesztek sorrendje, valamint az el6feldolgoz6 paraméte-
rei miatt heurisztikus, de dltalaban ennek ellenére gyors és hatékony.

Skalazas (Scaling) sordn a feltételeket leir6 matrixot egy megfeleléen megva-
lasztott sor és oszlopvektorral megszorozva a feladatban szerepld nemnulla eleme-
ket kozelebb hozhatjuk egyméshoz. Erre elsésorban a numerikus pontossag fenn-
tartdsa miatt van sziikség. Példdul egy ipari feladat esetében, ha kiilonbozo fel-
tételekben kiilonbozd mértékegységeket haszndlunk ugyanahhoz a valtozéhoz, az
az invertdlds és az iteraciok sordn nagyobb numerikus hibakhoz vezethet, mintha

azonos nagysagrendekkel dolgoznank.

2.2.3. Szamitasi alak eloallitasa

Egy beolvasott feladatban a valtozok és a feltételek az MPS formatumbdl adéddan
szamos formatumot olthetnek, nincs semmiféle megkotés arra vonatkozdan, hogy
az adatok standard alakban, vagy barmilyen mads, jol definidlt alakban legyenek.
Ez a modell generdl6 szoftvereknek nagyobb szabadsdgi fokot jelent, viszont az
algoritmus a feladatok alakjatol fiiggden kis mértékben valtozhat. A megoldas so-
rdn a 2.1.2 fejezetben tdrgyalt alakok alapjdn egy jol definidlt formdra kell hozni a
feladatot a beolvasds utdn annak érdekében, hogy azok egységesen kezelhet6ek le-
gyenek. Mindemellett az MPS-bdl beolvasott feladatokban a logikai valtozok nem

szerepelnek, azok tipusat is meg kell hatdrozni.

2.2.4. Indulé bazis megtalalasa

Ahhoz, hogy a feladat iterativ megolddsanak nekikezdhessiink, sziikségiink van egy
kiindul6 bazisra, amelybdl szomszédos bazisokra vald attéréssel az algoritmus el-
indulhat az optimadlis megoldés felé. Fontos, hogy kiinduldsképp olyan vektorokat
hatarozzunk meg, amelyek teljes rangu matrixot, igy bazist alkotnak. A kiindulasi
bazis meghatirozasara altaldban harom lényegesen eltérd modszert haszndlnak:
Logikai bazis: A legtrividlisabb megoldas nem szingularis bazis valasztdsara a lo-
gikai bazis. Tobb véltozata 1étezik a nembazis véltozok kiindulési értékének
megvdlasztasatol fliggden.
Triangularis bazis: Mivel trianguldris matrix inverzét konnyd meghatarozni alta-
laban trianguléris kiindulasi bazist keresiink. Empirikus tapasztalatok alapjn

a potencidlis trinaguldris kezddbazisok koziil azok a bizisok vannak a legko-
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2.2. A SZIMPLEX MODSZER

zelebb az optimélis megolddshoz, amelyek a lehetd legtobb strukturalis vélto-
z6t tartalmaznak. Ilyen bdzis meghatarozasara tobb strukturalis és numerikus
eljaras is létezik, viszont szem elott kell tartani, hogy a kezd6bazis meghata-
rozasénak nagyon gyorsnak kell lennie, hiszen ez a 1épés még az inicializicid

része.

Részben definialt bazis: Az iterativ megoldasi folyamat kozepén elSfordulhat,
hogy el kivanjuk menteni az aktudlis allapotot, majd késébb innen szeretnénk
folytatni a megoldast. Ez példaul Branch-and-Bound algoritmusok sordn
gyakran el6fordul. Az ilyen médon lementett majd beolvasott bazisvaltozok-
nak szerepelniiik kell a megoldds folytatdsakor a kezd6bazisban. Amennyi-
ben az igy definidlt bazisvéltozok szama kisebb, mint a bazis mérete, a to-

véabbi valtozok meghatdrozdsa a fenti modszerek valamelyikével torténhet.

2.2.5. A bazis feldolgozasa

A bazissal explicit formédban valé szdmitds sajnos annyira miiveletigényes, hogy
nagyméretdi feladatok megoldhatatlannd vdlnak. Ennek kikiiszobolése érdekében
két technika terjedt el, a szorzat alakd bézis-inverz haszndlata, vagy az LU dekom-
pozicid. Bér az egyik mddszer a bazis inverzén, a mésik pedig magan a bazison
alapszik, a szimplex algoritmus szempontjdbdl mindegyik kivdléan hasznalhatd.
Mindkét mddszer napjainkban hasznalatos, feladatfiiggd, hogy melyik bizonyul ha-
tékonyabbnak. Altaliban az LU alak kiszdmitasa koltségesebb, viszont numeriku-
san stabilabb tulajdonsdgokkal rendelkezik, igy ritkdbban kell a faktorizaciét ujra
elvégezni, mint a szorzat alakndl az djrainvertdlast.

A szorzat alaki bazis-inverz alapja, hogy az bézis inverzét olyan ritkds méatrixok
szorzataként irja le, amelyek egyetlen oszlopban térnek el az egységmatrixtol. A
reprezentdcio lényege, hogy a szomszédos bdazisra val6 attérés mindossze egy Uj
ilyen matrix felvételét igényli. a Szorzat alak eldallitdsanak szdmos algoritmikus
valtozata létezik, amelyek egyaréant eltérhetnek a kiszdmitds idejében, valamint az
inverz numerikus pontossdgaban és stabilitdsdban egyardnt, dltaldban koriilbeliil 50
iteracionként érdemes ujrainvertdlast végezni.

Az LU dekompozici6 1ényege, hogy egy alsé és egy felso trianguldris matrix
szorzatdra dekompondlja a bazist. Mivel a vektorral valé szorzds mind egy also,
mind egy felsé trianguldris matrixszal gyorsan €s hatékonyan elvégezhetd, nagy-
méretl feladatok esetén ez az alak igen hatékony miiveletvégzés szempontjabol.

Kiszdmitdsa, valamint az iterdciok sordn az LU forma fenntartdsa algoritmikusan
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igen bonyolult és miiveletigényes, viszont numerikus pontossaga €s stabilitdsa jobb.

Koriilbeliil 150 iterdcionként érdemes a faktorizacioét tjra elvégezni.

2.2.6. Megengedettség ellenorzése

Egy megoldds megengedett, ha a valtozdok olyan értékeket vesznek fel, hogy kielé-
gitik a feladat feltételeit. Ahhoz, hogy meg tudjuk allapitani, hogy megengedett
megolddsndl vagyunk-e, meg kell hatdroznunk a bazisvaltozok értékét. A nem ba-
zisban 1év6 valtozok mindig megengedett értéken szerepelnek, hiszen azok értéke a
tobbitdl fiiggetleniil valtoztathatd.

Az iterdciok sordn az algoritmus egyik lehetséges kimenetele az, hogy megél-
lapitja, hogy a feladatnak nincs megengedett megolddsa. Erre ebben a 1épésben

deriilhet fény, ilyen esetben az algoritmus futdsa véget ér.

2.2.7. Primal - Dual modszer kivalasztasa

A szimplex algoritmusnak két véltozata 1étezik, a primdl és a dudl algoritmus. Egy-
értelmtien nem lehet megéllapitani, hogy melyik algoritmust kell haszndlni, a fel-
adattol fiigg, hogy melyik a megfelels. Az egyes iterdcids 1épések kozott attérhe-
tiink egyik algoritmusrdl a masikra, hiszen a primal és a dudl probléma, valamint
a primdl és a dudl algoritmus is anal6g egymadssal olyan tekintetben, hogy az itera-
cidk sordn a globdlis optimum felé torekszik. Ha az egyik médszer konvergencidja
az iteracidk soran lelassul, vagy ledll, érdemes lehet 4ttérni menet kozben a mésik
algoritmusra.

Mindkét algoritmus esetén két fazist kiilonboztetiink meg annak fiiggvényében,
hogy az aktudlis bdzismegoldds megengedett-e. Mivel a kezdGbazishoz tartozé ba-
zismegoldas altaldban nem megengedett, igy a megold6 algoritmus tobbnyire elsd
fazisbol indul. Amennyiben az iteracidk sordn elériink egy megengedett megoldast,
atkeriiliink a mésodik fazisba. Specidlis esetekben az algoritmus visszakeriilhet els§

fazisba, ezt altalaban numerikus hibak okozzak.

2.2.8. Pricing

Minden iterdcidban egy baziscsere végrehajtasdval tériink at egy 1j bazisra. A ba-
ziscsere sordn elsé fazisban az nem megengedettség mértékét kell csokkenteniink,
madsodik fazisban pedig a megengedettség fenntartdsa mellett a célfiiggvény értékét

javitani. Ahhoz, hogy a bédziscserét végrehajthassuk, meg kell hatdrozni a bazisbol
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kilépd, és a bazisba belép valtozot. A primal algoritmusndl a belépd, dudlnal pedig
kilép6 viéltoz6 meghatdrozasat hivjuk pricing-nak. Amennyiben a pricing mar nem
tud valtozét kivalasztani, ha elsd fazisban vagyunk a problémanak nincs megoldésa,
masodik fazis esetén pedig megtalaltuk az optimélis megoldést.

Szamos gyakorlatban is haszndlatos pricing eljaras 1étezik. Az eljarasokra jel-
lemz3, hogy minél koriiltekintébb kivalasztist végeznek, anndl nagyobb erdforrast
igényelnek a megoldds sordn. A pricing eljarasok heurisztikusak, egyikr6l sem 4l-

lapithaté meg, hogy garantaltan képes a legjobb valtoz6 kivédlasztaséra.

2.2.9. A pivot elem kivalasztasa

A pricing sordn meghatdrozott valtozd oszlopaban (dudl esetén sordban) olyan ér-
téket kell keresniink, amely megfelelé generdldelem az uj bazisra valé attéréshez.
Ezt pivot elem vélasztasnak nevezziik. Ezen elem kivéilasztdsa szintén nem csak az
algoritmustdl fiigg, hanem attdl is, hogy éppen melyik fazisban vagyunk. Amennyi-
ben sikeriil olyan belépésre jelolt valtozot taldlnunk, amelynek értékét ugy tudjuk
modositani (alsé korlatrol felsd korlédtra, vagy felsd korlatrdl alsé korlétra), hogy
baziscsere nélkiil megengedett megolddsndl maradjunk, akkor "bound flip" 1€pésr6l
beszEliink. Egy ilyen 1épés sokkal kevésbé koltséges, mint a baziscsere, hiszen a

bazist magat nem kell frissiteni. Amennyiben

2.2.10. Attérés ij bazisra

Miutdn meghataroztuk a pivot elemet és 1j bazisra kell térniink, ahhoz hogy 1j-
rakezdhessiik az iteraciot, frissiteni kell bizonyos adatokat. A bézis tdroldsdnak
figgvényében a PFI, vagy az LU alaknak megfelel6 mddositasokat el kell végez-
niink, hogy az tj iterdciéban mar a médosult bazissal dolgozhassunk. A tobbi adatot
(példaul a bazismegoldas értékét, a szimplex szorzot, stb.) is frissithetjiik, igy nem
kell minden iterdciéban djraszdmolni 6ket, viszont a numerikus hibdk felhalmo-
zodhatnak. Az 4j bazisra val6 attérés utdn Gjabb iterdcié veszi kezdetét, ami van
a bazis djrainvertdlasdnak / faktorizalasdnak 1€pésével kezdddik, vagy a kovetkezd
1épésben haszndlatos algoritmus (primdl / dudl, illetve els6, vagy mdsodik fézis)

kivalasztasaval.
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2.2.11. Utéfeldolgozas

Ahhoz, hogy a felhasznal6 szdmdra az algoritmus értelmezheté eredményt nydjtson,
az el6feldolgozas és skaldzas soran tortént modositasokat vissza kell dllitani. Erre
két modszert alkalmaznak. Az egyik, hogy az el6feldolgozas sordn végzett 1€pések
ellentettjét forditott sorrendben elvégezziik a probléma megolddsa utdn, a masik
pedig az, hogy az optimélisnak talalt bazissal futtatjuk az algoritmust az eredeti
feladaton. Ha az iterdciok sordn azt kapjuk, hogy a megoldds nem korlétos, vagy

nincs megengedett megoldds, akkor az utéfeldolgozdst nem kell elvégezni.

2.3. Nagyméretii feladatok jellemzoi

A szimplex algoritmus, mint dltaldban minden optimaliz4lé algoritmus igazan olyan
esetekben érdekes, amikor nagyméretii feladatokat kell megoldani. Az implemen-
taciés megolddsok, a numerikus problémadk, valamint az algoritmikus véltozatok
kozotti kiilonbségek akkor szignifikdnsak, ha kell6en sok iterdciét kell végezniink
egy nagyobb adathalmazon. Természetesen emellett a kis feladatokat sem szabad
elhanyagolni, azok helyes megolddsa egy megold6 szamadra alapvetd kovetelmény.

Empirikus tapasztalatok alapjan elmondhatjuk, hogy a nagyméreti feladatok rit-
kas tulajdonsdguak. A ritkdssag azt jelenti, hogy az A matrixban a nemnulla elemek
szama sokkal kisebb, mint a matrix mérete. Minél nagyobb feladatot vizsgdlunk, a

ritkds tulajdonsdg anndl szembet{inGbb.

2.3.1. Ritkas tarolasa adatszerkezetek

Nagyméretd, ipari feladatokndl a problémat leiré A matrix rengeteg nulla elemet
tartalmaz [S]. Ezt ritkdssdgnak nevezziik. Mindez abbdl adodik, hogy egy-egy val-
toz¢ altalaban koriilbeliil 10 nemnulla értékkel rendelkezik, hiszen az iparban felirt
modellek nem olyan komplexek, hogy minden paramétert figyelembe véve irnak le
egy-egy Osszefiiggést. Az adatok ritkds taroldsa mellett a miikodés sordn ugy kell
megvalasztani a taroldsi stratégidkat, hogy minimalizdljuk az adatok masolésat, va-
lamint a keresést.

Néhany esetben azonban, amikor tudjuk, hogy a nem nulla elemek szdma egy
adatszerkezetben magas, akkor nem elényos a ritkds taroldsi méd, igy fel kell ké-
sziilni a hagyomanyos (sliri) tarolds timogatasara is. A szimplex algoritmus futdsa

sordn el6fordulhat, hogy a ritkds vektorunkat hagyomanyos, stird vektorrd kell ala-
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kitani, vagy épp forditva. Ezeket a miiveleteket scatter-nek és gather-nek hivjak a
szakirodalomban.

A vektor mellett a masik alapvet6 adatszerkezet a matrix. A kiilonbozé algorit-
musok szamitasi igényei ugy elégithetdek ki a leghatékonyabban, ha a matrixban az
elemeket sor-, valamint oszlopfolytonosan is taroljuk. Altaldban mind a sor, mind
az oszlopvektorok ritkasak, és mivel a szimplex algoritmus sordn a mai modern ar-
chitektirdkon a processzor teljesitménye szlikebb keresztmetszet, mint a memoria,

ezért a plusz tdrolds dltalaban kifizet6do.

2.4. A szorzat alaka bazis tarolas
(Product Form of the Inverse - PFI)

Az algoritmus futdsa sordn szdmos alkalommal van sziikség kiilonb6z6 vektoroknak
a bézissal val6 transzformadltjara. Ennek az explicit kiszdmitdsa olyannyira id6igé-
nyes, hogy nagyobb méretii feladatok megoldhatatlanok ilyen megkozelitéssel. Mi-
vel a megoldds sordn a bdzisra explicit médon nincs sziikségiink, csak a vele vald
miiveletek elvégzésére, ezért tarolhatjuk mas alakban is. Erre irdnyuld technika
a szorzat alaki bazis-inverz tdrolds, ami lehet6vé teszi nagyobb méretli feladatok
megoldasat is [2].

A bazissal a szimplex algoritmus sorédn jellemz&en két miveletet végezhetiink.
Ez a bazis elolr6l, vagy hatulrdl torténd megszorzasa egy vektorral. Ez a miivelet
atirhat6 Ggy, hogy a bazis helyett annak inverze szerepeljen a képletben, ez lehet6vé

teszi az inverz alapu bazis kezelésének lehet6ségét.

2.4.1. Szomszédos bazisok

Két, A oszlopvektoraibdl all6 bazist szomszédosnak neveziink, ha azok mindossze
egy oszlopban térnek el. Jelolje a bazist B = [by, by, ... bp_1, by, bpi1, ..., bn], ahol
b; egy oszlopa A-nak, azaz b; = ay,.

A szomszédos bézis, ha b, helyére belép egy a vektor, igy B, =

[br,b2,...by_1,a,bpi1,...,by] lesz. Mivel b, egy m dimenzids vektor, ezért felir-
hat6, hogy:
a= Z vibi (2.10)
i=1
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Mivel B bazis (nem szinguldris), ezért amennyiben v, # 0:

1 Vi
b, = V—pa—Zv—bi 2.11)

i#p p

ami B,-val kifejezve b, = B,n, ahol:

n—[ noooom b Y v’"] 2.12)

A belépd, 1j vektor pozicidjat (jelen esetben p-t) pivot poziciénak szokds nevezni.
Amennyiben vesziink egy egységmatrixot, majd annak i oszlopat az el6bb felirt n

vektorra cseréljiik, akkor egy elemi transzformdcids métrixot (ETM) kapunk.
[ 1 n1

E: 7717

n" I

Ennek segitségével felirhatjuk formélisan a szomszédos bazisra vald attérést,

ami a szorzat alaki bazis-inverz eldallitdsanak és haszndlatanak alapjat képezi:
B,' =EB! (2.13)

Amennyiben rendelkeziink egy bdzis inverzével, akkor a fenti miiveletnek ko-
szonhetden egyszerl transzformaciok segitségével attérhetiink egy masik bazis in-
verzére. Ahhoz, hogy egy tetszdleges bazis inverzét felirjuk, taldlnunk kell egy
olyan bazist, aminek ismerjiik az inverzét. Az egységmatrix kiinduldsképpen ki-
valoan alkalmas, hiszen annak az inverze dnmaga, I'' =1 Ezutin I oszlopait
egyesével lecserélhetjiik a b;,i = 1,...,m oszlopokra. Miutdn az dsszes oszlopot

kicseréltiik, azt kapjuk, hogy:

B! = EpEn1...E; (2.14)
= EB;!,aholi=1,...,m;B;' =1 (2.15)

E; a bi-hez tartoz6 elemi transzformacids matrix. Ez a bazis inverzének szorzat
alakja, amelyet PFI (Product Form of the Inverse) néven lelhetiink fel a szakiroda-

lomban.
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A bazis fej

Ahhoz, hogy a szimplex megoldé6 kommunikdlni tudjon a szorzat alakd béazis-
inverzt el6allité modullal, 4t kell tudnia adni a bazisvektorokat. Ez a leghatékonyab-
ban ugy torténhet, ha egy m elemi vektorban atadjuk a bazisban szerepld vektorok
indexét, ezt nevezziik bazis fejnek, B = {ky, ..., k,}.

Ha n a valtozok szdma, akkor egy ha k; < n index egy strukturdlis valtozot jeldl,
amennyiben n < k; < n + m, akkor pedig egy logikai véltozo6t. A logikai véltozok
explicit médon nincsenek tdrolva a problémdban, hiszen 1ényegi informédciét nem

tarolnak.

2.4.2. Miveletek a szorzat alakkal

A probléma megolddsa sordn sziikséges miiveletek az @« = B~'a (FTRAN - For-
ward TRANsfromation) és a 71 = hTB™! (BTRAN - Backward TRANsformation)
miiveletek. A megold6 algoritmus sordn sem a bazisra, sem a bdzis inverzére nin-
csen sziikség explicit médon, csupén erre a két miveletre. A miiveletek formalis
leirasdhoz feltételezziik, hogy a PFI formdban k darab elemi transzformécids matrix
van.

Az FTRAN miiveletet kiszamitdsa a szorzat alakkal rekurzidval hajthat6 végre:

Qp=a (216)
ai = Eia/i_l, i = 0, ey k (217)
a = ag (2.18)
A BTRAN hasonl6képpen:
hy =h' (2.19)
h! =h! Ex iy, i=0,....k (2.20)
a' =h (2.21)

A szimplex algoritmus 1épésrol 1épésre szomszédos bazisokon haladva keresi az
optimélis megoldast, igy a bazis frissitése is elengedhetetlen. A szorzat alak talan
legnagyobb eldnye, hogy felépitésébdl adoddan a frissités nem mds, mint egy ujabb
ETM felvétele, hiszen a mddszer a szomszédos bazisokbdl valo épitkezésen alapul.

Igy a frissités képlete egyszertien:

B!'=E.B!=EE...E; (2.22)
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2.5. Konkurens rendszerek

Az LP feladatok megolddsara a mai napig szamos rendszert kifejlesztettek madr,
viszont egy olyat sem taldlhatunk, amellyel kényelmesen és konnyedén kiprobal-
hatnank dj algoritmikus véltozatokat. Léteznek nyilt forraskédud rendszerek, mint
példaul a COIN-OR CLP vagy a GLPK, viszont forraskédjuk médositdsa azok bo-
nyolultsdga vagy a megjegyzések hidnya miatt nagyon nehéz. Szamos piaci meg-
oldé is 1étezik, azonban azok zart forrdskdddal rendelkeznek, igy kutatési célokra
nem hasznalhatok.

A nagyméretii feladatokra alkalmazhat6 megoldok mellett 1étezik szamos egy-
szerlibb megvalGsitds is. Ezek altaldban oktatasi, vagy demonstracids célra hasz-
ndlatos szoftverek, amelyek tobbnyire csak kézzel megoldhaté méretii feladatok
megoldésdra alkalmasak. Ilyen példdul a PHPSimplex, vagy a LiSimplex, azonban
ilyen rendszerek nem alkalmasak sem algoritmusok tesztelésére, sem hatékonysagi
mérések végzésére.

Osszességében elmondhaté, hogy szdmos LP feladatok megoldésdra késziilt
szoftver fellelhetd, azonban egyik sem elégiti ki az 4ltalunk fejlesztett keretrend-
szer kovetelményeit. Az aldbbiakban a teljesség igénye nélkiil roviden bemutatjuk

a négy talan leggyakrabban hasznalt optimalizal6 rendszert.

25.1. GLPK

A Gnu Linear Programming Kit (GLPK) [6, 7] taldn az egyik legnépszeriibb LP
megoldo. Fejlesztése 2000 koriil kezdddott, jelenleg a 4.45-0s verzi6 a legfrissebb,
C nyelven irdédott. A rendszerhez tartozé API igen b6 és jol dokumentdlt, azonban
sok optimalizalasi algoritmus koziil paraméterezéssel nem vélaszthatunk. Kiilonos
tekintettel munkdnkra, a szorzat alaku bédzis-inverz megvaldsitasidra elmondhato,
hogy a GLPK-ban nincs lehetdség a bazis kezelésének paraméterezésére. A do-
kumentécid, amely a legfrissebb véltozathoz tartozik, nem tesz emlitést a szorzat
alaku bézis-inverzrdl és az LU dekompoziciordl sem. A rendszer ilyen tekintetben
fix bedllitasokat hasznél, LU dekompozicidval.
A GLPK az alabbi komponensekbdl all:

e Primal és dudl szimplex algoritmus

e Belsd pontos primal és dudl algoritmus

Branch-and-cut eljaras

A GNU MathProg nyelv tdimogatdsa
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o Kiilsd programok dltal hasznalhaté API

e Onmagdban futtathaté LP/MIP megoldé
Osszességében elmondhatd, hogy a GLPK oktatdsi célra, valamint nagyméreti fel-
adatok megoldésdra is alkalmas, azonban nagyon nagy (tobb mint 100 véltozds

feladatok) esetén az iizleti szoftverek jobb eredményeket adnak.

2.5.2. IBMILOG CPLEX

Az IBM iizleti megold6 szoftvere els6sorban nagyvéllalatok szaméra kindl iizleti
optimaliz4cios megolddsokat. Harom valtozata is megtaldlhat6 jelenleg a piacon, a
CPLEX CP Optimizer, a CPLEX Optimization Studio és CPLEX Optimizer [8, 9].
A csomagok mindegyike tartalmaz matematikai modelleket felir6 komponenseket
és megoldokat egyarant. A termék bar rendelkezik akadémiai licenszel, természete-
sen zart forraskdddal rendelkezik, igy kutatasi kornyezetben, példaul algoritmikus
modositasok kiprobéldsdra, vagy kiilonbozd eljarasok dsszehasonlitdsara nem hasz-
nalhat6. Vdllalatok szamdéra, nagyméretii feladatok megoldaséra, vagy dontéstdmo-

gatdsra kivdl6an alkalmas.

2.5.3. CLP

A COmputational INfrastructure for Operations Research (COIN-OR) szamos nyilt
forraskodu optimalizal6 projektet fog Ossze, legyen az akar modellezd rendszer,
akdr megoldo, akdr egy interfész. A COIN-OR LP (CLP) [10, 11] egy altalanos
célu szimplex megoldé. Egyarant haszndlhato kiilsé fliggvénykonyvtarként, vagy
onall6 alkalmazasként. Fejlesztését John Forrest nevéhez kapcsolddik, C++ nyel-
ven irédott. Els6sorban kiilsé fiiggvénykonyvtarként torténd haszndlatra szantak,
de 6ndll6 optimalizdld szoftverként is megallja a helyét. Kisebb feladatok megol-
ddséra, valamint akadémiai kornyezetben oktatdsi célokra alkalmas.

Mindemellett sajndlatos mdédon a projekt struktirdja €s a forrds kédok allapota
miatt 4j algoritmus illesztése a CLP-hez kiilsé segitség nélkiil szinte kivitelezhetet-
len lenne szdmunkra. A moduldris felépités és a dokumentacio hidnya miatt kutatasi
célokra hatékonyan nem alkalmazhat6. Ezt tobbek k6z6zz az is illusztrdlja, hogy a
CLP napjainkban nem mutat jelent8s fejldést, a hivatalos felhaszndléi dokumenta-

cidja 2004-es verzio.
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2.5.4. FICO XPRESS

A FICO XPRESS Optimization Suite [12, 13] a CPLEX-hez hasonléan nagy piaci
részesedésii vallalatok optimalizédldsdra szakosodott. Egyarant alkalmas LP, MILP
és MINLP feladatok megoldédsdra. Rendelkezik grafikus felhasznéléi feliilette, mo-
dellez6 eszkozokkel, és szamos mas modullal. Az optimalizdlé komponens kon-
zolos feliilettel, C++, Java és .NET API-val is rendelkezik, de a zart forraskodu,
igy algoritmikus fejlesztések nem megvaldsithatéak. Rendelkezik viszont akadé-
miai partner programmal, valamint nagyméretli feladatok hatékony megolddsara is

képes.
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3. fejezet

A PanOpt keretrendszer

Ebben a fejezetben bemutatjuk munkank targyat, a PanOpt keretrendszert. Rend-
szeriink nevét a Pannon Egyetem Optimalizal6é Rendszere (Pannon Optimizer) elne-
vezés roviditéséiil kapta. A projekt szdmadra szamos kutatasi-fejlesztési célt tliziink
ki:
e Kautatasi célra hasznédlhat6 rendszer kiépitése:
— Moduliris felépités, hogy egyes algoritmikusan eltér$ valtozatok a tobbi

rész modositasa nélkiil kiprobédlhatéak legyenek.

— Tesztek és mérési eredmények végzésének timogatisa, hogy az algorit-

musok dsszehasonlitasara.

— Letisztult, egyszer( interfészek hasznélata a konny kiterjeszthetdség és

az egyszerl tovabbfejlesztés érdekében.

e Piaci értelemben helyt 4116 keretrendszer kifejlesztése:

— Zart forraskodu, de szubrutinként hasznalhaté torzsalkalmazas.

Kiterjesztések tdimogatdsa publikus interfészekkel.

Unit tesztek haszndlata a mindségi kédok garancidjaként.

Grafikus feliilet a problémdk betoltésének, a megoldd paraméterezésé-

nek és az eredmények értékelésének tdmogatdsara.

Numerikus pontossag biztositdsa a futds soran.

Az alabbi fejezetekben els6ként bemutatjuk a keretrendszeriinkben megvaldsi-
tott LP probléma modellt, majd a céljaink alapjan kidolgozott tervezési €s imple-
mentacids kérdéseket. Ezek utdn bemutatjuk szorzat alaku bazis-inverz el6allitdsara

és haszndlatara kidolgozott és megvaldsitott modult. A tirgyaldsban bemutatjuk a
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3.1. TERVEZESI KERDESEK

megvaldsitott modullal végzett futdsi eredményeket ??. tdblazatban taldlhaté teszt-
feladatokon, valamint 6sszehasonlitjuk a kiilonb6z6 invertdldsi algoritmusok altal

adott eredményeket.

3.1. Tervezési kérdések

Egy optimalizal6 szoftverrendszer esetében kulcsfontossagu a tervezési 1épések he-
lyessége, hiszen egy rosszul, vagy nem elég koriiltekintéen felépitett keretrendszer
képtelen nagyméretii ipari feladatok hatékony megolddsara. Mindemellett a helyte-
len tervezés azt is eredményezheti, hogy tjabb modulok nehezen csatlakoztathatdk,
és a meglévd részek kozott is erds fiiggés van, tehdt a tovabbfejlesztés, vagy az
atalakitas is problémat jelenthet.

A tervezési 1épések sordn a két legfontosabb tényezd a szimplex algoritmus 1é-
péseinek és a nagyméreti feladatok sajatossdgainak figyelembe vétele volt. A vég-
rehajtds szdmpontjabodl az egyes algoritmikus egységek sorrendjét kell figyelembe
venni. Minden algoritmikus egység egy modult reprezentdl a rendszerben, amely
a tobbi modul megvaldsitasatdl fiiggetlen, célja az adott feladat minél hatékonyabb
ellatasa. A szimplex mddszerben azonositott modulokat a 3.1. dbrdn mutatjuk be.

Mint azt a 2. fejezetben targyaltuk, a nagyméreti feladatok jellegzetességeinek
minél hatékonyabb kihaszndldsa esszencidlis egy hatékony keretrendszer kifejlesz-
tése szempontjabodl. Ez az adatok ritkds taroldsa mellett azt is jelenti, hogy minima-
liz4ljuk a szoftver miikddése sordn az adatok masoldsat, valamint a keresést.

Ezen meggondolasok alapjdn az elemi miiveletvégzés elemeit kiilonvalasztot-
tuk a szimplex mdédszer algoritmikus elemeitdl, igy a keretrendszer két részre oszt-
hato, egy linedris algebrai kernelre, valamint egy szimplex komponensre, amely
tartalmazza az egyes modulokat, mint példdul a szorzat alakd bazis-inverz elddl-
lité modult, a kezdbbazis keresést, vagy az eldfeldolgozast. A kernel feladata a
szimplex szdmadra elemi miiveletek biztositdsa, mint példdul az addVector vagy az
dotProduct, hiszen algoritmizélds szempontjdbol ezen miiveleteknek csak a helyes
végeredménye szamit, a kiszdmitds mddja nem.

A rendszer felépitése a 3.2. abran lithat6. Mivel a rendszer egésze nagyon
Osszetett, ezért az dbrdn csak a legfontosabb elemek szerepelnek, azok publikus in-
terfészével. A szimplex komponensben foglal helyet a Model osztaly, ami magas
szintli hozzéaférést biztosit az LP feladathoz az egyes modulok szdmdra. A Model
a problémadt leiré adatokon (Egyiitthatomatrix, célfiiggvény, stb.) kiviil tartalmazza

a megoldast végig kisérd legfontosabb szdmitdsi adatokat is. Ilyen példdul a ba-
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3.1. TERVEZESI KERDESEK

Simplex solver design

Fead the parameter file

Fead the MPS file

Fresaolving

Malke computational form

Find starting basis

[terations

£
I
I

! | Basis Factorization (PFlor LU) |

A

Infeasible
W Feasibility check ——>
[ Frimal/Dual ]Dptimal ar
infeasible

[ Pricing (Phase-1 or Phase-2) |3
LInbounded

[ Pivot step ]—)-

\-/[ Lipdating (Transformation) ]

[ Fostsolve ]

3.1. dbra. A szimplex algoritmus felépitése
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3.1. TERVEZESI KERDESEK

zisvéltozokat leird bazis fej, a valtozok értékei, illetve a véltozok és a feltételek
tipusai.

A megoldasi folyamatot a Simplex osztaly vezérli. Itt torténik a kiilonbozé
moduloknak a meghivédsa a megfeleld sorrendben és paraméterekkel. A felhaszndl6
szamdra nem kell mast tenni, mint a megfeleld paraméter f4jllal elldtott megoldonak

meghivni a solve() metédusét, majd értelmezni a kapott kimenetet.

3.1.1. Adatszerkezetek nagyméretii feladatok kezelésére

A 2.3.1. fejezetben targyalt megfontoldsok alapjan az adatszerkezetek kialakitdsa-
ndl elengedhetetlen volt a ritkds adatok speciélis tdroldsdnak timogatdsa. Természe-
tesen bizonyos esetekben (példaul a bazis fej, vagy a redukalt koltségek taroldsara)
nem célszerd a ritkds adatszerkezetek haszndlata, hiszen jellemzden telitett adathal-
mazzal dolgozunk. Mivel a szimplex rendszerek alapvet6 adatszerkezete a vektor,
valamint azt szinte minden mas osztily haszndlja, igy megvaldsitdsanak mindsége
az egész szoftverre hatdssal van.

A ritkds vektorok adatszerkezete gy épiil fel, hogy a vektorok nem tédroljak a
nulla értékd elemeket, csak azokat amelyek nem nulldk. Ezt agy tehetjiik meg, hogy
minden elemhez két értéket tarolunk, az egyik az a nem nulla értéki elemiink in-
dexe, a masik pedig a hozza tartozo érték. Ez az adatszerkezet nagyon hatékony, ha
a ritkdssag mértéke nagy, viszont az elemek egy ritkds vektorban nincsenek sorba
rendezve. Ennek kovetkeztében, ha le szeretnénk kérdezni egy adott indexhez tar-
toz6 értéket, akkor végig kell jarnunk a regisztralt elemeket, majd ha megtaléljuk a
keresett indexhez tartozo értéket, visszatérhetiink azzal, ha nem, akkor pedig nulla-
val.

A belsd tarolasnak transzparensen kell torténnie a program tobbi egysége sza-
mara. El6fordulhat, hogy amennyiben egy adatszerkezetben a miiveletvégzések so-
rén elszaporodnak a nem nulla elemek, a tarolds hatékonysédga érdekében a rendszer
képes dinamikusan dtkonvertélni a ritkas vektorokat siirire. A Vector osztdly para-
méterezhetd olyan tekintetben, hogy milyen ritkdssigi fok elérése esetén valtson
at az adatszerkezet ritkdsrol stir( tdrolasra. Természetesen az interfészben elérhetd
miiveletek mindkét taroldsi médon azonos eredményt szolgaltatnak, kiilonbség csak
a héttérben meghizdd6 miiveletekben €s idejében lehet.

A matrix adatszerkezetet elsGsorban a probléma egyiitthatomatrixdnak tarol4-
sara haszndljuk. Mivel a probléma a megoldds soran dltaldban konstans értékek

halmaza (ritka esetben valtozhat), ezért a tapasztalat azt mutatja, hogy az egyes
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3.1. TERVEZESI KERDESEK

elemek moddositasdval jaro jarulékos miveletek elvégzése sem jelent sok plusz ad-

minisztracios szamitas.

3.1.2. A rendszer paraméterei

Ahhoz hogy a PanOpt rendszer kutatasi célra, algoritmusok Osszehasonlitasara al-
kalmas legyen, lehetdséget kell biztositani a felhasznaléknak, hogy kivédlaszthassa
a futtatds soran a hogy melyik modul milyen mddszer alapjan miikodjon. Egyes
modulok, mint péld4ul az el6feldolgozas, vagy a skédldzas teljes egészében kikap-
csolhatéak kell, hogy legyenek.

A rendszer szamdara a paramétereket egy paraméter fajlban taroljuk. Ez a gya-
korlatban 1is jol bevett médszer. Mivel sok paraméter definidlhaté a rendszerhez,
ezért a f4jl alapu leirds azt is lehet6vé teszi, hogy bedllitdsok elvégzése nélkiil, a
felhaszndlok egymads kozott konnyedén oszthassdk meg tapasztalataikat, eredmé-
nyeiket. Természetesen a megoldand6 problémat kivéve minden paraméternek a
forrdskddban van definidlva alapértelmezett érték is, igy ha a paraméter fjl hidny-
zik, vagy hibds, akkor is lehet futtatni az algoritmust.

Az rendszer szintli paraméterek (amelyek az egész algoritmusra hatdssal van-
nak) koziil a két legfontosabb az EPSILON érték, ami az elemek tdroldsara hasz-
nalt adatszerkezetek abszolut tolerancidjat hatarozza meg, valamint az, hogy primal,
vagy dual algoritmussal dolgozunk.

Ahhoz, hogy a rendszer felhaszndl6i minden esetben azt az eredményt kaphas-
sak, amit elvarnak a rendszertdl kiilonféle kimeneti szinteket kell biztositanunk.
Amennyiben egy szimplexhez nem ért6 felhaszndl6ja van a rendszernek, nem sza-
bad megjeleniteni nagy mennyiségli informdciot az iteracidk soran kapott értékek-
rol, viszont optimalizélési tudassal rendelkez6 felhasznaloknak meg kell adni a le-
hetdséget a modulok miikodésének elemzésére. Ennek tdmogatdsara elkiilonitethe-
tiink felhaszndlé és a fejlesztSi szinteket, valamint azokon beliil is tobb szintet a
kimenet részletességét illetben. Minden szinten debug, info, warning, error tipusu
tizenetet kozolhetiink a felhasznaloval. Természetesen a részletesebb kimenetet va-
lasztéknak meg kell jeleniteni minden olyan informécidt, amelyet alacsonyabb ki-

meneti szinthez tarsitottunk.
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3.2. IMPLEMENTACIOS KERDESEK

3.2. Implementacios kérdések

Az aldbbiakban bemutatjuk az implementécidra vonatkozdan kidolgozott kédolasi
konvencidkat, valamint a numerikus kérdéseket. A konvencidk alapjét tobb rend-
szerfejlesztési, és C++ programozasi ajanlas osszevetésével allitottuk el6. A feje-
zetben emellett még bemutatjuk a megvaldsitott modul forditdsahoz és futtatdsahoz

sziikséges eszkozoket és beallitasokat.

3.2.1. Kodolasi konvenciok

A fejlesztés elkezdése eltt attekintettiink szdmos C++ ajanlast a forraskédok ren-
dezését €s felépitését tekintve, amelyekbdl egy sajat fejlesztési utmutatot allitottunk
ossze. Ez kiterjed a forraskédok szervezésére, az elnevezésekre, valamint a teszte-

1€si mddszerekre is.

A projekt forraskod struktaraja

e Minden forrds f4jt JavaDoc-stilusti annotacidkkal lassunk el.

¢ A nem hasznélt és az elavult fajlokat a JavaDoc-nak megfelelden archivaljunk
és toroljlink az svn/trunk-bol.

e Amennyire lehetséges kovessiik ezt a strukturat, ettdl csak indokolt esetben
térjiink el, de akkor is csak értelmes mappanevekkel.

e Az sr¢/ mappa tartalmét osszuk jol elkiilonithetd, funkciondlis modulokra.
Amennyire lehetséges kovessiik ezt a struktdrat, ettdl csak indokolt esetben

térjlink el, de akkor is csak értelmes mappanevekkel.

Fajl, osztaly és projekt elnevezési konvenciok

e A projekt és az alprojektek elnevezése camel-case legyen, nagy kezddbetiivel.
(A camel-case annyit jelent, hogy a szavak egybeirva, de szavanként nagy
kezdébetiivel alkotnak egy sztringet. Ett6l csak a legelsé kezddbetd térhet
el.)

e Az osztalyokat header fdjlokban deklaraljuk, és forrasfajlokban definialjuk, a
fajlok neve egyezzen meg a kapcsolddo osztdlyokéval, elnevezésiik kis kez-
ddbetlis camel-case legyen.

o A header f4jlokra .h a forrasfijlokra .cpp kiterjesztést hasznaljunk.

o A unit tesztek ut_ a funkciondlis tesztek ft_ prefixet haszndljunk.

e Minden osztilyt pontosan egy unit teszt teszteljen, amelynek neve a prefix

kivételével legyen megegyezd.

27



3.2. IMPLEMENTACIOS KERDESEK

PanOpt/

doc/
Doxyfile

diagrams/

examples/
ProofOfConcept/

main.cpp

SolveManyProblems/

input/
mps/
bad_mps/
netlib/
src/
linalg/
simplex/

tests/

ut_PfiBasis/
ut_PfiBasis.cpp
ut_PfiBasis.h

ut_Vector/

3.3. dbra. A projekt struktdrdja

o Az elevezések ne tartalmazzanak sem a struktirdra sem egyéb szempontra

redundans informaciot.

e A befejezetlen, vagy javitasra szoruld kodrészleteket annotdljuk /TODO,
JFIXME megjegyzésekkel.

Kod formazasi konvenciok

o A forradskddban angol nevek szerepeljenek.

e Minden véltozo, fliggvény, és konstans neve legyen beszédes.

o Keriiljiik a roviditések hasznalatat.

e Csoportositsuk a public, protected, private fiiggvényeket €s adattagokat.

o Az osztilyok adattagjait és statikus adattagjait m_ €s sm_ elotagokkal 1dssuk

el.
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3.3. A MEGVALOSITAS ELEMEI

Kimeneti iizenetek formazasa
e A miikddés soran DEBUG, INFO, WARNING, és ERROR tipusu lizenetet je-

lenitsiink meg a felhasznalonak.

e Legyenek paraméterezhetdek a kiirdsok a részletesség szerint, valamint kii-

lonboztessiik meg a felhaszndléi és a fejlesztdi szinteket.

e A kiilonboz6 modulok iizenetei legyenek egységenként ki-, bekapcsolhatdak.

3.3. A megvaloésitas elemei

Amint azt a 3.2. dbran bemutattuk, a PanOpt rendszer két f6 komponensbdl all. A
szorzat alaku bazis-inverz modul a Vector és a Model osztdlyokat hasznalja koz-
vetleniil. A Model segitségével érhetjiik el a megoldando LP feladatot, valamint az
invertalds sordn haszndlt ritkds adatszerkezetekre a Vector osztalyt hasznaljuk.

Ahhoz hogy az inverzt eldéllithassuk, sziikségiink van szdmos belsd adatszerke-
zetre is. Ezek dinamikusan lefoglalt és felszabaditott std::vector<T> vektorok, ahol
T tetszbleges template paraméter. Ilyenre van sziikség példaul a sorokhoz és osz-
lopokhoz tartozé nemnulla szamlalok adminisztralasdra, vagy az eldallitott elemi
transzformdacids matrixok tdroldsara.

Az invertdlas paramétereit enum adattagokban taroljuk, igy egy 4j modszer imp-
lementalasakor csak fel kell venniink egy tjabb értéket valamelyik felsoroldsbol.
Az igy felvett 1j érték esetén végrehajtandé kodot pedig a felsoroldshoz tartozo
switch-case szerkezetben kell egy 4j eldgazasban elhelyezniink. A kéd tobbi része

az invertdldson beliili moduldris felépitésnek koszonhetéen nem igényel mddositast.
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4. fejezet

A szorzat alaka bazis-inverz

megvalodsitasa

A szorzat alaku bazis-inverz megvalésitdsanal két szempontot kell figyelembe
venni. Az egyik, hogy maga az inverz eldéllitasa gyors és hatékony legyen, a masik
pedig az, hogy az inverz mindsége a lehet6 legjobb legyen. Az inverz mindsége
alatt értjiik azt, hogy a szimplex megoldé futdsa sordn az inverzzel végzett miivele-
tek numerikus szempontb6l mennyire pontosak, valamint azt, hogy ezen miveletek
elvégzése mennyi 1dot igényel.

A bazis inverzének megvaldsitdsakor a 2.4. fejezetben bemutatott képlet ha-
tékonyabban alkalmazhatjuk, ha minden ETM el6allitdsa utdn a fennmarado részt
frissitjiik a kapott ETM-el FTRAN operéciok segitségével. Ennek eredményeképp
a kovetkezd 1€pés soran nincs sziiks€ég a v; = B~ llbi képlet alkalmazasara, hiszen
a kovetkezd ETM elballitasahoz sziikséges vektorok igy adottak. Fontos megje-
gyezni, hogy az eredeti matrix bazishoz tartozé strukturdlis valtozéinak oszlopait
le kell médsolnunk ahhoz, hogy ezt a miiveletet végrehajthassuk, kiilonben a feladat
A matrixdt médositandnk, ami a feladat szempontjabol konstans kell, hogy legyen,
hiszen arra szdmos modulnak sziiksége van.

Az inverzben a tdrolds €s a szdmitds hatékonysédgat tovabb novelhetjiik, ha nem
teljes E matrixokat tarolunk, hanem egy E; matrix helyett csak a benne szerepl6 n

vektort és annak oszlopindexét taroljuk.
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4.1. A bazis fej feldolgozasa

Ahogy a2.4.1. fejezetben bemutattuk, a bdzis fejjel taroljuk a bazisvéltozok indexét
a problémaban. Az indexeken kiviil azok sorrendje is fontos, a bazis fej meghata-
rozza, hogy melyik véltozé hanyadik helyen szerepel. Mivel az invertdlds sordn a

bazisfej mddositasra keriil, az PFI alak el6éllitdsdnak egyik eredménye az 0j bazis

fej. Ennek két oka lehet:

o Az egyik, hogy a bazist egy indul6 bazis kereso algoritmus kimeneteként kap-
tuk meg, ekkor a bdzisoszlopok sorrendje invertdlds sordn nagy mértékben
megvaltozhat a hatékony inverz eldallitdsa érdekében. Természetesen az in-
vertalast az egyes oszlopokon olyan sorrendben is elvégezhetnénk, ahogy a
bazis fejben szerepelnek, viszont ez szinte biztosan nagyon rossz mindségi

inverzt alkotna.

e A bazisfej megvéltozdsdnak masik oka a szingularitds. A szimplex iteraciok
sordn el6fordulhat, hogy a numerikus hibdk kovetkeztében el6dll egy szingu-
laris bazis. Ekkor az invertdlds nem végezhet6 el. A mivelet soran fel kell
deriteniink a nem megfelel6 pozicidkat, majd azok helyére mas véltozot kell
taldlnunk, hogy a bazis teljes ranggal rendelkezzen. A szingularitds kérdésé-

vel részletesebben a 4.2. fejezetben foglalkozunk.

Az invertélds sordn azok a 2.4.1. fejezetben tirgyaltak miatt a logikai valtozok
nem jatszanak szerepet. Ezt konny( beldtni, hiszen a logikai valtozékhoz tartoz6
oszlopvektor egy egységvektor, igy az abbdl generdlt n vektor is az. Ennek ko-
vetkezményeképp a kapott elemi transzformacids matrix egy egységmatrix lesz, az
egységmatrixszal valo szorzds viszont nem véltoztathat meg egy mdasik maétrixot,
igy az ilyen ETM-ek elhagyhatéak a B! = E,Ep,_; ... E; alakbdl.

A fentiek alapjdn megéllapithatjuk, hogy az invertélds sordn csak azokra az osz-
lopokra van sziikségiink amelyek nem logikai valtozéhoz tartoznak. Azonban ah-
hoz, hogy a bazisunkban ne 1épjen fel szingularitds, a logikai véltozékhoz tartoz6
sorokon nem pivotdlhatunk, igy ezeket a sorokat mar a bazisfej beolvasasakor fi-
gyelmen kiviil hagyhatjuk. Koénnyen lathatd, hogy a fennmaradé rész is egy négy-
zetes matrix, ezt aktiv részmatrixnak hivjuk. Mivel a logikai véltozok egyetlen le-
hetséges pivot pozicidja az oszlopukban szerepld egyes, ezért a bazis fejben ezeket
a valtozokat a megfeleld pozicidra kell rendezniink. A tovabbiakban az invertalas

sordn ezekkel a valtozokkal nem foglalkozunk.
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27z

Ahhoz, hogy a PFI alakot el6allithassuk, le kell masolnunk az aktiv részmat-
rixot. Ennek az az oka, hogy egy oszlopon torténd pivot pozicid kivélasztisadhoz
sziikségiink van annak a bazissal val6 szorzatara. Implementacios szempontbdl ez
hatékonyan ugy végezhet$ el, ha egy oszlop kivdlasztdsa utdn a fennmaradé részt
megszorozzuk a ujonnan kapott ETM-el, igy nem dolgozhatunk az eredeti A mat-
rixon, hiszen annak oszlopaiban konstans értékek szerepelnek. Az aktiv részmaétrix
feldolgozdsa soran arra is sziikség van, hogy az egyes sorokat hatékonyan bejarhas-
suk. Mivel a ritkds oszloptarolds miatt egy sor kikeresése nagyon koltséges, ezért
az adatokat sorfolytonosan is tdrolnunk kell. A redundancia a memdriahasznélatot
nem noveli meg jelentdsen, viszont a sorfolytonos tarolds szerint az egy sorban 1évd
nemnulla elemek bejardsa nagysagrendekkel gyorsabb a kereséses megolddsnal, és
egy LP megoldé sordn napjainkban egyébként is a szamitdsi id6 a sziik keresztmet-
szet, memoriabdl dltalaban elegendd rendelkezésre all.

A robusztus miikodés érdekében gondolnunk kell arra az esetre is, ha a bazis
fejbe valamilyen okbdl hibés adat keriil. Ez megjelenhet negativ oszlopindexben, a
maximdlis indexnél nagyobb indexben, vagy olyan esetben, ha egy oszlop kétszer,
vagy tobbszor szerepel a bazisfejben. Ekkor ezeket a pozicidkat a bazis fej beol-
vasdsakor figyelmen kiviil kell hagynunk, kiilonben az invertdl6 algoritmus nagy
valészinliséggel cimzési hibaval ledllna, vagy felesleges szamitdsokat végezne a

szinguléris esetben.

4.2. Szingularitas kezelése

7z

Az inveraltasi folyamat sordn ETM-ek sorozatat kell elallitanunk, azonban el6-
fordulhat, hogy olyan oszlopok szerepelnek a bazisban, amelyek felirhatok a tobbi
linedris kombindcidjaként. Ekkor szinguldris bazisrdl beszéliink. Amennyiben a
bazis strukturélisan szinguldris, akkor a szingularitds megléte a numerikus hib4ktol,
és a pivotalas sorrendjétdl fiiggetlen. Ez a jelenség a nemnulla elemek mintazata-
bol felismerhetd, szimplex iterdciok sordn nem jellemzd. El6fordulhat az az eset is,
amikor az ETM-ek el6allitdsa sordn keletkez6 numerikus hibdk miatt egyes elemek
értéke megviltozik, igy szingularitds 1ép fel.

Amennyiben szinguldris bazist invertdlunk, az invertdldsi folyamat végén né-
hany oszlop megmarad, nem tudunk rajtuk érvényes (nem nulla) pivot poziciét va-
lasztani. Az invertdldsi algoritmus ilyenkor ledll, a szingularitds mértéke azon osz-

lopok szama lesz, amelyekbdl nem tudtunk n vektort eldallitani. A fel nem toltott

pivot poziciok helyére az 1j bédzis fejbe a nekik megfeleld logikai véaltozok keriilnek.
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4.3. Triangularizalas

Ahhoz hogy a kordbbiak alapjan ismertetett numerikus stabilitast fenntarthassuk,
valamint az inverzben 1évé nemnulla elemek szdma megkozelitse a bazisban 1évo
nemnulla elemek szdmdt, strukturdlis dtrendezésre, triangularizdldsra van sziikség.
Az édtrendezés a bazisban 1évd sorok €s oszlopok logikai felcserélését jelenti, az
eredményre negativ kovetkezménnyel nem lehet.

Uj nemnulla elemek akkor generdlédhatnak, ha egy olyan a oszlopvektoron vég-
ziink E;a miveletet, amelynek az E; matrix pivot poziciéjahoz tartoz6 értéke nem
nulla. Ekkor az E;-ben szerepl6 n vektor és az a vektor 0sszege 1ij nemnulla ele-
meket generdlhat. Bizonyos esetekben a numerikus értékek fiiggvényében nulla
értékek is generdlédhatnak, ez nem gyakori, azonban az implementédcidnak ezt az
esetet is kezelnie kell.

Amennyiben egy triangularis matrixot invertalunk, az E;a miivelet nem gene-
ralhat 4j nemnulla elemet, hiszen a mar bevalasztott oszlopok frissitésével nem kell
foglalkoznunk. Az aktiv részmétrixot harom részre oszthatjuk. Egy fels6 triangu-
laris részre, egy alsé trianguldris részre, valamint a fennmaradd, nem trianguldris
részre. Azért kell két kiilonallo triangularis részt kezelniink, mert a sorok és a osz-
lopok alapjén is azonosithatunk triangularis részeket a bazisban. Egy példa az igy
megkaphaté trianguléris felépitésre a 4.1. dbrdn lathat6. A sor szerint triangularizal-
hat6 oszlopokat és sorokat R (Row triangular) oszlopoknak és R soroknak hivjuk.
Rendre az oszlopok alapjan kivélasztott részeket C (Column triangular), a kozépso
nem trianguldris részt pedig M (Middle) betiikkel jeloljiik. A tovabbiakban a tomor
irasmod érdekében ezeket a roviditéseket hasznéljuk.

A trianguldaris részek megtaldldsahoz, az aktiv részmadtrix minden sordra (r; az
i sorhoz tartoz6é szamldld) és oszlopara (c; az i oszlophoz tartoz6 szdmlélo) egy
szamlalot kell bevezetniink, ami a nem nulla elemek szamét reprezentélja. Ezeket a
szamldlokat az aktiv részmaétrix felépitésekor inicializaljuk.

A triangularizicié azon alapul, hogy hogy a 4.1. 4brdn bemutatott RR rész
megtaldlasdhoz sziikség van egy olyan i sorra az aktiv részmaétrixban, amelynek az r;
sorszamlaléja 1. Ellenkezd esetben az RR rész triangularis forméja nem éllithat6 el
ugy, hogy annak f&atlgjadban nemnulla elemek szerepelnek. A szinguldris eseteket,
azaz amikor a féatléban nulla szerepel, az RR és CC blokkokba nem soroljuk be,
hiszen azokon a pivotdlas nem lehetséges.

A triangularizélds két modszerrel végezhet6 el. Az egyik egy iterativ keresésen

alapul, a masik pedig Osszetettebb, lancolt listds adatszerkezeteken. Az aldbbiakban
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R M C
X
R X
XX |X
XXX
M X X X
X X X
X || X X | X
X X || X
C X X | X XX
X X X X X

4.1. dbra. Az aktiv részmatrix trianguldris felbontdsa

bemutatjuk mindkét eljards megvaldsitdsat, valamint a ??. fejezetben bemutatjuk a

kiilonboz6 eljarasok altal elért eredményeket.

4.3.1. Iterativ kivalasztas

Az felsd trianguldris (RR) rész megtaldlasanak elve a kovetkezd:

1.
2.

6.

Legyen R,,,, = 0 (a felépitett RR rész méretét jeloli).
Legyeni = 0, found = 0 (A found valtoz6 egy elem megtalalasat jeloli az

iteracidban).

. Har,=1:

(a) Valasszuk ki az i sort, a benne 1év6 egyetlen nem nulla elem indexe
legyen j.

(b) Pivotaljunk az (i, j) elemen.

(c¢) A joszlop minden nemnulla elemének sordban csokkentsiik a sorszam-
1416 értékét egyel, valamint legyen ¢; = 0.

(d) Legyen R,y = Ry + 1, found = 1.

. Legyeni=i+1;

Ha found = 1, és i = r,q,,, ahol r,,, az aktiv részmatrix sorainak szdma,
akkor 4alljon le az algoritmus.

Lépjiink a 2.-es 1épésre.

A fenti algoritmus segitségével iterativ modon addig jarunk korbe a sorszamla-

l6kon, amig tudunk sort kivdlasztani az RR rész bovitésére. Amennyiben egy teljes
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iteracié végrehajtodik gy, hogy nem taldlunk megfeleld sorszamlalét, az algorit-
mus ledll. Ekkor minden érvényes (nem nulla) sorszamlal6 legaldbb 2, valamint
R,.m tarolja a fels6 trianguldris rész méretét.

Az alsé triangularis (CC) rész megéllapitdsahoz hasonl6 eljardst haszndlhatunk.
Fontos azonban, hogy mig az RR résznél egy sor megtalalasakor pivotalast hajt-
hattunk végre, addig a CC részben csak feljegyezniink kell a triangularizdcié sordn
el6allo pivotsorrendet. Ennek az az oka, hogy amint a 4.1. dbrén is l4thatd, a fenn-
maradé nem triangularizdlhat6 rész oszlopaiban a CM részben is lehetnek nemnulla
elemek. Amennyiben a pivotdldst az MM rész feldolgozésa elott elvégeznénk, ezek
az elemek miatt frissiteni kellene bizonyos oszlopokat az MM részben, amely to-
vabbi plusz miveletvégzést, igy szamitési koltséget jelentene. Mindez elkeriilhetd,
ha az CC rész feldolgozasat elvégezziik, de a pivotalasi miiveleteket csak az MM
rész feldolgozasa utan hajtjuk végre. Az oszlopok feldolgozasanak sorrendje ekkor
azok megtaldlasaval ellentétes, igy a CC részbe feljegyzett oszlopokon ellenkezd
irdnyban kell pivot 1épést végrehajtani.

Az alsé trianguldris részt azonosit6 algoritmus a kdvetkezd:

1. Legyen C,,, = 0 (a felépitett CC rész méretét jeloli).
2. Legyen j = 0, found = 0 (A found véltoz6 egy elem megtaldlasét jeloli az
iteracidban).
3. Hac;=1:
(a) Vdlasszuk ki az j oszlopot, a benne 1év6 egyetlen nem nulla elem indexe
legyen i.
(b) Adjuk hozza az (i, j) poziciét a pivotdlasi lancolt lista elejéhez. (Igy a
pivotédlds majd sorban végezhetd)
(¢) Az i sor minden nemnulla elemének sordban, ahol az oszlopszamlalé

pozitiv, annak értékét csokkentsiik egyel, valamint legyen r; = 0.
(d) Legyen Cpy = Cpu + 1, found = 1.

4. Legyen j = j+1;
5. Ha found = 1, és j = Cjax, ahol ¢, az aktiv részmétrix oszlopainak szama,
akkor élljon le az algoritmus.

6. Lépjiink a 2.-es 1épésre.

A fenti algoritmus segitségével iterativ médon addig jarunk korbe az oszlop-
szamlalokat, amig tudunk sort kivélasztani az CC rész bovitésére. Fontos, hogy

az implement4cid sordn az RR részt azonositsuk eldszor, hiszen annak invertdldsa
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kevesebb adminisztracios adatszerkezetet €s miivelete igényel. Az algoritmus vé-
geztével minden érvényes (nem nulla) sor- és oszlopszamlal6 legaldbb 2, valamint
C,.m tarolja az also triangularis rész méretét. Megjegyzésként tovabba megemlit-
hetjiik, hogy 7uax = Cax-

Mivel az iterativ kivalasztdsok sordn 4j nemnulla elemek nem generdlédhatnak,
ezért a ritkdssag az algoritmusok sordn véltozatlan marad. Ennek kovetkeztében,
mivel egy iterdcidn beliil tobb sort, vagy oszlopot is kivélaszthatunk, a feladatok
ritkdssdga jellemz&en alacsony, és a ciklusvéltozd 1éptetése igen gyors miivelet,
ezért altalaban 8-10 iteracio alatt képes az algoritmus az egyes triangularis részek

azonositasara.

4.3.2. Lancolt listas kivalasztas

Az iterativ megoldds sordn el6fordulhat, hogy sok sor-, vagy oszlopszdmléal6t meg
kell vizsgadlnunk, mire egy megfelel6 értéket taldlunk. Ez nagyméretii feladatok
esetében akar néhdny tizezer nemnulla szamlalé megvizsgalasat is jelentheti itera-
cionként.

Ahhoz, hogy elkeriilhessiik ezt a jelenséget, vezessiink be lancolt listdkat a ko-
vetkezOk szerint. Minden sor lista az azonos sorszamléldju sorokat, valamint min-
den oszloplista az azonos oszlopszamlél6ju oszlopokat tartalmazza. Jelolje r, az
i nemnullat tartalmazo sorok listajat, valamint c;;;; a j nemnullat tartalmazo6 osz-
lopok listdjat (Péld4ul ryy,). Ahhoz, hogy a listakat inicializalhassuk, els6ként
sziikség van a maximadlis sor-, illetve oszlopszdmldlé meghatdrozdsara. A listdk
szamdnak meghatdrozdsa utdn be kell jarunk minden sorszamlélét és az adott sort
hozza kell adnunk a neki megfeleld listdhoz. Oszlopok esetében annyiban tér el az
inicializdlasi folymat, hogy az oszloplistdkat csak az RR rész meghatarozdsa utidn
inicializaljuk. Ennek az az oka, hogy az RR rész felépitésekor a bevalasztott osz-
lopok szamlélgjat nulldzzuk, igy ezeket az oszlopok az oszloplistdkban nem kell
figyelembe venniink.

Ez utdn az inicializal6 1épés utdn nekildthatunk a triangularizdl6 algoritmusnak,

ami sorok esetében az aldbbi 1épéseket hajtja végre:

1. Legyen R,,,, = 0 (a felépitett RR rész méretét jeloli).
2. Ha ry, iires az algoritmus ledll.

sz

3. Vilasszuk ki 7y, €lsd elemét, jeldlje ezt a sort k, a sorban 1év6 egyetlen nem

nulla elem indexe legyen j.

4. Pivotédljunk az (k, j) elemen.
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7.
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A j oszlop minden nemnulla elemének sordban csokkentsiik a sorszdmlalo
értékét egyel, és a sort adjuk hozza az csokkentett sorszdmldléhoz tartozé
listdhoz, toroljiik ki 7, elsd elemét, valamint legyen c; = 0.

Legyen R, = Ryum + 1.

Lépjiink a 2.-es 1épésre.

Az alsé trianguldris rész megdllapitdsa a felsO trianguldris rész azonositdsa utdn

torténik. Az alsé trianguléris rész azonositdsa nagyrészt a fent leirt algoritmusok

elemeibdl felépithetd:

\]

. Legyen C,,,,, = 0 (a felépitett CC rész méretét jeloli).
. Ha ¢y, tires az algoritmus ledll.

. Vilasszuk ki ¢, elsd elemét, jelolje ezt az oszlopot k, az oszlopban 1évd

egyetlen nem nulla elem indexe legyen j.

. Adjuk hozz4 az (j, k) poziciét a pivotéldsi lancolt lista elejéhez. (fgy a pivo-

talas majd sorban végezhetd)
A j sor minden nemnulla elemének oszlopdban csokkentsiik az oszlopszdm-
1416 értékét egyel, €és az oszlopot adjuk hozza az csokkentett oszlopszdmla-

16hoz tartozo listdhoz, toroljiik ki ¢, els6 elemét, valamint legyen r; = 0.

. Legyen Cn = Crum + 1.

Lépjiink a 2.-es 1épésre.

Az algoritmus végén C,,,, valtozo tarolja a C részbe valasztott oszlopok szamét.

Mivel az algoritmusok sordn csak az r, €s ¢, listdk érdekesek, ezért a magasabb

szamlalokhoz tartozé listakbol a szamlalok csokkentése sordn nem sziikséges a so-

rok, illetve oszlopok eltavolitdsa. Bar ezzel a meggondoldssal az 1-nél magasabb

szamlaloju listdk érvényessége megvaltozik olyan tekintetben, hogy a lista altal je-

161t vektorokban a nemnulldk szdma kisebb, vagy egyenld lehet, mint a listdhoz

rendelt szim. Ennek a meggondoldsnak a segitségével szamitasi teljesitményt spo-

rolhatunk meg tigy, hogy az algoritmus helyes végrehajtdsat nem befolydsoljuk. Az

algoritmusok végrehajtisa utdn felszabadithatjuk a listdk taroldsara hasznalt adat-

szerkezeteket, azokra a tovdbbiakban nincs sziikség.
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4.4. Nem triangularis rész feldolgozasa

A kozéps6, nem triangularis rész (MM) feldolgozasédra szamos mddszert alkalmaz-
hatunk. Ennek a résznek az invertdldsa jelent6s fontossdggal bir az invertalds és az
inverzzel val6é miveletvégzés szempontjabodl, hiszen az egyes i vektorok eldallitasa
utdn a még be nem valasztott oszlopokat meg kell szoroznunk az Gjonnan kapott
ETM-el. Amennyiben van olyan oszlop, amely megvéltozik a szorzds sordn (az
ETM-ben szerepld n vektorhoz tartozé egyiitthat6 a szorzds sordn nem nulla), ak-
kor 4j nem nulla elemek keletkezhetnek az oszlopban. Ezt a jelenséget feltoltodés
(fill-in) nevezziik. Az 4j nemnulla elemek keletkezését a 4.2. dbran mutatjuk be. Az
Ea miivelet eredményeként, ha E-ben az n vektor pozicidja p, a kapott vektorban
minden olyan pozicién nemnulla elem fog szerepelni, hol az n vagy az a vektorban

nemnulla volt.

n a
4.2. abra. Uj nemnulla elemek keletkezése szorzds sordn

A nem trianguldris rész invertalasat tobb modszer alapjan is elvégezhetjiik. Az
inverzben 1évé értékek numerikus pontossaga, valamint a feltoltédés mértéke nagy-
ban fiigg a kivalasztott médszertdl. Az alkalmazhat6 eljarasok koziil felsorolunk

néhdnyat:

e Keresiink egy tetszéleges nem nulla pivot elemet.
e Keresiink egy feltételezhetden j6 pivot elemet a sor- és oszlopszamlalok alap-
jén.

38



4.5. NUMERIKUS PONTOSSAG KEZELESE
e Blokk trianguldris formét alakitunk ki, majd a fé6atléban 1évd elemeket va-
lasztjuk pivot elemeknek. [5, 14, 15]

e Blokk trianguléris format alakitunk ki, majd a blokkokban "threshold pivo-

ting" eljarassal dolgozunk.

e Kényszeritett triangularizaciét haszndlunk. [16, 17]

Munkénk sordn a tetszéleges pivot elem valasztast, valamint az emlitett két

blokk trianguldris eljarést valdsitottuk meg.

4.5. Numerikus pontossag kezelése

A szimplex algoritmus futdsa sordn tobb olyan miiveletet is kell végezniink, ami
numerikus hibdhoz vezethet. Pontosnak sajnos csak azokat az értékeket tekinthet-
jik, amelyek a bemeneti f4jlbol beolvasasra keriiltek. Minden transzformalt érték
magdban hordozhatja a numerikus pontatlansagot [3]. A legkritikusabb miiveletek
azonban az invertdldshoz és a pivot elem kivélasztdsdhoz is szorosan kapcsolddnak.
Amennyiben a szorzat alaki bazis-inverzben olyan i vektorokat tarolunk, amelyek
értékei pontatlanok (ez olyankor fordulhat eld, ha az n vektort el84allit6 pivot elem
nagyon nagy, vagy nagyon kicsi), akkor az FTRAN és BTRAN miiveletek eredmé-
nyeiben is megjelenik majd a numerikus hiba. Tobb ilyen egymdasutinja esetén a
pontatlansag egyre novekszik.

Ahhoz, hogy kezelni tudjuk a numerikus hibét abszolut, vagy relativ tolerancia-
val kell dolgoznunk. Abszolut tolerancia esetén két értéket azonosnak tekintiink, ha
azok egy e értéknél kisebb eltéréssel rendelkeznek, és € egy elore bedllitott kons-
tans paraméter. Relativ hibakezelés esetén az € érték nagysaga fligg az adott vektor
normdjdnak, vagy valamilyen mds értéknek a nagysiagitdl, a hiba mértéke annak
fliggvényében torténik [4].

A ritkés taroldsnak koszonhetéen kiilonos fontossdgu, hogy azok a nulla ko-
zeli elemek, amelyek az abszolut, vagy relativ hibakorldtként kiszamitott € értéknél
kisebbek, ne keriiljenek taroldsra. Ezzel egyrészt csokkenthetjiik a szamitds és a
memoriaigényt, masrészt pedig a hiba elhagyasdval megakadédlyozzuk annak hal-
mozddasat. Erre a vektor implementdcidjét alkotd osztdly nyujt tdimogatést.

A numerikus kérdések a pivot elem vdlasztisandl is nagy hangsulyt kapnak.
Rossz pivot elemnek kell tekinteniink a kedvez6tlen numerikus tulajdonsagokkal

rendelkezd pivot elemet. A numerikus hibdk drasztikus névekedésének elkeriilése
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végett a gyakorlatban a legtobb esetben érdemesebb egy, az optimum szempontja-
bél kevésbé kedvezd, viszont sokkal jobb numerikus kondiciéval rendelkezd pivot

elemet valasztani, hogy a numerikus stabilitast fenntarthassuk.

4.6. A bazis-inverz ellenorzése

A bazis-inverz helyességére harom kiilonb6z6 mddszert alkalmazhatunk. Mivel
BB! =1, ezért:

e A bazishoz tartozé oszlopvektorokkal végzett FTRAN miivelet eredménye
egy egységvektor kell hogy legyen. Az Osszes ilyen vektor egyiittesen az
egységmatrixot kell hogy adja.

e A bazis oszlopokhoz tartozé értékekbdl képzett sorvektorok végzett BTRAN
miivelet eredménye egy transzpondlt egységvektor kell hogy legyen. Az

Osszes ilyen vektor egyiittesen az egységmadtrixot kell hogy adja.

A harmadik lehet&ség, amivel ellendrzést végeztiink, azon alapul, hogy a ba-
zisvektorokhoz tartozé redukalt koltségek értéke mindig nulla kell, hogy legyen.
Ennek képlete: ¢; — cgB'a;, ahol cj; a célfiiggvény bazishoz tartozo részét jelli.

A futtatdsok alapjan megdllapithatjuk, hogy sikeriilt helyes inverz alakot el6al-

litanunk, ezen tesztek sikeres eredménnyel lefutottak a netlib feladatain.

4.7. Futasi eredmények

A megvaldsitatott eljardsokat generdlt nem trianguldris bazisokkal teszteltiik a net-
lib feladatain. A triangularizaciét nem haszndlé esetekben a futdsi id6 és a feltolts-
dés is jelentds mértéki volt, az inverz sokszor elérte a bazisban szereplé nemnullak
szdmanak tobbszorosét.

Az iterdcidkon alapul6 €s a lancolt listds triangularizdcidval azt tapasztaltuk,
hogy mindkét eljards nagyjabol azonos eredményt ad. Az iterativ eljaras sordn 4l-
taldban maximum 8-10 iteracio alatt sikeriilt triangularizalni a triangularis részeket.
A netlib legnagyobb feladatdn, a stocfor3-on egy teljes trianguldris bazis inverta-
lasa az iterativ eljarassal 0.1, mig a listas eljardssal 0.12 méasodperc volt tobbszori
futtatds 4tlagos idejét szamitva. Osszességében megallapithats, hogy bar az egyik
eljaras egyszertisége kompenzalja a mésik hatékonysagét, az iterdldsi 1d6 nagyjabol
megegyezik a lancolt listdk 4ltal igényelt plusz adminisztraciés miveletek végre-

hajtasaval.
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4.7. FUTASI EREDMENYEK

Nem trianguléris bazison a tetszOleges pivot elem vélasztd eljards bar gyors,
numerikusan nagyon pontatlan eredményt szolgaltat. A bdzis egyes numerikusan
érdekesebb feladatndl (agg, pivot87) annyira rossz eredményt szolgéltatott, hogy
hasznélhatatlan lenne a szimplex algoritmus szdmdra. Az is el6fordult viszont, hogy
minddssze néhdny szazalékos feltoltddés mellett invertélta bizonyos feladatokra a
generdlt bazis, és minden teszt sikeres eredménnyel lefutott.

A blokk triangularizacié mar sokkal jobb eredményeket mutatott. Az imple-
mentécidval sikeriilt elérni, hogy minden feladatra a teszteket kielégité PFI alakot
kapjunk, valamint az invertalds 0.8 masodperc alatt végzett a legnagyobb feladaton
is tigy, hogy a nem triangularizdlhat6 rész mérete tobb mint 12000 sort tartalmazott.

Jelenlegi implementaciok legnagyobb eredményének azt tekinthetjiik, hogy
megalkottunk egy olyan paraméterezhetd invertdlé modult, amely a kutatdk, fej-
leszt6k szamara egyszert feliilelet biztosit uj otleteik, algoritmusaik kiprobalasara,

azonnali mérésére és Osszehasonlitdsdra mas eljarasokkal.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat készitése sordn részt vettem egy olyan optimalizdld keretrendszer ki-
dolgozasdban, amely kutatdsi és piaci célokra egyardnt hatékonyan felhasznélhat6.
Segitségével nagyméretd, valos életbdl vett feladatokat oldhatunk meg, melyhez pa-
raméterezhetd feliiletet €s stabil, robosztus miikodést biztosit. A megvaldsitds sordn
torekedtiink egy megfelel interfész kidolgozasara, amellyel késébb konnyedén il-
leszthetiink tetszdleges grafikus felhasznél6i feliiletet a meglévd keretrendszerhez.

Szakmai tevékenységem kezdeti szakaszan elengedhetetlen volt, hogy részle-
tekbe menden éttekintsiik a szimplex médszer miikodését és strukturdlis felépitését.
Megismerkedtem a tradiciondlis szimplex miikodésével és a teljesitményét javito
fejlett eljarasokkal egyardnt.

Megvizsgaltam, hogy milyen tervezési és implementdcids kérdéseket vet fel a
kovetelményeknek megfelel6 megvaldsitas, és hogy azok miként valdsithatéak meg
hatékonyan. Munkdm a fejlesztésben a szorzat alaku bdzis-inverz korszerli megva-
l16sitdsat. A modul szimplexben betoltott szerepe miatt nagy sullyal jelenik meg
a felhaszndlt er6forrdsok tekintetében a teljes futds sordn, ezért a gyorsasagot, a
numerikus pontossagot €s a lehetd legjobb megoldasok hasznélatét is szem elott
tartottam. A megvalositas hatékonysdgéat a netlib feladatain végzett mérési eredmé-
nyekkel igazoltam.

Hosszu tava céljaim kozott szerepel, hogy tovabbi 6sszehasonlitdsokat végez-
zek tovabbi invertdlasi technikak kozott, valamint hogy a megvaldsitott tesztkornye-
zet segitségével tjabb technikdkat dolgozzak ki. Mindemellett részt kivdnok venni
az optimalizdl6é szoftverrendszer tovabbi fejlesztésében, hogy elkésziilhessen egy

olyan program, amely versenyképes a jelenlegi piacon taldlhat6 termékekkel.
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Jelolésjegyzék

n Szomszédos bazisra vald attérést leiré vektor, 19. o.
B Bazis fej, 20. o.

B Bazis, 19. o.
E

Elemi transzformacids matrix, 20. o.

a’ Viltozo egyiitthatoja, 7. o.

b; Feltételhez tartozo jobboldal egyiitthatod, 7. o.

Ci Egy oszlopvektor nem nulla elemeinek szdma, 36. o.
cj Viltozohoz tartozo koltség egyiitthato, 7. o.

k; A bazis fej i eleme, 20. o.

m Feltételek (sorok) szama, 7. o.

n Viltozok (oszlopok) szama, 7. o.

r; Egy sorvektor nem nulla elemeinek szama, 36. o.
Xj Dontési valtozo, 7. o.

Vi Az i feltételhez tartozo logikai valtozo, 8. o.

Z A célfiiggvény értéke., 7. o.

BTRAN Vektor szorzasa a bazis inverzével hatulrdl, 21. o.
ETM Elemi transzformacios matrix, 20. o.

FTRAN Vektor szorzasa a bazis inverzével elolrdl, 21. o.
PFI A bazis inverzének szorzat alakja, 20. o.

43



Irodalomjegyzék

[1] I. Maros. Computational techniques of the simplex method. Kluwer Academic
Publishers, 2003.

[2] George B. Dantzig and Wm. Orchard-Hays. The product form for the inverse
in the simplex method. Mathematical Tables and Other Aids to Computation,
8(46):64—47, 1954.

[3] Hartung Ferenc. Bevezetés a numerikus analizisbe. Veszprémi Egyetemi Ki-
ado, Veszprém, 2004.

[4] Virdgh Janos. Numerikus Matematika. JATEPress, Szeged, 1997.

[5] 1. S. Duff, A. M. Erisman, and J. K. Reid. Direct Methods for Sparse Matrices.
Oxford Science Publications, 1986.

[6] Glpk (gnu linear programming kit). http://www.gnu.org/software/
glpk/.

[7] Andrew Makhorin. GNU Linear Programming Kit Reference Manual, 2010.

[8] Ibm ilog cplex optimization studio. http://www-01.ibm.com/software/

integration/optimization/cplex-optimization-studio/.
[9] User’s Manual for CPLEX, 2009.
[10] Coin-or linear program solver. http://www.coin-or.org/Clp/.

[11] Robin Lougee-Heimer John Forrest, David de la Nuez. CLP User Guide,
2004.

[12] Fico xpress optimization suite. http://www.fico.com/en/Products/

DMTools/Pages/FICO-Xpress-Optimization-Suite.aspx.
[13] Xpress-Optimizer Reference manual, 2009.

44



IRODALOMIJEGYZEK

[14] R. E. Tarjan. Depth-first search and linear graph algorithms. SIAM Journal on
Computing, 1(2):140-160, 1972.

[15] Alex Pothen and Chin-Ju Fan. Computing the block triangular form of a sparse
matrix. ACM Transactions on Mathematical Software, 16(4):303-324, 1990.

[16] E. Hellerman and D.C. Rarick. The partitioned preassigned pivot procedure
(p4). Sparse Matrices and Their Applications, pages 67-76, 1972.

[17] A. M. Erisman, R. G. Grimes, J. G. Lewis, and Jr. W. G. Poole. A structurally
stable modification of hellerman-rarick’s p4 algorithm for reordering unsym-

metric sparse matrices. SIAM Journal on Numerical Analysis, 22:369-385,
1985.

45



