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Bevezetés

A dolgozatban olyan elagazé fedéseket vizsgalunk, amelyekben a képsokasag
minden pontjanak legfeljebb egy szinguldris 6spontja van. Az n-dimenzids sokasagok
kozotti k-rétl elagazé fedések kozott természetes médon definidlhatéd a kobordizmus,
¢és a kobordizmusosztalyokon a diszjunkt unié csoportmiiveletet indukal. Minden
k-hoz megkonstrualjuk a k-rétl elagazd fedések klasszifikald terét, aminek az n.
bordizmuscsoportja izomorf az igy definidlt kobordizmuscsoporttal. A klasszifikald
tér racionalis homologidinak kiszamolasaval meghatérozzuk ezen csoportok rangjat.
Azt kapjuk, hogy ez a rang 0, ha n paratlan, (k — 1) 37! w(t) +7(m), ha n = 4m,
és (k—1) 37 m(t), han = 4m — 2; ahol w(t) a t particidinak szdmat jeloli.

Az 1. részben oOsszefoglaljuk a felhasznélt tételeket, és bevezetjiik az alapveto
jeloléseket. A 2. részben definidljuk az eldgazo fedéseket és a Coby,.(n, k) kobordizmus-
csoportokat. A 3. részben megkonstrualjuk az univerzalis k-réti eldgazo fedést, és
bebizonyitjuk, hogy az n. bordizmuscsoportja megyegyezik Coby.(n, k)-val. A 4.

részben kiszamoljuk ennek a csoportnak a rangjat.



Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Sziics Andrasnak a dolgozat elkészitéséhez

nyujtott segitségét.

1. Elokésziletek

A dolgozatban el6fordulé minden sokasagrol és vektornyaldbrol feltessziik, hogy

sima (végtelenszer differencialhat) és irdanyitott.

Jelolés.
Az M sokasig pereme OM, belseje int M = M \ OM. A forditott irdnyitasu
sokasdgot (—M) jeldli.
H;(X)ill. H(X) az X tér j-dimenzids raciondlis egyiitthatds szinguldris homoldgia-
ill. kohomolégiacsoportja.
I =0, 1] az egységintervallum, D? = {z € R? | |x| < 1} akorlap (ezt azonosithatjuk
a komplex egységkorrel), ST = 9D? a korvonal.

2t D? — D?* a komplex i. hatvény fiiggvény.

A fedések klasszifikalo tere

Az itt lefrtak megtalalhat6ak pl. Husemoller [4] konyvében.
Jel6lés. Az univerzilis m-rétii fedés pr,, : E.(m) — B.(m).

Ezt a kovetkezOképpen konstrudlhatjuk meg: Legyen S, az FF = {1,2,...,m}
halmazon (balrdl) haté szimmetrikus csoport. A Milnor-konstrukciéval elkészithetjiik
az ES,, — BS,, univerzalis principdlis 5,, nyaldbot. Ekkor FS,, pontrahizhaté és
hat rajta S,, (jobbrdl), BS,, egy K(S,,, 1) Eilenberg-MacLane tér, a leképezés koztiik
pedig ES,, faktorizaciéja .S, hatasa szerint.

E.(m) = ES,, X F = (ES,, x F)/ ~ , ahol (z,t) ~ (zg,¢g~'t), minden z € ES,,,
teF, ge S, esetén (ez ekvivalenciareldcid).

B.(m) = BS,.

pr,, : E.(m) — B.(m) pedig az a leképezés, amit az ES,, x F — ES,, — BS,,

kompozicié indukél E.(m)-en.



(Ha m = 0, akkor E.(0) = () és B.(0) pontrahizhaté.)

B.(m) = K(S, 1), ezért a raciondlis egyiitthatés homol6giacsoportjai:

@ haj=0
0 haj#0

Ha pa : A — A egy m-rétii fedés, X tetszbleges tér és u : X — A folytonos
leképezés, akkor X felett indukélédik egy m-rétii fedést: a fedStér X = { (x,y) €
XxA|zeX,yepit(ux)}, az X — X fedés (z,y) — z. Ha X kompakt,
akkor minden X feletti m-rétii fedés el6éll (izomorfizmus erejéig), mint valamilyen

u: X — B.(m) leképezés dltal indukélt fedés, és u homotodpia erejéig egyértelmii.

Vektornyalabok

[ranyitott 2-dimenzids vektornyaldbokkal fogunk foglalkozni. Egy ilyen nyaldb
automatikusan tekintheté komplex vonalnyaldabnak (az i-vel valé szorzds minden

fibrumban a pozitiv irdnyba valé 90°-os forgatas).

Jelblés. Egy & vektornyalab (legfeljebb 1 hosszi vektoraibdl allé) golyonyalabja DE,
gdémbnyalabja S¢ = 0DE, Thom-tere T = DE/SE.

Jel6lés. C'P™ az m (komplex) dimenziés komplex projektiv tér, CP> = J7°_, CP™,

m=1

a CP™ ill. C'P> folotti tautologikus nyaldb v, ill. 7, ezek projekcioi pr., ill. pr..

v univerzalis irdnyitott 2-dimenzids vektornyaldb, azaz minden & : B — B¢
irdnyitott 2-dimenziés nyaldbhoz létezik olyan u : BE — C P leképezés, ami y-bdl

&-t indukalja, és v homotodpia erejéig egyértelmii.

Jelolés. Ha ¢ egy komplex vonalnyaldb, akkor ¢ = € ® € ® --- ® £ a & nyaldb

onmagaval vett i-szeres tenzorszorzata, ez is egy vonalnyalab.

Definidlhatunk egy z{ : £ — & leképezést gy, hogy minden &-beli x vektorra
2e(r) = r®x®- - -®u (i-szeres tenzorszorzat). Ha vessziik £ egy lokalis trivializalasat,

azaz a bazistér egy pontjanak kérnyezetében a fibrumait azonositjuk C-vel, az megad



egy lokdlis trivializaldst &-ben, és ezekre teljesiil, hogy zé minden fibrumban (az
azonositdsok utdn) megegyezik a z* komplex hatvanyfiiggvénnyel.

A &t 4-bdl indukdlé uw : BE — CP> leképezés egytttal -t is indukélja ~'-
bél. Es u (homotopikusan) az egyetlen ilyen indukalé leképezés, mert ha v : B —
CP> egy u-val nem homotép leképezés, ami £-t indukdlja v%-bél, és & # € az a
nyalab, amit v y-bdl indukal, akkor & és & izomorfak. Ismert (1d. pl. Hirzebruch
[3]), hogy ha ¥ és ¥y két komplex vonalnyaldb ugyananzon bézistér felett, akkor
c1(¥1 ® ¥9) = ¢1(91) + ¢1(Y¥2) (ahol ¢; az 1. Chern-osztély). Ebbdl kovetkezik, hogy
(&) = %cl (£Y) = ¢1(&1). Ez pedig azt jelenti, hogy u és v a feltevésiinkkel ellentétben
mégis homotép, mert C P> egy K(Z,2) Eilenberg-MacLane-tér, ¢; a H?(C'P>) egy
generdtora, és u*(c;) = v*(cy).

Ha ¢ és n két vonalnyaldb ugyanazon bézistér felett, és adott egy f : & — 7
leképezés, igy, hogy a nyalaboknak minden pont kortil van olyan lokalis trivializalasuk,
ami szerint f minden fibrumban megegyezik a z° leképezéssel, akkor n és £ izomorf
(z¢0 f~! egy joldefinidlt izomorfizmus koztiik). Tehdt ekkor 1 indukélhatd v*-bél, és

az indukélé leképezése homotopikusan egyértelmi.

Bordizmuscsoportok

Jel6lés. Az irdnyitott n-dimenzids sokasdgok kobordizmuscsoportja (a diszjunkt
unié mivelettel) MSO,,.
MSO, = @MSOM ezen a sokasdgok szorzasa indukdl egy szorzast, amivel
n=0
MSO, gytri lesz. Ennek a ()-val vett tenzorszorzata egy polinomgytiri, aminek a
generatorai a paros dimenzids komplex projektiv terek kobordizmusosztalyai: MSO,®
Q = Q[[CP?],[CPY,[CP%,...] (ez Thom eredménye).

Jel6lés. w(n) = ‘{(al,ag,...,an) €Z"| ay,ag,...,a, > 0,a1+2as+- - -+na, = n}}

jeloli az n particidinak szamat.

Ekkor

"0 han =4
MSO,, ® @) = ¢ /

0 ha n nem oszthato6 4-gyel



Jelolés. Az X tér n-dimenziés irdnyitott bordizmuscsoportja MSO,,(X).

MSO,,(X) elemei az f : M — X leképezések ekvivalenciaosztélyai, ahol M n-
dimenziés (irdnyitott) sokasag; és f ekvivalens egy g : N — X leképezéssel, ha van
olyan W kobordizmus M és N kozott (irdnyitott, tehat a pereme M| |(—N)) és
h:W — X, amire h{M = f és h’N = g. [ ekvivalenciaosztalyat [f] jeloli. Ez egy
csoport a diszjunkt unié dltal az ekvivalenciaosztalyokon indukalt (és szintén | |-val
jelolt) miivelettel.

Ezekre a csoportokra teljestil (1d. pl. Conner [1]), hogy

MSO,(X) ® Q = €P H;(X) ® MSO,_;
j=0

2. Elagazo fedések

Definicié. Egy f : M — M n-dimenziés zart sokasdgok kozotti leképezés k-rétit
elagazé fedés (k > 2), ha léteznek olyan Vi, Vi, ..., Vi C M és Vo, Vs,..., Vi C
M (esetleg tires) diszjunkt zart (n — 2)-dimenzids részsokasdgok, és ezeknek olyan
Ug, Ug, el (jk C M és Uy, Us, ..., U, C M diszjunkt csészerti kornyezeteik, amelyekre

 flins 1o M\ fYV) — M\ V k-rétii fedés (ahol V = | |*, V})
o f| 1) irdnyitastarté
és minden 2 < ¢ < k esetén

o f “N/i : f/z — V; diffeomorfizmus

o f(U)=U;

o f’f—l(Ui)\Ui  fTHU)\U; — Uy (k—1)-rétii fedés (ha i = k, akkor ez azt jelenti,

hogy Uy = [~'(Uy))
o U, -t és U; -t tekinthetjitk D2-nyaldboknak V; és V; folott 7; és m; projekcidkkal

ugy, hogy ez a diagram kommutativ:

. |
¥ f
Vi — V;
e minden # € V; és f (z) € V; pont koriil van a nyaldboknak olyan lokalis tri-

vializaldsuk, ami szerint f minden fibrumon megegyezik a 2* leképezéssel (ha

D%t a komplex egységkornek tekintjiik).



Megjeqyzés.

L. Minden i-re f| 000 f7H (Vi) \ Vi — Vi (k — i)-rétii fedés.

2. [ egyértelmiien meghatarozza a V; és V; részsokasagokat: V; C M azokbdl a
pontokbdl all, amelyek f szerinti 6sképe (k — i + 1) elemii, V; pedig azokat az
ospontokat tartalmazza, amelyeknek nincs olyan kornyezete, amin f lesziikitése
diffeomorfizmus.

3. A definicié kiterjesztheté peremes sokasagokra is, ekkor megkoveteljiik, hogy
OV, = ViNOM és V; h OM, ill. V; = V; N OM és V; th OM.

4. Az elagazé fedéseket ennél altalanosabban is lehet értelmezni. A mi definiciénk
az a specialis esete az altalanosnak, amelyikben M minden pontjanak legfeljebb
egy szinguldris 0spontja van.

Definicié. Az fy : My — M, és fo : My — My n-dimenzids, k-rétii eldgazé fedések
izomorfak, ha léteznek g : M, — M, és g : My — M, diffeomorfizmusok gy, hogy
gofi=f204.

Definicié. Az fy : My — M, és fo : My — My n-dimenzids, k-rétii eldgazé fedések
kobordansak, ha létezik egy W kobordizmus M; és Mo, ill. egy W kobordizmus M;
és My kozott, és egy h : W — W (n + 1)-dimenzids, k-rétii elagazé fedés, amire
hlig, = fi 68 hlyg, = fo.

Az izomorfizmus és a kobordizmus ekvivalenciarelacio.

Jelolés. Az n-dimenziods, k-réti elagazo fedések kobordizmusosztdlyainak halmaza
Cobpe(n, k). Az f eldgazé fedés kobordizmusosztélya [f].

Ha adott két n-dimenzids, k-rétii eldgazé fedés, f: M — M és g : N — N, akkor
értelmezhetd a diszjunkt unidjuk, f||g : M|_|N — M| |N. Ha f; és fo, ill. g1 és
g2 kobordéns, akkor fi| |g1 és fa| | g2 is kobordéns, ezért | | indukal egy miiveletet
a kobordizmusosztalyok halmazén is (amit ugyanigy jeloliink).

Allitas. Coby.(n, k) a || mivelettel Abel-csoport.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhet6, hogy | | asszociativ és kommutativ. Az iires
leképezés kobordizmusosztélya a nullelem. Tetsz6leges f : M — M esetén f x id :
M x I — M x I kobordizmus f : M — M és f : (—M) — (—M) diszjunkt unidja és
az ures leképezés kozott, ezért minden elemnek van ellentettje: ugyanaz a leképezés

a forditott iranyitasi sokasagok kozott. O



3. Az elagazé6 fedések klasszifikalo tere

Konstrukcio

(k) = E(k)| (ny x B(k —2)| | Dy* x E.(k - 2)) U

T2

U (D7 x Bu(k —3)| | D+ x Eu(k - 3)) U

U (D7 x B0) | D" x E(0)

Tk

Bio(k) = Be(k) | D7* x Bo(k —2)|_J D¥* x Bu(k = 3) -+ D+* x B.(0)
72 73 Tk

ahol az 7; és r; ragaszté leképezéseket a kovetkezoképpen adjuk meg:

A ZZ/ . By — E~' leképezés Sv-ra vald lesziikitésének felhasznaldsdval készitett

2t xid | Jid x pry,_; : Sy X Bo(k—1i) || 57" X Ec(k—1i) — Sv' x Bc(k —1) leképezés egy

k-rétii fedés. r; 1 Sv° X B.(k — i) — Be(k) legyen az ezt indukalé (homotopikusan

egyértelmii) leképezés, 7; : Sy X B.(k — )| |S7' X E.(k — i) — FE.(k) pedig az a

nyalab-leképezés, amire a kovetkezo diagram kommutativ:
Sy x Bo(k — i) || S x Eu(k — i) —2— E,(k)

z;xiduiprrk,{ lprk
Syt x Be(k — 1) —" B.(k)

Definicié. Az univerzélis k-réti elagazé fedés az a py : Epe(k) — Bpe(k) leképezés,
ami

E.(k)-n megegyezik pr), -val,

(Dvy x Bo(k —i)| | DY" x Eo(k —i)) -n pedig (2} x id| ]id x prj,_;) -vel.

Az Ey.(k)- és By.(k)-beli ragaszté leképezések definicigjabdl latszik, hogy ez a
leképezés joldefinialt (és folytonos).



Elagazé fedések indukalasa
Legyen M kompakt n-dimenzids sokasag, u : M — By.(k) folytonos leképezés.

Jelolés.
M =u(Dy' x Be(k—i)) C M
M) = w ™ (Dey' x Bo(k —i)) € M, ahol 0 < & < 1 és Dy’ a~' e-nal kisebb

hosszu vektoraibdl allo részhalmaz
Vi = ufl(CPOO X B.(k — z)) CM

(2

Dy x Bu(k — i) zart By.(k)-ban, ezért MY is zart M-ben, tehat kompakt. A
vetitésekkel valé kompoziciéval kapott MY —— Dv' x B,(k — i) — Dy' — CP>
leképezés folytonos, ezért a képe kompakt, ezért benne van egy véges dimenzids
CP* C CP>-ben valamilyen pozitiv egész s-re. Jelolje s(u,i) az ilyen s-ek koziil
a legkisebbet, és legyen K (u) = maxs<i<k s(u,i). Ekkor minden i-re u(M}) C
Dy}{(u) X B.(k —1). O

Minden 0 < € < 1 esetén D.y* X B.(k — i) nyilt By.(k)-ban, ezért M (e) nyilt
részhalmaz (és ezért részsokasag) M-ben, és a lezartja része M -nak.

V" zart, ezért kompakt, és részhalmaza M}*(¢)-nak.

Jelolés. Az u M*-ra valé lesziikitésének a vetitésekkel vett kompozicioi:
ul : M — Dty X Be(k —i) — D)
u? : M — Dyt X Be(k — i) — Be.(k — i)

7

(u)
(u)

o

Ezekkel a jelolésekkel M (e) = (u}) ™ (Do) és Vi* = (uf) ™ (CPK(u)).

)

Definicid. u-t simdnak nevezziik, ha u] sima V* egy nyilt kornyezetén (minden
2 < i < k esetén).

Allitas. A sima leképezések siird halmazt alkotnak az dsszes folytonos M — By.(k)

leképezés kozott.

Bizonyitds. Legyen u : M — By.(k) egy tetszéleges folytonos leképezés. Minden i
esetén u] tetsz6legesen approximdlhaté olyan v; : MY — Dy}((u) leképezéssel, ami
sima M} (1) -ben és megegyezik az el6z6 kompoziciéval M*\ M (e5) egy kornyezetén
(valamilyen 0 < g1 < g5 < 1 esetén). Az is foltehetd, hogy v; ' (CPK®™) C M (e)

(ez minden elég kozeli approximaciéra teljesiil), tehdt v; sima v; ! (C’PK (“)) egy



kornyezetén. Definidljuk az «' : M — By.(k) leképezést gy, hogy ’ ape = Ui X u?

1

Ez joldefiniélt, folytonos, (v'); = v; sima

Ve [ _
es u |M\( b, Mi(e)) “|M\( kM)

Vi =yt (CPK (“)) egy kornyezetén, és a v;-k megfelel6 valasztdasaval tetszélegesen

kozel lehet u-hoz. Tehat minden folytonos u leképezés approximalhato simaval. [

Definicié. Az v : M — By.(k) leképezés generikus, ha sima és minden i-re u}

transzverzalis CPX®)ra.
Allitas. A generikus leképezések stiriek az dsszes M — By(k) leképezés kizitt.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszbleges sima u : M — By.(k) leképezést. Thom
transzverzalitdsi tételébdl kovetkezik, hogy minden i-re w)-et, ami sima V* egy
kornyezetén, tudjuk egy (kisebb) kérnyezeten moédositani gy, hogy a keletkez6
leképezés transzverzalis legyen CPX(W_ra. Ezekbdl az el6z6 bizonyitéshoz hasonléan
fel tudunk épiteni egy u-t approximalé generikus leképezést. Tehdat a generikus
leképezések stirtiek a sima leképezések kozott, azok pedig az el6zo Allitéds miatt

strtiek az Osszes folytonos leképezés kozott. n
Legyen M kompakt n-dimenzids sokaség és u : M — By.(k) generikus leképezés.

Definicié. Az u dltal indukalt k-rétit eldgazé fedés az f : M — M leképezés, ahol
M = {(z,y) € M x Ey(k) |z € M, y € p; " (u()) } és f(z,y) = x.

Allitas. A definicid j6, azaz M sokasdg, és f eldgazd fedés.

Bizonyitds. Legyen V = |_|f:2 V* C M és Vo= f"YV) © M. V zért M-ben, f
folytonos, ezért V is zért M-ban. py, lesziikitése k-rétii fedés Bye(k) \ (|_|f:2 CP> x
B.(k — 1)) felett, ezért f‘M\V : M\ V — M\ V is krétii fedés. Ezért minden
(x,y) € M\ V pontnak van olyan kdrnyezete M-ban, ami homeomorf x egy M-
beli kornyezetével. Tehat M \ 1% topologikus sokasdg, és az M egy C* atlasza ezen
is megad egy differencidlhaté struktiurat gy, hogy f lokalis diffeomorfizmus lesz.
Egyuttal egy irdanyitdst is kapunk (M \ V)—on (hiszen M irdnyitott).

u generikus, ezért u} sima V* egy kérnyezetén, és transzverzalis C PX(W-ra. Mivel
Vit = (u))7 (CPE®), ezért V* (n — 2)-dimenzids részsokasdg M-ben. Legyen
U; = (u})"1 (D' € M. Ez (elég kicsi ¢ esetén) egy cs6szerti kornyezete V,“-nak,

amire lesziikitve az el6bbi leképezés sima. U;-t tekinthetjiikk V;* normalnyaldbjanak



(pontosabban ennek a golyényaldbjénak), ekkor U; izomorf az u; yo Ve — fy}'((u)
leképezés 4ltal indukalt nyalabbal. Legyen U; = { (z,y) € M | = € Uy, y € Dy x
B.(k —1) }. Mivel py lesziikitése egy D' X E.(k—1) — D' x B(k—1i) (k—1)-rétd
fedés, ezért f lesziikitése, f}f U F U U)\U; — U is (k —i)-rétii fedés. Tehat
a VN (f1(U;) \ U;)-beli pontoknak is van euklideszi kornyezetitk M-ban, és ezeken
megadhaté a korabbival kompatibilis differencialhato struktira és irényl’tés

Legyen V; = {(z,y) € M |z € Vi, y € CPX®™ x B(k—i)} = f~1(V;*) N ..
Ekkor f‘fé Vi — V¥ homeomorfizmus. U; a V;* normalnyalabjdnak golyonyalabt]a7
legyen m; : U; — V" a vetités. Ennek a felhaszndlasaval definidlhatunk egy 7; :
U; — V; leképezést: 7;(z,y) f‘v mi(z)). Be fogjuk latni, hogy U; D?nyaléb
V; folott 7; projekciéval. Ehhez az kell, hogy tetsz8leges & € V; pontnak van olyan
kornyezete Vi-ben (ez a kovetkezd bekezdésben definidlt Fi-k egyike lesz), aminek a
7; szerinti 6sképe homeomorf Fy, x D?-vel, és 7; az Fy-re valé vetités.

C PX®) kompakt, ezért lefedhetd véges sok olyan G (s = 1,2,...) nyilt halmazzal,
amelyek felett v () (és ezért 7}'(@) is) trividlis. Ekkor az (ebbdl indukélt) U; is
trividlis lesz (u})~'(G,) C Vi felett. V;* kompakt, ezért lefedhetd véges sok olyan
nyilt halmazzal, amelyeknek a lezdrtja benne van valamelyik (u))™'(G,)-ben. Jelolje
F; (t=1,2,...) ezeket a lezartakat. Ha ¢ elég kicsi, akkor u}(m; ' (F})) C pr;}iw (Gy)
arra az (egyik) s-re, amire F; C (u}) '(G,). Ez véges sok felsé korlat e-ra, ezért
felteheto, hogy e-t ugy valasztottuk, hogy ezek a feltételek mind teljesiilnek.

Legyen & € V; tetszleges, ekkor f(z) € V*, tehat f(Z) € int F; valamelyik
t-re. Legyen G, az a trivializdlé kornyezet CPX®-ban, amire F; C (u})~*(Gs).
Rogzitsiik vx () egy G feletti a : Gy x C'— Evygy ’Gs = pr;;(u) (G,) trivializédlast,

lok4lis trivializalasat is. Ezekre

ez meghatarozza 7}'(@) egy a': Gy x C' — EWK |G

teljesiil, hogy a kovetkezo diagram kommutativ:

Gs x C — a E’yK(u)lgs

idxziJ( J,Z}Y

Gy x C —2— Ev}'{(u)|Gs

Legyen w : EVK — C a vetités. Fy felett U; is trividlis, legyen b : F; x D? —

e,
“L(F}) egy trivializéldsa. Feltehetd, hogy a 7; *(F;) — D? vetités megegyezik w o}

lesziikitésével.
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ui(m(F))

: u(F) Cp©

Legyen § = /2. Definidlunk egy ¢ : F, x D? — U, leképezést:

q(z,y) = (370, (a(g,y),u?(xo))) ahol x¢ = b(z, Zl(?J)) € 7T¢_1(Ft)
g=opr, . (uil(z0)) €G;

Mivel  pe(a(g, ), w2(z0))) = (2 x id) (alg, y), w2(a0))) = (ai(, (1)), w3(z0)) =
= (a'(g,w o u}(z0)), u(wo)) = (u}(zo), u(wo)) = u(wo), ezért q(z,y) € M. zy € U,
és (a(g,y), ui(wo)) € DYk X Be(k — 1), tehdt ¢ képe tényleg U;-ben van. ¢ folyto-
nos és injektiv (mert kiillonboz6 z-ekhez kiillonbozé xg, killonbozé y-okhoz kiillénbozé
a(g,y) van hozzarendelve). F; kompakt, ezért F; x D? is az, ezért ¢ homeomorfizmus
a képére.

Belatjuk, hogy g képe 7 ((f];.) " (F)) = (f
xz-nek f ‘U szerint egy Gspontja van és mivel f(q(z,0)) = zg = x, ezért ez benne van
q képében. Ha (7' (F}) \ F})-b6l vesziink egy b(a’,3') pontot, ahol y' # 0, akkor
ennek f’Ui szerint ¢ 6spontja van. f(q(x A y’)) =1z = b(2',y'), és V/y' i kiilonboz6

. )71 (77 '(F)). Ha z € Fy, akkor

i

értéki lehet, ezért f |U¢ o q szerint legalabb i Ospontja van. Mivel ¢ injektiv, ez azt
jelenti, hogy az Osszes f !U szerinti 6spont benne van q képében. Ezzel belattuk, hogy
q szurjektiv. m(f(q(z,y))) = mi(xo) = x E F, ezért q képe része (f|[~]i)_1 (7 (F))-
nek. Tehét g egy Fy x D3 — 7r_1((f|v) (F;)) homeomorfizmus.

7; pedig nem mas, mint az Ft x D} — Ft vetités (a megfeleléi azonositasok utan),
ugyanis 7;(q(, f‘v (f(q(z,y)) f‘v (mi(xg)) = (f|f/¢)_1

Tehét M mmden pontJanak van eukhdesz1 kornyezete, ezzel belattuk, hogy M
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sokasag, és az eddigiekbdl latszik, hogy f kielégiti az eldgazé fedésekre vonatkozo

oOsszes feltételt. O
Tétel. Minden k-réti elagazé fedés indukdlhaté By.(k)-bol.

Bizonyitds. Legyen f : M — M egy k-rétil eldgazé fedés, definidlni fogunk egy
olyan u : M — By.(k) generikus leképezést, ami ezt indukalja. A konstrukcié ugy
megy, hogy elészor megadunk egy-egy leképezést kiilon az elagazd részsokasagok U,
kornyezetein, ill. ezeken kiviil, majd ezeket Osszeragasztjuk. Ha az igy kapott ug
leképezés tényleg f-et indukalja, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor a ragasztas
megvaltoztatasaval kapjuk meg a megfelel6 u-t.

Legyenek Va, Vi, ..., Vi, C M és Va, Vs, ..., Vi C M az eldgazé fedés definiciéjdban
szerepl6 részsokasagok, Us, Us, ..., Uy és Us, Us, ..., Uy ezek diszjunkt csoszertt kor-
nyezetei. Ekkor minden 2 < i < k esetén U; egy irdnyitott D2-nyaldb V; felett,
ezért 1étezik egy (homotopikusan egyértelmii) a; : Vi — C P> leképezés, ami ezt a
nyalabot indukalja (y-bol). U; D?-nyaldb V; felett, és f ‘U i-szeresen képezi rd Us-t,
ezért ezt a; o (f |V )=t indukalja v%-bél. Legyen a; : U; — Dv' az efolotti nyaldb-
g, S STHUINT = U
(k — i)-réti fedés, ezért létezik egy b; : U; — B.(k — i) leképezés, ami ezt indukalja.

leképezés. Felteheto, hogy a;, és ezért a; is sima. f { Ju

Legyen uo‘Ui =a; X b; : Uy — D' X B.(k —1).

Legyen My = M \ (|_|,’f:2 int U;). [ lesziikitése k-rétil fedés My felett, legyen
c¢: My — B.(k) az ezt indukél6 leképezés. Legyen P = 0M, = Uf:g oU; és P =
f7Y(P). Most adott két P — B, (k) leképezés, |_|'f:2 rio(a; X b; és C‘P. Mindketté

a P Lo P hrétil fedést indukalja, ezért homotopok. Ezért ¢ megvaltoztathatd

Mov,

a perem egy P x [-vel diffeomorf kornyezetén tgy, hogy a keletkez6 ¢ leképezés
az eredetivel homotdp legyen, és ¢ ‘ p = |_|f:2 ri o (a; X bz)| ou, teljesiiljon. Legyen
uo‘ My = c . Ekkor ug : M — By.(k) joldefinidlt, folytonos, és generikus.

Legyen g : N — M az ug altal indukalt elagazo fedés. wup-t gy konstrualtuk,
Sy g N U;) — U; és f‘f—l(Ui) . f7YU;) — U; izomorf
elagazé fedések legyenck U; folott. Legyen d : f~ (|, U)) — g (LI, Us) egy

diffeomorfizmus kozottik, amire f | 1

hogy minden i-re g g

L u = g|971(|_|§:2 U © d. f és g leszikitései
M felett is izomorfak, legyen koztiik e : f~1(My) — g1 (My) egy diffeomorfizmus.
Legyen Q = g '(P) = d(P) = e(P). Ekkor g‘Q . Q — P egy k-rétii fedés és

[ = d‘p o (e|1_:,)_1 . Q — Q ennek a fedésnek egy izomorfizmusa. Ha [ = id, az

12



azt jelenti, hogy d és e megegyezik P-re lesziikitve, {gy az unidjuk egy jéldefinidlt
M — N diffeomorfizmus. Ekkor f és ¢ izomorf, tehdt uy egy megfelels indukals
leképezés.

Ha [ # id, akkor legyen T = (Q x [0,1])/ ~ , ahol (¢,0) ~ (I"%(¢),1) minden
¢ € Q-ra. Valamint legyen T = P x S* = (P x [0,1])/ ~ , ahol (p,0) ~ (p,1)
minden p € P-re. A g!Q xid : Q x [0,1] — P x [0, 1] leképezés indukal egy T — T
k-rétli fedést a faktortereken. Legyen v : T — B.(k) az ezt indukald leképezés. Ezt
a v-t tekinthetjiik egy olyan P x [0, 1] — B.(k) leképezésnek, amelyre teljestil, hogy
U‘PX{O} = v’PX{l} . U‘PX{O} és u0’P homotépok, mert mindeketts a Q — P fedést
indukalja, legyen wy : Px[—1,0] — B.(k) egy homotépia, amire w; ‘Px{q} = uolp és
wl‘Px{O} = U|PX{0}. Legyen wy : PXx[1,2] — B.(k), ws(p, z) = wi(p, 1—x), ekkor wy,
v és wq Osszeilleszthetd egy P x [—1,2] — B.(k) leképezéssé, amibdl az intervallum
atparaméterezésével kapunk egy v’ : P x [0,1] — B.(k) leképezést. Erre teljesiil,
hogy v"PX{O} = ,U/‘PX{I} = uo‘P. Ezért v' tekinthet6 T' — B.(k) leképezésnek, és a
konstrukciéjabol latszik, hogy homotép v-vel, tehat ugyanazt a fedést indukalja.

M, diffeomorf azzal a sokasaggal, amit gy kapunk, hogy a pereméhez hozza-
ragasztjuk P x [0, 1]-et, legyen m : My — M, UP:PX{O} P x [0, 1] a diffeomorfizmus
v"PX{O} p» ezért Mo J Px[0,1]-

en joldefinidlt a ¢’ |Jv' leképezés. Legyen u : M — By.(k) az a leképezés, amire

(amire m(p) = (p, 1) minden p € P-re). = u0|P =

u|MO = (d|Jv)om és u||_|é€:2 v, = uO}U§:2 v, - 12 joldefinidlt, mert ((¢Uv)om) ‘P =
(¢ Uv’)|PX{1} = U’}Px{l} = u0|P, és generikus. ) )

Legyen az u &ltal indukalt eldgazé fedés r : R — M, és legyen r~1(P) = S.
Bebizonyitjuk, hogy r izomorf f-fel.

Tekintsiik a kovetkezé kommutativ diagramot:

k
R —— g | Jexoy e Ju) — N U T
q=(q,0) (=) )=q =2 q=(¢,0)=(1"1(g),1)
k Uid k
M=MmJ(| |y — M, | Pxo1] | (v — MmT
i=2 p=(p,0) (p,1)=p =2 p=(p,0)=(p,1)
| [ER Jour
Bbc(k) p— Bbc(k) p— Bbc(k>

13



Ebben a fiiggéleges nyilak koziil a felso sorban levék elagazé fedések, az alsé
sorban levok az ezeket indukald leképezések (M | J T nem sokasdg, hanem két sokasag
Osszeragasztva, de ug | Jv' indukél felette egy elagazé fedést).

Mivel u = (C/UUIUUO||_|k U_) o (mJid), és (mJid) diffeomorfizmus, ezért

=2 -
r izomorf a~ (c’ Uv' U uo L, U¢>
g (M)UQ x [0,1]Ug (L, Us) a diffeomorfizmus koztitk. Ekkor t(r~'(Mp)) =
g7 (Mo) U@ x [0,1] és £(S) = @ x {1}.

g (M) diffeomorf azzal a sokasdggal, amit igy kapunk, hogy a peremére ragasz-
tunk Q x [0, 1]-et, és van egy olyan m : g~ (M) — g~ (M) Uq:(q,o)Q x [0, 1]

diffeomorfizmus koztiik, amire m(q) = (¢, 1) (minden ¢ € Q estén).

altal indukalt eldgazé fedéssel, legyen ¢ : R —

Megadunk egy M — R diffeomorfizmust: f~'(My)-on legyen az

FH M)~ g7 (M) ™ 71 (M) | @ x [0,1] S5 7 (M)

kompozici6, £~ ([, Un)-n pedig £ (UE, Un) 5 g7 (UL, Us) “— r (U, U,
Ez jéldefiniélt, ha a két rész P-n megyegyezik. Ezzel ekvivalens, hogy (e™* om ™ o
t)‘s = (d'o t)‘s Kiszdmoljuk (t ' odoetom ™o t>‘s .S — S -ot, az kell,
hogy ez az identikus leképezés. Mivel d o e ! lesziikitése megyegyezik [-lel, ezért
amit szdmolni akarunk az (t 1olom ™o t)| 5 Legyen s € S tetszbleges, és legyen
t(s) = (¢,1) € Qx{1}. Ekkor (t~*olom tot)(s) = (t tolom1)(¢,1) = (t " ol)(q) =
t=1(I(q)). Viszont t(S)-ben a ragasztis miatt {(¢) = (I"'(I(¢)),1) = (g,1), tehat
t=1(I(q)) =t '(¢,1) = s. Tehat a kiszdmolt leképezés tényleg az identitds S-on, ami
a kordbbiak szerint azt jelenti, hogy meg tudtunk konstrualni egy izomorfizmust f

és r kozott. Tehat u indukalja f-et. m
Tétel. Izomorf eldgazo fedéseket indukdlo leképezések homotopok.

Bizonyitds. Legyen f : M — M egy k-rét{i eldgazé fedés, u: M — Bye(k) az el6z6
tételben megkonstruélt indukald leképezés, @ : M — By.(k) tetszoleges f-et indukald
generikus leképezés, belatjuk, hogy u és © homotépok. Legyenek Vo, Vi, ..., Vi, C M
az eldgazo6 fedés definiciéjaban szerepld részsokasagok, ekkor V, = V* = V%, Legyen

U; olyan cs6szerli kornyezete Vi-nek, hogy 4(U;) € D" x B.(k — 1) és 4 sima.

1

ilo,

illv- : V; — C' P> ugyanazt a nyaldbot indukaljak, ezért homotopok. U;-nek
1

deformdcids retraktuma V; és Dv'-nek deforméciés retraktuma C P> ezért u; ‘UV és
1

1‘ JURN
Uiy, €s
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2

U]y, + Ui — D' is homotdpok. u; |U¢ f‘U : U; — B.(k — i) ugyanazt a (k — i)-

rétli fedést indukaljak, ezért ezek is homotépok. Tehét ﬁ| p. homot6p u| p.ovel. Ez

és 1

a homotépia kiterjed M-re (4-t meg tudjuk véltoztatni OU; egy kis kornyezetében),
ezért & homotop egy olyan leképezéssel, ami U;-n megyegyezik u-val. A tovabbiakban
ezt jeloljik w-val.

Legyen My = M\ (L\,intU;) és P = oMy = ||, 0U;. Mivel a(My) C
By (k) \ (|_|f:2 CP> x B.(k — 1)), és ennek deformacids retraktuma B, (k) (hiszen
minden i-re (D' \ CP*>) x B.(k — i)-nek deformdcids retraktuma Sv* x B.(k —1)),
és w(P) = u(P) C ||\, 57" x Bu(k — i), ezért €L|MO homotép egy B.(k)-ba képezd
leképezéssel, méghozza P-n rogzitett homotopidval. Vagyis u-rél azt is feltehetjiik,
hogy u(My) C B.(k). Legyen M; az a sokasdg, amit ugy kapunk My-bdl, hogy
a perem egy kis P x [0, 1]-gyel diffeomorf kdrnyezetét elhagyjuk belble. 4 és u
lesziikitése izomorf k-rét{i fedéseket indukdlnak M, folott, ezért homotépok. Igy
el tudjuk érni, hogy 4 és u megegyezzen M;j-en is.

Most a\PX[O,l . P x [0,1] — B.(k) két olyan leképezés, amelyek

] és u‘Px[O,l}
P x{0,1}-en megegyeznek, ezek osszeilleszthetSk egy v : Px S' — B, (k) leképezéssé.
Legyen P = f~1(P), ekkor ﬁ|PX[O 1

P x0, 1] k-réti fedést indukaljak. Mivel @ és u izomorf eldgazé fedéseket indukalnak,

és u‘Px[O,l] mindketten az f|]5 xid: Px[0,1] —

ebbdl kovetkezik, hogy az 12| Px] osszeragasztasaval kapott v az f | pxid

01 &8 U|P><[0,1}
PxS' — Px S k-rétii fedést indukélja. Ugyanezt indukalja a PxS' — P s B.(k)
kompozicio is, ezért ez homotop v-vel. A koztiik 1évé homotdpia tekintheto egy olyan
v: P x D? — B.(k) leképezésnek, ami kiterjesztése v-nek. Egy ilyen v pedig megad
egy P x {0, 1}-en rogzitett homotopidt [y, o\ és ufp, o kozott. Tehdt u és @

homotépok. O

Tétel. Az uy : My — By(k) és uy : My — By.(k) generikus leképezések pontosan
akkor indukdlnak koborddns eligazo fedéseket, ha uy és us Bye(k) bordizmuscsoport-

janak ugyanazt az elemét reprezentdlja.

Bizonyitas. Jelolje fi : Ml — M és fs: ]\2/2 — My az uy és ug altal indukalt elagazo
fedéseket.

El6szor tegyiik fel, hogy uy és uy bordans, azaz 1étezik egy W kobordizmus M,
= uy és v

és My kozott, és egy v : W — By.(k) leképezés, amire v = Us.

M1 M2
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Feltehetjilk, hogy ez a v generikus. Legyen h : W — W a v altal indukalt eldgazé
fedés. Az indukalt elagazd fedés konstrukciojabol latszik, hogy ennek a lesziikitései
h| i, = J1 s hl i, = fa. Ekkor tehét h egy kobordizmus f; és fa kozott.

Masodszor tegyiik fel, hogy fi és fo kobordéns, legyen h : W — W egy kobordiz-
mus koztitk. Legyen v : W — By.(k) egy h-t indukalé leképezés. Ekkor v’ M fi-gyel,
v‘ Mo pedig fo-vel izomorf elagazd fedést indukal, ezért az el6z6 Tétel szerint ezek a

leképezések homotépok uq-gyel ill. us-vel. Mivel U\Ml és U|M2 nyilvanvaléan bordans,
azt kapjuk, hogy [uy] = [v!Ml] = [U|MJ = [ug). O
Tétel. Coby(n, k) = MSO,,(By.(k))

Bizonyitds. Definidlunk egy H : Cobye(n, k) — MSO, (B (k)) fiiggvényt: ha f :
M — M egy elagazé fedés, akkor van olyan u : M — By.(k) generikus leképezés,
ami ezt indukdlja, legyen H([f]) = [u|. Ez joldefiniélt, mert ha f; és fo kobordans
elagazé fedések, azaz [fi1] = [fo], akkor az 6ket indukalé w; és uy leképezések bor-
dénsak, tehdt [u1] = [us]. H homeomorfizmus mert ha f-et u, g-t v indukélja, akkor
(fg)-t (u[Jv) indukdlja, tehat H([f][g]) = H([fUg]) = [ullv] = [u] ] H
sziirjektiv, mert minden [u] bordizmusosztalyban van generikus u' leképezés, ami
indukél egy f eldgazé fedést, és ekkor H([f]) = [u]. Végil H injektiv, mert ha
H([f]) = H([g]), azaz egy f-et indukal6 u és egy g-t indukdld v bordéns, akkor f és
g kobordéns, azaz [f] = [g]. Tehét H csoport-izomorfizmus. O

4. A Coby.(n, k) csoport rangja

Tétel.
(k=) w(t) +7(m)  han=4m
rk Coby(n, k) = { (k — 1) 37 0 7r(t) han =4m — 2
0 ha n pdratlan

Bizonyitds. Elészor kiszamoljuk By, (k) raciondlis egyiitthatés homol6giacsoportjait.
Hy (Byp(k)) = Q, mert By (k) utosszefiiggo.
A tovabbiakban legyen j > 0. A (By.(k), B.(k)) par homologikus egzakt soroza-
tanak felhasznélasaval hatarozzuk meg H; (By.(k))-t:

H; (Be(k)) — Hj (Bye(k)) — Hj (Bpe(k), Be(k)) — Hj—1 (Be(k)) — Hj—1 (Bye(k))
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Haj > 1, akkor H; (Bu(k)) = H,_; (Bu(k)) 20, igy H; (Byo(k)) 2 H; (By(k), Bu(k)).
Ha j =1, akkor Hy (B.(k)) = 0 és Hy (B.(k)) — Hg (Bp(k)) izomorfizmus (és mind-
két csoport @), mert B.(k) is utosszefiiggs. Ebbél kovetkezik, hogy Hy (By.(k)) =
Hy (Bue(k), Bu(k)).

A tovébbiakban tehdt a H; (By.(k), B.(k)) csoportot prébaljuk meghatarozni:

Hj (Bye(k), Be(k)) = Hj (Bye(k)/B.(k)) =

I

~q, (\/(w X Bo(k — 1))/ (S~ x B(k - i)))

i=2
k
=~ H; (DY’ x Bk —1))/(Sy" x Be(k —))) =
i=2
k . .
~ D H; ((D7'/57") % Belk =)/ Bl — 1)) =
=2
k
= @Hj (T x Bo(k —14))/B.(k —i)) =
i=2
k
=P H; (T x Bk — i), Bek — 1))
=2
Most a (T* x B.(k — i), B.(k — 1)) par homologikus egzakt sorozatat frjuk fel:
H; (B.(k —1)) — Hj (T x Be(k — 1)) — H;j (T x Be(k — 1), Bo(k — 7)) —
— Hj_1 (Be(k — i) — Hjo1 (T x Be(k — 1))
Ebbél azt kapjuk, hogy H; (T x B.(k —1i), B.(k — 1)) = H; (T x B.(k —1)). Ez
utébbit pedig a Kiinneth-formula felhasznalasaval hatarozzuk meg:

H; (T x B.(k — 1)) = €D H, (T7') ® Hy—p (Be(k — i) = H; (T

Q felett egy tér azonos dimenzids homoldgia- és kohomoldgiacsoportjai izomorfak,
ezért H;(T~") = HI(T~"). T~" egy C P> feletti 2 dimenzids vektornyaldb Thom-tere,
ezért a Thom-izomorfizmus tételbol kovetkezik, hogy
 ha j paros

H(Ty') = H'72(CP>) =
0 ha j paratlan
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Az eddigieket Osszefoglalva:

Q ha 7 =0
i(Bye(k)) = ¢ Q' ha j > 0 és paros

0 ha j paratlan

A bordizmuscsoportokra tehat a kovetkezdket kapjuk:

n 4]
MSO,,(Bue(k)) @ Q = @ H;(Bue(k)) @ MSO,_; 2 @5 Hy—as(Bue(k)) @ MSOy

Ez a csoport 0, ha n paratlan.

Ha n = 4m: @ H4mf4t<Bbc(k)> ® er(t) o~ Q““UZZ”;Bl m(t)+m(m)
t=0
m—1
Han=4m—2 @D Hin-sa(Bue(k)) © Q70 = QDX 70
t=0

Ezekbdl pedig leolvashaté Coby.(n, k) = MSO,,(By.(k)) rangja. O
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