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A Laplace-médszer integralok aszimptotikus eldallitasanak klasszikus eljarasa.
A moédszer altal szolgaltatott aszimptotikus sorfejtés egylitthatéi egy implicit
moédon adott fiiggvény hatvanysoranak egyiitthatibdl szarmaznak. Az aszimp-
totikus analizis tankonyvek nagy része nem ad altalanos formulat ezekre az
egylitthatékra, csak az elsé néhanyat sorolja fel. Az irodalomban azonban fellel-
het6 néhény tobbé-kevésbé explicit el6allitds is. Dingle (Asymptotic Expansions:
Their Derivation and Interpretation, Academic Press, New York (1973)) példaul
komplex vonalintegrallal, mig Perron (Sitzungsber. Bayr. Akad. Wissensch.,
191-219 (1917)) explicit fliggvények magasabb rendii derivéltjai segitségével ad-
ta meg Oket. Perron formuldjahoz hasonléan derivaltakat alkalmaz de Bruijn
(Asymptotic Methods in Analysis, Dover, New York (1950)) egy képlete. Az
eddig ismert leginkabb explicit képlet a Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-féle
formula (Stud. Appl. Math. 77, 151-172 (1987); SIAM Rev. 48, 76-96 (2006)),
ami a Bell-polinomokat hasznélja. A dolgozat célja egy 1j explicit formula meg-
adésa, melynek alapja a Perron-féle képlet és a Lagrange-interpolacié. Az 1j
képlet alkalmazhatosaganak szemléltetésére a Gamma-fliggvény és a Bell-szdmok
aszimptotikus sorfejtéseit hozzuk példaként.
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1. Bevezetés

A Laplace-mddszer integralok aszimptotikus eloallitasanak klasszikus eljarasa. A maéd-
szer altal szolgdltatott aszimptotikus sorfejtésben szereplé egyiitthatok egy implicit
modon definidlt fiiggvény hatvanysoranak egyiitthatoibdl szarmaznak. A témakor
klasszikus tankonyveinek nagy része nem ad altalanos formulat ezekre az egyiittha-
tokra, csak az elsé néhanyat sorolja fel. Mégis, az irodalomban fellelheté6 néhany
tobbé-kevésbé explicit formula is. Dingle [3, 119. o.] példaul komplex vonalintegréllal,
mig Perron [7] explicit fiiggvények magasabb rendii derivéltjai segitségével éllitotta el
6ket. A Perron-formuldhoz hasonléan derivaltakat alkalmaz de Bruijn [1, 69. o.] egy
képlete, de kevésbé explicit. A ma ismert leginkabb explicitnek nevezhetd képlet a
Campbell-Froman—Walles-Wojdylo-féle formula [2, 9], ami a Bell-polinomokon alapul.
A dolgozatban csatlakozunk a felsorolt szerzékhoz, és egy 1j explicit formulat adunk
meg az egyiitthatékra, amelynek alapja a Perron-féle képlet és a Lagrange-interpolécio.
Az 1j képlet alkalmazhatosaganak szemléltetésére a Gamma-fiiggvény és a Bell-szamok
aszimptotikus sorfejtéseit hozzuk példaként, majd az els6 esetben kapott képletet Gssze-
vetjik a Campbell-Froman—Walles-Wojdylo-féle formula altal szolgédltatottal.

A dolgozat felépitése a kovetkezo: az elso fejezetben attekintjiik a Laplace-mddszert,
majd részletesebben targyaljuk a fent emlitett szerzok formulait. A masodik fejezet-
ben kimondjuk és bizonyitjuk az 1j képletiinket, majd példakon szemléltetjiik annak
alkalmazhatésagat. A dolgozat része egy fliggelék is, melyben a Bell-polinomok és az
r-asszocialt Stirling-szamok alapveto tulajdonsagait gytijtottiik ossze.

1.1. A Laplace-moddszer

A Laplace-mddszer specidlis alaki integralok aszimptotikus eléallitasanak egyik leg-
ismertebb eljardasa. Ebben a részben roviden attekintjiik a moddszert. Tekintsiik a
kovetkezd alaki integrélokat:

b
1(z) = / e 0g (1) 1,

ahol (a,b) valds (véges vagy végtelen) intervallum, x nagy pozitiv paraméter, f és g
pedig folytonos fliggvények. Vegyiik észre, hogy ha felosztjuk az intervallumot az f mi-
nimum és maximum helyeinél; ha sziikséges, t elojelét megvaltoztatva; az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy f-nek egyetlen minimuma van az [a, b] intervallum-
ban, a t = a helyen. Az integraldsi valtozot eltolva, az altalanossag megszoritasa nélkiil
felteheto, hogy a = 0 és tekinthetjik az

I(z)= /Ocexf(t)g (t)dt (1.1)




alaki integrélokat, ahol ¢ > 0 és f-nek egyetlen minimuma van [0, ¢]-n, a t = 0 pontban.
Tegyiik fel tovabbd, hogy ¢t — 0T esetén

FO)~Y artt, g (t) ~ > bttt

k>0 k>0

valamilyen o > 0 szammal, és az f aszimptotikus sora tagonként differencialhato:

fre) ~ Z (k+1) agpat",

k>0

ha t — 07. Hajtsuk végre (1.1)-ben a t — s valtozicserét, amit az s = f (t) — f(0)
egyenlet definial:

f(e)=F(0)
I (z) = o= © / e~ (5) ds, (1.2)
0
ahol h(s) = g(t(s))/f (t(s)). A h az s = 0 pontban az aldbbi alaku sorfejtéssel

rendelkezik:
h(s) ~ Z cpsmte)/m=1 (1.3)

n>0

ahol a ¢, egytitthatok a, és b, fiiggvényei, az m pedig az elsé nem eltiind egyiitt-
hat6 indexe az f sorfejtésében, leszamitva az ay konstans tagot. Az I (x) integrél
x — 400 esetre vonatkozd aszimptotikus sora most mar meghatarozhat6 a Watson-
lemma segitségével: az (1.3) sorfejtést (1.2)-be helyettesitve, az integrélas felsd hatarat
kiterjesztve +o0o-ig, majd tagonként integralva kapjuk, hogy

~ o—20) ntay_ G
I(z)~e ZF( p- )x(n—&-a)/m’ (1.4)

n>0

ha © — 400 (lasd példaul [10, 58. o.]). Az itt eléforduld ¢, egyiitthaté az

s=f()=f0)~> apt

k>1

sor inverze és a g (t) / f' (t) fiiggvény kompoziciéjanak (aszimptotikus) hatvanysoraban
szerepls, az st®)/m=1 taghoz tartozé egyiitthatéként lett definidlva. Ebb6l a de-
finiciébdl nehéz explicit képletet felirni a ¢, szdmokra. Ha f (¢) és g () t'~* holomorfak
a 0 egy kornyezetében, akkor a Cauchy-formuldbdl kiindulva ez lehetséges, amint azt
a kovetkezo alfejezetben latni fogjuk.

Megjegyezzik, hogy létezik a Laplace-moddszernek komplex vonalintegralokra vo-
natkozo véltozata is. Tekintsiik a

J(z) = /Cexf(z)g(z) dz
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alaku integralt, ahol z nagy valés paraméter, C pedig egy gorbe a komplex szamsikon.
Az f és g holomorf fliggvények egy, a C-t tartalmazé tartomanyon. Az eljaras 1ényege,
hogy a Cauchy-tételt hasznalva olyan C’ ttba deformaljuk C-t, amin Jm (f) kons-
tans, és athalad egy olyan ponton ahol Re (f)-nek nyeregpontja van (innen ered a
Nyeregpont-mddszer elnevezés). Az integrélasi véltozé alkalmas transzformdci6ja utan
a feladat (1.1) tipusu integralok aszimptotikus sorfejtésének probléméjara redukalodik.

1.2. Korabbi képletek

Ebben a részben — bizonyitasokkal egyiitt — attekintjiik a bevezetében emlitett korabbi
képleteket a Laplace-mddszer egytithatéira. Tegytik fel, hogy f () és g (¢) t'~* holom-
orfak a 0 egy kornyezetében. Felhasznélva, hogy ™ “h (t™) = > ., cut" és h(s)ds =
g (t) dt, a Cauchy-formula alapjan -

1 w™ h (w™) 1 h(s)
Cpn = - —dw = -
21 Jo wntl 27T1m c 5(”‘*’04)/7”
1 t)
e [ ’
2mim Jo 8(”+a)/m 27r1m )(n+a)/m

azaz

_ g
= 5 o oo

ahol C' az origdt pozitiv iranyban megkeriil6 egyszerii zart gorbe. Ez Dingle formuléja.
Elvégezve az

1 g(t) R YI0 e reedim 1
27rim/c (f (t) — f(o))("+a)/mdt © 2mim /C o1 <f(t) - f(O)) 1t"+1dZf

dtalakitast, majd figyelembe véve g (t) t1~ hatvanysorat és a

(Wm“o)ynmm_;k' [dtk (%)mm)/m] "

t=0

sorfejtést, Cauchy-szorzas és tagonkénti integralast kovetoen azt kapjuk, hogy

1 n bn—k dk m (nta)/m
C":Ekoflﬁ(fw—f(m) ]

Ez a Perron-formula. Felirhatjuk igy is:

1< 11| d* (@)= f(o)\ "rm
Cn:a;b”—ka%w)/mﬂ [@( Ay t™ ) ' (15)

t=0




Az f sorfejtése alapjan

F(O) = F(0)  PisoBmrrt™ " 1
= — = 1 —_— m t
Ay t™ Ay t™ + Ay, ; Gtk
Az (A.2) generatorfiiggvény szerint
1 —(n+a)/m
(1 + a Z am—&-k‘tk)
k>1
n+a 1 X
- Z Z Bk] (am—‘rl? Am+25 - -+ am-‘rk‘—j-i—l) -5 t
k>0 \j=0 j m
L .
1 —1) B i (Qmat1s G2y - - - Qoo n+oa .
:Z<F<n+_a) Z( j) k,g( +1 +?' +k J+1)F( - +])>tk,
k>0 m ) j—o dm J:
ami a Taylor-formula alapjan azt jelenti, hogy
L[ dt (f ()= fo) e
k! | dek A t™
t=0
. A
B 1 (—1)] By, ; (A1 Qe - - - 7am+k—j+l) n+ o )
T T (k) j 1 P\ =17 )
Visszahelyettesitve ezt az (1.5) Osszefiiggésbe kapjuk, hogy
Cn_mf(m kZOnk] an+a/m+] ]' m 1) '

ahol By, ; = By j (m+1, Gm2, - - -, Gmak—jt1). Bz a Campbell-Froman—Walles—-Wojdylo-
féle formula. Irjuk &t az (1.1) integralt a kovetkezd alakba:

I (z) = e~ 2f(0) / e—amxtme—x(f(t)—f(o)—amtm)g (t)dt. (1.7)
0
Legyen
e—x(f(t)— (0) amtm ZD tn+a 1
n>0

ahol D, (z) legfeljebb L - |-edfoku polinom. Behelyettesitve ezt (1.7)-be, tagonként
integrélva, majd 1/z novekvo hatvanyai szerint rendezve a sort azt talaljuk, hogy

1 n d(n+mk)
¢, = S ok F(”+O‘+k>,

mI (M) P a7(£b+a)/m+k m

m




ahol

, k;=0,1,2,...¢ n J

m 1 [dF
A —H{@Dn@)} g

A de Bruijn-formula ennek az a specidlis esete, amikor m = 2 és o = 1.

=0

2. fJ’j explicit eloallitas az egyilitthatdokra

A kovetkezo tétellink, a dolgozat {6 eredménye, egy 1j explicit eloallitast ad a Laplace-
modszer egyiitthatoira.

2.1. Tétel. Az (1.4) aszimptotikus sorfejtésben szerepld ¢, egyiitthatdk a

n k j
1 <n +o ) (=1 Aptmi.j

Cn = S 7nxaN r +k+1 bn—k n+ta : n+a)/m+j , N

I COP I T 2 T T (i
(2.1)
képlettel adhatoak meg, ahol o, m, a,, €s by, az 1.1 alfejezetben definidltak. Az Apymj; =

Aptmj (Qms Q1 - - -, k) polinomok pedig az
(f (t> - f (O))k = Z An,k (am7 Am41y - - - 7a(1fk)m+n> t" (22)
n>0

generdtorfigguvénnyel értelmezettek, ahol f az (1.1) integrdlban szerepld figgvény.

A bizonyitds el6tt megnézziik az A, polinomok néhany tulajdonsagat. A de-
finiciobdl kovetkezik az
k‘ k—j jl jn—km

An,k (am7 Am+1 - - - aa(lfk)ern) = Z (k _ j)!jﬂ]é! i !am am+1aii+2 O kyman

képlet, ahol ji + 2jp + -+ -+ (n — kM) jp—pm =n—km és j1 +jo+ -+ jntm = j. Ha

n > m, akkor A, 1 (am, Gmi1, - - -, an) = @y, tovabba n > mk, k > 2 esetén
An,k (ama Am+1, - - - 7a(1—/€)m+n)
= Z k (1 — ﬁ) an—jAj,k—l ((lm, Am41y - - - ,a(g_k)m+j),
j=m(k=1)

n < mk esetén pedig A, = 0. Ez a rekurzié a (2.2) definiciébdl differencidlas atjan
kaphaté meg. A definiciébdl és az (A.2) generatorfiiggvénybdl konnyedén meggondol-
haté, hogy az A, ; polinomok és a Bell-polinomok a kovetkezd kapcsolatban allnak



egymassal:

An,k (ama AmA41y - - - 7@(17k)m+n)
[k
= Z ( ) a’:n_]anmk,j (aerla A2, - - - 7a(17k)m+n7j+1) .
— \J
J
2.1. A képlet bizonyitasa
Irjuk fel a Perron-formuldt a
1 & 11 |a* amt™ O\ T
L= — by f————— | — [ ———— 2.3
= 2 ok [dtk (o) L w

alakban. Definidljuk az {F, ()}, , polinom-sorozatot az

generatorfiiggvénnyel. Ezzel (2.3) a

formaban irhaté. Az (A.2) generatorfiiggvény szerint

amtm x 1 ) _
(m) = (1 + a;ammt )
= Z (Z (_jx) Bn,j (am-l,-l, Q42+ - - ,am+n_j+1) a%) tn7

n>0 \j=0 m

T

azaz F, (z) legfeljebb n-edfokd polinom. Az z = ™2 helyettesitéssel visszajutndnk
az (1.6) Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-féle formuldhoz. Az étlet az, hogy més
forméban irjuk fel az F,, (z) polinomokat. Ha k pozitiv egész, akkor az iménti leveze-
tésbol adédik, hogy

k
k 1
F, (_k) = Z (]) anj (am+17 am+2; - - - 7am+n—j+1) CLT
j=0 "



Lagrange-interpolaciét alkalmazva

T+t ¢, F, (—k)
BO==r 2V aTowe Ty (2:5)
Legyen
@) = FO) =D ab P (B " =3 A (G Gt -, Q1 ymsn) £

Felhasznélva ezt a definiciét, a (2.5) formulat, n — k és k — j indexcserével azt kapjuk,
hogy

n+a k j
Fk (n—!—a)_F( nta +k+1 Z 1J Akerj,j(am,aerl,...,CLerk).

m ) I (zte) = (e al, (k — j)!j!

Ha ezt visszahelyettesitjiik a (2.4) kifejezésbe, akkor éppen a (2.1) formulat kapjuk.

2.2. Els6 példa: a Gamma-fiiggvény

A Gamma-fiiggvény aszimptotikus sordanak egyiitthatdira keresiink explicit képletet.
Az aszimptotikus sor klasszikus, jol ismert eredmény, a teljesség kedvéért levezetjiik.

Kiindulasi pontunk a
+o0
I'(z)= / e 5" ds
0

integraleléallitas (z > 0). A t = log (s/z) helyettesités utan

I'(x) _ /+oo o—(e'=t=1) g4 + /+Oo o—r(e7t 1) gy (2.6)

rre%

adédik. Vizsgéljuk az elsd integralt. Az 1.1 alfejezet jeloléseivel élve f (t) = e' —t — 1,
gty =1, a=1,m=2,a,=1/nl,bp =1és b, =0han>1. Az (1.4) formulat

hasznélva N
> —z(et—t—1 n + 1 Cn

n>0

ha z — +o00. Hasonlbéan adédik, hogy

+o0o
—:v(e*t—&-t 1 n+1 ( 1) Cn
/0 © ~d T 5 ) g0z

n>0




amint x — 400. Visszahelyettesitve a kapott sorokat a (2.6) Osszefiiggésbe, rendezés

utan kapjuk, hogy
r@) ~ e e ryar Y O

n>0

e 2 1
Tn d:f \/jp (TL + _> Con,
T 2

a nevezetes Stirling-egyiitthaték. Kiszamitdsukhoz elég a (2.7) sorfejtésben szerepld
¢, egyutthatékat meghatdrozni. Az A, polinomokat kifejezhetjiilk a Mésodfaju 1-
asszocialt Stirling-szdmokkal (lasd az A.2 részt):

|
(et—t—l)k:Z%Sl(n,k)t

n>0

11 1 k!
/WA (Pl .
””“(2!’3!’ ’(n—2k—|—2)!) ALY

A (2.1) formula azt adja, hogy

ahol

azaz

L(47) §n 2P0R(C1)'S) (0t 2%K)
FED) & Gr s DB e

2

Cp =

amibdl a definicié szerint

- on+k+1 (=1)* Sy (2n + 2k, k)
%_F(STH- >Z\/_ 2n + 2k +1) (2n — k)! (2n + 2k)! '

Felhaszndlva az (A.6) Gsszefiiggést,

ontk+l i kjS(Qn—l—Zk—j k—7)
—r(3 ’ .
7 (n+ )Z\/_ 2n+2k+1)(2n—k 'Z gl (2n + 2k — j)!

3=0

(2.8)
Ennek a formuldnak a bizonyitasa fellelheté a dolgozat szerzéjének Stirling-egytitt-
hatdkkal foglalkoz6 cikkében is [6]. Az els6 6t egyiitthatéra vo = 1 és

11139 o7l
Ty 2T 988 BT TE18407 1t T T 2488320
adodik. Ha a
“+o00 1
F(Qf) :/ ex(log(1+t)+t)dt+/ ef:r(flog(lft)ft)dt (29)
rrte 7% 0 0
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felirasbol indulunk ki, akkor hasonlé okoskodast kovetéen, az Els6faju Stirling-szamok-
kal kapunk egy eléallitast:

gntk1 k s (2n+ 2k — j, k — §)
=113 4 .
(n+ )Z\/_ 2n+2k+1)(2n—k 'Z 2n+2k—])

Jj=

Figyeljiik meg, hogy ez a formula megegyezik a (2.8) képlettel, leszamitva hogy ” S he-

lyett s-t irtunk”. Ha az (1.6) Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-féle formulét akarjuk
hasznalni, akkor a B, j <$, %, ceey m
(A.1) generétorfiiggvény szerint

t B - 11 1 ve\ L

n>0 k=0

) Bell-polinomokat kell kiszamitanunk. Az

Masrészrél, az (A.5) generatorfliggvény alapjén

tn y 12 [n/2+1] yj i
o (1St e (B0 1-5) =X (X weaf)

n>0 j=0
% (S
n>0 k=0
azaz
11 1 KISy (n 4 2k, K)
(Q’I""’(n—mg)!)_ (n + 2k)!

Végiil a Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-féle formula és a ~, definicidja azt adja,

hogy
2n

. kSQ (2n + Qk, k’)
=2 (1) 20tk (n + k)

k=0
Felhaszndlva az (A.7) képletet, a

E

Yn = 2 N 2 il (2n + 2k — 25 —4)!

(2.10)
eldallitashoz jutunk. A (2.9) alakot hasznélva a Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-
féle képlet a

o 2n+k‘]—’(n—|—/€—|—%)i | (L) s (204 2k — 2 — ik — j — i)
o Py VT Vil = il (2n 4 2k — 25 — i)




formulét adja, amely levezetése megtalalhaté Lopez, Pagola és Sinusia cikkében is [5].
Megjegyezziik, hogy a (2.8) képlet felirhaté a

on+k+1 (3n+ ( 1 ( g2n+2k—j

2n k—j
7”:§\/’2n+21¢+ 2n—k IZ 2n+2k—]'zz!

1=

"teljesen” explicit formaban is, felhasznalva a Masodfaji Stirling-szamokra vonatkozo

képletet. A Derive 6 programcsomag segitségével teszteltitk a (2.8) és a (2.10) kép-
leteket, az eredményeket az 1. téblazat tartalmazza. (A szdmitégép 32-bites Win-
dows 7 Professional operacios rendszert hasznélt, Mobile AMD Sempron 3500+ 1,8
GHz-es processzorral és 512 MB memoéridval rendelkezett.) Azt tapasztaltuk, hogy
az 1j modszerrel kapott formula segitségével sokkal gyorsabban hatarozhatéak meg a
Stirling-egyiitthatok.

1. tadblazat. A [y, 7, .. .,7n] vektor kiszamitdsahoz sziikséges idd.

n (2.8) (2.10)

10 0,5 mésodperc 2,6 masodperc
20 5,3 masodperc 50,2 masodperc
50 183,0 méasodperc 3891,2 méasodperc

2.3. Masodik példa: a Bell-szamok

Az m > 0 elemi halmaz particiéinak szamat B,,-mel jeloljiik és m-edik Bell-szamnak
nevezzik. Az elsé néhany a kovetkezo: 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, ... Célunk a B,, szamok
aszimptotikus sorfejtésének (lasd [1, 107. o.]) egyiitthatéira explicit képletet adni. Az

eet—l _ Z %tm

m>0

exponencialis generatorfiiggvénybdl kiindulva, felhasznalva a Cauchy-formulat, a

B, 1e"l [F® it e —1
= o /oo exp(—(erl)(log(lJra)— " ))dt
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integraleldéllitashoz juthatunk, ahol u = u (m) az ulogu = m + 1 egyenlettel definialt
[1, 105. o.]. Szétbontjuk az integrélt két (1.2) tipusu integral Osszegére:

m+1 2 +o0 it it 1
%—W'Bm:/ exp (— (m+1) (log (1+1—) -2 ))dt
e =1 m| 0 u u
" v 211
+/ exp (— (m+1) <log <1——> - ))dt.
0 u u
1t) et

Vizsgéljuk az els6 integralt. Az 1.1 alfejezet jel('jléseivel élve f (t) = log (1 -,
g(t)zl)a:l’m:lan_ 1nunl+(n'11}l b—lesb—Ohan>1 AZ( )
formulat hasznalva

/0+°°exp (_ (m+1) <1og( 5) - e”u‘ 1)) dt

n+1 Cn ( n+1\ cp(u) —(n+1)u/2
~ ZF ( ) m (n+1 ZF ( ) u(n+1)/26 ’

n>0 n>0

ha m — +o00. Hasonléan kapjuk, hogy

/Om exp (— (m+1) <log (1 - %) - eitu_ 1)) dt

TL

n+1 — n+1 1) ( ) —(n+1)u/2
~Sor (M) e = S (M) S

n>0 (m+1 n>0

amint m — 4o00. Visszahelyettesitve a kapott sorokat a (2.11) Gsszefiiggésbe, rendezés
utan adddik, hogy

mn

Bm e —u/2—1 e
mwum+1/21/2ﬂ' u—|—1 Z U+1 "yn’

ahol

. 9 1 u+ 1 n+1/2
On (1) o ;F (n + §> %an (u).
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0, (u) egylitthatdk kiszdmitasahoz elég a ¢, (u) egyiitthatékat meghatdrozni. Az
A r polinomokat kifejezhetjiik az Elso-, és Masodfaju Stirling-szamokkal:

(1o (1 1) - 221 z ()<_> (i)

= Z (=1)F <Ij> ukl_j ( (k _n{)!inS (n,k—j) t”) (Z %s (n,j)t" )

J=0 20 n20
k n
n - 1 1 n . AT
=i k!Z(—l)k / 5 Z <mz <T)S<T,j)5<n—7‘,k—j)> t
=0 n>0 r=0
=Y "5 > (-1 sk =g+ Sn—rj—r) | — |1,
n>0 T =k \r=j—k

azaz

s iu2 -2 in(—1)’“u“*2’€+1 +(=1)""*(n =2k +1)!
” (n — 2k + 2)lun—2k+2

2u? T 6ud T

_152—: (Z(—1)k+r(:)s(r,k—j—i—r)S(n—r,j—r))%.
T =k \r

—j—k

Igy a (2.1) formula szerint
r (=)
53y Cn (1)
r (3 +3)
n+2k J k .
Y S (=) ("“k) (rk—j+r)S(n+2k—rj—r)|urtitl
= ik \r=jk
=1 s
(21" (0 4 20+ 1)) (0 — )
amibdl a definicié alapjan
I(3n+3) & (-1)"™*p
5, (1) = (3 +3) Z< ) P (W) (2.12)
V! (u+1)

2n+2k J . .
3 P2 s (r k— G+ ) S (2n42k —rj—r j
Pn,k: (U) — 2 : < (_1) ( J ) ( J ) u2n+2k J

(2n+2k+1) (2n — k) (2n + 2k —r)!r!

12



Az els6 hdrom egytitthatora dg (u) =1 és

5, () 2ut — 3ud — 20u® — 18u + 2
u) = — ,
' 24 (u +1)°

B 4u® — 15617 — 695u’ — 696u° + 1092u* + 2916w + 1972u? — T2u + 4
1152 (u + 1)
adodik. Ha az (1.6) Campbell-Froman-Walles-Wojdylo-féle formulat szeretnénk hasz-
o u2-2 W46 n—k41 w24 ()" (n—k4-2)! '
nalni, akkor a B, ; (1W7 — g sl )R ) Bell-polinomokat
kellene kiszamitanunk. Az (A.1) generatorfiiggvény szerint

ntl —1)" !
exp(yzinu ()" (n+ >tn)
n>1

52 (U)

(n + 2)lunt2

Z i B ,'LL2 —2 U3 +6 n—k+1 un—k+2 + (_1)n_k+1 (Tl —k+ 2)' yk m
= ok | 1 ,— S| |t
‘ 6u3 24ut (n — k + 3)lun—k+3 k!

n>0 \ k=0

Ez a generatorfliggvény az

ntl 1" 1)!
exp <y21”u + ()70 + )t”>
n>1

(n + 2)lunt?

y it\ it ¢ y (s . t?
:exp(t—2<log(1+a)—a—2—u2 exp 2 e —1t—1+§

alakban is irhatd. Erre alkalmazhatnank az (A.4) és (A.5) generdtorfiiggvényeket, ami
ebben az esetben mar reményteleniil bonyolult kifejezéseket eredményez. Ha lemon-
dunk az explicit formuldra vonatkozé igénytinkrdl, akkor az (A.3) rekurziét hasznalva
alkalmazhatjuk a Campbell-Froman—Walles—Wojdylo-féle formulat.

3. ésszefoglalés

A dolgozatban a Laplace-tipusi integralok aszimptotikus sorfejtéseinek egytitthatéival
foglalkoztunk. Attekintettiik az irodalomban fellelhets explicit eléallitasokat, majd
egy teljesen 1jat bizonyitottunk. A bizonyitds egy kordbbi eredményt, a Perron-
formulat és a Lagrange-interpolaciét hasznélta. Az 14j eléallitas alkalmazhatdsdgat
két példan szemléltettiik. Az els6 a Gamma-fiiggvény volt, az aszimptotikus sorban
elé6fordulé nevezetes Stirling-egytitthatokra kerestiink explicit formulat. Az 1j eljarassal
kapott képletet 0sszehasonlitottuk egy korabbi eredmény, a Campbell-Froman—Walles—
Wojdylo-féle formula &ltal szolgaltatottal. Azt lattuk, hogy az 1j modszerrel egy-
szerlibb, gyorsabban szamithaté képletet kaptunk a Stirling-egytitthatokra. A masodik
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példank a Bell-szamok voltak. Az Gj moddszeriinkkel ismét fel tudtunk irni expli-
cit eloallitast az aszimptotikus sorfejtés egytitthatdira, a Campbell-Froman—Walles—
Wojdylo-féle formulat hasznalva ez azonban mar reménytelennek bizonyult.

A. Fuggelék

A fliggelék két részbdl all: az elsé a Bell-polinomok, a masodik az r-asszocialt Stirling-
szamok definicidit és alapvetd tulajdonsagait tartalmazza.

A.1. Bell-polinomok
A dolgozatban szerepelnek az tigynevezett Bell-polinomok, definiciéjuk a kovetkezo:

A.1. Definicié. Legyenek n > k > 1 egész szamok. Az n — k + 1 vdltozds B, Bell-
polinomokat a

def k! J1,Jo Jn—k+1
Bn,k (a17a27 . 7(1n7k+1) = E . - ,al ay - Qp_pqq
Ji:J2- In—k+1-

formulaval értelmezziik, ahol az 6sszegzést azokra a ji,jo, ..., Jn_kr1 nemnegativ egé-
szekre végezziik, amelyekre j1+jo+- - -+ jn—gr1 = k és j14+2jo+--+(n —k+ 1) ju_gr1 =
n.

A dolgozatban el6fordulnak olyan osszegek, melyekben 0 indexet tartalmazoé Bell-

polinomok vannak. Legyen By L 6 By o 0 han > 1. A definicié egyszeri
kovetkezménye a kovetkezo. Legyenek

FO) =) ant" és g(t)=> but"
n>1 n>0

formalis hatvanysorok. Ekkor

gyf(t) = Z (Z b Bk (a1, as, . .. ,an_k+1)yk> t".

n>0 \ k=0

Specialis esetként adédnak a

n u Bk (ai,a2,. .., 0, n
exp (yzant ) => (Z e Qk! k“)yk) t", (A1)

n>1 n>0 \ k=0

E n
(1 +vy Z ant"> = Z (Z (Ii) Bk (a1,a9, ..., ap_ki1) yk) t" (A.2)

n>1 n>0 \ k=0
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sorfejtések, ahol ¢ tetszdleges komplex konstans. A Bell-polinomokra fennall a kovet-
kez6 rekurzio:

n
Bn,k (ala ag, ... 7an7k+1) = Z anfjJrlijl,kfl (Cll, ag, ... 7ajfk+1)- (A-3)
j=k

Ez az Osszefliggés kozvetleniil bizonyithat6 az (A.1) generatorfiiggvénybdl. Tovébbi
osszefiiggések talalhatéak Riordan konyvében (8, 189. o.].

A.2. r-asszocialt Stirling-szamok

A Gamma-fliggvény aszimptotikus sorfejtésének egyiitthatéiban eléfordulnak 1- és 2-
asszocialt Stirling-szamok, az altaldnos definicié a kovetkezo:

A.2. Definicié. Legyenek r és k nemnegativ egészek. Az FElsé- és Masodfaji r-asszo-
cidalt Stirling-szamokat a kévetkezd generdtorfigguényekkel értelmezziik:

;'< log (1 ) Z%) = Y sk

=1 n>(r+1)k

def

Ha r = 0, akkor s(n,k) g (n,k) és S(n,k) = So(n, k), az Elsé- és Masodfaji
Stirling-szamok.

A definicié kovetkezményei a

" [n/r+1]
t NN
eXp< ( log (1 —1) Z;)) =2 | 2 sy | (A4)

i=1 n>0 §=0

T ln/r+1] n
exp (y (—Z%)) = X sy (A5)

=0 n>0 7=0

formuldk. A Gamma-fiiggvény esetében a képleteinkben el6forduléd 1- és 2-asszocialt
Stirling-szamokat ki szeretnénk fejezni a klasszikus (0-asszocidlt) Stirling-szamok se-
gitségével. Ismeretes (1asd [4]), hogy

Srln_rjak_j)
=n!
) ”Z I -
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ik —
nk—n'z (n m J)

amibdl specialis esetként adédnak az

S (k) =Y (1) (f‘)sm k- 1)) (A.6)

J=0 J
k ‘ ‘
- S1(n—24,k—7
Sz (n, k) =nly (1) 12(3--'( —2‘).)
= jl(n —25)!
k 1 k—j S 25 — ik —j—1) (A7)
— L 1)/~ n— ]—27. —.]—7/
p= 23]'22_;( ) il(n—2j —1)!

osszefliggések. Az r-asszocialt Stirling-szamokrdl tovabbi azonossagok talalhatdak pél-
ddul Howard cikkében [4].
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