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Kivonat
A dolgozat célkitiizése a
"+ KPu=f [a, b]-n
u(a) = uq, u(b) = up
Dirichlet-peremértékfeladat végeselem diszkretizacidéjanak a posteriori hibabecslése. Ehhez egy
Szoboljev-ortogonalis polinomsorozatot konstrualunk, amelyet egyszerti atalakitasokkal alkalmassa
tesziink a hiba reprezentédldsira. Az algoritmusunk egy el6feldolgozasi 1épésben végzi a polino-
mok el6zetes konstrukcidjat, oly médon, hogy a hibabecslés soran a lehetd legkevesebb szamitést

igényelje. A Szoboljev-ortogondlis polinomok erre a feladatra tortén6 alkalmazasardl nincs tu-
domésunk.

1. Bevezetés

A dolgozatban egy egydimenziés Dirichlet-peremértékfeladat végeselem-diszkretizaciéjanak a posteri-
ori hibabecslésével foglalkozunk. Az elemenkénti hiba hozzdvetéleges, nagysdgrendi meghatdrozasara
nagy sziikség van adaptiv végeselem moddszerek esetén, ezek a moddszerek ugyanis egy hibabecslés
alapjdn irdnyitjdk az elemek felosztdsét/osszevondsat, ill. fokszdmok novelését/csokkentését.

Megvizsgaljuk, mi torténik akkor, ha az elemenkénti hibabecslésnél eltekintiik a derivéaltinformaciok
hasznalatatol, amelyek gyakran, féleg alacsony polinomfok esetén, megbizhatatlanok. Az eljaras se-
besség tekintetében felillmilja az implicit a posteriori Neumann-feladat megoldasat, és biztonyos ese-
tekben pontossdgban is jéval megbizhatébbnak tiinik. A mddszert szdmos tesztfeladaton prébaljuk
ki.

2. Végeselem-diszkretizacié. A posteriori hibabecslés

A dolgozatban elemzett feladat a kovetkez8. Legyen k valds konstans, J := [a,b] intervallum és
f € L2(J) ismert fiiggvény, és vizsgaljuk a
—u" + KPu=f 0
u(a) =u(b) =0

Dirichlet-peremértékfeladat végeselem-diszkretiziciéval kapott megolddsat. A varidcids, mds szdval
gyenge alakot egy v € H}(J) tesztfiigguénnyel valé szorzést kovetd integréldssal kapjuk:

—/Ju”( z)v(x)de + K2 /uvdx—/fvda:
/Ju’() ()dm-i—/i/ dx—/f

a(u,v) w(v)
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Sét, igaz az is, hogy
3w € Hy(J) dgy, hogy a(u,v) = p(v) Yve H(J). (2)

A létezést és az egyértelmiiséget most a Riesz—Fréchet reprezenticios tétel biztositja. A homogén pe-
remfeltétel nem csorbitja az altaldnossagot, egy alkalmas up, un. Dirichlet-lift fiiggvénnyel inhomogén
Dirichlet-peremfeltételeket lehet biztositani, a jobboldal alkalmas mddositasa mellett. Pontosabban,
legyen up(a) = u4, up(b) = up, w € HE(J), és legyen u = up + w. Ekkor a varidciés egyen-
let a(w,v) = ¢(v) — a(up,v) lesz, és belathatd, hogy az igy kapott u megoldds nem fligg az up
valasztdasatol. Végeselem-diszkretizdcio alatt a jol ismert Ritz—Galerkin approximaciét értjiik: legyen
Xj, < Hi(J) véges dimenziés altér, és keressiink olyan

up, € X, fuggvényt, amelyre a(up,v) = p(v) (Vv € Xp). (3)
A (2) és (3) egyenletekbdl kapjuk az
alu —up,v) =0 (Vv e Xy) (4)

Galerkin-ortogonalitasi tulajdonsdgot, amely azt fejezi ki, hogy a diszkretizacid ej, := u — u, hibdja
a-ortogonalis az X} térre.

2.1. Implicit a posteriori hibabecslés
Egy implicit a posteriori séma [1] az e, hibdra vonatkozd,
—ep + K2ep, :f
—e}y(a) = Dy (5)
en(b) = D2

Neumann-peremértékfeladatot oldja meg, ahol f = f + uy — K?up. Az (5) hibaegyenlete [a, b] minden
részintervallumadn is teljesiil, ezért felirhatjuk egy Iy = [z, xk+1] elemre is. A feladat varidciés alakja
v € HY(I},) tesztfiiggvény esetén

@ + [ @ [ e de= [ e (6)
aen) = B(0) — e (@ )o(i) + ch(zula). ™

Ennek a feladatnak a végeselem-diszkretizacidéval kapott megoldasat epp-val jeloljiik. Az ilyen jellegii
hibabecslési eljardsok jelentosége abban all, hogy az elemeket egymaéstol fiiggetlentl dolgozzak fol,
ezért jol parhuzamosithatoak a kapott algoritmusok.

A —é) (xp41) és e}, (rr) mennyiségek meghizhaté meghatarozasa az (5) megoldédsa szempontjabdl
roppant fontos. A derivaltak kozelitésére talan a legegyszer(ibb lehetdség az un. face-, vagy simple
averaging, amely 1-dimenziéban

uplp, |+ upl
—U’(xk)%w&"k)» és (8)

u/h|1 + UMI
W) T e ) )

2.1.1. Buborékfiiggvények

Mi itt egy masik utat kovetiink, a derivaltak kozelitésérdl ugyanis teljes egészében lemondunk. Olyan
v tesztfiiggvényekkel végezziik ugyanis a diszkretizdciét, amelyek az elem hatéran eltiinnek (buborék-
fiiggvények). A médszertél nem varjuk el, hogy az e, hibdt érdemben kozelitse — pusztdn annyit, hogy
a kapott fuggvény jelezze, hogy egy adott elemen nagysagrendileg mennyi a hiba.

Olyan buborékfiiggvényeket is konstrualunk, amelyek a-ortogonalisak az X} térre, majd ezeket a
fliggvényeket, mint bazist alkalmazzuk az ep; szamitott hiba elemenkénti diszkretizacidéjanal. Egy u



buborékfiiggvényt gy teszlink az X térre mer6legessé, hogy az a(up,v) = p(v) (v € X}) feladatot
megoldjuk, ahol ¢(v) = [(—u” + k*u)v, igy a a (4) Galerkin-ortogonalitést felhasznélva kapjuk, hogy
(u — up) a kivant tulajdonsagi buborékfiiggvény.

A médszer dltaldnositdsaként egy nagyobb intervallumon készitunk buborékfiiggvényeket (ezt ne-
vezzik spread buborékoknak), amelyek mondjuk 3, 5, stb. elemet fednek le, és az ep;, megoldast a
kozépsé intervallumra vald lesziikitésként értelmezziik.

Milyen B,, buborékfiiggvény-sorozatbdl induljunk ki? Ha most az egyszeriiség kedvéért [—1,1]-et
tekintjiik, akkor legyen

By (x) = (1 — 2®¥)2", (10)
ahol o € N. Ezekhez tehdt elkészitjiikk a fent emlitett médon a B! diszkretizdltakat, és kapjuk a
En := B,, — B! fiiggvényeket.

Mi azonban kisérleteztiink olyan a-ortogonalis polinomsorozatokkal, amelyekrol reméltiik, hogy
szebb tulajdonsdgokkal rendelkeznek. Természetes kivdnalom, hogy az a posteriori Dirichlet-feladat
métrixa diagondlis legyen, més széval a(By, By,) = 0, ha n # m. E célkit{izés irdnydban haladunk
tovabb a kovetkezokben.

3. Klasszikus ortogonalis polinomok

Az itt k6zolt tdrgyaldsmadd [5] munkét koveti. Tovabbi forrdsként megjeldljiik a teriilet alapjait képezd
[9] és [2] miiveket. .

Jeloljiikk P-vel a valds egytitthatds egyvaltozds polinomok linedris terét, és legyen P C P az egy
féegyiitthatds polinomok részhalmaza. Legyen p egy pozitiv mérték R-en, amelyrdl tegyiik fel, hogy
minden k € N esetén az

i) = [t a

momentumok végesek, valamint hogy az

(u,v), ::/Ruvd,u (11)

definiciéval megadott bilinedris forma egy (u-)belsé szorzat P-n, azaz tegyiik még fel, hogy (-, -),
pozitiv definit P-n. (Ha nem tiintetjiik fel a u mértéket, akkor a Lebesgue-mérték szerint integralunk.
Azt mondjuk, hogy (p,, : n € N) C P egy u-ortogondlis polinomsorozat, amennyiben

( ) =0, hak#/
PRPORY S0 hak =10

illetve (pn, : n € N) C P p-ortonormdlt polinomsorozat, ha (pi,pe), = Oke, ahol oy a Kronecker-
szimb6lum. A generdlé mérték azonositdsdra a p-ortogondlis polinomsorozatot py(-;u)-vel jelolink.
A 1étezést és az egyértelmiiséget a Gram-Schmidt algoritmus biztositja.

Két esetet kiilonboztetnek meg. Ha a p abszolut folytonos a A Lebesgue-mértékre nézve, akkor a
Radon—Nikodym tétel miatt létezik egy, a u-t generalé w > 0 A-integralhaté sulyfigguény, tehat ekkor

(u,v), = / u(z)v(z) w(z)dA(x).
R
A misodik esetben a mérték egy N pontra koncentrédlt diszkrét mérték. Egy ilyen py mérték

§ wkwIk

1<k<N

alakban 4ll el6, ahol az wy-k pozitiv szamok, zy, € [—1,1] és

1, h A
wa(A): s aae€ A,
0, haag A



a Dirac-mérték. Ilyenkor tehat a ppy-belsd szorzatunk egy

(u, V) upy = Z u(xg)v(xg)wg, (12)

1<k<N

véges Osszeg. Miel6tt ratérnénk az ortogondlis polinomok numerikus megvaldsitdsianak kérdéseire,
idézziink fel egy kozismert elméleti eredményt.

(3.1) Tétel. A p,(-) :=pn(-;p) sorozatra fenndl a kévetkezd hdaromtagi rekurzid.
p-1(z) =0, po(z)=1
Prt1(2) = (& = an(1))pn (@) + Bn(@)pn-1(z) (0 > 0),

ahol
an( )_ (-rpnvpn)p’ ﬂn(/i) _ (pn;pn)u

B (pnapn)p (pn—lapn—l)u

Hasonléan, ha p, p-ortonormdlt polinomsorozat, akkor

p-1(z) =0, po(z) = 1/v/Bo(n) (14)
Brr1 ()Pt () = (& — an(p)pn () + /Bu()Pn-1(x) (0 > 0). (15)

, €s legyen Bo(p) = (po,Po)u- (13)

3.1. Gauss-kvadratiiraszabalyok

A kovetkezbkben egy eljardst mutatunk be Gauss-féle kvadratiraszabalyok konstruéldsara [6]. El&szor
is tegyiik fel, hogy valamely n indexig rendelkeziink az oy és Bi rekurzids egytitthatékkal. Ha a (15)
egyenleteket

o (@) = /Bebr—1(x) + bk (@) + /Bep1brar(z) (k> 0) (16)

alakra hozzuk, és bevezetjiik a

o VB po(z)
VB a1 VB2 p1(z)
VB2 ar /B3 pa2(z)

V ﬂn—l Op—1 Bn—Z §n72(x)
\/ﬁin Qn 571—1(33)

jeloléseket, akkor azonnal ldthaté médon az n + 1 darab (16) alakd egyenletet egy

xf)($> = Jnﬁ(x) + 5npn($>en (17)

vektoregyenletként frhatjuk, ahol (e,); = 0,;. Ez az egyenlet mutatja, hogy a J,, in. Jacobi-mdtriz n
kiilonb6z6 f,(c") valés sajétértéke éppen a p,(z) polinom gydkeivel egyezik meg, és az 5,(€n)-hez tartozo

sajatvektor éppen p(§ ]in)) (amely sosem a nullvektor (14) miatt). Ez a megfogalmazds a p-hoz tartozd
Gauss-féle kvadraturaformula hatékony kiszamitasat teszi lehetové. A

Ty =&y lyell =1 (18)
sajatértékprobléméabol rovid szdmoldssal kapjuk (ldsd [5], 135. oldal), hogy a Gauss-kvadratira
csomépontjai x& = f,gn) és stilyai w§ = Boy?,. Osszefoglalva, az (ag), (Bk) rekurzids egyiitthatokbol,
amelyek gyakran explicite rendelkezésre allnak, egy tridiagondlis, szimmetrikus sajatérték-sajatvektor
probléma megolddsaval eljutunk az (z¢), (w{) Gauss-kvadratiraszabélyhoz.

3.2. Gautschi-Stieltjes algoritmus

Legyen adott egy uy diszkrét mérték, amelyet az x € [—1,1] csomépontokkal és wy, > 0 silyokkal
adunk meg minden 1 < k < N-re. A most ismertetésre keriild Gautschi-Stieltjes algoritmus diszkrét
mértékhez tartozd ortogondlis polinomsorozat elsé n rekurzids egyiitthatéjat hatarozza meg. Mivel



po = 1, ag és By meghatdrozhaté (13) alapjan. Az m-edik 1épéshez tegyiik fel, hogy a p,,—1(xg) és
Pm () helyettesitési értékek (1 < k < N), valamint az ag, a1, ...,y és Bo, b1, ..., Bm egylitthaték
rendelkezésiinkre dllnak. A kovetkez8, i1 (in) €8 Bmt1(un) egyiitthatdkhoz (13) szerint sziikséges
a Pm+1(zr) szdmok ismerete elvégre

Zl<k<N kP 1 (Th)Pmo1 (Tx)wy és B (un) = Zl<k<Npm+1( k)Pt 1 (k) Wy
) 1 N
Z1§k§1\/ P41 (T ) Prm1 (T Wy " Zlgngpm( k)P (Tr) Wk

Am+1 (MN)

viszont ezeket rogton kiszamithatjuk a rekurzidobdl:

Pmt1(7x) = (T — m)pm (k) + BmPm-1(zr) (1 <k < N).

4. Szoboljev-ortogonalis polinomok

A Szoboljev-ortogonélis polinomok teriilete viszonylag dj. A [8] munka egy kozérthetd torténeti
attekintés a szakteriilet fejlédésérol. Itt csak olyan Szoboljev-bels6 szorzatokkal foglalkozunk, ame-
lyekben csak az els6 derivéltak szerepelnek, de a Gautschi—Stieltjes algoritmus Szoboljev-esetre torténd
altalanositdsa nem csak elsérendig miikodik.
Legyen g, és p1 két abszolit folytonos, [—1,1] tartéjd mérték, mint az eléz8 szakaszban. Defi-
nialjuk az
(u, U)Mo,m = (u, ’U)Mo + (u/, vl)ul (u,v €P)

Szoboljev-belsd szorzatot P-n. Sajnos a legfontosabb eredmény, a klasszikus haromtagu rekurzié nem
vihet6 4t a Szoboljev-esetre, mivel az a belsd szorzat (zu,v) = (u, zv) eltoldsi tulajdonsdgén mulik. A
most bevezetett (u,v),, , szemldtomdst nem rendelkezik ezzel. Természetesen rekurzié tovébbra is
van, még ha altalanosabb is, ugyanis igaz a

(4.1) Tétel. Legyen pp(-) = pn( o, p1) a (po, p1)-Szoboljev-ortogondlis polinomsorozat. FEkkor a
kovetkezd, dltaldnos rekurzié érvényes:

pn—i—l( )—xpn Z 6nkpn k (19)

0<k<n

ahol
(-Tpnv pnfk)p«o SH1

(pn—kvpn—k)p,o,pl '
A Gautschi-Stieltjes algoritmus a Szoboljev-esetben hasonléan miikédik, mint a klasszikus esetben.

Most viszont a p], | helyettesitési értékekre is sziikség van, amit a (19) egyenlet derivélasaval kapunk.
Az algoritmus tehét, a

Bk (to, p1) = (20)

Pt (z) = zepn (@)= Y Bukpn—o(zr)

0<4<n (21)

Prt1(@k) = pul@k) + zipy, (T) — Z BrkPrn—e(Tk)
0<t<n

és a (20) egyenletek kozott alterndl.

5. Buborékpolinomok

Tegyiik fel, hogy {W,} egy ortogonalis polinomsorozat a [—1,1]-en a b(u,v) = (u,v),,,,, Szoboljev-
belsd szorzatra nézve, ahol

w(z) =1— 2%, duo = (K*w? —w"w)d\, é duy = w?d), (22)

tovabba o € N.
, 1
(5.1) Allitas. A C), := ||wW, |~ 2wW,, buborékpolinom-sorozat a-ortogondlis [—1,1]-en



Bizonyitds. A normalizacié késébbi célokat szolgdl, nyilvan az ortogonalitds szempontjabdl lényegtelen,
ezért most el is hagyjuk. A b-ortogonalitasbdl kapjuk a

0= W, W) + Wy, Wi )y = HQ(an,me) — (W' Wy, wWy,) + (W, wWy,).
reldciét. Ezt utébbit felhaszndlva, valamint parcidlis integraldssal (amely hatdrtagja elttinik), kapjuk

a(Ch, Cp) = a(wW,, wW,,)
= K2 (W, wWp,) + (W), (wW,,)")
2(wW, wWy) + (W' W, w' W) + (0 W, wW! ) + (wW,,w' W) + (wW, wW,)
W W, W' W) + (W' Wy, wW,) + (W' W, wW ) + (W) w' W)
w'? + w'w, W, Wy, + (w'w, W, W, + W, W,,)
(w'w), Wy W) + (w'w, (W, W,,)")
(w'w) , W, Wy,) — (w'w)', W, Wy,)

N

—~

—~

I
S~

Megjegyezzik, hogy ugyan a C,, polinomok nem &rzik meg a-ortogonalitdsukat més hosszisagi
tartéintervallumra torténd attéréskor, feltehetjiik, hogy egy adaptiv szimulaciéban gy valasztjuk meg
az intervallumokat, hogy lehetéleg sok egyforma hosszusagu legyen. Ez a helyzet példaul az interval-
lumfelezés esetén.

6. A posteriori hibabecslés buborékfiiggvényekkel

Tegyiik fel, hogy a szébanforgd végeselem-tér p-edfoku. Elérjiikk, hogy a hiba elemenkénti diszkre-
tizdcidjdra alkalmas legyen a {C,} polinomsorozat, abban az értelemben, hogy a-ortogondlis legyen
Xp-ra. Tegyiik fel, hogy az a posteriori hibabceslést az I, C [a,b] elemen szadmitjuk, és szémitsuk
ki a {C,} sorozatot egy |Ix| hosszt intervallumon. Minden C,, esetén keressiink olyan C? € X,
végeselem-diszkretizaciéval kapott megoldést, hogy

ar, (C,v) = ¢n(v) (Yo € Xp), (23)
ahol ¢, (v) := /I (—=Cl(z) + K2Cp())v(x) d. (24)

(Itt ar, (-, -) jeloli a(-, -) Iy tartdju verzigjat.) A feladatot gy hatdroztuk meg, hogy C, egzakt
megoldasa legyen. Ekkor a (4) Galerkin-ortogonalitds miatt a én := (,, — C" szakaszonként polinom
buborékfiiggvényekre R

ar, (Cp,v) =0 (Yo € Xp). (25)

Természetesen, ha C,, € X valamely n < K indexekre, akkor C, = 0, azonban az «a := [p/2]
véalasztdssal el tudjuk érni, hogy a sorozat elején ne legyenek nulldk. A {C,,} figgvények nem alkotnak
ar,-ortogondlis rendszert. El6szor is megjegyezziik, hogy valéjaban

a(Cy, Cr) = a(C, C¢) — a(Cy, CF) — a(C, Cy) + a(CP, CF) (26)
= —¢i(C}) — alCk, Cr) + 9i(CY) (27)
= —a(C}, Cy) (28)
= —a(C}, C}) (29)

(az I, feltlintetését az egyszeriiség kedvéért elhagyjuk). Ezek a mennyiség azonban mdr rendelkezésiink-
re dllnak: frjuk fel a C! diszkretizdltakat a végeselem bazisban: C = Y, vk ¢ Ekkor

a(CR,CP) = Yrivej aldn, b0, (30)
i,

az a(¢y, ¢¢) mennyiségek viszont ismertek a {C"'} végeselem-diszkretizdciéja sordn (az dn. lokélis
métrix elemei).



Ezek utdn alkalmazzuk a Gram—Schmidt ortogonalizacids algoritmust a {én} sorozatra, hogy meg-
kapjuk az a-ortogondlis {D,,} sorozatot. A kapott sorozat minden tagja megdrzi a (25) ortogonalitdsi
tulajdonsagot, elvégre a Gram—Schmidt algoritmus a é'n—ok linearis kombinacidiként fejezi ki az orto-
gonalizalt D,,-eket. Osszefoglalva, a {D,}-t mint bazist alkalmazva az elemenkénti a posteriori séma
bazisfiiggvényeiként diagonalis egyenletrendszert kapunk.

7. Eredmények

7.1. Buborékpolinomok generalasa

Mivel a (22) mértékek roppant egyszertiek, a Stieltjes—Gautschi valamint a Csebisev-Gautschi algorit-
mus (nem részleteztiik, mivel konceptudlisan jéval bonyolultabb, mint a Stieltjes—Gautschi) kit{inéen
miikodnek (egyébként is igen stabilak, 14sd [5]), és gy gyakorlatilag gépi pontossdggal a-ortogonalisak
lesznek a kapott polinomok. A hiba mérészama o := max;»; |G,;| ahol G;; = a(C;,C;) a Gram-
matrix. A paraméterek kiillonbozo értékere az 1. Tablazat rogziti a test/bubble.py program kime-
netét. A futds e = 10e-20 mellett tortént, de mivel ezt tetszilegesen megvalaszthatd a sebesség jelentés
csokkenése nélkiil, o a kivant nagysdgura csokkenthetd. A példdban maxo = 1.65234e-15, tehat 64-
bites lebeg6pontos szamabrazolas esetén a kapott polinomok mind haszndlhatéak. A Gauss—Legendre
kvadratiraszabalyok szamitasat magasabb pontossagon végezziik el, amely hasznosnak bizonyult més
szamolasoknadl is, ezzel ugyanis kizarhatjuk a kvadratiraszabaly hibajat, és hagyatkozhatunk a garantalt
egzaktsigra.

7.2. A posteriori hibabecslés

A numerikus kisérletezéshez a kovetkezd tesztfeladatokat hasznéltuk. A feladatok egytél egyig [—1, 1]-
en értenddek, és egyenletes racson, Lagrange—Csebisev bazisfiiggvények hasznalataval végezzik a
végeselem diszkretizaciot.

e spike: u(z) = (1 —2?)%, s = 100.

N

e arctan: u(z) = £ arctan(sz), s = 100.

e expspike: u(z) = e=*/e* 4 =0.01.

e loggap: u(z) =log(l+ =+ s), s =0.00001.

e sinc: u(x) = sin(drz)/(drx), d = 20.

Az alédbbi hibabecslési sémakat hasonlitjuk Gssze.

e neufa: (NFA) Az (5) Neumann-feladat megoldédsa elemenként, face averaging-gel.

e bubortho: (B) A 6. szakaszban leirt séma éltal konstrudlt D,,-ek hasznalata. A buborékfiiggvények
generalasat eléfeldolgozasi 1épésnek tekintjiik.

e bubspread: (BS) Spread buborékfiiggvények.
e buba (BA) Az a-ortogonalis {C),} sorozat, ahogyan az 5. szakaszban definidltuk.

Minden futds sordn meghatdrozzuk az elemenkénti e;, egzakt hiba, ill. a ey szémitott hiba H'-
normajanak p Pearson korrelacids egytitthatéjat. Ha nem csak polinomok szerepeltek egy integrandus-
ban, akkor azt az integralt nagy pontossiggal, az MPMath konyvtar quad adaptiv kvadratirarutinjaval
kozelitettiik. Ez az eljaras igen koltséges, de szerettiik volna minimalizalni a jobb oldalak hib&jat.

A tablazatokban nel, ill. p jeldli az elemzett végeselem szimuldci6 elem-, ill. fokszdmédt, nel;ap
ill. piap pedig az elemenkénti implicit a posteriori séma elem-, ill. fokszamat. Megjegyezziik, a buba
sémaban nincs értelme a nelj,, szdmnak.

A futéasi eredményekbol latszik, ahogyan az varhatoé volt, mddszeriink sebességbeli folénye. A
kiilonbség sokkal latvanyosabb lenne kevésbé pontos kvadratira alkalmazasaval, a jobb oldalak kvad-
raturdjanak koltsége ugyanis nagysigrendekkel nagyobb az elemenkénti egyenletrendszer megoldésanak
koltségénél (LU a neufa esetben).



A spread buborékfiiggvényeket nem talaljuk hasznosnak. Meglepé viszont, hogy az egyszerii buba
séma mennyire jol teljesitett a sinc feladatban els6foku elemeken. Taldn még ennél is meggy6z6bb
eredményeket latunk az expspike esetben. Az elemszam névelésével valtakozva szélsGséges értékeket
felvevo korreldci6 azzal magyardzhato, hogy a fliggvény érdekes része egyszer éppen elemhatéron van,
maskor elem belsejében.

Osszefoglalva, az itt bemutatott j, implicit a posteriori sémak hasznalhaténak tiinnek a gyakor-
latban, f6képp egy durva kozelités finomitdsanak iranyitasara. A modszert érdemes lenne kiprébalni
magasabb dimenzidban is, ott azonban a Szoboljev-ortogondlis polinomok elmélete nem ilyen kiter-
jedt, az instabil Gram—Schmidt algoritmusra kellene hagyatkoznunk mindvégig. JovGbeni munkaként
megvizsgalnank, hogyan lehet szimplexre kiterjeszteni az eljarést, illetve egy nagyobb 1élegzetvételi
munka keretében Osszehasonlitanank a magasabb dimenziéban hasznalatos szamos egyéb implicit a
posteriori sémaval.

A. Implementacios részletek

A dolgozat numerikus szadmoldsait az altalunk készitett STIELTJES [3] konyvtdrral végeztiink. Ugyan
ennek eredeti célkitiizése az OPQ [4] atportoldsa volt Pythonba az MPMath [7] konyvtér hasznélatdval,
végiil a dolgozat miatt végeselem kod is keriilt bele. Azért esett a Python programozési nyelvre a
valasztasunk, mert

e szabad és ingyenes (A MATLAB zart és dréga.),
e a sebesség nem volt elsédleges szempont, és
e tartalmaz funkcionalis programozast lehetévé tevo elemeket.

Megjegyeznénk még, hogy a Gauss-kvadratiraszabélyok konstrudldsdhoz sziikséges (18) sajatérték-
sajatvektor feladatot az MPMath konyvtar hasznédlatdval implementalt TQL2 tridiagonalis QL algorit-
mussal oldjuk meg, amely igen jol teljesitett a gyakorlatban. A STIELTJES konyvtarat a jovEben
kvadraturaszabalyok (tabldzatok) készitésére fogjuk felhaszndlni.
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n o« h K2 o Atgp[ms]  Atyy[ms]
5 1 2.0 1.0 1.28e-20 65.882 314.093
5 1 2.0 100.0 9.497e-20 68.685 311.823
5 1 2.0 1000.0 8.58e-19 68.192 312.679
5 1 0.0001 1.0 1.109e-20 68.188 317.278
5 1 0.0001 100.0 5.712e-21 68.204 316.843
5 1 0.0001 1000.0 6.195e-21 68.527  317.454
5 1 1000.0 1.0 3.268e-20 68.521 317.377
5 1 1000.0 100.0 2.436e-18 68.723 314.625
5 1 1000.0 1000.0 1.581e-17 68.498 315.182
5 b 2.0 1.0 1.948e-20 451.743  1126.587
5 5 2.0 100.0 1.183e-19 457.244  1139.782
5 5 2.0 1000.0 3.728e-19 449.310 1135.421
5 o5 0.0001 1.0 1.956e-20 454.748  1137.779
5 o5 0.0001 100.0 1.463e-20 448.226  1126.820
5 5 0.0001 1000.0 1.599e-20 449.707  1125.939
5 5 1000.0 1.0 1.269e-20 448.585 1118.163
5 5 1000.0 100.0 2.5e-18 448.816  1122.980
5 5 1000.0 1000.0 2.482e-17 447.580 1121.513
10 1 2.0 1.0  8.906e-19 250.059  1836.377
10 1 2.0 100.0 2.144e-18 257.727  1856.361
10 1 2.0 1000.0 5.977e-18 251.303 1851.208
10 1 0.0001 1.0 1.541e-18 252.158  1852.699
10 1 0.0001 100.0 1.752e-18 250.898  1853.427
10 1 0.0001 1000.0 1.722e-18 250.439  1847.266
10 1 1000.0 1.0 1.067e-17 249.570  1851.518
10 1 1000.0 100.0 8.663e-16 249.401 1846.924
10 1 1000.0 1000.0  9.109e-16 252.546  1855.682
10 5 2.0 1.0 3.205e-18  1056.780 3723.651
10 5 2.0 100.0 5.948e-19 1045.136  3707.927
10 5 2.0 1000.0 2.21e-17 1044.544  3705.260
10 5 0.0001 1.0 2.163e-18 1046.793  3723.185
10 5 0.0001 100.0 4.756e-18 1054.292  3749.479
10 5 0.0001 1000.0 4.117e-18  1051.506 3731.619
10 5 1000.0 1.0 7.993e-19 1045.002  3723.667
10 5 1000.0 100.0 1.126e-15 1050.459  3734.250
10 5 1000.0 1000.0 1.652e-15 1047.306  3726.441

1. tablazat. Buborékpolinomok elézetes generaldsa

n a kivant sorozat hossza, h a tartéintervallum hossza, Atgr a Gauss—Legendre kvadratira
szamitasdhoz sziikséges id6, Aty a polinomsorozat teljes konstrukciéjanak ideje.



0T

nel p mneliap Piap PNFA PB PBS Atyrpals]  Atpls]
10 1 3 3 0.740056869027389 0.99997360469136 0.941018593791673 4.482407 3.829430
11 1 3 3 0.997910261911162 0.983672501596363 0.0623835036501989  4.879612 3.966354
12 1 3 3 0.73500792307294 0.999367949630189  0.999759700288196 5.282808 4.450260
13 1 3 3 0.999147397328257 0.988978584190102 0.363861471653826 5.728061 4.652442
14 1 3 3 0.846613378220443 0.999430013690657 0.996485453112166 6.233677 4.926311
15 1 3 3 0.993784724935385 0.999245961045697 0.727715432025572 6.613073 5.338451
16 1 3 3 0.956641852960646 0.953367616771641 0.921918625607888 7.037185 5.452687
17 1 3 3 0.989287507526168 0.96338653967654 0.887191719068677 7.475860 5.869489
18 1 3 3 0.995243933448939 0.874623746339171 0.853776019181611 7.907229 6.290592
19 1 3 3 0.988315524913466 0.886451179081319 0.932491808226481 8.378198 6.506968
20 1 3 3 0.999295280078221 0.869987435308347 0.831043911357294 8.854023 6.979799
21 1 3 3 0.990234722671929 0.788848970994433 0.946515001014596 8.998793 7.206057
22 1 3 3 0.994923958427815 0.916649622969721 0.81719527661233 9.579672 7.387838
23 1 3 3 0.99350467719114 0.679995139339759 0.955481846648234 10.093871  7.786271
24 1 3 3 0.990618181771164 0.967594010018747 0.798819560041093 10.249937 8.330619
25 1 3 3 0.996655503534313 0.569960911159205 0.967819198781861 10.732325 8.373582
26 1 3 3 0.988984562362037 0.997145987807933  0.774894615510325 11.015655 8.613197
27 1 3 3 0.998738705018501 0.47431433125157 0.983477725425153 11.426147 8.956618
28 1 3 3 0.990161223091027 0.993115725494231  0.75247234774496 11.893656 9.427492
29 1 3 3 0.999552055466139 0.405820365590897 0.996348291564997 12.135728 9.793876

2. tablazat. spike



1T

nel p mnelinp, Piap PNFA PB PBA Atnpals] Atpls] Atpals)
10 1 3 3 0.740056869027389 0.99997360469136 0.999405375299959 4.573348 3.844259 1.527215
11 1 3 3 0.997910261911162 0.983672501596363 0.999766418892122  4.931343 4.046857 1.583349
12 1 3 3 0.73500792307294 0.999367949630189 -0.11541493863061 5.311735 4.509126 1.776306
13 1 3 3 0.999147397328257 0.988978584190102 0.999932206342981 5.718867 4.725988 1.924528
14 1 3 3 0.846613378220443 0.999430013690657 0.687312289551051 6.281279 4.964453 2.021785
15 1 3 3 0.993784724935385 0.999245961045697  0.99999898819383 6.597266 5.411384 2.067964
16 1 3 3 0.956641852960646 0.953367616771641 0.912820658449491 7.079667 5.582581 2.163615
17 1 3 3 0.989287507526168 0.96338653967654 0.999888433868127  7.552652 5.862420 2.462704
18 1 3 3 0.995243933448939 0.874623746339171 0.975318700962868  7.933894 6.259183 2.463846
19 1 3 3 0.988315524913466 0.886451179081319 0.999651454817112  8.376172 6.569347 2.702829
10 2 3 3 0.999828220809411 0.999951231718022 0.99901424771363 4.708701 3.931558 1.695495
11 2 3 3 0.899381483720862 0.987243777759314  0.965733799832116  5.433834 4.293853 1.592952
12 2 3 3 0.992864159532428 0.999986639207655 -0.125377433010325 5.466653 4.716213 1.799456
13 2 3 3 0.918435669838918 0.993676986087054 0.990127384200114 5.907760 5.797825 1.944317
14 2 3 3 0.928796829201655 0.999593861968101  0.563905242803797 6.574603 5.458650 2.546317
15 2 3 3 0.988746469193321 0.952411811525744 0.999327915217573 7.236681 5.725555 2.258232
16 2 3 3 0.767749395386788 0.999839079440428 0.709541103959017  7.252016 5.938102 2.149162
17 2 3 3 0.928735440278695 0.975607784677735 0.877682192863777  7.622235 6.410594 2.433427
18 2 3 3 0.641976002456368 0.997228078977519  0.752214950997688  8.148832 6.608944 2.459679
19 2 3 3 0.878736462644152 0.677288782806064 0.398093605573251 8.572388 7.096743 2.792926
10 3 3 5 0.999959006236667 0.999997965820695  0.985946220491684 10.200977 10.444127 3.629214
11 3 3 5 0.999767927500629 0.99134830158738 0.973098425404847  11.037049 10.853459 3.719124
12 3 3 5 0.999597514980783 0.999678023972136  0.100952991053782 11.785315 11.852694 4.177313
13 3 3 5 0.997935243639617 0.99858411433218 0.977724083042732 12.942684 12.779158 4.535645
14 3 3 5 0.995982321643818 0.999999552593143 0.656229345853804 13.896182 13.596682 4.849508
15 3 3 5 0.993931528111408 0.983315497744631 0.999208839581995 14.804682 14.729150 5.121746
16 3 3 5  0.992875649766251 0.976506941623837 0.747830921701927  15.795796 15.186404 5.270439
17 3 3 5 0.994721287997159 0.986644420765013  0.984916918944995 16.571080 16.187655 5.736397
18 3 3 5 0.0204183744186536 0.958517456850399 0.789433296895304 17.411104 18.157816 6.209915
19 3 3 5 0.995604800761115 0.999467234865753 0.945620298210914 18.447403 18.190247 6.417491

3. tablazat. spike II.



4!

nel p mnelis, Piap PNFA PB PBA Atyrals]  Atpls] Atpals]
10 2 2 10 0.999828257819794  0.998511915471858  0.99901424771363  31.602440 16.354077 8.769208
11 2 2 10 0.899360757084176 0.895453714073379 0.965733799832116  34.008321 17.326503 8.388124
12 2 2 10 0.992896343299091 0.999571722725369 -0.125377433010316  36.656347 18.886744 9.455691
13 2 2 10 0.918363365322943 0.860703499083825 0.990127384200114  39.727433 20.617673  9.989293
14 2 2 10 0.929082370154159  0.901736822344774  0.563905242803797  43.444529  22.093949  10.824657
15 2 2 10 0.988662403165526  -0.0899865910514703  0.999327915217573  45.559496  23.829204  11.080005
16 2 2 10 0.766761337028516 -0.126796588213028  0.709541103959001  48.034905 24.162777 11.674182
17 2 2 10 0.91195003247879 -0.119440264718764  0.877682192863777  52.076510 27.108190 12.534478
18 2 2 10 0.530779607213379 -0.132244304955548  0.752214950997687  54.496031 29.786033 13.487875
19 2 2 10 0.165817158634425  -0.116698621011921  0.398093605573255  57.536323  30.308004  13.908708
10 2 3 10 0.993145072575554 0.999952045158662 0.99901424771363 41.649502 23.436045 8.076322
11 2 3 10 0.88390016823797 0.986992779330039 0.965733799832116  44.840310 24.725504  8.445197
12 2 3 10 0.0459061410587986  0.982823191394101 -0.125377433010316  47.605595  27.324246  9.502288
13 2 3 10 0.323464157354719  0.0929707147890167  0.990127384200114  54.378157 31.181528  10.452821
14 2 3 10 -0.116011679969334  -0.0828204426837049  0.563905242803797  55.823398  33.894373  11.266001
15 2 3 10 -0.0845248735089109 -0.11384042528225 0.999327915217573  63.062069 36.400443 12.312785
16 2 3 10 -0.184830799009248  -0.139712763311495  0.709541103959001  65.079518 38.363503 11.730193
17 2 3 10 -0.15272017525464 -0.170060996671492  0.877682192863777  75.421316 43.383189 13.581723
18 2 3 10 -0.171636376310059  -0.112350593996632  0.752214950997687  76.867210 44.303554  13.709332
19 2 3 10 -0.182770457066877  -0.115222523382096  0.398093605573255  77.852892  45.489014  13.962179

4. tablazat. spike III.



3!

nel p mnelis, Piap PNFA PB PBA Atyrals]  Atpls] Atpals]
10 1 3 3 0.257159922396749  0.99995615032036  0.998924131458155 3.990102  3.714529  1.235322
11 1 3 3 0.334093391085674  0.99996126093413  0.99885595818808  4.394939  4.045099 1.321184
12 1 3 3 0.395936165735024  0.99996639510223  0.998801582274155 4.749331 4.544956 1.492544
13 1 3 3 0.446810872092429 0.999970730335891  0.998757557339158  5.199327  4.826627 1.590384
14 1 3 3 0.489460477104748  0.999974141891912  0.998721428232683  5.534349  5.171199  1.713000
15 1 3 3 0.525776349128874  0.99998337596154  0.998691417861418 5.911191  5.584494  1.857269
16 1 3 3 0.557104592374258 0.999981995442004 0.998666218775568 6.388413  5.889719 1.909310
17 1 3 3 0.584429968113578  0.999985737221806 0.998644854070908  7.204093  6.934369  2.632958
18 1 3 3 0.608490255169613  0.99999276949891 0.998626582869244  8.243253  6.636884  2.214539
19 1 3 3 0.629849725683195  0.999045297104541  0.998610834824011  7.497375  7.006012  2.321405
10 1 3 5 0.257159821384259 0.999992008192058  0.99892413145801 12.234650 7.115882  2.620083
11 1 3 5 0.334093860216659 0.755387164953789  0.998855958188101 13.547830 7.805776  2.835846
12 1 3 5 0.395936235148368 0.636447794087899 0.998801582273924 14.620395 8.576159  3.154681
13 1 3 5 0.446809872296593  0.859125146849447  0.998757557338819  15.923838  9.311974  3.414959
14 1 3 5 0.48946098421065  0.635646831312038  0.998721428232893 17.135160 10.012264  3.725730
15 1 3 5 0.525776745612047 0.913940295822123 0.998691417861091 18.460254 10.767434  3.922517
16 1 3 5 0.557104142859783 0.407816535370883 0.998666218775321 19.648356 11.297129  3.996405
17 1 3 5 0.584428748541634 0.874303243922254  0.998644854070853 20.806469 12.082850 4.430014
18 1 3 5 0.60849054263382  0.771600956995953  0.99862658286866 ~ 22.088164 13.040832  4.700790
19 1 3 5 0.629857626602782  0.668146659096587  0.998610834823403  23.276347 13.907040  5.004061

5. tablazat. expspike I.



4!

nel p mnelis, Piap PNFA PB PBA Atnpals] Atpls] Atpals]
10 1 2 3 0.999999999999599  0.999999999999587  0.999999999384565 3.271230 2.525132  1.669741
11 1 2 3 0.999999999999517  0.999999999999494  0.99999999932073 3.528600 2.785633 1.585566
12 1 2 3 0.999999999999429  0.999999999999391  0.999999999259183  3.830931 2.999442  1.745767
13 1 2 3 0.999999999999334  0.999999999999278  0.999999999199832  4.159470 3.236062 1.876452
14 1 2 3 0.999999999999233  0.999999999999156  0.999999999142555 4.481622 3.453514  2.003432
15 1 2 3 0.999999999999126  0.999999999999023  0.99999999908722 5.038567 3.805175 2.063284
16 1 2 3 0.999999999999014  0.999999999998881  0.999999999033688 5.048981 3.770838  2.077830
17 1 2 3 0.999999999998896  0.999999999998729  (0.999999998981827  5.400163 4.190071  2.287920
18 1 2 3 0.999999999998772  0.999999999998567  0.999999998931509 5.845504  4.670107 2.490426
19 1 2 3 0.999999999998644  0.999999999998396  0.999999998882618  5.998093 4.705476  2.571745
20 1 2 3 0.99999999999851 0.999999999998214  0.999999998835044  6.497129 5.592524 3.001119
21 1 2 3 0.999999999998373  0.999999999998024  0.99999999878869 6.612879 5.141345 2.783728
22 1 2 3 0.999999999998229  0.999999999997823  0.999999998743464 6.785629 5.467867 2.889251
23 1 2 3 0.999999999998082  0.999999999997611  0.999999998699285  7.035429 5.628721 3.219721
24 1 2 3 0.99999999999793 0.999999999997391  0.999999998656079  7.339233 5.762001 3.131197
25 1 2 3 0.999999999997774  0.99999999999716 0.999999998613778  7.607355 6.331183  3.264523
26 1 2 3 0.999999999997614  0.999999999996919  0.999999998572323  7.918024 6.483383 3.376924
27 1 2 3 0.99999999999745 0.999999999996668  0.999999998531656  8.401927 6.513770 3.554939
28 1 2 3 0.999999999997282  0.999999999996408  0.999999998491728  8.448771 6.686940 3.660278
29 1 2 3 0.999999999997111  0.999999999996137  0.999999998452491  9.086898 6.998716 3.787666
10 2 2 3 0.999999999999995 1.0 0.999999999462722  3.379474 2.623559 1.696870
11 2 2 3 0.999999999999992  0.999999999999999  0.999999999391509 3.671469 2.877170 1.597269
12 2 2 3 0.999999999999989 1.0 0.999999999322314 3.941271 3.850158  2.003888
13 2 2 3 0.999999999999985  0.999999999999999  0.999999999255145 4.813184 3.447977  1.970435
14 2 2 3 0.99999999999998 0.999999999999999  0.999999999189941 4.767719 3.723780 2.253322
15 2 2 3 0.999999999999974  0.999999999999999  0.999999999126602 4.982218 3.784446 2.077538
16 2 2 3 0.999999999999967  0.999999999999998  0.999999999065014  5.385277 3.849069 2.139256
17 2 2 3 0.999999999999959  0.999999999999999  0.999999999005053 5.477065 4.457439 2.317429
18 2 2 3 0.99999999999995 0.999999999999999  0.999999998946599 5.844876 4.610901 2.541621
19 2 2 3 0.999999999999938  0.999999999999999  0.99999999888954 6.219063 4.884680 2.603795
20 2 2 3 0.999999999999926  0.999999999999998  0.999999998833766  6.442846 4.976313 2.714074
21 2 2 3 0.999999999999911  0.999999999999998  0.999999998779179 6.672692 5.323117  2.823008
22 2 2 3 0.999999999999894  0.999999999999997  0.999999998725687  7.037278 5.462045 2.926552
23 2 2 3 0.999999999999877  0.999999999999996  0.999999998673207  7.296700 5.990521 3.179660
24 2 2 3 0.999999999999856  0.999999999999998  0.999999998621665 7.628777 6.041296 3.175979
25 2 2 3 0.999999999999832  0.999999999999997  0.999999998570987  7.889406 6.222407 3.450622
26 2 2 3 0.999999999999806  0.999999999999996  0.999999998521114  8.190115 6.504136 3.418083
27 2 2 3 0.99999999999978 0.999999999999996  0.999999998471988  8.440068 6.756944 3.733957
28 2 2 3 0.999999999999749  0.999999999999997  0.999999998423556  8.769939 7.308994  3.754834
29 2 2 3 0.999999999999715  0.999999999999995  0.999999998375771  9.077262 7.602304 3.967486

6. tablazat. loggap I.



Gl

nel p nelis, Piap PNFA PB PBS Atypals]  Atpls]
10 1 3 4 0.99999897300949 0.999999999972608 0.981628653049413 9.126599 6.234511
11 1 3 4 0.159866642071491 0.999999990121031 0.907441849691727 10.269298 6.142454
12 1 3 4 0.999997871572053 0.999999999912433 0.986282648090563 11.056225 6.778650
13 1 3 4 0.0699906341389569 0.999999969451944  0.91445728999462 12.070587  7.274750
14 1 3 4 0.999996087956544 0.999999999763734 0.989817291473859 13.243918  7.450400
15 1 3 4 0.0226648000515646 0.999999919483266  0.920947182053217 13.935244  8.169841
16 1 3 4 0.999993395988942 0.999999999440643 0.992504998950315 14.586120 8.451187
17 1 3 4 -0.00313310179151694 0.999999811657882  0.926934946546976 15.911024 8.987480
18 1 3 4 0.999989540467544 0.999999998803269  0.994548947231051 16.566160 9.608438
19 1 3 4  -0.0174604988316031 0.999999598603538 0.932465075240594 17.402272 10.123755
20 1 3 4 0.999984237401925 0.999999997639332  0.996098085896991 18.300552 10.683242
21 1 3 4 -0.0253405795301177 0.999999206226816  0.937584373595907 18.639782 11.272705
22 1 3 4 0.999977174016368 0.999999995648065 0.99726354214699 20.165915 11.857430
23 1 3 4 -0.0294160765552502 0.999998523809537 0.942337113391647 20.830487 12.306110
24 1 3 4 0.999968008567775 0.999999992434791 0.998130050277245 21.952014 12.804919
25 1 3 4 -0.0311405845600469 0.99999739148991 0.946763899520639 22598711 13.272135
26 1 3 4 0.99995637002508 0.999999987531849  0.998763514995496 23.950290 13.834870
27 1 3 4 -0.0313408354990855 0.999995584090635 0.950901579712321 24.388613 14.529809
28 1 3 4 0.999941857652104 0.999999980471871 0.999216059183812 25.503384  14.940680
29 1 3 4 -0.0304968929722935 0.999992789863221 0.954783424099465 26.335177 15.420550
10 2 3 4 0.999963480818727 0.999999999999685  0.999472808860989 9.487237 5.827623
11 2 3 4 0.259687335866654 0.999999999767861  0.0194295754938009 10.427783 6.357303
12 2 3 4 0.999901877995118 0.999999999998879  0.999665509494917 11.296630 6.849628
13 2 3 4 0.149275271069718 0.999999999358791  0.0437844469471998 12.341987 7.233557
14 2 3 4 0.999761667823918 0.99999999999657 0.99979428922058 13.165775  7.629761
15 2 3 4 0.0854228211388055 0.999999998577161  0.0607575206307824  14.084277 8.146747
16 2 3 4 0.99945604992554 0.999999999990869  0.999878233485427 14.885650 8.595345
17 2 3 4 0.0472301216485363 0.999999997462286 0.0732621212610711 16.021797 9.287087
18 2 3 4 0.99880356017172 0.999999999978719  0.999931531832918 17.134367 9.725619
19 2 3 4 0.0235383133546088 0.999999996536799  0.0828591125619589  17.482879 10.440064
20 2 3 4 0.997415498093564 0.999999999956025 0.999964156207018 18.757284  10.964435
21 2 3 4 0.00839242145050366 0.999999996928866  0.090460914911119 19.255297 11.639666
22 2 3 4 0.994430682545276 0.999999999908846  0.999983071020991 21.002458 11.984509
23 2 3 4 -0.00150622216722616 0.999999999178164 0.0966369640080267 21.550949 12.577388
24 2 3 4 0.987861819243364 0.999999999802124  0.999993162160375 22.267505 12.945556
25 2 3 4 -0.00806353850151364 0.999999998703902 0.101761233369786 22.908778 13.672566
26 2 3 4 0.972931813358228 0.999999999589979  0.999997869609574 24.547925 14.066553
27 2 3 4 -0.0124244275154643 0.999999975930271 0.106089538048859 25.050411 14.511719
28 2 3 4 0.937928883390671 0.999999999199644  0.999999600518965 25.978883  15.088752
29 2 3 4 -0.0153004018577573 0.999999879746869 0.109802731453018 26.605603 16.212709

7. tablazat. arctan I.
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nel p mneliap, Piap PNFA PB PBS Atypals]  Atpls]

10 3 3 4 0.999976349059224 0.999999999999997 0.967869818073018 9.571583 7.615556

11 3 3 4 0.189533391854263 0.999999999989936 -0.0619018379670461 10.688768 8.472633

12 3 3 4 0.999955909983628 0.999999999999978 0.977042464404083 11.566168 9.185526

13 3 3 4 0.115814377103138 0.999999999959954 -0.032056845781381 12.817975 10.505585
14 3 3 4 0.999925786794141 0.999999999938747 0.984940329774705 13.968602 11.280814
15 3 3 4 0.0726909675767028 0.999999999892092 -0.00981557860054394  14.885195 12.013645
16 3 3 4 0.99988335296128 0.999999999980061 0.991504175641501 15.326427 12.527493
17 3 3 4 0.0462426943768057 0.999999650710128 0.00781841792080696 16.455702 13.926827
18 3 3 4 0.999825257217957 0.999998629714997 0.996443846447266 18.035520 14.276149
19 3 3 4 0.029385030743966 0.999995098481472 0.0224588918199445 17.906862 16.138407
20 3 3 4 0.999747059714928 0.999999535857202 0.999287402321075 19.818062 15.863864
21 3 3 4 0.0183317562690434 0.999996399076905 0.0350973828949229 20.519552 17.435529
22 3 3 4 0.999642694271292 0.999670839187138 0.999989232224862 21.481283 17.540830
23 3 3 4 0.010951001554233 0.999926495903291 0.0436196102471241 21.571922 18.319361
24 3 3 4 0.999503646722216 0.999787437725754 0.998469415111478 22.861341 19.319968
25 3 3 4 0.00598566182191415 0.948654104225664 0.0559013865400441 23.631503 20.853764
26 3 3 4 0.99931765964229 0.426713997314695 0.283467870713441 24.748522  21.714598
27 3 3 4 0.00266526967269155 -0.0348836303024222 0.049990723397924 25.751051 23.020385
28 3 3 4 0.99906662521215 0.45908199853936 -0.0761096480468679 26.927780 23.640044
29 3 3 4 0.000502712438995511 -0.0534933486652383  0.0739185394266999 27.389275  24.219722

8. tablazat. arctan II.



LT

nel p nelisy DPiap PNFA PB PBA Atyrals] Atpls]  Atpals]
10 1 2 3 0.999998972701556 0.999999999973303  0.999999999243307  3.524379  2.774537 1.600350
1 1 2 3 0.161118777892343 0.999999991207202 -0.158719705148312 3.744208  3.036605 1.523524
12 1 2 3 0.99999787122442 0.999999999914831  0.99999999914969 4.047670  3.316653 1.871487
13 1 2 3 0.0704104004628277 0.999999972572419 -0.130737377365274  4.318383  3.530182 2.450772
14 1 2 3 0.999996087605742 0.999999999770647  0.999999999041796  4.963736  3.817030  2.119469
15 1 2 3 0.0228367075462087  0.999999927142314 -0.110021665987767  4.924762  4.014917  2.024911
16 1 2 3 0.999993395662774 0.999999999457896  0.999999998910237 5.159462  3.948057 2.279140
17 1 2 3 -0.00304294215407532 0.999999828337572  -0.094579346257689  5.542209  4.445538 2.263035
18 1 2 3 0.999989540183108 0.999999998841311  0.999999998748938 5.794163  4.753840 2.617127
19 1 2 3 -0.0174046372064093  0.999999631767948 -0.0827030826794737 6.084119  4.866527  2.702982
10 2 2 3 0.999963446304367 0.999999999999689  0.999999998907285 3.6405648  3.045717 1.649681
11 2 2 3 0.261274415042007 0.999999999748755  -0.159243310181748  4.036207  3.158057 1.563186
12 2 2 3 0.999901813258231 0.999999999998898  0.999999998545375 4.214466  3.501341 2.032976
13 2 2 3 0.1498612508851 0.99999999927353  -0.13144812728304  4.512613  3.680284 2.193501
14 2 2 3 0.99976155634862 0.999999999996626  0.999999997972764  4.775348  3.897990  2.148485
15 2 2 3 0.0856809883279678 0.99999999826865  -0.110729112376274  5.049600  4.208423 2.059166
16 2 2 3 0.999455867244543 0.999999999990925  0.999999997068524 5.308812  4.266045 2.278564
17 2 2 3 0.0473744184971346 0.999999996559318  -0.0953698604815831 5.876656  4.637471  2.327094
18 2 2 3 0.998803268365466 0.999999999978079  0.999999995661358  5.958524  4.798305 2.631639
19 2 2 3 0.02363321381852 0.999999994502071  -0.0836976105639309 6.265132  5.238848  2.722086

9. tablazat. arctan III.
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nel p neliay Piap PNFA PB pPBA Atyrals]  Atpls] Atpals]
10 1 3 5 0.89008054411146  0.990960298385489  -0.245180783314171 14.492232 10.357660 3.946851
11 1 3 5 0.982784763545649  0.934790162368787  0.999970608208085  16.053059 11.395758  4.645463
12 1 3 5 0.985900462053987  0.779084200643522 0.960383764505162  16.900062 11.744949 4.711627
13 1 3 5 0.986765456504596  0.757663129765156  0.999081364157962  19.211690 12.998895 6.071405
14 1 3 5 0.990839701199089  0.689818091170924  0.995232752558701  20.495628 13.118606  6.190798
15 1 3 5 0.99163573402624  0.476640483133328  0.998119277432547  21.609797 13.985439  6.348097
16 1 3 5 0.995500937865664  0.683264664238829  0.998543193819507  22.785448 14.092781 6.061677
17 1 3 5 0.996271547549074  0.265833494748201 0.998536316306713  25.022125 15.182071 7.115254
18 1 3 5 0.99249531452996 0.819743030047589  0.999465408880891  25.217778 15.604791 7.085456
19 1 3 5 0.999018968564503  0.0814928860526179  0.998958313809908  27.408547 17.097285  7.897807
10 2 3 5 0.993366812456451 0.990040266011286  0.990733399601956  14.375307 11.840884 3.945786
11 2 3 5 0.992544594702915  0.964725082881543  0.849558620500454  16.388512 13.443662 4.989278
12 2 3 5 0.990479540690438  0.983713008175942 0.977321713814341  17.380563 14.378180 4.843540
13 2 3 5 0.444131091246776  0.996406826612828  0.312566663779495  19.731044  16.045080 5.655216
14 2 3 5 0.980829147806231  0.966897543790224  0.988072060988728  20.036462 16.971720  5.592773
15 2 3 5 0.0920836461144853  0.995374744744002 0.372199683412227  22.291335 18.312764 6.356195
16 2 3 5 0.430221520032783  0.974851519591046  0.240670740113536  23.358642 19.577558 6.138892
17 2 3 5 0.456960161911118  0.981493932673202 0.535171252616778  25.180215 21.648880 7.162360
18 2 3 5 0.257723631268562  0.98586613462232  -0.141791916258324  25.402965 22.178306  7.201455
19 2 3 5 0.503879935768517  0.833986291981394  0.50563785631807  28.239495  24.244450  8.280930

10. tablazat. sinc I.
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nel p mnelis, Piap PNFA PB PBA Atyrals]  Atpls] Atpals]
20 1 3 5 0.992631925985576  0.951368046350468  0.99977204963597  28.395580 17.861904 7.743074
21 1 3 5 0.998987724906371 0.0190331892210274  0.999275084164612 31.088102 19.361633 8.650543
22 1 3 5 0.997699948771864  0.671448167782426 0.999595408023803  30.948355 19.772076 8.633856
23 1 3 5 0.998416189549813 0.120804384271715 0.999574920563717  32.936851 21.086913 9.503833
24 1 3 5 0.9987678503573  0.306882533714974  0.999643729443158  34.107555 20.760673  9.458925
25 1 3 5 0.998893221718471  0.225216006337711  0.999783859550535  35.308341  21.975779  10.235049
26 1 3 5 0.998969893321391 0.0492865131615144  0.999736033030263  36.675897 22.387923 10.324153
27 1 3 5 0.999199105251193 0.1967847537608 0.999817038069307  38.254916  23.496281 12.509030
28 1 3 5 0.999232065365607 0.0400941164633231  0.999801787714539  39.456616 24.179413 11.002958
29 1 3 5 0.999400272190777  0.10327783197843 0.999836755792491  42.753457 28.613406  13.471292
20 2 3 5 0.197479954918451  0.989170644239565 0.0425336998248514  29.366396  26.427827  8.741762
21 2 3 5 0.59195914313868  0.725957181639965 0.679942272463539  31.045985 29.384202 8.940737
22 2 3 5 0.239812264735204  0.980088960187707 0.745090760309907  31.440456 29.050503 9.112777
23 2 3 5 0.781616988299995  0.843629443555213  0.618267487870213  34.558784  30.834119  9.994301
24 2 3 5 0.825081077070874  0.88283137699388 0.624118899476992  35.050185  32.919791  10.019919
25 2 3 5 0.893462564897758 0.76632342446171 0.263899644932242 39.314242  34.594637 10.492921
26 2 3 5 0.38184406365533  -0.0640531383045615 0.482265023277924  37.667978 32.165515 10.918284
27 2 3 5 0.72059584877918  -0.166695366468862  0.15715932220073 39.736079  33.231088 11.323956
28 2 3 5 0.737557483617597 -0.113408567731898  0.410228000058963  40.012922  34.235509 11.711174
29 2 3 5 0.277255975559088  -0.175558686021048  0.149674997566475  42.577447 33.719518  12.957195

11. tablazat. sinc II.
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