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Kivonat

A péalyamunkdiban nemlinedris egyenletek numerikus megoldasat
vizsgaljuk. Megéllapitjuk, hogy a konvergencia garantdlhaté két direktben
ellenrizhet§ feltétellel, nevezetesen a konzisztenciaval és a stabilitassal.
Késbbbiekben latjuk, hogy ezen feltételek egyiittesen elégségesek, de
nem sziikségesek a konvergencia biztositdsahoz. Részletesen targyaljuk a
Trenogin-féle elméletet. Az elméleti eredményeket példakkal illusztraljuk.

1. Bevezetés

Sok természetben megfigyelhet6 folyamat matematikai modellek segitségével
jellemezhetSek. Altalaban ezen modellek megolddsat zart formaban (analitikusan)
nehéz megadni, ezért numerikus és szamitégépes eljardsokat konstrudlunk. A
numerikus modszerek nem az adott probléma pontos megoldasat szolgéltatjak,
hanem annak egy kozelitését oly médon, hogy minden egyes szamitasi 1épés sordn
egyre €s egyre kozelebb keriiliink a pontos megolddshoz.

A numerikus mddszerek tényleges alkalmazdsdhoz programokat kell {rnunk.
Szamitogépiink révén rengeteg adat all rendelkezésiinkre, melyek mindségi
informdcidval is birnak. A szdmit6gép nagy eldnye, hogy a driga kisérletekkel
szemben az itt végzett szamitasok olcsodak.

Az alébbi séma jol érzékelteti a valds probléma megolddsanak menetét:

numerikus
ikai modell
matematikai N

modell +
program

valés probléma
+ =
fizikai modell

Azaz a teljes modellezési folyamat harom {6 1€pésbdl 4ll. A palyamunkaban a
matematikai (4ltalaban folytonos) modell numerikus (éltaldban diszkrét) modellé
torténd 4talakitdsara fokuszdlunk. Célunk tovdbba, hogy ezen 1épés sordn
tényleges informacioét ne veszitsiink.

A diszkrét modell diszkrét feladatok sorozatabdl all. A numerikus modell
konstrudldsandl az aldbbiakat koveteljiikk meg:

* A diszkrét feladatok korrekt kitlizéstiek legyenek.
» Hatékonyan szdmithassuk a numerikus megoldast.

* A numerikus megolddsok sorozata konvegens legyen.



* A numerikus megolddsok sorozata az eredeti feladat megolddsidhoz
tartsanak.

A linedris elmélet joval kidolgozottabb (Lax'-Richtmyer®-Kantorovich®
ekvivalencia tétel). A nemlinedris elmélet vizsgdlata még kezdetleges. Els6
1épésként az ehhez sziikséges matematikai hétteret ismertetjiik.

2. Matematikai hattér

A valos feladat modellezésekor altalaban a kovetkezd nemlinedris
problémahoz jutunk:

F(u) =0, (1

ahol X' és Y normdlt terek, D C X, mig F' : D — ) egy nemlinedris operator. A
numerikus analizis elméletében feltételezziik, hogy létezik egyértelmli megoldas,
melyet a tovdbbiakban wu-val jeldliink.

Masrészt a valos problémak esetében bizonyitanunk kell az u € D 1étezését.
Altaldban ennek bizonyitdsa nem konstruktiv. Még ha direktben megoldhat is,
a problémat a megoldasi folyamat realizdldsa jelenti, ugyanis ez nehéz, szinte
kivitelezhetetlen. Ugyanakkor az is igaz, hogy (1) megolddsdnak egy jo kozelitése
elegendd, hiszen ezt az egyenletet is a val6s feladat egyszer(isitéseként nyertiik.

A diszkretizdcié eredményeként egyszerlibb problémak sorozatat nyerjiik.
Az ezekkel szemben tdmasztott kovetelményeink a Bevezetd részben leirtakkal

megegyezd. Azonban ezzel a megkozelitéssel az aldbbiak jelenthetnek problémat:

* az eredeti (1) feladat megolddsdnak és az egyszerlibb problémdk
megoldasait kiillonbozo terekben kell 6sszehasonlitani;

* maga az Osszehasonlitds nem megvaldsithatd, hiszen (1) megolddsat nem
ismerjiik.

Hogy koz0s nevezdre jussunk, bevett az aldbbi gyakorlat: bevezetjiik
a konzisztencia és a stabilitds fogalmat. Ezek a fogalmak fiiggetlenek (1)

'Lax Péter (1926-) magyar szdrmazdsti matematikus. ElsGsorban alkalmazott matematikdval
foglalkozik. Kutatési teriiletei: a parcidlis differencidlegyenletek elmélete, folyadékdinamika,
szamitdselmélet.

ZRobert Davis Richtmyer (1910-2003) amerikai matematikus, fizikus. Az tn. alaptétel’ mellett
nevéhez fliz6dik a Richtmyer-Meshkov instabilitas.

3Leonid Kantorovich (1912-1986) kozgazdasagi Nobel-emlékdijas orosz matematikus és
kozgazdasz. Foként funkciondlanalizissel foglalkozott, s6t 6 vetett fel egy matematikai médszert,

ami napjainkban linedris programozasként ismert.



megoldasatol és ellendrizhetéek. A konvergencia a két fogalommal egyiittesen
helyettesithetd. Ezt szokds a numerikus analizis alaptételeként is emlegetni:

Konzisztencia + Stabilits = Konvergencia . (2)

A tovéabbiakban bevezetjiik és megvizsgéljuk ezeket a fogalmakat, valamint
(2)-t is 4j megyvildgitasba helyezziik. Nevezetesen:

* hogyan is definidljuk a konzisztenciat €s a stabilitast, hogy (2) igaz legyen;

* vajon a konszisztencia és/vagy a stabilitds sziikséges feltétel-e a
konvergencidhoz.

1. Definicio. Az (1)-es probléma az aldbbi hdrmassal jellemezheté: &P =
(X, Y, F). Ezt a tovdbbiakban & problémdnak nevezziik.

2. Példa. Tekintsiik a kovetkezd kezdeti érték problémadt:

u'(t) = flu(?)) (3)
u(0) = uo, 4)
aholt € [0,1], ug € Rés f € C(R,R) egy Lipschitz folytonos fiiggvény.
Ekkor az X,) és I a kovetkezdek:

« X =C'0,1], |lull » = max |u(t)]

t€[0,1]
f— t
rggﬂﬁ(llt( )+ Juol

Y =Cl0,1] xR H(“)
Ug v te(o,

. Flu) = (u’%)(o—) {(zgt») |

3. Definicio. Azt mondjuk, hogy N = (X, Vo, F)nen egy numerikus mdodszer,
ha diszkrét problémdk sorozatdt generdlja:

F.(u,) =0, n=12..., (5)
ahol

e X,,, Y, normdlt terek;

e D, CX,ésF,:D,—>Y,.



Ha az (5)-nek léteznek egyértelmii megolddsai, akkor ezeket a tovdbbiakban 1., -
nel jeloljiik.

4. Példa. A fenti definicioban szerepldé hdrmasok az aldbbiak n € N-re:

« X, =R v, = (vo,v1,...,Un) € Xyt Vil = Z‘ilaaXn|Uz‘|

* Vo =R yn = (o, y1, -, Un) € Vot llynly, = lyol + max [yil.

o I, : R — R és tetszbleges v, = (vg,v1,...,v,) € R"re
n(v;—vi—1) —g(vi1), i=1,...,n,
(Fu(vn)); = (6)
Vg — Ca Z == O.

(Ittag: R — R ésac € R adott értékek, melyeket a numerikus modszer
egyértelmiien meghatdroz.)

5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a P = (@, Un, Pp)nen sorozat egy
diszkretizacio, ha
* ¢, és 1, vetitd operdtorok X-bol X,-be, illetve Y-bol Y,-be, ahol
X, X,, Y, Y, normdl terek;
e b, {F:D—-YIDCX}—={F,:D,— V|D, CAX,}.

6. Példa. A Példa 2. és Példa 4. alapjdn, definidljuk a Definicio 5.-ben szerepld
tereket: X = C'[0,1], Y = C[0,1] x R, X, = ),, = R**%,

Gn == {t; = £, i = 0,...,n}. Ekkor a fenti definiciéban szerepl& operdtorok
hdrmasdt igy adhatjuk meg:

o Tetszbleges u € X-re legyen (o u); = u(t;), i =0,1,...,n,
o Tetszoleges y € Y-ra legyen

’y(ti,1>, 1,...,77,,
y(to), Z = 0

e AD, : C0,1] — R leképezés legyen:
n(u(t;) —u(ti1)) — g(u(t;1)), i=1,...,n,

(@0(F) ], = ™
u(to) — ¢, i =0.



A bevezetett fogalmak €s a numerikus mdédszerek egymadstdl fiiggetlenek a
problémakra nézve. Ugyanakkor az alkalmazhatdsdg szempontjabdl csak azon
/" numerikus médszerek érdekelnek benniinket, melyeknél érvényes, hogy a ¥
diszkretizaciés médszer alkalmazhat6 a & problémara.

7. Megjegyzés. Elméletileg a diszkretizdcio és a feladat X és ) terei kiilonbozdek
is lehetnek. Azonban egy diszkretizdcios modszert csak akkor tudunk alkalmazni
egy konkrét problémdra, ha a tereik megegyezoek. Ezzel a feltételezéssel élni
fogunk a tovdbbiakban.

8. Példa. Legyen a &2 problémdra alkalmazott A numerikus modszer a Példa
2.-bol, mig a 9 diszkretizdcio a Példa 6.-bol valo. Ekkor az (5)-0s feladatot
megoldjuk 1igy, hogy a g és a c értékeket a (3)-(4)-bdl vessziik. Igy F, : R™! —
R az aldbbi: tetszbleges v,, = (vy, vy, . . ., v,) € R" L-re nyerjiik, hogy

n (Ui - Ui—l) - f(vi—1)7 1= 1, o, n,
(Fn(v)); = (®)

Vo — Up, 1= 0.

A h = 1/n-es jelolést bevezetve, a (8)-ra alkamazott (5)-0s feladat az aldbbit

jelenti: keressiik azon v = (vg, v1, . .. ,v,) € R" vektort, amelyre
Vi — Vi ,
ZT“:f(vi_l), i=1,...,n,
9
Vo = U, 1= 0.

Azaz az igy nyert modszer a G, rdcshdlon értelmezett h lépéskozii explicit Euler
modszer.

Késébb a Z = (pn, ¥n, Pp)nen diszkretizdciora a kovetkezd feltevéseket
tessziik.

9. Feltevés. A 9 diszkretizdcio rendelkezik a 1,,(0) = 0 tulajdonsdggal.

Ha 1, linearis operator, nyilvin ez a tulajdonsdg teljesiil. Emlitiink még két
késdbb haszndlt feltevést.

10. Feltevés. A & diszkretizdcio generdl egy .V numerikus modszert, amelyre
igaz, hogy dim X,, = dim )/, < oc.

11. Feltevés. A & problémdra alkalmazott 9 diszkretizdcio olyan, hogy F,
folytonos a Br(p,(a)) gombén.
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1. dbra. A numerikus mddszerek dltalanos sémdja.

3. Elméleti eredmények

Ebben a fejezetben a numerikus médszer struktirajat vizsgéljuk. Alkalmazzuk
a & problémara a ¥ diszkretizaciot, igy nyeriink egy .#” numerikus modszert,
mely (5)-beli feladatok sorozatat generélja. Célunk az u,, megolddsok 1étezésének
és az u megoldashoz valé kozelségének garantdldsa. Ehhez definidlnunk kell
az elemek kozotti tdvolsdgot, melyet majd globdlis diszkretizaciés hibanak
neveziink. A globdlis hiba direktben nehezen ellendrizhetd, hiszen ehhez az
u megoldést ismertnek tételezziik fel. Bevezetiink tovdbbi fogalmakat, melyek
segitenek a globdlis diszkretizdcids hiba viselkedésének megértésében.

3.1. Konvergencia

Altaldban az @ és az 4, elemek tavolsagit az A, térben érdemes venni.
Vehetnénk a tdvolsagukat az X térben is, de a problémét az X, térbdl X'-be torténd
kiterjesztés okozza.

12. Definicié. Az e, = p,(u) — u, € X, elemet globdlis diszkretizdcids hibdnak
nevezziik.

Természetes, hogy célunk annak garantdldsa, hogy n novelésével a globdlis

diszkretizacids hiba tetszdlegesen kicsi legyen. Ennek érdekében megkdveteljiik
az alabbi tulajdonsédgot.

13. Definicié. A & problémdra alkalmazott & diszkretizdciot konvergensnek

nevezziik, ha a
lim ||e,]|x, =0 (10)

egyenldség teljesiil. Amikor
lenllx, = O™)

alaku, akkor a diszkretizdciot p-ed rendben konvergensnek nevezziik.



2. dbra. A numerikus mddszer altaldnos sémaja kiterjesztési operatorral.

14. Megjegyzés. A fejezet elején mdr emlitettiik, hogy mdsképpen is lehetséges a
tavolsdg mérése; a ¢, : X, — X operdtorral ez az || — @p iy, || -

Itt feltessziik, hogy tetszbleges v € X-re lim(ip, o ¢,)v = v. Megjegyeznénk,
hogy ez az Osszefiiggés nem jelenti azt, hogy ¢, p, inverze lenne, hiszen p,
nem invertdlhato. Tipikusan p,,-t interpoldcioként képzelhetjiik el. A konvergencia
ebben a megkozelitésben az ||t — @,y || x nulldhoz tartdsdt jelenti. A f& problémit
az interpoldcio megvdlasztasa jelenti, ugyanis ez a konvergencia rendjét is
befolydsolja. Tobbek kozott ezért sem ez az elterjedt az u és az u, elemek
tavolsdagdnak mérésére.

3.2. Konzisztencia

A konzisztencia kapcsolatot teremt a &’ probléma és az .4  numerikus
modszer kozott.

15. Definicié. A & problémdra alkalmazott 9 diszkretizdciot egy v € D elemen
konzisztensnek nevezziik, ha

* ©,(v) € D, egy indextdl kezdve,

* igaza
lim [ F (o (v)) = ¢n(F(v))]]y, =0 (1)

egyenldség.

A (11)-ben szerepl§ [,,(v) = F,(on(v)) — ¥ (F(v)) € Y, fontos szerepet
jatszik a numerikus analizisben. Rogzitett v € D esetén a fenti egyenlet az ),
térben két bejdrasi irdnyt mutat. A definiciéba u-t helyettesitve az [,,(u) a médszer
hib4jat mutatja meg, tobbek kozott ezért is szoktak képlethibanak is hivni.



16. Definicié. Az [,,(v) = F,(pn(v)) — Yp(F(v)) € Yu-t a v elemen vett
lokdlis diszkretizdcids hibdnak nevezziik. Az 1,(u) = F,(pn(a)) — ¥n(F(1)) =
F,(pn(u))-t lokdlis diszkretizdcids hibanak nevezziik. Amikor

110 (V)| 5, = O(n77)
alakii, akkor v-re a konzisztencia p-ed rendii.
17. Megjegyzés. Az egyszeriiség kedvéért bevezetjiik az l,,(u)-re az l,, jelolést.

Felmeriilhet a kérdés, hogy Onmagdban a konzisztencia garantdlja-e a
konvergenciat? A kovetkezé példa jol érzékelteti, hogy ez éltaldban nem
garantalhato.

18. Példa. Legyen X = X, = )Y = YV, = R, mig p,, és ¥, az identikus leképezés.
Oldjuk meg az F(x) = 0 skaldr egyenletet, ahol feltessziik, hogy az T = 0 az
egyértelmii megoldds. Definidljuk az .V numerikus médszert F,,(z) = (1 —x)/n-
ként. Vildgos, hogy v, és ¥, linearitdsa miatt l,, = F,(0) — 0 = F,(0). Mivel
F,(0) — 0, igy a diszkretizdcio konzisztens. Ugyanakkor nem konvergens, hiszen
az F,(x) = 0 feladatok megolddsa minden esetben az &, = 1.

Azaz 4dltaldban a konvergencia nem helyettesithet6 csak a konzisztencidval.

3.3. Stabilitas

Ahogy mdr kordbban is l4thattuk, a konzisztencia onmagaban nem elegendd a
konvergencighoz. Feltéve az F; ! 1étezését nyerjiik, hogy:

en = ¢u(W) = Uy = F (Fa(en(@)) — F,7(0) = F, (1) — F,7(0),

ami a globdlis és lokdlis diszkretizacids hiba kozotti kapcesolatot mutatja. Ez az
egyenlet j6l mutatja, hogy ha (F;!),cn jo tulajdonsdgi, akkor a konzisztencia
biztosithatja a konvergenciét, azaz a lokalis diszkretizaciés hiba (/,,) tart nulldhoz.
Egy ilyen tulajdonsdg a Lipschitz folytonossdg. Erdemes feltenni, hogy F!
kielégiti a 0 € ) pontban a Lipschitz tulajdonsagot. Altaldban nem garantélhat6
az F! létezése, ennek érdekében néhdny tulajdonsdgot tételeziink fel F,-rol.

Ennek els6 1€péseként bevezetjiik a szemistabilitds fogalmat.

19. Definicio. A &2 problémdn a  diszkretizdciot szemistabilnak nevezziik, ha
léteznek olyan S € R, R € (0, 0o| konstansok, hogy

* Br(pn(u)) C D, igaz egy indextdl kezdve;

* Y(vn)nen melyre v, € Br(p, (1)) teljesiil a

10



lon (@) = vnlly, <SIFu(en(@) = Fulva)lly, (12)

becslés.

A szemistabilitds a konzisztencidhoz hasonléan pusztdn elméleti fogalom,
mely direktben nem ellendrizhetd, hiszen @ ismeretlen. A kovetkez6 allitds a
harom fogalom kozotti kapcsolat jelentéségét mutatja.

20. Lemma. Tegyiik fel, hogy a & diszkretizdcio
» konzisztens u-val és szemistabil 22-n az R stabilitdsi konstanssal;

o generdl egy N numerikus modszert, melynek az (5)-beli megolddsa egy
indextdl kezdve Bg(p,,(u))-ban van.

Ekkor az (5)-beli egyenlet megolddsainak sorozata a &7 probléma megolddsdhoz
tart, és a konvergencia rendje nem kevesebb mint a konzisztencia rendje.

Bizonyitds. Felhaszndlva az F,,(u,) = ¢, (F(u)) = 0 egyenlGséget,

ln (@) = tnlly, < SN Fa(n(@) = Fa(tn)lly, = SFn(en(@) — n(F(@)lly, -

gy llenllx, < Sllially, .

A lemmaénak azonban hatrdnya is van: a lemma feltételei kozvetleniil nem
ellendrizhet6ek, hiszen u dltaldban ismeretlen. Emellett nem lehet garantdlni az
(5)-beli egyenlet Br(p,(u))-beli megoldasat sem. Ezeken a problémdkon segit a
kovetkezd, Kellertdl* szarmazé definicié.

21. Definicio. A 2 diszkretizdciot a &2 problémdn egy v € X elemen stabilnak
mondunk, ha léteznek olyan S € R, R € (0, 00| konstansok, hogy

* Br(pn(v)) C D, igaz egy indextdl kezdve;
o V(0})nen, (vV2)nen melyre v, € Br(p,(v)), tovdbbd igaz a
[on = villy, < S| Fulvn) = Fulvp)]y, (13)
becslés.

22. Megjegyzés. Természetesen adodik, hogy az (1)-es probléma megolddsdnak
stabilitdsa (azaz az u € X elemen) maga utdn vonja a szemistabilitdst is.

A Keller-féle definicid egyik legnagyobb haszna az injektivitds, melyet a

27 2

kovetkez0 allitasban lathatunk.

“Herbert Bishop Keller (1925-2008) amerikai alkalmazott matematikus. Erdekl&dési teriilete
az alkalmazott és numerikus matematika szinte 6sszes teriiletét lefedte.

11



23. Kovetkezmény. Ha a & diszkretizdcio a &2 problémdn egy v € X elemen az
R stabilitdsi konstanssal stabil, akkor F,, inkejtiv Br (¢, (v))-en.
A kovetkezd allitas a Keller-féle stabilitdsi definicié hasznat érzékelteti.
24. Lemma. Tegyiik fel, hogy
* V, W normadlt terek, melyre dimV = dim W < oo;
* G : Br(v) = W folytonos, ahol Br(v) C V av €V kizepii, R € (0, 0]
sugaru gomb;

o tetszbleges v!, v?-re, melyre v' € Bgr(v), teljesiil a

| ol — UZHV <S8 HG(’Ul) — G(UZ)HW (14)

stabilitdsi becslés.
Ekkor
* G invertdlhaté, és G~ : Bg/s(G(v)) = Br(v);
o G~ Lipschitz folytonos az S konstanssal.
Bizonyitds. Lasd [S73]-ban. O
25. Lemma. A & diszkretizdciora tegyiik fel, hogy
* konzisztens és stabil az u elemen az R stabilitdsi és S Lipschitz konstanssal
a & problémdn;
» A Feltevés 10. és 11. teljesiilnek.

Ekkor a 9 diszkretizdcio egy A numerikus modszert generdl, melynek (5)-beli
megolddsa egy indextdl kezdve egyértelmii Br (., (u))-en.

Bizonyitdés. A Lemma 24.-b6l tudjuk, hogy F), invertdlhato, és F !

Bris(Fu(en())) — Bgr(gn(u)). Tovdbbad a konzisztencidnak koszonhetSen

F.(en(u)) = 1, — 0. Ez azt jelenti, hogy 0 € B%(Fn(gon(ﬁ))) Ebbdl mar az

allitast kozvetleniil adodik. 0
A {6 eredményiink a kovetkezd tételben csiicsosodik ki.

26. Tétel. Tegyiik fel, hogy

e a 9 diszkretizdcio konzisztens és stabil az u elemen az R stabilitdsi és S
Lipschitz konstanssal a &2 problémdn;

* a Feltevés 10. és 11. teljesiilnek.

Ekkor a 9 diszkretizdcio konvergens a & problémdn, és a konvergencia rendje
nem kevesebb mint a konzisztencia rendje.

Bizonyitas. Az allitds a Lemma 25. és 20.-bdl kozvetleniil adodik. 0

12



3.4. Stabilitasi fogalmakkal kapcsolatos megjegyzések

Léteznek mds stabilitdsi fogalmak is az irodalomban, tobbnyire a Keller-
féle definicié stabilitds fogalmanak altaldnositdsai. A tovabbiakban hdrommal
ismerkediink meg. Ezeknek a specidlis esete a linedris elméletbdl ismert definicid.
A linedris esetben ez az F;' operdtorok norméban egyenletes korldtossagat
jelentik. Az els6 ilyen Stetter 1973-as konyvében taldlhato.

27. Definicié. A 2 diszkretizdciot a &7 problémdn Stetter -féle értelemben
stabilnak nevezziik, ha léteznek olyan S € R, R € (0,00] és r € (0,00]
konstansok, hogy

* Br(pn(u)) C D, igaz egy indextdl kezdve;

o tetszdleges (v} )nen, (V2 )nen-re, melyre v¥, € Br(p, (1)), tovdbbd feltéve
Fu(oh) € By(Fu(pn(m), és a

[0, = 02|, < S || Falvl) = Fu(w)]],,

al
nilx,

becslés igaz.

EszrevehetS, hogy ez a definicié kevésbé megkots, hiszen az 1 = oo
helyettesitéssel a Keller-féle definciét nyerjiik. A mésodikat Lépez-Marcos és
Sanz-Serna® 1988-as cikkiikben jelentették meg.

28. Definicio. A Z diszkretizdciot a &2 problémdn Lopez-Marcos és Sanz-Serna-
féle értelemben stabilnak nevezziik, ha léteznek olyan S € R and (R,)nen, Ry €
(0, 00| konstansok, hogy

* Bg,(0n(@)) C D, igaz egy indextdl kezdve;
* V(vp)nen, (V3 )nen melyre vy, € B, (¢n()) igaz a

< S|[Fu(vy) = Fu(vp)]

1 2“
o —vn X, Yn

becslés.

A harmadik definicié Trenogin nevéhez fliz6dik.

29. Definicio. A & diszkretizdciot a & problémdn Trenogin-féle értelemben
stabilnak nevezziik, ha létezik olyan w : R — R fiiggvény, amelyre

SHans J. Stetter (1930-) német matematikus. A numerikus analizis szamtalan teriiletével
foglalkozik. A TU Vienna nyugalmazott professzora.

®Foként funkciondlanalizissel foglalkozé spanyol matematikusok. Jelenleg az Universidad de
Valladolid alkalmazott matematika tanszékének tanarjai.
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* folytonos, szigoriian monoton novo;

* D(w) = [0, 40o0]

e w(0) =0ésw(+00) =400,

o tovdbbd ¥ (v} )nen, (V) nen € Dy, és¥n = 1,2, ... eseténigaz a

[Fa(vn) = Falop)ly, = w({[(v) = (@3)]]4,) (15)

becslés.

4. A Trenogin-féle elmélet illusztralasa

Az el8z6 fejezetben definidlt Trenogin’ -féle stabilitdsi fogalom segitségével
eltérd bizonyitdst adunk a kordbban mar megallapitott ’alaptételiinkre’. A tétel
kimonddsdhoz bevezetiink egy fogalmat.

30. Definici6. Az X,,,n € N normdlt terek reguldris normdjiiak, ha

lim [j¢n(v)||, =0=v=0.
n—oo n

31. Tétel. Tegyiik fel, hogy
» X, normdi reguldrisak,
o létezik (1)-nek és (5)-nek megolddsa,
* a 9 diszkretizdcio az u-n konzisztens és stabil

Ekkor
i, U egyértelmii,
ii, Yn-re u,, egyértelmii,

iii, fendll a konvergencia.

Bizonyitds. i, Legyenek wv;,v9 az (1)-nek két megolddsa és ezekre
teljesiiljenek a

Tim JJon(0)]l, = 05 lim [ln(v2)ll, =0

"Vladilen A. Trenogin (1931-) szovjet matematikus. Mind az elméleti, mind az alkalmazott
matematika jeles képvisel§je. F6 kutatasi teriilete a differencidlegyenletek kvalitativ elmélete,
valamint a funkcionalanalizis.
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approximaciok.
Ekkor [[on (01 = v2)ll, < w T ([[Fn(pn(v1)) = Ful@n(v2)))y, <

< w‘l(HFn(gpn(Ul))Hyn + HFn(gon(vg))Hyn) — 0, han — oo. Ezért kapjuk,
hogy
Jim [n(vr —v2)ll5, =0,

a norma regularitdsa miatt v; = v-, azaz a megoldés egyértelmdi.

i, Legyenek v}, v5 az (5)-nek két megoldasa. A (15)-be helyettesitve kapjuk,
hogy 0 > w(||vf — vyl ) > 0, azaz w(|[v} — vy, ) = 0. A norma
regularitdsabol kovetkezik, hogy vi = v3.

iii, A Trenogin-féle stabilitdsi definicié, tovdbba az w™' fiiggvény ¢t = 0
pontbeli folytonossdga és (5) alapjan:

i = e(vi)llx, < @™ (1Fa(v]) = Fale(ui)) Dy, = w™ (IFa(ew) )y,

ez pedig tart 0-hoz, ha n — oo.
O]

32. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Tétel 31. feltételei enyhithetdek! A
bizonyitds sordn nem haszndltuk ki hogy w(+00) = +o0o. Megfigyelhetd, hogy
az w fiiggvény folytonossdaga helyett elegendd a fiiggvény folytonossdga csak a
t = 0 pont egy kornyezetében.

A fejezet hétralévd részében kezdeti érték probléma numerikus megolddsat
tlizziik ki célul. A feladatot az explicit Euler mddszerrel oldjuk meg a Trenogin-
féle elmélet alapjan.

4.1. A konzisztencia rendjének megallapitasa

Tekintsiik a kordbban mér a Példa 4., 6. és 8.-ban meghatdrozott explicit
Euler moédszert. Alkalmazzuk ezt a (3)-(4)-re. A konzisztencia rendjének
meghatdrozasdhoz elegendd a lokdlis diszkretizaciés hiba nagysagrendjét
meghatarozni.

U(tz) — U(ti_l)

bn(v)(t:) = [[[En(e()](E:)lly, = — /(i)

h , N
= Info(t) ~ v(ti-1)] ~ o/ (i)lly,, = e [0 (=1)/m) =nloi/m)—u((i~1)/m)]| =
i/n t;
= max |n V'((i —1)/n) —v'(s)]ds| < n max V(1) — v'(s)|ds.
masin [ WG vl <ns [ W) )
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Ha feltessziik, hogy M(v) := sup [v” ()| < oo, akkor a lokdlis diszkretizdci6s
te(0,1)
hibara kozvetleniil adodik, hogy:

() < nMQ(v)# _ M;(Z”)

Azaz ebbdl rogton adédik, hogy a konzisztencia rendje egy.

4.2. A stabilitas igazolasa

A stabilitas ellendrzéséhez tekintsiik az

egyenletet, ahol x,, elemet paraméternek, z,-t pedig ismeretlennek tekintiink. Ha
sikeriil egy

znllx, < CUlyall)y. (17)

tipusi becslést adnunk, ahol ((¢) tulajdonsdgai megegyeznek w(t)

tulajdonsdgaival, akkor az w(t) := () fliggvény mellett beldttuk a stabilitast.
Ezt onnan lathatjuk, hogy legyen (16)-ban z,, = «, mig x,, + z, = 5. Ekkor

Fo(xh) — Fo(2}) = ypn és a2y — 2t = z,. A (17)-es Osszefiiggésbdl adddik, hogy

e — ¥ llx, < CUIFn(x5) = fulzD)ly,)-

Mivel ¢ inverze 1étezik és szigorian monoton novd, ezért irhatjuk, hogy

CHllas = 27ll,) < I1Fa(@) = fulaDlly, -

amely éppen a Trenogin-féle definicidban szerepld (15)-0s stabilitdsi becslésnek
feleltethet6 meg.

Ha az egyenlet jobb oldala f(x, t) alakd, akkor megkoveteljik a | f,.(z,t)] < L
feltételt, ahol L a Lipschitz konstans. A stabilitdshoz tulajdonképpen a

< - .
lznllz, < cllynlly, = c(max [yif + Juol) (18)

becslést kell igazolnunk. Helyettesitsiik be F;,-et (16)-ba, ekkor kapjuk, hogy:

n(z — zic1) + f(tic, ximy + 2im1) — f(tic, o) = yie1, i=1,. ..

(Yn); =
20 = U, 1= 0.

Ekkor a fenti egyenletet az alabbi alakba irhatjuk:

zi=(1—=hLi_1)ziy+hyi1, 1=1,...,n,

16
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€s 29 = Yo, ahol
1
Ly = / fu(ticr, wimg + 02;-1)d0.
0

Tovéabbad azt is tudjuk, hogy: |L;_1| < L, 1 < ¢ < n. Mindezeket felhaszndlva
nyerjik z;-re, hogy:

Ezeket minden ¢ indexre kiirva, illetve a fenti egyenl&tlenséget rekurzivan
felhaszndlva kapjuk, hogy:

21| < (14 Lh)|uol + P [|yn | o »
|22 < (14 Lh)*|uo| + [(1 + Lh) + 1]A ||yn | -

n—1

[2al < (1 Lh)"[uol + D (1 + LR)*h lyall,
k=1
Becsiiljiik foliilrdl az aldbbi két tagot:

L\" L\"
(1+Lh)k:<1+—) §(1+—> < el
n n
n k L\™ L
1+L4)" -1 -
Z(1+£) 1_ () -1 1 et
n n

P n (1+£%)-1 L

Ekkor z,, normardjara nyerjiik az aldbbi becslést:

€L

mLyT
L Ynlleo

2all, < € luol +
Azaz,haac = max(eL, eLL’ 1)—lel egyenld, akkor (18)-as alaki becslést tudtunk
felirni, azaz ezzel a stabilitast lattuk be.

A 4.1 ¢és 4.2 alfejezetek segitségével (3)-(4) kezdeti érték feladatra alkalmazott
explicit Euler médszer els6renddi konvergencidjét igazoltuk.

5. Alapfogalmak val6s alkalmazhatésaga

A Tétel 26. nem felel meg a tényleges céljainkra: hiszen a feltételek a
v = @ elemen torténd ellendrzésre vonatkoznak (konzisztencia, stabilitds). Igy
az az 4llitads valés probléma sordn nem alkalmazhat6. Tobbek kozott emiatt is
terjesztjiik ki a kordbban bevezetett pontszer(i (lokdlis) definiciokat halmazokra
(globadlis) vonatkoz6 definicidkra.
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33. Definicié. A Z diszkretizdciot a &2 problémdn konzisztensnek nevezziik, ha
létezik olyan Dy C D halmaz, melynek F(Dy) képe siirii a 0 € ) pont egy
kornyezetében, és minden v € Dy elemen konzisztens.

A Dy halmazon a konzisztencia rendjét az inf {p, : v € Dy}-ként definidljuk,
ahol p, a v elemen vett konzisztencia rendjét jeloli.

34. Példa. Tekintsiik a 4.1-es fejeztben leirt feltételeket. A konzisztencia rendjét a
Dy C D halmazon igazoljuk, ahol D = C'(0,1], mig Dy := C?|0,1]. Ekkor a
lokdlis diszkretizdcids hibdra nyerjiik:

[ (@n (v) — ¥ (F (0))] (t;) = (20)
0, 1 =0,
ahol ; € (t;_1,t;) adott érték. Ekkor a Definicié 16.-bol az ||1,(v)||, = O(n™")
adodik.
Azaz Lipschitz folytonos f jobb oldalii (3)-(4) problémdk esetén az explicit Euler
modszer konzisztens, és rendje egy.

35. Megjegyzés. A konzisztencia rendjének igazoldsakor tekintett megolddsok
osztdlya szitkebb, mint az F' nemlinedris operdtor értelmezési tartomdnya.

A 3. fejezetben (Példa 18.) mar lathattuk, hogy a megolddson (u-n) vett lokalis
konzisztencia dnmagédban nem garantdlja a konvergenciit. Azt gondolhatndnk,
hogy az ebben a fejezetben definidlt konzisztencia fogalom segitségével ez mér
elégséges feltételt ad a konvergencidhoz. Azonban itt is adhat6 ellenpélda (lasd
[FMF11]).

Az altalanosabb tétel kimondédsdhoz tovabbi feltevésekkel kell élniink.

36. Feltevés. Legyen a & probléma olyan, hogy F~ folytonos a 0 € Y pontban.

37. Feltevés. A &2 problémdra alkalmazott & diszkretizdcio rendelkezzen az
alabbi tulajdonsdggal: létezik olyan K1 > 0 dllando, hogy tetszdleges v € D-
re igaz a

ln (@) = on(V)lly, < Killu—olly

egyenlotlenség tetszoleges n € N esetén.

38. Feltevés. A & problémdra alkalmazott & diszkretizdcio rendelkezzen az
aldbbi tulajdonsdggal: létezik olyan Ko > 0 dllando, hogy tetszoleges y € Y-
raigaz a

[¥n(y) = ¢a(0)lly, < K2lly = O]y

egyenldtlenség tetszoleges n € N esetén.
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Az egyszerlibb kezelhet6ség kedvéért a Feltevés 9-11. és 36-38.-akban
leirtakat egyszertien Feltevés A*-gal jeloljiik.

39. Lemma. A Feltevés A*-on til tegyiik fel még, hogy
* a 9 diszkretizdcio a & problémdn konzisztens

* a 9 diszkretizdcio a & problémdn az u elemen stabil az R stabilitdsi és az
S Lipschitz konstanssal.

Ekkor F, invertdlhaté a 1, (0) pontban, azaz elegendben nagy n indextésl kezdve
F Y (4,(0)) létezik.

Bizonyitds. Az F~' folytonossdgénak koszonhetSen vélaszthatunk egy (y*)ien
sorozatot gy, hogy y* — 0 € Y és F~! (y¥) =: v* — 4. ElegendGen nagy k
indextdl kezdve a 2 diszkretizacié a & probléman az u” elemen stabil az R/2
stabilitdsi és az S Lipschitz konstanssal. Tovdbba F, folytonos a Bra(¢n(u®))
gdmbon, igy ezen k indexekre és elegendGen nagy n indexekre létezik az F;1 :
Bras(Fu(on(u®))) = Brja(pn(u®)). A Lemma 24. szerint rdadésul ez Lipschitz
folytonos az S Lipschitz konstanssal. Ekkor

A konzisztencia miatt az els6 tag nulldhoz tart, ha n — oo. A Feltevés 38. alapjan
a ||vn(y")| y, <Ko Hkax becslés igaz. Mivel a jobb oldali tag k — oo esetén
tart a nulldhoz, ez azt jelenti, hogy a Bp/s(F,(,(u"))) gdmb kdzéppontja tart a
0 € Y, ponthoz. Azaz, ezzel az éllitast belattuk. OJ

40. Kovetkezmény. A Lemma 39. feltételei mellett, elegendden nagy k és n
indexek mellett az aldbbiak igazak:

« Létezik az F, ' (n(y¥)), mivel 1, (y¥) € Brjas(Fu(pn(uf)));

* FH (), on(F7H(Y")) € Brpalpn(u)).

A konzisztencidhoz analég modon definidlhaté a halmazon értelmezett
stabilitdsi fogalom. Tobbek kozott ez teszi irrelevanssé az @ ismeretét.

41. Definicio. A Z diszkretizdciot a &2 problémdn stabilnak nevezziik, ha léteznek
olyan S € R, R € (0, 00| konstansok és létezik olyan Dy C D halmaz, melyre
u € Dy. Tovdbbd minden v € Dy elemen stabil az R stabilitdsi és az S Lipschitz
konstanssal.
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Most mar minden készen all ahhoz, hogy kimondhassuk a {6 tételiinket.
A tétel f6 eredménye, hogy a konvergencia garantdlhaté a halmazon
értelmezett konzisztencia és stabilitdsi fogalmak egyiittesével. Ezeket kdzvetleniil
igazolhatjuk, rdadasul ehhez a & probléma megoldasdnak ismeretére sincsen
sziikségiink.

42. Tétel. A Feltevés A*-on til tegyiik még fel, hogy a & diszkretizdcio a &
problémdn

e konzisztens;

* stabil az R stabilitdsi és az S Lipschitz konstanssal.

Ekkor a 9 diszkretizdcio konvergens a & problémdn, és a konvergencia rendje
nem kevesebb, mint a Dy halmazhoz tartozo konzisztencia rendje.

Bizonyitds. A hiaromszog egyenl6tlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

lpn (@) = @y, = [l (F1(0)) = Fy ' (¢ (0))]| . <
[lien(F71(0)) - mpﬂ(ym”w
llenlP 1040 = By D, + 1)

-~

177 o) - Fglwn(om

-
II1.

)
Xn
7

ahol az y* € ) elemek a Lemma 39.-ben definidltak.
Most a (21)-ben szerepld tagokat becsiiljiikk meg.

I. Az elsé tagra a Feltevés 37.-b6l nyerjiik az alabbi becslést:

[£n(F7H0) = @n(FH )| o, < K1 |[F7H0) = F7HYY)| 4 -

Mivel ¥ — 0, midén k — oo, és az F~! folytonos a 0 € ) pontban. Igy
az elso tag n-tdl fiiggetleniil tart nulldhoz.

IL. Bzatag ||F, ' (Fu(en(F1(49))) = F ' (¥a(y"))]] ,, alakba irhat6. Erre a
tagra a stabilitdsi becslést a Kbvetkezmeny 40. miatt alkalmazhatjuk. Ekkor
a kovetkezot kapjuk:
len(F1 @) = E7 Wy, <

S || Fuln(F(y >>> UMy, = S| Fulpn(u®)) = u(F )], -

A fenti becslésben szerepl jobb oldali tag az u* elem konzisztencidja miatt
tart a nullahoz.
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III. A harmadik tagra vonatkoz6 becslésben a Lemma 39. és Kovetkezmény
40.-bSl adédéan hasznélhatjuk az F ! Lipschitz folytonossagat. Tovabba a
Feltevés 38.-et hasznalva kapjuk, hogy

IE (@a(y*) — 7 (4(0))]

v, < 8| en(F) = ¥a(0)]

Vn < SK; Hkay

A fenti becslésben szerepl6 tag az n indextdl fiiggetleniil tart nulldhoz.

6. A harom alapfogalom kozotti kapcsolat

Az A* feltétel melletti Tétel 42. azt mutatja nekiink, hogy a konzisztencia
€s a stabilitds egyiittesen elegséges feltétel a konvergencidhoz. A masik oldalrél
viszont jelenleg nem tudunk valasszal szolgdlni ezen fogalmak sziikségességére.

Ezt a gondolatmenetet folytatva: vajon mi lehet a tényleges kapcsolat a harom
alapfogalom kozott? Mind a hdrom fogalom lehet egyardnt igaz (I) és hamis
(H) is. Azaz nyolc esetet kiillonboztethetiink meg, melyet a lenti tdblazatban
szemléltetiink.

’ H konzisztencia | stabilitds konvergencia‘

| | | | | | =] —

= | | | =] | |

0[O\ N | WD —

1. tdblazat. A nyolc lehetséges eset.

Az alkalmazhat6sdg szempontjdbol a 6-os a 8-as esetek érdektelenek.
Bizonyos esetekre példdk konstrudlhatéak (ezeket a mdsodik tdbldzatban van
példa cimszdval illettiik), melyek az [FMF11]-ben taldlhatéak. EbbSl ad6d6an
is részben lathatjuk, hogy sem a konzisztencia, sem a stabilitds nem sziikséges
feltétel a konvergenciahoz.
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Eset szdma Vilasz Magyarazat

1 mindig teljesiil | Tétel 42

2 sosem teljesiil | Tétel 42

3 lehetséges van példa

4 lehetséges Példa 18

5 lehetséges van példa

6 - -

7 lehetséges van példa

8 - -

2. tdblazat. Valasz az egyes esetekre.

7. Osszefoglalas

A palyamunkdban nemlinedris egyenletek numerikus megolddsat vettiik
gbresé ald. F6 célként a numerikus folyamat konvergencidjanak garantdldsat
tlztik ki célul. A linedris esethez hasonldéan lathattuk, hogy a konzisztencia
€s a stabilitds egyiittesen biztositja a konvergencidt. Ez a linedris esetben a jol
ismert Lax-Richtmyer-Kantorovich tétel. Nemlinedris esetben ez a két feltétel
elégséges a konvergencia garantdldsdhoz. Megemlitettiik, hogy éltaldban sem a
konzisztencia, sem a stabilitdis nem sziikséges feltétele a konvergencidnak. A
Trenogin-elméletet gyakorlatba is iiltettiik: kozonséges differencidlegyenletekre
megvizsgaltuk az explicit Euler mddszerrel a kezdeti érték problémadt. Igazoltuk
ennek elsérendl konzisztencidjat, tovabbd hogy a mddszer stabil, azaz az
alaptételiink szerint igazoltuk az elsdrendli konvergenciat is.

A jovore nézve parcidlis differencidlegyenletekre torténd alkalmazds, illetve
implicit sémak vizsgdlata érdekes kutatdsi alapot szolgéltatnak.
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