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Ko6sz6netnyilvanitas

Eziton szeretném megragadni az alkalmat, hogy megkdszonjem témavezetémnek,
dr. Csikds Balazsnak a dolgozatirdas soran nyujtott sok segitségét; beleértve magat
a problémafelvetést, kapcsolodd szakirodalom ajanlasat, illetve rendkiviil hasznos
szakmai utmutatasat is.
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1. Bevezetés

Sokan — koztiik szamos magyar matematikus — vizsgaltak mar alakzatok korokkel
valo lefedhet6ségét, ill. diszjunkt korokkel valé minél jobb kitoltését, az igynevezett
fedési, ill. pakolasi problémakat. n db r sugaru kis kor diszjunkt pakoldsa egy
nagyobb, az egyszertiség kedvéért egység sugaru korbe régota vizsgalt téma. A
pakoldsi sugar lehet6 legnagyobb értéke és az optimélis konfiguracio 1 < n < 13
és n = 19 esetén ismert [10] [8], pl. az n = 12,13, 19 eseteket nemrég, 1999 és 2003
kozott bizonyitotta be Fodor Ferenc [5] [6] [4]. n < 7 esetén az optimalis konfigurdcié
egybevagdsag erejéig egyértelmii és forgdsszimmetrikus. S6t, ha az n = 8,9 eseteket
nézziik, még ezekre az n értékekre is létezik olyan optimadlis konfiguracié, mely
forgasszimmetrikus, viszont itt az optimalis elrendezésben az egyik kis kor ,16tyog”,
vagyis barmilyen irdnyban elmozdithaté megfeleld kis tavolsagra [9].

Tekinthetjiik azt a feladatot is, amikor n db egyenlé sugaru kis korrel le kell
fedniink egy nagyot. Keressiik a legkisebb olyan r értéket, amely sugari kis koérokkel
az egység sugaru korlap mar lefedhetd. Meglepd, hogy mar n = 5 esetén sem
forgasszimmetrikus az optimalis konfiguracié. Az aszimmetrikus, egyaltalan nem
trivialis optimadlis elrendezés megkeresése a célja a Cover-The-Spot nevi fejtoro
jatéknak, mely egy idében vasari jatékként is népszert volt. A konfiguracié optima-
litdsat Bezdek Kdaroly bizonyitotta be 1983-ban [1].

Tehat 5 db kis kor esetén a pakolasi konfiguracié még forgasszimmetrikus, mig a
fedési konfiguracié mar nem az.

Tekintsiik azt a Robert Connelly [2] altal 2008-ban felvetett feladatot, amelyben
adott (egyenld) sugari kis korokkel kell minél tobbet lefedniink a nagy kor teriiletébol!
Ez a pakolasi sugar esetén a pakolasi feladattal ekvivalens, a fedési sugar esetén pedig
a fedésivel. Addédik a kérdés, hogy mi a helyzet a koztes sugarértékekkel? Ha egy
olyan értéket vesziink, amekkora korok mar nem férnek el diszjunkt médon a nagy
korben, viszont teljesen lefedni sem tudjak azt, akkor vajon az optimalis elrendezés
forgasszimmetrikus lesz vagy sem?

Géspéar, Tarnai és Hincz 2010-ben mutatték be eredményiiket 7] egy francia-
orszagi konferencian, melyben numerikus médszert javasolnak az optimalis elrendezés
megkereséséhez, egyuttal megfogalmazzak sejtésiiket az optimalis konfiguracié alak-
jardl r fliggvényében. Kideriil, hogy a sejtés szerint kis r értékekre — a pakolasi
problémahoz hasonléan — forgasszimmetrikus elrendezés az optimalis. r értékét no-
velve ,tojasszeril” otszog csucsaiban helyezkednek el a kis korok, aztan van egy



intervallum, melybe es6 r-ekre még csak nem is tengelyesen szimmetrikus az optimalis
elrendezés, végiil, elég nagy r-ekre, a fedési probléma megoldasdhoz hasonld, | siito-
tokszer” konfiguracio a legjobb.

PE®

A lehetséges optimélis formacidk 5 kor esetén: forgasszimmetrikus, tojés,
aszimmetrikus, siitotok

(forras: |7])

BSc-szakdolgozatomban elsoként bizonyitottam, hogy ha 5 helyett csak 3 kis
korre vizsgaljuk a leheto legnagyobb lefedheto teriiletet, akkor mindig van forgés-
szimmetrikus optimum. Ez a TDK-dolgozat leirja a harom kis kor esetét, de altalanos
allitasokat is megfogalmaz tobb korre, ill. a négy kis kér optimalis elhelyezkedésének
megkeresése felé is tesz 1épéseket.

2. Korpolinomok teriiletének iranymenti derivaltjai

Tekintsiik a Connelly-féle feladatot! Ennek a feladatnak biztosan 1étezik optimalis
megoldasa, hiszen a konfiguraciés téren kompakt tartéjua és folytonos az adott kon-
figuracié esetén a lefedett teriiletet megadd fliiggvény, tehat felveszi a maximumat.
Tegyiik fel, hogy megtalaltuk az optimalis elrendezést! Ekkor barmelyik kort tekint-
jik mozgathatonak (a tobbit lefixdlva), a lefedett teriilet dsszes mozgatasi irdnyban
vett derivaltjanak 0-nak kell lennie.

2.0.1. Definicid. Jordan-girbének neveziink egy v : [a,b] — R? folytonos, zdrt
sikgorbét, ha az |a,b) intervallumon injektiv.

2.0.2. Definicid. Diszjunkt lancnak nevezziik véges sok diszjunkt vy, Yo, ..., Y Jordan-
gorbe halmazdt, ahol ~y; : |a;, b)) — R? pontosan akkor pozitiv irdnyitdsi, ha pdros
sok masik gorbének van a belsejében. A diszjunkt ldnc belseje azoknak a pontoknak
a halmaza, amik nincsenek rajta eqyik gorbén sem, és pdaratlan sok résztvevd gorbe
belsejében vannak benne.

Csikés 3] tetszoleges térformabeli golydk halépolinomjaként (unid, metszet és
zérdjelek felhasznélasaval) el6allo alakzatok térfogatanak derivaltjara adott formu-
l14t. Ennek specidlis esete a miénk, hiszen R? is térforma, és minket a kis korok
uniéjdnak és a nagy kornek a metszete érdekel (amely persze halépolinomja a kor-
lapoknak). A teriilet irdnymenti derivaltjara adott formula azon alakja, amit a
tovabbiakban hasznalni fogunk, két dimenziéban igy hangzik:



2.0.3. Tétel. Legyen C' és D eqy-eqy korivekbdl dsszerakott diszjunkt ldnc a sikon,
és rendelje az A : R? — Rsq fiigguény eqy tetszbleges v sikbeli vektorhoz a C' + v és
a D ldncok belsejének a metszetének a teriletét.

Teqyiik fel, hogy a két ldncnak nincs kozos szakasza, vagyis csak véges sok P;
kézos pontjuk van. Figgjon az a(P;) egész szam értéke attol, hogy P-ben C' belép D-
be (-1), kilép D-bél (+1), vagy végig D-n kivil/belil halad (0). Nevezzik dtmetszési
pontoknak két diszjunkt lanc azon metszéspontjait, amelyek o értéke nem 0.

Ekkor, minden w nemnulla vektorra, A-nak a w irdnyi derivdltja létezik és
folytonos az origoban, az értéke pediqg:

A fenti tételt felhasznalva kapjuk az alabbi alternativatételt :

2.0.4. Kovetkezmény. Legyen C és D egy-eqy korivekbol dsszerakott diszjunkt ldnc,
és A(v) mint fent. Ekkor ha A(v)-nek szélséértéke van egy v pontban, akkor a C +wv
és D ldncokra a kovetkezok kozil legaldbb az eqgyik teljestil:

— a két lancnak végtelen sok kézds pontja van

— véges sok Py, P, ... k6z0s pont van, és Za(Pi)Pi = 0.

i=1

2.0.5. Megjegyzés. A fenti tétel, ill. kovetkezmény dltaldnosithato szakaszonként
folytonosan differencidlhato diszjunkt ldncokra is, azonban ekkor a ldncok helyzetére
bizonyos megkitéseket kell tenni.

3. Kor lefedése korokkel

Tekintsiik most a Connelly altal felvetett feladatot: Adott n db r sugaru és egy R
sugari (R > r) korlap. Helyezziik el ugy a kis koroket, hogy egyiitt a nagy korbdl a
legnagyobb teriiletet fedjék le!

Nyilvanvalo, hogy gy is elhelyezhetoek optimélisan a korok, hogy nem esik egybe
semelyik kett6 sem (akkor ugyanis egyikiik feleslegesen van ott).

Jeloljiik az r sugari koroket Ky, Ky, ...K,-nel, a nagy (R sugari) kort pedig Ko-
lal! Legyenek a korok pozitiv iranyitasuak, kozéppontjaik az O; pontok, a kérok altal
hatarolt zart korlapok a D; halmazok, a korok altal hatérolt nyilt korlapok pedig
a B; halmazok. Definidljuk a C; diszjunkt lancokat a kovetkezéképpen: Ci(i > 1)

legyen a Dy \ U D, idom hatara, Cy pedig az U D; halmaz hatara. Jelolje végiil

j¢{0,i} i>1
BC; a C; lanc altal hatarolt nyilt halmazt, DC; pedig BC; lezartjat.



Azért definidltuk igy a lancokat, hogy az optimumban a K; korok sziikségszertien
ugy legyenek elhelyezve, hogy rendre a C; lancok belsejébol a lehet6 legtobb teriiletet
fedjék le. Vagyis optimaélis konfiguracio esetén sziikséges, hogy mindegyik kor a hozza
tartozoé lancot olyan pontokban metssze at, amelyeknek a megfelel6 el6jeles osszege 0.
(Emiatt az atmetszési pontok szama nyilvanval6an nem lehet 2.) Tehat a kovetkezd
informaciok megléte esetén egyenleteket irhatunk fel a koérok metszéspontjainak
koordinatéira, amelyekbol megkapjuk az optimalis elrendezést :

— Melyik kor melyiket metszi at? (az érintés nem szamit) Ez adja meg az tn.
atmetszési grafot.

— Barmely két atmetszé K; és K; korre: a metszés soran keletkezd 2 dtmetszési
pont a maradék két kor belsejében /hatéran /kiilsejében van-e?

— Ha az egyik atmetszési pont pl. Ki-nak a hataran van, akkor az adott pontban
K; belép Kj-ba, kilép K-bol, vagy érinti azt?

— Ha két kor atmetszi egymast, akkor a metszéspontokat aszerint kiillonboztetjiik
meg, hogy ott K; 1ép be Kj-be, vagy forditva (a pozitiv irdnyitést figyelembe
véve).

(Az esetek vizsgédlata soran két dtmetszési grafot akkor fogunk lényegesen kii-
16nbozének tekinteni, ha nem létezik kozottiik olyan izomorfizmus, amely kis kort
kis kornek, nagy kort nagynak feleltet meg.) A fenti pontok alapjén épp a ,szemre
kiilonb6z6” konfiguracidkat kiilonboztetjiik meg.

Tehét ha a korok osszesen k db pontban metszik &t egymadst, akkor k(n — 1)
db tesztet kell elvégezniink (mind a k db pontra meg kell vizsgalnunk, hogy a
metszésben részt nem vevé n — 1 korhoz képest hol helyezkedik el).

Az el6z6 négy pont alapjan megvizsgalt informaciékbdl el tudjuk donteni barmelyik
korrol, hogy az 0hozza rendelt lancot hany helyen metszi at, a metszéspontok hogyan
szamolhatéak ki a korok koordinataibol, valamint a metszéspontoknak mennyi az o
(belépési/kilépési) értéke. Ugyanis kor és lanc atmetszési pontja csak olyan pont
lehet, ahol a koriink atmetszi valamelyik mésik kort, a metszéspontnak a négy pont
alapjan megvizsgdlt elhelyezkedése pedig eldonti, hogy magat a lancot is atmetszi-e
ebben a pontban a kiszemelt koriink. Tehdat ekkor egyenleteket tudunk felirni arra,
hogy az adott kor és lanc atmetszési pontjai megfeleléen 6sszeadva nullvektort adnak.

3.0.6. Megjegyzés. Ha K, egy kis kir, és valamilyen i, j-re K; és K; egyik P
dtmetszési pontja Ky, belsejében van, akkor Kj metszi a K; és K; kort is. Ha P
épp a Ky, kérvonalra esik, akkor az igaz, hogy K; és K; koziil legaldbb az egyiket K,
atmetszi.

A kovetkezo lemmak akarhany kis kor esetén informaciéval szolgdlnak az optimalis
konfiguraciérol:

3.0.7. Lemma. Optimalis konfigurdcio esetén az dtmetszési grdafnak a Ko-t tartalmazo
komponensén kivil csak izoldlt pontjai lehetnek.



Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy optimumban vagyunk, és van a grafnak egy H legalabb
kétponti komponense, mely nem tartalmazza K(-t. Ha optimumban vagyunk, akkor
nyilvan Dgp-on helyezkedik el H 06sszes kore. Vegyiik a H-beli kis korok koziil a
legkisebb x koordinatajut; ha tobb ilyen is van, akkor ezek koziil a legkisebb y
koordinatajut! Ez legyen K,. K, nem izolalt pont, tehat D,-nak pozitiv teriiletii a
metszete a tobbi kis korlap unidjaval.

Ha vessziik K,-nek a tébbi koérlap unidjan beliil halado iveit, és az ezek kezdo- és
végpontjait (K, pozitiv irdnyitasi) 6sszekotd v; vektorokat, akkor a kapott vektorok
osszege 0 kell, hogy legyen, hiszen optimumban vagyunk. Tegyiik fel, hogy valamelyik
ilyen vektornak az y koordinataja negativ! Ekkor van olyan K} kor, hogy K, ala-
csonyabban fekvo pontban jon ki K,-bol, mint ahol belép. Viszont ekkor az O,O,
vektornak az x koordinataja pozitiv lenne, ami K, vélasztasaval ellentmondana.
Tehat az 6sszes v; vektor y koordinatdja nemnegativ.

Mivel > v; = 0, ezért minden v;-nek vizszintesnek kell lennie. Ekkor viszont
maximum 2 db v; vektor lehet, de 1 vektor esetén a vektorosszeg nem lenne nulla.
Tehat 2 vektor van, melyeknek ekkor ellentétesnek kell lenniiik. Legyen a jobbra
mutaté vektor vy, a balra mutaté pedig vy !

K, v, kezd6pontjaban belép egy masik K. korbe. Ha ebbdl a vi-hez tartozd iv
belsé pontjaban lépne ki, akkor K, alacsonyabban fekvé pontban jonne ki K.-bol,
mint ahol belép, ami nem lehet. Tehat K, és K. metszete kifesziti a v; vektort, vagyis
K. x-koordinataja megegyezik K -éval, y koordinataja pedig kisebb. Ellentmondésra
jutottunk, mert most azt kaptuk, hogy K .-t kellett volna valasztani K, helyett. [J

3.0.8. Kovetkezmény. FEqgy olyan grdf, ahol a nagy kér nem metsz dt eqy kis kort
sem, csak akkor adhat optimumot, ha a grdfnak nincs éle, vagyis ha a kis korok
belepakolhatoak a nagyba. Mdsképpen: ha r maximum akkora, mint a pakoldsi sugdr.

3.0.9. Lemma. Van olyan optimalis elrendezés, mely esetén minden kis kor kerii-
letének legaldabb a fele a nagy kor belsejébe esik.

Bizonyitds. A bizonyitas azon a trivialitdson alapszik, hogy ha a tulajdonsdg nem
teljesiil, akkor az adott kis kor vagy By komplementerébe esik (ami nem optimélis),
vagy K-t két pontban metszi. Ekkor pedig a két metszéspont egyenesére tiikrézve
a nagy korbdl az adott kis kor altal lefedett rész csak novekedhet, mivel ami eddig
le volt fedve, ezutan is le lesz. n

A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy mindegyik kis kor keriiletének legaldbb a
fele By-ba esik.

3.0.10. Lemma. Optimadlis konfigurdcio esetén minden © # j, 1 < i,j-re igaz a
kovetkezd : ha a K; és K kis kordk dtmetszik eqymdst, akkor valamelyik metszéspontjuk
By-ba esik.

Bizonyitas. Legyen az altalanossag megszoritasa nélkiill © = 1,7 = 2. Tegyiik fel,
hogy egy optimaélis elrendezés all el6ttiink, és azt is, hogy K és Ky két metszéspontja
(P és Q) nincs By-ban. A Lemma miatt viszont K; és K keriiletének legalabb
a fele By-ba kell, hogy essen.



Barmelyik ive is essen a két kis kor keriiletének By-ba, mindenképpen igaz az,
hogy az dbrdn bejelolt ¢ és d fvek (amik a PQ ivek tiikorképeiként &llnak eld
a kis korok kozéppontjaira) Bp-ban futnak. Ebbél kovetkezik, hogy A, B,C,D €
€ Dy. Emiatt pedig az AC és BD nyilt szakaszok By-ban futnak, vagyis P, Q) € By.
Ellentmondasra jutottunk, tehat az elrendezés nem lehet optimalis. O

3.0.11. Lemma. Optimumot ado dtmetszési grafban nem lehet eqyfoki pont.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az egyfoku pont a K; kor, szomszédja pedig K;! Ekkor
K;NK; nem eshet bele semelyik masik kis kor belsejébe, mert kiilonben K; metszené
azt a kis kort is. Tovdbba, ha K; és K; kis korok, akkor a metszetiiknek van pontja
By-ban a Lemma szerint. Viszont ekkor a metszet masik pontja is Dy-ban
van, mert K; nem metszi Ky-t. Mindebbdl azt kaptuk, hogy ha K; egyfoku, akkor a
lancat pontosan két pontban metszi, ami nem lehet optimalis. O

3.0.12. Lemma. Ha n < 4, és van olyan optimum, ahol Ky nem metszi dat Cy-t,
akkor a kis korok vagy belepakolhatoak a nagyba, vagy lefedik azt.

Bizonyitds. Ha K, végig DCy-ban halad, akkor ez azt jelenti, hogy a kis korok lefedik
a keriiletét. Tehat legalabb az egyikiik lefedi a keriiletnek legaldbb az n-ed részét. Ez
egy alsé korlatot ad r-re, amirdl kiszamolhatd, hogy n < 4-re legalabb annyi, mint
a fedési sugar.

Ha viszont K, végig BCp-on kiviil halad, akkor a keriiletének nincs a kis korok
belseje altal lefedett pontja, vagyis nem metszi at egyik kis kort sem. A Lemma-
ban pedig mar lattuk, hogy ilyenkor optimum csak pakolhatdsag esetén lehetséges.

O

4. A program

Jegyezziikk meg, hogy harom egybevagd, egymast metsz6 kérnek lényegében harom-
fajta konfiguracidja lehet csak (pl. aszerint végignézve az eseteket, hogy a K; N Ko
pontok koziil hanyat tartalmaz a K3).

4.0.13. Definicié. Az alabbi dbrdaknak megfeleld elrendezéseket rendre ,lyukas”,
SVenn—diagram” és hernyo”~konfigurdcioknak nevezziik.



4.0.14. Jelolés. Azt a pontot, ahol a K; kir belép a K; kirbe, m(i, j)-vel jeloljiik.
A relli, j, k| igaz/hamis érték pedig azt mondja meg, hogy m(i,j) benne van-e a Kj
kor belsejében.

Szeretnénk azt az esetet egyszeriibben kezelni, amikor van harom kérnek kozos
pontja. Nevezziik ezeket a konfigurdcickat extrémnek! Egy ilyen elrendezés (az R®-
nal azonosithaté fazistér elemeként) el6éll egy olyan elrendezésekbdl allo sorozat
hatarértékeként, amelyek nem extrémek, vagyis melyekre az Osszes metszéspont
kiilonboz6. Raadasul a lefedett teriilet derivaltja is konvergal, mert a metszéspontok
konvergalnak. Sot, mivel az extrém helyzetben Ky legalabb 4 helyen atmetszi Cy-t,
ezért a konvergal6 sorozat elemeiben is ennek teljesiilnie kell.

Az el6z6 szakaszban ismertettiik, hogy — nem extrém esetben — a korck kombina-
torikai elhelyezkedésének leirdsdhoz elég megmondani a rel[i, j, k] logikai értékeket.
Ha a metszési graf élszdma E, a kis korok szama pedig n, akkor tehat egy 2F(n — 1)
bites tipusszam leir egy kombinatorikai esetet. Pl. harom kis kor esetén, ha minden
mindent metsz, akkor dsszesen 22 = 16777216 kiilonbozé tipusszam létezik, de 4 kis
kor esetén mar 2%° eset van, 5 kis kor esetén pedig 2120,

Ezzel a tipusszam—definicidval természetesen igaz az, hogy minden extrém helyzet
el6all egyforma tipusi nem extrém helyzetek limeszeként. Tehat az extrém helyzeteket
is adott tipusti nem extrém helyzetként targyalhatjuk (bér ez a tipusszdm nem biztos,
hogy egyértelmii!), megengedve pontok egybeesését.

3 és 4 kis kor esetén a tipusszamok szlirésére programot alkalmaztam, mely D
programnyelven irédott. A kovetkezo lemmak sziikségesek a nemkivanatos esetek
kiszorasahoz:

4.0.15. Allitas. Ha hdrom kis kor LSyukas” konfigurdcioban all , akkor a
kozéppontjaik hegyesszdgi hdaromszéget hatdroznak meg.

Bizonyitds. Legyen a harom koézéppont Op, O, és Os; és S 1= %. Tudjuk, hogy
S e Bi N By. Tehat S ¢ D3, Vagyis d(S, 03) >r > %d(Ol,Og) Ebbdl kévetkezik,
hogy az 01030, szbg hegyesszog. Ugyanez elmondhaté a méasik két szogre is. O]

4.0.16. Kovetkezmény. Nem fordulhat eld az, hogy négy kis kor paronként dtmetszi
eqymdst, és az dsszes metszéspontjuk a maradék két koron kivilre (vagy a korvonalra)
estk. (Ez lenne a lyukas konfigurdcio 4-kiords esete.)

Bizonyitds. Ebben az esetben a négy kozéppont dltal meghatérozott Osszes szog
hegyesszog lenne. De ha a kézéppontok konvex burka haromszog, akkor a kozépre
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esO pontbdl legalabb az egyik oldal legalabb 120 fokos szogben latszik, ami nem
hegyesszog. Viszont ha a konvex burok négyszog, akkor az egyik csticsban 1évo szog
legalabb derékszog, tehat ekkor sem lehet az 0sszes szog hegyes. O]

4.0.17. Allit4s. Ha hdrom kis kor hernyd-konfigurdcicban dll (azaz KyNKy C Ds),
akkor Os-bol tompaszogben ldtszik az O104 szakasz.

Bizonyitds. Legyen {P,Q} := KN K,. Feltehetjiik, hogy P € K3, mert a latdszoget
csokkentve eltavolithatjuk a K3 kort az O 05 egyenestol addig, amig még a korlapjara
esik a masik két kor kozéppontja. Ha Kp kozéppontja P, sugara pedig r; és I jeloli
a Kp kor O; és Oy kozé eso kisebb ivét, akkor tehat feltehetjiik, hogy O3 € I. I
pontjaibol pedig tényleg tompaszogben latszik az 010 szakasz. O

4.0.18. Kovetkezmény. Nem fordulhat elé a kévetkezd eset: K1 N Ky C D3, Ko N
NKy C Dy, KsNKy C Dy és KyN Ky C Dy. (Ez a hernyd dltaldnositasinak
tekinthetd.)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy el6fordulhat. Ekkor a Allitds miatt az 0,004
és az 010305 szogek is tompak. Tehat az O, 03 szakaszra a két végpontjaban allitott
merolegesek altal hatarolt végtelen sav szigorian elvalasztja az Oy és Oy pontokat,
vagyis 0409 > 0703, és egyenléség csak akkor, ha Oy — Oy = O; — O3 (mint
vektorok).

Analég modon kaphatd, hogy O103 > 050y, és egyenldség csak akkor, ha O —
- 03 = 02 - 04. Tehat 0402 = 0103. Ekkor viszont 04 - 02 = 01 - 03 =
= Oy — Oy, vagyis Oy = Oy. Ellentmondasra jutottunk, mert kizarjuk a kis korok
egybeesését. O

A program mitkodési elve a kovetkezo: végigprébalgatja a 0 és 1 értékeket az
Osszes bitre, azonban a mar beéllitott bitek értékébdl kovetkeztet a még iires bitek
értékére, és ha ugy taldlja, hogy a konfiguracié nem felel meg bizonyos feltételeknek,
akkor azt a konfigurdciét nem irja ki. A program &altal hasznalt szabdlyok olyan
konfiguraciékat dobnak ki, melyek vagy . fizikailag” nem fordulhatnak el6, vagy nem
adhatnak optimumot.

4.0.19. Megjegyzés. A program végig felteszi, hogy a kis korok nem fedik le a
nagyot, és nem is pakolhatoak bele. Ezek ugyanis trivialis esetek lennének.

A hasznélt szabalyok a kovetkezok :

— 0. szabdly (optimalitasi): Extrém hataresetben sem optimaélis, ha két kis kor
a By halmazon kiviil metsz. (v6.:3.0.10[ Lemma)

— 1. szabaly (fizikai): Minden i, j, k kiilonb6z6 indexekre: ha relli, j, k] = igaz,
és rellj, i, k] = hamis, akkor rellk, i, j| = igaz,rel[i, k, j| = hamis, rel[k, j,i] =
= hamis, és rel[j, k,i] = igaz.
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2. szabdly (fizikai): Tegyiik fel, hogy k > 0 (vagyis K} kis kor), K; és K;
pedig Kj-n beliil metszik csak egymést. Ekkor Kj metszi K-t és K-t is. Ha
i > 0, akkor Kj, N K; C D;°. Ha pedig ¢ = 0, akkor vagy K, N K; C D;*, vagy
Ky N K; C B;; masszéval rel(j, k,i| = rellk, j,i|. Ugyanez elmondhaté ¢ és j
szerepének felcserélésével is.

3. szabaly (fizikai): Minden kor a lancat paros sok pontban metszi.

4. szabaly (optimalitdsi): Az nem lehet, hogy n < 4, és a nagy kor optimumban
Co-t 0 pontban metszi at (vo.[3.0.12)), vagy 2 pontban metszi at (ekkor hatér-
esetnek kell fellépnie, hogy a két pont egybeessen, ami ekkor szintén pakolast
vagy fedést jelent).

5. szabaly (optimalitasi): Ha egy K kis kor a lancat 2 pontban metszi 4t, akkor
azok az optimalitas miatt egybeesnek. Ha ezek koziil az egyik Ky-lal, a masik
meg [;-vel vett metszéspont, akkor ezek tehat egybeesnek, vagyis K; és K;
egyik metszéspontja K keriiletén van. Az optimalitas érdekében ekkor viszont
a masik metszéspontjuk mindenképpen K belsejében kell, hogy legyen.

6. szabdly (fizikai): Teljesiil a [4.0.16| és |4.0.18] Lemmak &llit4sa.

7. szabdly (fizikai): Legyenek ¢, j, k, [ kiilonb6z6 indexek, ¢, 7 > 0. Ha K;NK}, C
C B;, és K;N K}, egyik pontja Bj-ben van, akkor ez a metszéspont B;-ben is
van.

8. szabély (fizikai): Legyenek i, j, k, [ kiillonb6zé indexek, i, j > 0. Tegyiik fel,
hogy rellk,l,i] = igaz és rellk,l, j| = igaz. Ekkor K} legaldbb két pontban
metszi D; N D; hatérat, vagyis rel[k, 1, j|, relli, k, j], rel[k, j,i|, rel]j, k, i] koziil
legalabb kett6 igaz. Ugyanez mondhaté el Kj-re.

A program ekvivalensnek tekint két konfiguraciot, ha egymasbol megkaphatdak

a kis korok permutélasival, és/vagy a sik (tetszéleges) tengelyre vald tiikrozésével
(méasképpen: a korok iranyitdasanak megforditasaval). Csak a legkisebb sorszamrt
tartja meg és irja ki az ekvivalensek koziil.

A program outputja minden lehetséges konfiguraciéra egy tipusszamot tartalmaz,

és az elrendezést tablazatos formaban: a tablazat ¢. sordban és j. oszlopaban azoknak
a koroknek a listdja szerepel, amelyek belsejiikben tartalmazzdk az m(i, j) pontot.
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5. Kor lefedése két korrel

n = 2 esetén kénnyen meghatarozhatjuk az optimalis konstrukciot.

Ha r < R/2, akkor a két kis kor elfér a nagy belsejében, és a lefedett teriilet
2mr?. Tekintsiik hdt az r > R/2 nemtrivilis esetet. Ekkor az dtmetszési grafban
Ky nem O-foku, tehat 2-foku. K; és Ky pedig 0ssze vannak kotve éllel; kiilonben
a lemma alapjan nem kapnénk optimumot.

Ha most vessziik a két kis kor altal lefedett teriiletet hatarolé Cy lancot, akkor
ennek a Ky nagy korrel max. 4 4tmetszési pontja lehet (mindkét kis kornek maximum
2). Az atmetszési pontok szdma mindig péaros, és optimélis esetben nem lehet 2
(mert ekkor az elGjeles 6sszegiik egy nemnulla vektor lenne). Tehat vagy 0, vagy 4
atmetszési pont van. Ugyanez érvényes a K kis korre és a C) lancra (ami a Ky kor
altal igen, de a K, kis kor dltal nem lefedett teriiletet hatarolja), valamint a K5 kis
korre és a Cy lancra.

Tegyiik fel, hogy a harom lehet6ség koziil egyikben sincs metszéspont! Ekkor a
kis korok lefedik a nagyot, ami r < R esetén lehetetlen.

Maradt az a lehetoség, amikor valamelyik kor és a megfelel6 lanc atmetszi egymast.
Ekkor mind a harom kor 4-4 metszéspontban kell, hogy metssze a megfelel¢ lancot,
hiszen mindegyiknek van metszéspontja valamelyik masik korrel. Ebben az esetben
barmelyik két kor a harmadikbdl ugyanolyan (2h) hosszisagu és parhuzamos (de
nem egybeesd) hurokat metsz ki. (Ez egy atfogalmazasa annak, hogy a négy atmetszési
pont alterndlé Gsszege 0.)

A kimetszett hirok parhuzamossdga miatt a hdrom kor koézéppontja (Oy, O
és Oy) egy egyenesbe esik, legyen ez pl. az x-tengely. Jeloljiik a harom kor kozép-
pontjanak x koordindtajat x, x;, xo-vel, ahol legyen az altaldnossag megszoritasa
nélkiill = 0, z; > 0 és x; > x,. Felirhatjuk a kovetkezd egyenleteket a korok
kozéppontjanak téavolsdgai alapjdn (a fiiggetleniil véaltoztathaté £ jeleket 44-gyel és
+,-vel jelolve):

ry = \/R2 - h2:|:1\/7”2 -
|Z‘2| = \/R2 — h2:|:2\/7"2 —
1 — Ty = 2Vr2— h?

Az els6 két egyenletbdl:

]31-%2:/\\/R2—h2+/i\/7’2—h2,

ahol X\ és p értéke is a {—2,0,2} halmazba esik, és legalabb az egyikiiknek
pozitivnak (2-nek) kell lennie, hiszen x; — zo > 0.

Ha A = 2, akkor p = 20/t h2 W) 9 2”‘32 h2 Bz 2-nél kisebb, és nem

v
lehet 0, mert akkor r = R adddna. Tehat ekkor u = . Vlszont ez csak ugy lehet,
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ha 21 = —25 = VR2 — h2 — \/r2 — h2. S6t, u = 2 miatt 2v/R2 — h? = 4/r2 — h2,
vagyis R? — h? = 4r? — 4h? amibdl h = 1/@ € R. Ez az eset tehat tényleg
lehetséges.

Ha p = 2, akkor a harmadik egyenletbél A = 0, ebbdl pedig 12 = VR? — h? £+
+ v/r2 — h2. Ekkor azonban nincs 4 metszéspont, mert a két kis kor alkotta lancba

a nagy kor csak kétszer metsz bele (mivel a kis korok ugyanazt a hirt metszik ki a
nagybdl). Ez az eset tehat nem megfeleld.

Visszatérve a A = 2 esetre, szamoljuk ki a kis korck éaltal lefedett rész teriiletét!
A teriilet 2mr% — 27 (r,2h) — 2(T (r, 2h) — T (R, 2h)), ahol T (a,b) az a sugart korbdl
egy b hossz hir ltal lemetszett (kisebbik) korszelet teriilete. (T (a,b) = £=52242,
ahol p = 2sin™! 2%) Kijelenthetjiik, hogy ez az optimalis konfiguracié. Az optimalis
elrendezés az alabbi abran lathato.

Kimondhatjuk tehat az alabbi tételt:

5.0.20. Tétel. Fgy R sugari korlapbol két r sugari korlap dltal maximdlisan lefed-
heto teriilet:

- 2mr?, har < R/2
= 2mr® = 2T (r,2h) =2(T (r, 2h) = T (R, 2h)), ha R/2 <r < R; ahol h = | /=51

- 7R% har >R

Emellett, minden esetben létezik olyan optimdlis konfigurdcio, amely kozéppon-
tosan tiikros, vagyis mdsodrendben forgdasszimmetrikus.

6. Kor lefedése harom korrel

Tekintsiik azt a problémét, amikor harom egyenlé (r) sugard korrel szeretnénk
lefedni egy R > r sugari korbdl minél nagyobb teriiletet! Ebben a szakaszban
bebizonyitjuk, hogy mindig 1étezik olyan optimalis elhelyezés, ami harmadrendben
forgasszimetrikus.
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6.1. A lehetséges metszési grafok

Most azt fogjuk attekinteni, hogy milyen atmetszési grafok 1éphetnek fel, és melyek
adhatnak optimumot.

Az 1. eset lesz az, amikor a nagy kor nem metszi egyik kicsit sem. Lattuk, hogy
ebben az esetben pontosan akkor kapunk optimumot, ha a kis kérok belepakolhatoak
a nagyba. A pakoldsi sugéar értéke r = ﬁ [10]. Maximum ekkora r-re a hédrom

3

kis kor elfér a nagy belsejében, tehat ekkor a lefedhetd max. teriilet 3r2m. Ha viszont
r ennél nagyobb, akkor az 1. eset nem adhat optimumot.

Lattuk, hogy ha valamelyik kor foka 1, akkor az a|3.0.11f Lemma miatt biztosan
nem optimélis. Ha a nagy kor foka 2, akkor négy lényegében kiilonboz6 grafot
kapunk, amelyek az aldbbi abran lathatoak. Ezek lesznek rendre a 2., 3., 4. és J.
eset .

O
©
Y =
&
Y =

2. eset 3. eset 4. eset 5. eset

Ha a nagy kor metszi mindharom kis kort, akkor, mivel a kis korok ismét legalabb
kétfoktak, csak két eset lehetséges. Ezek a 6. és 7. eset .

O
O

K K K K

1 6. eset 2 1 7.eset 2

6.2. 2. eset

Mivel K5 semelyik masik kort nem metszi, ezért amikor feltételeket frunk fel a korok
helyzetérol, ugyanazokat a feltételeket kapjuk, mintha csak két kis koriink lenne.
Emiatt, ha optimalis konfiguraciét kapunk ennek az esetnek a segitségével, akkor a
két kis kor esetén mar megvizsgalt optimalis konfiguracio irja le a Ky, K, K3 korok
helyzetét, amibdl kovetkezik, hogy r > % kell, hogy legyen, hogy megval6sulhasson
az optimum.
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Ekkor viszont, ha Ky elfér Dy-on, a masik két kis koron kiviil, akkor atviheto
olyan helyzetbe, hogy érintse mindkét masik kis kort, és tovabbra is Dy-ban legyen.
Ekkor azonban az abrardl leolvashatd, hogy a konstrukcié az O;03 egyenes folé r +

+4/(2r)% — (%)% magasra emelkedik, ahol d = d(01, O3). Tehét R > r+4/(2r)? — (4)?

>7r4/(2r)2 =12 = r(1 + v3) > 2r > R kell, hogy legyen. Ez ellentmondads, tehat
a 2. eset nem adhat optimumot.

6.3. 3. eset

Be fogjuk latni, hogy ebben az esetben K, két helyen metszi at a lancat, tehéat ez
az eset sem adhat optimumot.

Tekintsiik K» és K; metszéspontjait! Megmutatjuk: ezek a Dy \ Bz halmazon
vannak. Ebbdl ugyanis az kovetkezik, hogy a metszéspontok a Cy lancon vannak
rajta.

A metszéspontok egyike sem lehet Bsz-ban, mert akkor K3 metszené Ko-t. Dg-on
viszont rajta vannak, hiszen K5 nem metszi K(-t, tehat az optimalitas miatt K5 a
Dy korlapon helyezkedik el.

Tehét Ky és Cy valéban 2 (kiilonbozé) helyen metszik &t egymadst, vagyis ez az
eset nem optimalis.

6.4. 4. eset

Mivel Ky és Ky nem atmetszok, ezért Ko-nek az optimalitas miatt a Dy korlapon
kell lennie.

K, dtmetszi Dy U D3 hatérat (mivel atmetszi Ki-et és Ks-at is). Mégpedig ekkor
minimum két pontban, amelyek koziil legaldbb az egyik (nevezziik P-nek) By-ban
van, hiszen Ks-nek legfeljebb egy pontja eshet csak a Ky korvonalra (az esetleges
érintési pont). Ekkor P-ben K, atmetszi a Cy lancot. Viszont ekkor Ky és Cy az
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optimalitds miatt 4 pontban metszik egymast, melyek csak (Ky N K7) U (Ko N K3)
lehetnek.

Ebbél kovetkezik, hogy a K N Ky és a Ky N K3 pontparok altal (alkalmas
irdnyitdssal) meghatarozott két (nemnulla) vektor az optimalitds miatt egyenlé.
Tehat a harom kis kor kozéppontja egy egyenesen van. Mivel paronként metszik
egymast, ezért csak hernyé-konfiguraciot alkothatnak, vagyis koziiliik kett6 a harmadik
belsejében metszi egyméast. Az elébb elmondottak miatt ez nem lehet K és Ky, vagy
K5 és K3, tehat kizardsos alapon K és K3 Ky belsejében metszik egymast.

Most méar minden metszéspont helyét tudjuk, felrajzolhatjuk tehat a konfiguracié
sém4jat (a berajzolt vektorok egyenlék):

Ekkor viszont a négy kozéppont egy egyenesbe esik. Tehat ha Ks-t egy kis e-nal
elmozgatjuk a kozéppontok egyenesére merdlegesen, akkor a Dy N Dy és Dy N Ds
kétszer lefedett teriiletek csokkennek, mivel az 0105 és O205 tavolsagok nének. (A
kis korok altal kozépen haromszor lefedett teriilet nagysdga nem véltozik.) Ekkor
viszont a harom kor altal egyiitt Dy-bol lefedett teriilet né.

Mindebbdl azt szlirhetjiik le, hogy bar kaptunk egy olyan elhelyezést, amely
esetén akarmilyen kort mozgatva a derivalt nulla, ez nem jelentett maximumbhelyet.
Tehat a 4. eset nem adhat optimalis konfigurdciét.

6.5. 5. eset

Mivel K5 és Ky nem metszok, ezért az optimalitdas miatt Ky C Dy. Ekkor K7 N
N Ky C Dy. AB.0.10] Lemma miatt K7 N Ky-nek legaldbb az egyik eleme By-ba esik,
legyen ez a pont P.

Tekintsiik Kj-nek egy P-t tartalmazoé nyilt ¢ ivét! Ky és K3 nem metszik at
egymast, tehat Kj-nek és Ds-nak maximum egy kozos pontja lehet (K7 és K3
esetleges érintési pontja), vagyis elég rovid i esetén i \ P C D3°. P € By, tehét
ha i elég rovid, akkor ¢« C By. Tovabbéa, P-ben K, atmetszi K»-t. P i-t két darabra
vagja, melyek koziil az egyik ekkor Bs-beli, a masik D,“-beli.

Mindebbdl 1atszik, hogy P-ben K atmetszi C}-et. Ugyanigy bizonyithatd, hogy
K3 is atmetszi Cs-at legalabb egy pontban.

Az optimalitds miatt ekkor legaldbb 4-4 metszéspont kell, de a metszési graf
miatt legfeljebb is csak ennyi lehet. Masszéval, (K3 N Ky) U (K1 N Ky) C Cf.
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Mivel a metszéspontok alternalé osszege nulla, ezért (K7 N Ky) U (K7 N K3) egy
parallelogramma négy csucsa, melyek egy korén vannak, tehat a négy metszéspont
téglalapot alkot. Mivel a téglalap atléja K; atmérdjével egyenld hosszi, ezért a
conv (KN Ky) és conv(K; N Ky) szakaszok nem lehetnek a téglalap két dtléja (mert
ekkor diam(K; N Ky) = 2r lenne, de ez nem lehet, mert diam(K; N K») < 2r). Tehat
a conv(K; N Ky) és conv(K; N K3) szakaszok parhuzamosak és egyenlé hosszuak.

Hasonl6 mondhaté el Ks-ra és Ksp-re is. A konfigurdcié tehat csak az dabran
megadott médon lehet optimalis (a berajzolt vektorok egyenlék):

Azt, hogy bar a derivélt nulla, ez nem egy maximumbhely; a 4. eset -hez teljesen
hasonléan bizonyithatjuk. Végeredményben lathatjuk, hogy az 5. eset sem adhat
optimaélis konfigurdciét.

6.6. 6. eset

Tegyiik fel, hogy K nem metszi at a C lancot. Ekkor K1 N Ky C D3 U By°. Viszont
K, és K5 nem metszheti egymést By-on kiviil, mert az a Lemma miatt nem
lenne optimalis. Tehat KN Ky C D3. Ekkor viszont Ki-nek legalabb két pontja van
a D3 halmazon, vagyis metszi K3-at. Ez ellentmondas.

Végso soron azt kaptuk, hogy K; mégis atmetszi a C lancot, mégpedig ekkor
legalabb négy pontban kell &tmetszenie, és ezek csak a (KN K;)U (KN Ky) pontok
lehetnek. Tehat Ko N K; C By N B3 és K1 N Ky C Dy N Bs“. Felhasznélva, hogy
KoN K és Ky N K, diszjunkt (hiszen unidjuk négyelemti), KoN K7 N Ky = &, tehét
tovabb szigorithatunk a tartalmazasokon: KoNK; C DN B3¢ és KiNKy C BoNBs©.
Ugyanez Kjz-ra felirva: KoN K3 C Dy N B¢ és K3 N Ky C By N Br“.

Az optimalitds miatt aspan(KoNK;)||aspan(K1NK,) és aspan(KoNK3)||aspan(K 3N
N K3), ahol aspan(X) az X halmaz affin burkat jeloli. Ebb6l pedig az kovetkezik,
hogy egy egyenesben van egyrészt Og, O és Oy, masrészt Oy, O3 és Oy. Mivel K
és Ky metszdk, ezért Og # O,, tehat mind a négy kozéppont egy ¢ egyenesre esik.
Emiatt a korok atmetszési pontjai nem esnek erre az egyenesre, K; és K3 esetleges
érintési pontja viszont igen. Tovabb finomithatjuk tehat a tartalmazési feltételeket,

pl. Ki-re felirva: KoN Ky C DN D3¢ és K1 N Ky C By N Ds°.

Viagjuk fel Ko-t két részre az Op-bol f-re éllitott merdleges segitségével! Ha
mindkét félkorre megnézziik a beldle DCy altal lefedett részt, akkor az f-re szim-
metrikus zart korivek unidja, tehdt egy zart koriv lesz. Vagyis Ky maximum négy
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pontban metszheti at Co-t. Ez a négy pont csak (Ko N K;) U (KN K3) lehet, mivel
ezek rajta vannak Cy-on: pl. KgN K| C Dy N D3°. Emiatt pedig ahol Ky atmetszi
Ko-t, ott nem metszheti at Cy-t, vagyis Ko N Ky C Dy U Ds.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy Ky N Ky egyik pontja D;-
beli. Az f-re valé szimmetria miatt ekkor a masik is. Masrészt nem lehet KyN Ky C
C Ky, mert akkor K és Ky Bg-on kiviil metszenék egymaést. Tehat Ky N Ky C By,
vagyis Ky max. 4 pontban metszheti Cy-t. (De 4 pontban biztosan metszi, mert pl.
KoNKy C ByN Dgc, tehat (KQ N K1> U (KQ N Kg) C Cg)

A konfiguracio tehat az abran felvazolthoz hasonlé. Ekkor viszont ismét alkal-
mazhatjuk azt a triikkot, amit méar a 4. és 5. eset-nél hasznaltunk, ti. hogy K,
elmozgathatd egy kis e-nal ¢-re merdlegesen gy, hogy nagyobb legyen a lefedett
teriilet. Tehat ez az eset nem adhat optimalis konstrukcidt.

6.7. 7. eset

El6szor azt az alesetet fogjuk vizsgalni, amikor a harom kis kor lefedi a nagyot;
utana pedig a program &ltal visszaadott konfiguracidkat. (Néhany konfigurdciénal a
korok szamozésa eltér a program éltal favorizélttdl.)

6.7.1. A fedés esete

Nyilvéanval6, hogy egy alsé becslést fogunk kapni az  ardnyra. Ez lesz a fedési
sugararany. Ha a kis korok legalabb ekkorak, akkor ez az elrendezés lehetséges, sot,

biztosan optimalis; egyébként nem fordul el6.

Mivel a kis korok lefedik a nagy kort, ezért a keriiletét is, vagyis legalabb egyikiik
lefedi a keriiletnek legalabb az egyharmadéat. Ennek a kis kornek igy az atméroje
legaldabb akkora, mint a nagy korbe irt egyenlo oldali haromszog oldalhossza. Az

oldalhosszra az R = ZI:)FC = W = \af képlet alapjan a = V3R adédik. Vagyis a
fedéshez & > Y3 kell,

Ez egy éles becslés, vagyis ekkora sugararany esetén a kis korok lefedik a nagy
kort teljes egészében:
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Tekintsiik a nagy korbe irt szabalyos haromszoget. Ennek oldalai legyenek a
kis korok atmér6i. A haromszog oldalai a nagy kornek egy harom korcikkre vald
felbontasat hatarozzék meg. Mindegyik korcikknek az 6sszes pontjabol a korcikket
meghatarozé hur legalabb 120, vagyis legalabb 90 fokos szégben latszik, igy a hurra
mint dtmérére emelt megfelel6 kis kor (az abran kiemelt korcikk esetén ez K) lefedi
a korcikket. Ezzel belattuk, hogy + > \/73 esetén a kis korok teljes egészében le
tudjak fedni a nagy kort, egyébként pedig ez az eset nem johet 1étre.

6.7.2. 41610. szamu konfiguracié

Az abran szaggatottal jelolt szakaszok a korok paronkénti hatvanyvonalainak
darabjai. Az A, B, C, M pontok a hatvanyvonalak metszéspontjaiként adédnak (mind-
egyikiikon harom-harom hatvanyvonal halad at, mivel harom kor paronkénti hat-
vanyvonalai egy pontban metszik egymast). Ha feltessziik, hogy az dbrédnk optimaélis,
akkor a kovetkezo Osszefiiggéseket irhatjuk fel a bejelolt, a korok metszéspontjait
0sszekotd vektorokra:
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u+c—b = 0
v+a—c = 0
w+b—a = 0
u+v+w = 0.

6.7.1. Lemma. Legyen K eqy tetszoleges kor a sikon, AB pedig eqy szakasz, amit
K két belsd pontban metsz. Legyen H az olyan P pontok halmaza, melyekre az ABP
haromszog mindeqgyik oldalszakaszdat a K kor két pontban metszi, tovabbd a kimetszett
szakaszok kérben irdnyitva nullvektort adnak dsszegként.

Ekkor H maximum kételemi. Sét, H egyik pontja sem eshet az AB egyenesre, €s
az AB egyenes dltal meghatdrozott két félsik mindegyikébe csak mazimum eqy eleme
eshet.

Bizonyitds. Az, hogy H és az AB egyenes metszete iires halmaz, trivialis, hiszen
barhogy valasztjuk a P pontot AB-n, a keletkez6 elfajulé haromszog valamelyik
oldalat kevesebb, mint 2 pontban fogja metszeni a kor.

Ha egy haromszog harom oldala és egy kor gy metszik egymast, hogy a ki-
metszett hdrom (korben irdnyitott) vektor dsszege 0, akkor az csak gy lehet, hogy
a haromszog oldalaibdl kimetszett szakaszok a megfelel6 oldalhoz rendre ugyantigy
aranylanak. Megforditva, ha egy kor a haromszog a, b, ¢ hosszu oldalaibdl rendre
Ba, Bb, Bc hosszu szakaszokat metsz ki, ahol 8 pozitiv szdm (vagyis az dbra jeloléseivel
lull — ol — Ll

- = o1 = &=, akkor a kimetszett vektorok Osszege (az dbran w 4+ v + w)

nyilvanvaléan nullvektor lesz.

A /8 — diam(KﬂAB)

1B jeloléssel az elozéek miatt P € H pontosan akkor, ha K

két-két pontban metszi az AP és BP szakaszokat, valamint diem(KAAP) b és

AP
w = (. Az els6 egyenletnek eleget tevo P pontok halmaza legyen Lq, a

masodik egyenletnek eleget tevé pontok halmaza pedig Ls.
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Milyen halmaz lesz Ly, ill. Ly? A kovetkezdképpen kaphatjuk meg L, Gsszes
pontjat:

— Valasszunk egy tetszéleges @) pontot a K kor keriiletén.

— Huzzuk meg az AQ) egyenest, ennek masik metszéspontja a K korrel legyen R.
Tegyiik fel, hogy az AQ egyenesen R messzebb van A-tél, mint @ (kiilénben
felcseréljiik az elnevezésiiket).

— Mérjiik fel a QR vektor 1/3-szorosét A-bol. A végpontot jeloljiik A’-vel. Ekkor
A’ rajta lesz az L gorbén, masrészt a gorbe minden pontja megkaphato ilyen
modon.

6.7.2. Definicié. Az O pont és a Cy, Cy gorbék dltal generdlt cisszoidnak a kévetkezd
ponthalmazt nevezziik: {P € R?|3P, € C, Py € Cy : O_P1||O_]52, PP, = 0}7} Vagyis
a cisszoid pontjai a kévetkezoképpen kaphatoak meg: vegyiink egy tetszoleges, O-n
dtmend egyenest, amely a Cy és Cy gorbéket rendre a Py, Py pontokban (is) metszi,
és mérjik fel a Py Py vektort az O pontbal.

6.7.3. Definicié. Egy A pont (alappont) és két eqybeesd kior (alapkor) dltal generdlt
cisszord neve: Booth-lemniszkdta.

A fenti definicidék alapjan lathato, hogy L, egy Booth-lemniszkata egyik levele,
mert cisszoid-konstrukciéval kaphaté meg az A pont és a K kor A-bdl 1/5-szoroséra
nagyitott képe segitségével. Hasonlé mdédon adddik, hogy Lo is egy fél lemniszkata. A
kérdés most az, hogy ennek a két fél lemniszkatanak maximum hany metszéspontja
lehet.

6.7.4. Definicié. Kiri pontoknak nevezziik a CP? komplex projektiv sik [1 : i : 0],
ill. [1: —i: 0] homogén koordindtdkkal jelolt elemeit.

6.7.5. Megjegyzés. A kori pontok neve onnan szdrmazik, hogy minden komplex
projektiv kérin rajta vannak, azaz az (x — x92)* + (y — y02)? = r?2% egyenletnek
gyoke az x = 1,y = *£i,2 = 0 szdmhdrmas.

6.7.6. Tétel. Az alapkiron kivil esé pont segitségével generdlt Booth-lemniszkdtdk
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— mindegyike eqy hiperbola inverze eqy olyan korre, melynek kozéppontja az a-
szimptotak metszéspontja

— negyedrendii gorbék, ,kanonikus egyenletiik” (x? +y*)? = 2—; — z—j Ha r jeldli az
alapkor sugardt, d pedig az alappont és a kor kozéppontjanak tdvolsagat, akkor
1 1

a=35 €b= 75—,

— alappontja kétszeres multiplicitdsi csomopont

— szintén kétszeres multiplicitdssal dtmennek a kori pontokon

a két leveliik egy-eqy konvex idomot hatdrol

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszoleges lemniszkatat a sikon! Egybevagosagi transz-
formacioval vigyiik 4t a lemniszkata alappontjat az origéba, az alapkor kdzéppontjat
pedig az x tengely pozitiv felére.

Legyen e egy, az origon atmeno, az x tengellyel a szoget bezard szeldje a K
alapkornek, X pedig az alapkor kézéppontja. Allftsunk X-bél merdlegest e-re, a
talppontot jelolje T'. Az e N K halmaz pontjait jelolje P és Q). Ekkor XT = dsina,
ebbél pedig TP = TQ = V2 — XT? = /72 — d%sin? a. Vagyis a lemniszkitanak a
pontjai az (R, 0) = (21/r2 — d?sin? a, o) poldrkoordindtdkkal fejezhetéek ki. Ha ezt
atvissziik Descartes-koordinatakra, akkor a sina = \/ngy? Osszefiiggés alapjan a

Vat+y?=24/r?—d? v implicit egyenletet kapjuk a lemniszkdtdra. Atalakitva

x2+y2
a fenti egyenletet, az (22 +y?)? = 4r?2%— (4d*>—4r?)y? egyenlethez jutunk, ami éppen
a tétel masodik allitasat bizonyitja. Az elsé allitas ebbdl ellendrizheté a hiperbola
kanonikus egyenletének felhasznaldsaval.

A kanonikus egyenletben a legalacsonyabb foku tag mésodfoku, tehat az origd
valéban kétszeres multiplicitdsti. Homogenizdlva az (z2+y?)? = “/’252 —yZ—§2 egyenlethez
jutunk. Ez eltlinik, ha behelyettesitjiik a kori pontokat, amik pedig fixpontjai az
eltolasoknak és forgatdsoknak, tehdt nem csak a kanonikusak, hanem minden lem-

niszkata atmegy rajtuk.

Legyen j := +i. A kori pontok multiplicitdsa ugyanakkora, mint az origd mul-
2,2

tiplicitdsa az (1+ (y + 7)%)* — Z—z + % komplex affin stkgérbén. (Az x # 0 affin

sikra szoritottuk meg a kanonikus projektiv lemniszkatat.)

Kibontva és rendezve a fenti egyenletet, a kapott kifejezés y* + yi—f + %yz2 +
+4jy* —4y? — (& + %) 2% (a és b geometriai jelentése alapjdn itt & + & = 4d?.) Itt
a legkisebb foki nemnulla tag masodfoki, vagyis valéban kétszeres multiplicitasu
pontjai a kori pontok a lemniszkataknak.

Az 6todik allitas bizonyitasahoz az kell, hogy a lemniszkatanak ne legyen inflexiés
pontja a csomoéponton kiviil. Elég ehhez az, hogy a lemniszkatanak a csomépontjan
kiviil sehol sem lehet 0 a gorbiilete.

Ehhez felhasznéljuk, hogy a csomoépontjatol megfosztott lemniszkata egy hiper-
bola inverz képe. Az inverzi6 sima, igy tetszoleges rendbeli érintést megtart. Vagyis a
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lemniszkétat masodrendben érinté korok /egyenesek éppen a hiperbolat masodrendben
érint6 korok/egyenesek inverzei. A hiperbola sehol sem 0 gorbiiletii, tehdt ha simu-
l6korei nem mennek at az aszimptotak metszéspontjan, akkor inverz képeik is korok
lesznek, amibol kovetkezik, hogy a lemniszkatdanak a csoméponton kiviil nem lehet
nulla gorbiileti pontja, spec. inflexiés pontja sem.

Ez abbdl is kovetkezik, hogy a hiperbola minden pontjaban az érinté szigoruan
elvalasztja az origdt a simulékor pontjaitél (kivéve persze az érintési pontot, de az
nyilvédn nem lehet az origd). Ez pedig bizonyithaté pl. tigy, hogy az érint6 az evolita
megfeleld pontjat (a gorbiileti kor kozéppontjat) szigorian elvalasztja az origdtdl.
Ezzel az otodik allitast is belattuk. O]

Térjiink rd most Ly és L, metszetére! Szoritkozzunk csak az AB egyenes altal
meghatarozott egyik félsikra, és tegyiik fel, hogy itt van egy M metszéspont.

Jelolje L; az L; gorbe kiegbszitését teljes lemniszkatava, ahol i € {1,2}. Ertel-
mezziik L;-t komplex projektiv sikgorbeként. Tekintsiik most az A, B, M pontokra
illeszked6 C' kort és annak L;-vel vett metszetét. Legyen az altalanossag megszoritasa
nélkiil 7 := 1.

Mivel C' mésodfokd gorbe, L pedig negyedfoki, ezért a Bézout-tétel miatt
multiplicitdssal szdmolva pontosan 8 metszéspontjuk van CP?-n. Ezekbdl sszesen
legaldbb négyet adnak a kori pontok (ezeken a lemniszkata kétszer, a kor egyszer
megy at, és két ilyen pont van). Tovabbd, A, B és M is metszéspont, amelyek
koziil a lemniszkata csomopontja (A) legaldbb kétszeres, a masik két pont pedig
legalabb egyszeres. Tehat megvan C' és L, bsszes metszéspontja: a két kori pont és
A csomopontja kétszeres multiplicitassal, tovabba B és M egyszeres multiplicitassal.
Mivel M és B egyszeres, ezért ott a kor és a lemniszkata atmetszik egymést. A-ban
is at kell metszeniiik egymast, mivel kiilonben tébb, mint kétszeres multiplicitasi
metszéspont lenne ott.

Huzzuk be most az AM, BM félegyeneseket, valamint a C kort! Ezek hat részre
osztjak a félsikot. Legyen D, ezek koziil a haromszog, Dy és D3 rendre az AM,
ill. BM hurok altal meghatarozott, B-t ill. A-t nem tartalmazd korszelet, Dy és
D5 rendre a Ds-vel, ill. Ds-mal szomszédos nem korldtos tartomany, és végiil Dg a
megmarado szogtartomany lezartja.

Li-et és Lo-t is harom ivre bontjak az A, B, M pontok. Ezek koziil 6sszesen négy
iv esik a most vizsgalt félsikra: legyen ezeknek az iveknek a neve értelemszertien
LAM L BM [ AM [BM A célunk bebizonyitani, hogy ezek az fvek mind kiilénbozé
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D; halmazok belsejében futnak, igy nem metszhetik egymast. Ekkor valoban igaz
lesz az, hogy H-nak a félsikban csak egy eleme van, mégpedig M.

Mivel L, egy konvex idom hatéra, ezért az AM és BM egyenesek 2-2 pontban
metszik. Ebbdl pedig ldtszik, hogy L{™ C Dy U Dy és LPM C D3 U Ds. Azt is
tudjuk, hogy M-ben L, atmetszi C-t, tehat két lehet6ség maradt: az egyik szerint
LM C Dy és LBM C Dy, a mésik szerint L™ C D, és LBM C Dj.

L Ly-t8] kiilonboz6 levele csak A-ban metszi a kort, tehdt vagy teljes egészében
a koron beliil van, vagy azon kiviil. Tegyiik fel, hogy beliil van! Legyen a levél A-
t0l legmesszebbi pontja (). A benne van a QBM héaromszog belsejében, masrészt
Q,B és M a C kor lapjan vannak, tehat A nem lehet ekkor rajta C' keriiletén.
Ellentmondasra jutottunk, tehat a masik levélnek C-n kiviil kell lennie. Mivel A-
ban a lemniszkdta mindkét dga atmetszi C-t, ezért L{M (és a masik félsikon 16vé
L8 is) a C kor belsejében fut. Ez csak tigy lehet, hogy L{™ C D, és LEM C Ds.

Ugyanigy kapjuk Ly-re, hogy L™ C Dy és LEM C Ds. Valéban, a két lemniszkata
a vizsgalt (nyilt) félsikban csak az M pontban metszheti egymdst. Mivel ez a bizo-
nyitas a masik félsikra is atviheto, a lemmat bebizonyitottuk. O]

A lemma segitségével most bebizonyitjuk, hogy ha a konfiguraciénk optimalis,
akkor sziikségképpen harmadrendiien forgasszimmetrikus. Ehhez tekintsiik az M AC
és M AB haromszogeket. Mindegyikiik olyan szakaszokat metsz ki rendre a Ko, ill. K3
korbol, amik megfeleld iranyitassal 6sszeadva nullvektort adnak. Masrészt, tiikrozziik
a B pontot az M A szakaszra, és tekintsiik az M AB’ haromszoget! Mivel a Ky és
K3 korok egymasnak M A-ra vald tiikorképei, ezért a kapott M AB’ haromszog —
M AC-hez hasonléan — nulla 6sszegii vektorokban metszi a Ky kort. Rdadasul B’

és C' M A-nak ugyanazon az oldalan vannak, tehat a lemmabdl kovetkezik, hogy
mindenképpen B’ = C. Ezért AB = AC és MB = MC.

Ha ugyanezt végiggondoljuk egy masik haromszégparra vonatkozodan is, azt kap-
juk, hogy AB = BC =CAés MA = MB = MC'. Tehat ABC' szabélyos haromszog,
és kozéppontja M. Mivel u+v+w = 0, ezért ezek a vektorok ugyanolyan hosszuak.
Emiatt a kis korok rendre ugyanakkora szakaszokat metszenek ki a nagybdl, tehat
kozéppontjaik egyenld tavol vannak Op-tél, rdadasul akoriil harmadrendiien forgés-
szimmetrikusan helyezkednek el. Osszefoglalva: ha egy ilyen tipusi konfigurdcié
optimélis, akkor abban a kis kordk kozéppontjai szabalyos haromszoget alkotnak,
melynek koézéppontja O.
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6.7.3. 41675. szamu konfiguracio

Optimalitéas esetén az abra vektoraira u; = uy és v; = vy. Emiatt egy egyenesben
van Oy, O1, O3, ill. Oy, Os, O3 is. Mivel Oy és O3 nem eshet egybe (akkor ugyanis nem
metszene K és K3), ezért mind a négy kozéppont egy egyenesbe esik. Ekkor az dbran
bejelolt 6sszes vektor parhuzamos egymassal. Viszont ekkor a K3 kor us, vy, ill. a
vektorok altal meghatarozott nyilt ivei nem lehetnek diszjunktak, mivel parhuzamos
vektorok hatdrozzak meg Oket. (Pedig azoknak kell lenniiik, hiszen egyikiikk Bj-
beli, de nem Bs-beli; mésikuk By-beli, de nem Bj-beli, harmadikuk pedig B; és
By komplementerében van.) Ellentmondéast kaptunk, tehat ez a konfigurdcié nem
adhat optimumot.

6.7.4. 45963. szamu konfiguracio

Ebben az esetben a harom kis kor Venn—diagram formaban helyezkedik el, metszés-
pontjaik mind benne vannak a nagy kor belsejében.
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m(2, 1)

90°
90°

m(1, 3) Q2

90°

Az optimalitds miatt a bejelolt (esetleg elfajuld) négyszogeknek parallelogram-
méknak kell lenniiik (hogy a négy cstcsuk megfelelé elGjeles Gsszege nullvektor
legyen), s6t, téglalapoknak, mivel korbe irhatéak.

Ha az egyik téglalap (pl. a K;-be irt) elfajuld, akkor m(1,3) = m(1,0) = m(0, 3),
és m(3,2) = m(3,0) = m(0,2). Ekkor sziikségképpen a mésik két négyszog is
elfajulé. Ez pedig azt jelentené, hogy a harom kis kor lefedi a nagyot, amit pedig
mar kizartunk. Tehat egyik téglalap sem lehet elfajulé.

Jelolje H az m(1,3),m(3,2),m(2,1) cstcsok altal meghatarozott hdromszoget.
Vegyiik észre, hogy H koréirt korének kozéppontja megegyezik Op-lal. Ez azért
van, mert a haromszog oldalainak felezémerolegesei megegyeznek a nagy korbdl a
kis korok éaltal kimetszett 3 hur felezOmerolegeseivel, amelyek viszont mindharman
atmennek a nagy kor kézéppontjan. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy Og egyrészt
egyenlo tavol van H csucsaitol, masrészt egyenld tavol van a téglalapok maradék 6
csicsatol (mert azok a nagy koron vannak). Tudjuk tovdbba, hogy a téglalapok atléi
mind 2r hossziak. Célunk most az lesz, hogy bebizonyitsuk, hogy a harom téglalap
egybevagd, sot, olyan modon, hogy a H haromszog szabélyos.

Ha az Oy és m(1,3) pontok tavolsagat p-val jeloljiik, akkor a kovetkezd abrat
rajzolhatjuk fel:
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2r R

A célunk az, hogy megmutassuk: az a szakaszhossz csak egyféle értéket vehet
fel. Ezt gy tessziik meg, hogy szerkesztési eljarast adunk, amelybol azonnal latszik,
hogy csak egyféle lehet a fenti 6tszog.

Els6 1épésben meg kell szerkeszteniink a BDO, haromszoget, amelynek oldal-
hosszai R, 2r, p. Majd meg kell szerkeszteniink a BD szakasz felezépontjat, ez lesz a
téglalap, és egyben a K kor kozéppontja. A megszerkesztett pontot Og-lal 6sszekotve
kapjuk az 0tszog szimmetriatengelyét. Az 6tszog tengelyes szimmetriajat kihasznalva
pedig innen mar meg tudjuk szerkeszteni az A, ill. C' pontokat. Végig egyértelmi
volt, hova kell keriilnie a kévetkez6 pontnak, igy lathatjuk, hogy az eredeti abran
szerepl6 téglalapoknak muszdj egybevagoknak lenniiik.

Tehat, végeredményben, ha ez az eset optimumot ad, akkor az abra harmadren-
dtien szimmetrikus lesz, vagyis a harom kis kor kozéppontja harmadrendiien forgés-
szimmetrikusan helyezkedik el Oy koriil.
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6.7.5. 303770. szamu konfiguracié

Az abran Ky-t egyenesként abrazoltam, Dg-bdl igy a Ky-tol jobbra 1évo félsik
lett. K3 a lancat a bejelolt két vektorban metszi, tehat ezeknek egyenléknek kell
lenniiik. Ebbol az kévetkezik, hogy a harom kis kor egy egyenesbe esik. Ez viszont
ellentmondas, hiszen hiarom egy egyenesbe esO, egybevagd, paronként metszo kor
csak hernyo-konfiguraciét tud alkotni, az dbran pedig lyukas konfigurdcio lathato.

6.7.6. 304650. szamu konfiguracié

Az &dbran ugyanugy jelolt vektorok egyenlék az optimalitas miatt.

Ha QQ = D, akkor Q = C is igaz. A vektorok egyenlésége miatt £ = F és B = A
is igaz. Ekkor viszont a kis korok lefedik a nagyot. Ezt pedig kizartuk.

Tehat Q # D. Hasonléan, ) # C. Ekkor az AQCB, ill. FEDQ négyszbgek nem
elfajulok, tehat a vektorok egyenlosége miatt téglalapok, vagyis az ABC ill. DEF
ivek biztosan félkorivek. Ebbdl az kovetkezik, hogy a Ko, ill. K3 korok keriiletének
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a PQ iven kiviili részébol legalabb félkornyi K, belsejébe esik. Emiatt pedig a d,
ill. e nyilt korivek (amelyek a P és @) dltal meghatarozott ivek tiikorképei Ky és K3
kézéppontjaira) biztosan Byp-on vannak. Innen mar a Lemma bizonyitasaban
hasznalt gondolatmenettel beldthatd, hogy a P pont By-on van. Ez pedig még
hataresetben sem teljesiilhet. Ellentmondasra jutottunk, tehéat ez a konfiguracié nem
lehet optimalis.

6.7.7. 307870. szamu konfiguracio

Ko

X

Az abrardl latszik, hogy K3 ebben a konfiguraciéban felesleges. Viszont van
Ky-bdl lefedetlen teriilet (hiszen feltettiik, hogy a kis korok nem fedik le teljes
egészében). Tehat ez a konfiguracié nem adhat optimumot.

6.7.8. 308123. szamu konfiguracié

Itt is egyenesként dbrazoltam Ky-t. A két, sziirkével jelolt pontnak egybe kell
esnie, mivel K3 csak ezekben a pontokban metszi a lancat. Tehat optimum csak
hataresetben léphet fel. A folytonossdg miatt a sziirkével jelolt pontok az m(2,1)
pontban taldlkoznak. Ekkor viszont D; és Dy egyiitt lefedi K3-at, ami nonszensz.
Vagyis ebben az esetben sem 1éphet fel optimum.
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6.7.9. 309003. szamu konfiguracié

Az dbrén K; és K3 is két kiilonbozé (P és R, ill. A és C') pontban metszi 4t a
hozza tartozé lancot. Tehat optimum csak hatéresetben lehetséges, vagyis P = R.
Ekkor K, K, és Ky egy pontban metszik egyméast, ami a folytonossdg miatt nem
lehet B, hanem csak @). Tehat P = QQ = R, ugyanigy A = B = (. Viszont ekkor a
kis korok lefedik a nagyot, amit kizartunk. Tehét ez az aleset sem adhat optimumot.

6.7.10. 320410. szamu konfiguracio

Téablazatos leiras:

LuOuulou2003
O Luuuuuuu?
Touou*uu03.0
200000300
320000 0L*

Ez az aleset a 6. eset -hez teljesen hasonléan elintézhetd (annyi a kiilonbség, hogy
itt kozépen még van egy lényegtelen metszés), és ezért nem adhat optimumot.

6.8. Konkluzio

A fenti bizonyitas alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt az optimaélis elrendezés
harmadrendii forgasszimmetriajarol:

6.8.1. Tétel. Legyen Ky eqy R sugari, Ky, Ky és K3 pedig v sugari korok, ahol
r és R pozitiv szdmok. Ekkor a korok azon elrendezései kozott, melyek esetén az r
sugard korok dltal Ko-bol lefedett teriilet maximdlis, van Oq koril harmadrendiden
forgdsszimmetrikus. Sot:

— Har <y, akkor a hdrom kis kor elfér diszjunkt modon By-on.
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— Hari < r < ry, akkor az optimadlis konfigurdcio vagy ,lyukas”, vagy ,Venn—
diagram” tipusii.

— Ha ry <1, akkor a hdrom kis kor lefedi Ky-t.

ahol ry = a pakoldasi sugdr, ro = */731% a lefedési sugar.

_Rr_
1+3V3

7. Kor lefedése négy korrel

Az els6 kézenfekvd 1épés a négy kis kor problémajanak megoldéasa felé az, hogy
felsoroljuk a lehetséges kiilonboz6 atmetszési grafokat. Feltehetjiik, hogy r nagyobb,
mint a pakolasi sugar, tehat Ky foka legalabb 2. Valamint tudjuk, hogy optimumban
nincs levél a grafban.

A felsorolés kézzel is elvégezhetd, azonban egy program itt is sokat segit (nem
mellékesen egy jél megirt program akarhédny korre fel tudja sorolni a lehetséges
grafokat). Az altalam D nyelven irt program négy kis korre 29 lehetséges gréafot
sorolt fel (6t kis kor esetén ez a szdm mar 225). Ez sajnos viszonylag sok. Rédadasul
ha még le is fixdljuk az atmetszési grafot, a tovabbi kombinatorikai osztalyozasnal
is problémakba {itkoziink. Ha pl. csak azt az esetet tekintjiik, amikor az Gsszes
kor paronként atmetszi egymast, akkor a program meghagy tobb, mint kilencezer
esetet, melyeket a szabdlyok alapjan nem tudott automatikusan kiszérni. Ez persze
kevesebb, mint 299, de kézzel tovabbra is esélytelen ennyi esetet végignézni. Varhato,
hogy tobb szabaly alkalmazasaval a program tovabbi segitséget nytjt majd, és sikeriil
talan par tiz esetre lesziikiteni a problémat.

Megnézhetiink viszont egy fontosnak tiin0 esetet. Tekintsiik hat a négy kor
pakoldsi, ill. fedési konfiguracidjat!

AR
&2

Lathatjuk, hogy valdjaban a pakolési és fedési konfiguracio is az alabbi elrendezés
hataresete:
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Ezért magatdl értetodének tiinik, hogy a dolgozat zarasaként foglalkozzunk ezzel
a konfiguracioval, és megvizsgaljuk, hogy ha kombinatorikailag ez a helyzet, akkor
a korok elhelyezkedhetnek-e az optimélis esetben forgdsszimmetrikusan.

A Lemma miatt tudjuk, hogy a hi, hir egyenesére tiikrozve a hq, ill. hg
hirokat, rendre a ho, ill. hog hiirokat kapjuk. Ezzel analdg allitasokat fogalmazhatunk
meg a hoz, hay, ill. hyy hirok egyenesére vald tiikrozésekre vonatkozéan. Mindebbol
kapjuk a hy = hy = hg = hy, hia = hsy, ill. hog = hyy egyenlGségeket.

Mivel két kor kozos hirja és a kozéppontjaik tavolsdga egyértelmiien meghatarozza
egymast, ezért a fentiekbdl kovetkezik, hogy O1, 05,03 és Oy egy Oy kdzéppontu
kéron vannak rajta, tehat hurnégyszoget alkotnak. Masrészt, 010, = O30, és
0,03 = 0401, vagyis ez a hurnégyszog parallelogramma, tehat téglalap.

Jelolje a kozéppontok altal meghatarozott téglalap oldalhosszait 2a és 2b, az
0o 0; tavolsagokat pedig c. Ha 0 < z < 7/2 egy szdgparaméter, akkor az a = csin z,
b = ccos x helyettesitésekkel élhetiink.

Ahhoz, hogy a hsy, his és hog szakaszok megfelel6 irdnyitott Gsszege nullvektor
legyen, az kell, hogy 0sszetolhatdak legyenek egy haromszoggé. A haromszog derékszogi
lesz, és mivel OyOy meréleges ho-re, hio||b és hosl|a, ezért ez a haromszog egy x
hegyesszoggel rendelkez6 derékszogli haromszog kell, hogy legyen. Ez a koévetkezo
egyenleteket eredményezi (c-re és x-re):
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— = sinzx
ha

fias = CcoSZT
ho ’

Vegyiik észre, hogy ha c fix, akkor hy allandéd, és x fiiggvényében a his mennyiség
szigoruan monoton csokken. Tehat az els6 egyenlet bal oldala szig. mon. csokken.
Maésrészt a jobb oldal szig. mon. né. Tehat minden c-re maximum egy x lehet

™

megoldas. Viszont ha egy adott c-re x megoldds, akkor 5 — x is megoldds, mivel
az x és 5 — x esetén kapott két dbra egybevagd. Mindebbdl az kovetkezik, hogy csak
r = 7 lehet a megoldds, vagyis a = b, a téglalapunk pedig egy négyzet, akdrmi is

legyen c értéke.

Tehat megkaptuk, hogy ha az optimaélis elrendezés kombinatorikailag igy néz ki
(amire nagy esély van), akkor muszaj negyedrendiien forgasszimmetrikusnak lennie.
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