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1. fejezet

Bevezetés

Ismert, hogy molekularis rendszerek idofiiggetlen, tigynevezett staciona-
rius allapotainak leirdasdhoz a rendszer Hamilton-operatoranak sajatfiiggvé-

nyeit kell megkeresni. A témoren
HY = FEV (1.1)

alakban irhaté sajatérték egyenlet a W fiiggvényre vonatkozé masodrendii
differencial egyenlet. Ennek megoldasa — a legegyszeriibb esetektol eltekintve
— analitikusan nem adhaté meg, de szamos kozelité modszer 1étezik a meg-
hatarozasara.

Ha a rendszert leir6 Hamilton-operator alulrél korlatos, a legkisebb sajat-
értéket kereshetjiikk azon az elven, hogy a sajatértékeket becslé felsé korlatot
kozelitjik az egzakt megoldashoz. Ezt az elvet alkalmazzak az elméleti kémi-
aban elterjedt, igynevezett variacios modszerek. Az elnevezés eredete a Ritz-
féle variacios tétel, amely kimondja, hogy egy hermitikus operator varhato
értéke tetszoleges normalt fiiggvénnyel nem lehet kisebb a legkisebb sajatér-
téknél. A molekuldkat leir6 nemrelativisztikus Hamilton-operator alulrél kor-

latos, melynek az alapallapotot megado legalso illetve az azt koveto néhany
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gerjesztett allapota a legérdekesebb a vegyész szamara. Meggondolasainkban
ezért alulrdl korlatos operatorok alsd sajatértékeivel foglalkozunk.

Also korlatot adé formuldk kevéssé ismertek és szinte alig keriilnek alkal-
mazasra az elméleti kémia mai eszkoztaraban. Ennek oka, hogy ezek a for-
mulak a varhato értéknél joval bonyolultabbak és altalaban nem vonatkozik
rajuk variaciés elv.! A feladat bonyolultsiga ellenére érdemes megvizsgalni,
hogy az alsé korlat maximéalasa kiaknazhato-e, mint iranyelv a hullamfiigg-
vényben szerepld optimalhatd paraméterek rogzitésére.

Dolgozatomban az als6 korlatokra vonatkozé irodalmat foglalom réviden
Ossze, bemutatom az alsé korlatok néhany altalunk megfogalmazott tulaj-
donsagat és ezek bizonyitasat, majd az eredményeket egyszerti példakra al-

kalmazom.

LA varidciés elv kimondja, hogy a (¥|H|W) staciondriussé tétele a (¥|¥) = 1 mellék-

feltétellel ekvivalens a Schrodinger-egyenlet megoldasaval.



2. fejezet

Elméleti attekintés

A molekuldkat leir6 Hamilton-operator sajatérték problémajanak megol-
dasakor széleskortien alkalmazott az a megkozelités, amely szerint a ¥ hul-
lamfliggvényt ismert fliggvények linearkombinaciojaként keressiik. A varia-
matrixnak a sajatértékei és sajatvektorai a meghatarozandoé ismeretlenek. A
tovabbiakban ezért matrix sajatérték probléma megoldasaval foglalkozunk.

Egy méatrix sajatértékeinek kozelité meghatarozasakor nyilvanvaléan elva-
ras, hogy a sajatértékprobléma megoldasanal olcsébb legyen az eljaras. Az
Osszes sajatérték megkeresésének szamitasigénye aranyos a matrix dimenzio-
janak kobével. Magatol értetodo a gondolat, hogy egy kozelité formuldhoz a
targyalt matrix dimenzi6janél kevesebb bazisvektort hasznaljunk. Erdemes
megvizsgalni a leheto legegyszeriibb esetet: vegylink egyetlen bazisvektort,
p-t. Az ezzel vett varhato értékre és az egzakt alapallapotra, Fy-ra vonatkozik

az

Ey < {p|H|p) (2.1)

Ritz-féle varidciés tétel, amit kénnyen beldthatunk[l, 2]. Legyen H = HT,
melyre HV,; = E;V¥,, ahol az E;-k és W;-k a H sajatértékei és sajatvektorai
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A sajatértékeket tekintsiik rendezettnek, azaz:
Vijk j<k : E;<E (2.2)

A W;-k ortonormélt béazist alkotnak, segitségiikkel tetszéleges ¢ € Dom(H)

felirhat6 ¢ = Y, ¢; U, alakban. Ha ¢ normalt, akkor a H varhaté értéke p-vel:

(plHp) = > cie (V| H| V) = > o Eicie; > By ) cici= B (2.3)

irj irj i

Az utolsé 1épésben kihasznaltuk, hogy ¢ normaltsaga miatt >, cic; = 1. A

bizonyitasbél lathato, hogy ha ¢ merdleges a Uy, ..., ¥, vektorokra akkor

a varhato érték Ejii-et becsli felilr6l. A o-t ¢ = >0 ¢; ¥, alakban felirva
kapjuk:

(plHlp) = > cicy(Wi|H|W;) = >~ 6;Eicic; > By ciei = By
ij>k ij>k i>k

(2.4)

A kovetkezdkben latni fogjuk, hogy a fenti meggondolas altalanosithaté tobb

béazisvektor esetére: ha a H matrixot projektaljuk tobb bazisvektor altal ki-

feszitett altérre, a kapott matrix sajatértékei felsé korlatot adnak az eredeti

matrix megfelel6 sajatértékeihez.

2.1. Matrix egyenl6tlenségek

Legyen A és B két ugyanakkora négyzetes matrix. A matrixok dimenzi-
6jat ebben a dolgozatban N-nel fogjuk jelolni. Azt mondjuk, hogy A ki-
sebb B-nél akkor és csak akkor, ha tetszbleges p-re (p|Alp) < (p|B|p).
Megmutathatd[3, 4], hogy ha A < B, akkor A sajatértékei rendre kisebbek
B sajatértékeinél. Hogy belassuk ezt a tételt, jeloljiik A sajatértékeit ag-val,
normalt sajatvektorait £,-val, B sajatértékeit bi-val, normalt sajatvektorait

xr-val. A sajatértékeket tekintsiik rendezettnek, vagyis:

Vijk j<k : aj<ap és bj <b. (2.5)
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A legkisebb sajatértékre a variacios elvbol azonnal addodik, hogy:

ao < {xolAlx0) < {xo|Blx0) = bo (2.6)

Most valasszunk egy vektort ¢ = Byxo + S1x1 alakban ugy, hogy ¢ normalt
legyen, azaz 35 + 57 = 1 és (&) = 0 teljesiiljon. Mivel ¢ merSleges &p-ra,
ismét a variaciés tételbdl kovetkezéen (p|A|p) felilrél becsli a A masodik

legkisebb sajatértékét:

a1 < (plAlp) < (@|Ble) = (Boxo+Bix1|BlBoxo+Bix1) = bolBol>+b1|51]* < by

(2.7)
Az utols6 lépésben kihasznéltuk, hogy 33 < 1 és 7 < 1. Hasonlé gon-
dolatmenettel — ¢ = Y% x;3; normélt prébafiiggvényt valasztva, melyre

0 <i<k: (&|e) = 0 — belathatd, hogy:

Erdemes megjegyezni, hogy a matrix egyenlétlenség és a sajatértékek kap-

csolatara vonatkozé allitas visszafele nem igaz. Kivétel ez aldl az
0 <A, (2.9)
azaz a pozitiv szemidefinit matrix esete. Ugyanis a
VE o 0<a (2.10)

allitasbol kovetkezik, hogy tetszéleges normalt ¢ = Y, 3;& vektorral vett

varhaté érték pozitiv:

(plAlg) = 3 6361 Alg) = 3 fa > 0 (211)
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2.2. Kiils6 projekcio

Jelolje az n darab bazisvektorunkat fi, fo,... f,, ezeket egy vektorokat

tartalmazé vektorba foglalhatjuk:

A bazisvektorok atfedési matrixa:
A = f'f. (2.13)
A bazisvektorok altal kifeszitett n dimenzids altérre vetité projektor:

0, = EA7FT = 3 [} (A7)l fil (214

k=1

Koénnyen belathato, hogy O, valéban projektor, tehat:
(0, =0, O =0,, (2.15)
emellett Tr(O,,) = n, az f;-k altal kifeszitett altér dimenziéja.
A H matrix kilsé projektaltjat a kovetkezéképpen definialjuk][3]:

H=0,HO, (2.16)
A H sajatértékeit és sajatvektorait vonassal jeloljiik:

HV, = E,, (2.17)
Az &ltalanossiag korlatozasa nélkill gondolhatjuk az Ej-kat rendezettnek:
Ei < Ej4 és a Uy-kat norméltnak: (¥,|U,) = 1. Ezenkiviil nyilvanvals, hogy
U,-k az M, altérben fekszenek: O,¥, = ¥,. Lattuk, hogy ha O = lo) (¢,

akkor Ey < {(p|H|p). Vizsgaljuk most meg a H sajatértékei és az egzakt Fy-k

kozotti relaciot. Az alapallapotra:

Ey = (Uo|H| o) < (To|H|To) = (Vo|0, HO, Vo) = (Vo H| W) = E.
(2.18)
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A fentiekben a masodik relaciéndl (<) a variaciés tételt alkalmaztuk. Tekint-
sitk most a masodik sajatértéket. Az el6z6 fejezetbeli bizonyitassal analdg
moédon vélasszunk egy vektort ¢ = By¥y + 51 U; alakban, melyre fennall,

hogy (Wolp) = 0 és (p[p) = 1, ekkor:

Ey < (p|H|p) = (Onp|H|Onp) = (0|0 HO,|p) = (| H|p)

i o B B - - - (2.19)
= (BoWo + 5101 H|Bo V1 + 5101) = Eo|Bo|® + Er| 1] < Ex

Ugyanezzel a gondolatmenettel belathat, hogy a probafiiggvényt ¢ = % U,
alakban valasztva, megkovetelve a norméltsagot és, hogy merdleges legyen H

elso k sajatvektorara, eredményiil kapjuk:
B, < E. (2.20)

Tehat kiils6 projekcié hasznalataval a projektalt matrix sajatértékei rendre
nagyobbak lesznek az eredeti métrix sajatértékeinél(3, 4].
Erdemes megfigyelni, hogy ha H korlatos', akkor az eléz6h6z hasonlé gon-

dolatmenet alapjan[4]

E,_ < En_ , ahol 0<l<n (221)

A fenti kifejezésben a H dimenzidéjat N jeloli, n pedig a projekciéhoz va-
lasztott bazisvektorok szama. Abban a specialis esetben, amikor n = N — 1,
0,HO,, sajatértékei rendre H sajatértékei kozott helyezkednek el.

Lathato6 tovabba, hogy az O,, projektor bévitésével kapott

n+1

Ons1= Y |fi) (A ulfi (2.22)

k=1
projektort hasznalva a kiilso projektalt O, 1 HO,, 1 sajatértékei jobb kozeli-

tést jelentenek H sajatértékeihez, mint O,, HO,, sajatértékei, ugyanis az el6bbi

'Egy méatrix/operator korlatos ha alulrél és feliilrél is korlatos.
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matrix az utobbi kiilsé projektaltja:

0,HO,, = 0,0, 1 HO, 10, (2.23)

2.3. Belso6 projekcio
Jol ismert, hogy H spektralfelbontasa a kovetkezéképpen irhato:
H = %:Ek\\llk)(\llk\ (2.24)
Tegyiik fel, hogy H pozitiv definit, ekkor H-nak létezik valés pozitiv gyoke:

=S B0 (0 (2.25)
k

H belso projektéltjat a kovetkezd egyenlettel definialjuk(3]:
H = H'Y?0,H"? (2.26)

Erdemes megjegyezni, hogy a bels projekcié nem csokkenti a métrix mé-
retét, hiszen a kapott matrix dimenzidja tobbnyire ugyanakkora, mint az
eredeti matrixé. Mégis az O,, projektor specidlis valasztasaval H sajatérték
probléméaja egyszeriibb lehet H sajatérték problémajanal. A kovetkezokben
a H és a H' sajatértékei kozotti relaciot vizsgaljuk.

A bels6 projekcid esetén fenndll az az allitas, hogy H' kisebb H-nal:
0< H <H. (2.27)

Ennek bizonyitasahoz el6szor belatjuk, hogy a (2.14)-ben definialt projektor

operator pozitiv definit.

(20al9) = (2](0n)?|) = (| O} Oule) = (0| Onip) > 0 (2.28)
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Nyilvan a kiegészito altérbe vetitéo Py_, = 1—0,, projektor is pozitiv definit.

Mivel Py_, + O, = 1 kovetkezik, hogy O,,-re fennall, hogy
0<0,<1. (2.29)
Az operator egyenlotlenség értelmezése alapjan tetszoleges p-re fennall, hogy

0 < (p|Onlp) < {ple). (2.30)

Mivel ¢ vektor tetszéleges, helyettesitsiink be (2.29)-be ¢ helyett H'/?p-t!

Igy azt kapjuk, hogy:
0 < (p|H'? 0, H'?|) < (p|H| ), (2.31)

ami bizonyitandé volt.
Ha kihasznaljuk az O,, projektor (2.14) alakjat, a H bels6 projektaltjara
az alabbi képletet kapjuk:

H = HY2 AT HY? ) A = fif, (2.32)
Mivel H pozitiv definit, elvégezheté az f = H'/?g helyettesités. Ezzel
H = HgA 'g'H, A =g'Hg. (2.33)
Ha f helyébe H~/?h-t helyettesitiink, a belsé projekcié képlete:
H =hA'h!, A=h'H 'h (2.34)

A (2.33)-at a bels6 projekci6é Aronszajn-, (2.34)-et Bazley-féle alakjanak nevez-
ziik[5]. Lathaté hogy Bazley vélasztésaval a kapott H' csak n dimenzios,
sajatértékproblémaja konnyebben kezelhetd, mint H-é. Ugyanakkor a (2.34)-
beli H' szamitasa nehéz, mivel a H méatrixot a teljes téren kellene meginver-

talni a A felépitéséhez.
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Ezen a ponton érdemes meggondolni , vajon a projekcibhoz hasznalt ba-
zisvektorok bovitésével javithatéo-e az alsd becslés Az egyszeriiség kedvé-
ért tegytik fel, hogy a (2.14)-beli atfedési matrix egységmétrix. Ekkor az
| fo+1) (fus1| projektorral bévitett O, irhatd, mint:

Ons+1 = On + [ fas1) (1] (2.35)

Mivel |fn11)(fns1] projektor, (2.28) szerint pozitiv definit. Tetszéleges p-vel

vett varhato értékre igaz tehat, hogy

(©]Onl@) < (2|On]) + (@] frr1) (frr1le) = (2|Ontalp). (2.36)

Azaz O,, bovitésével az also becslés javul. Ebbol kovetkezéen
0<---<H,<Hppn <---<Hy1<Hy=H, (2.37)
vagyis belsé projekcié hasznalataval N darab, az eredeti H matrixot egyre
inkabb megkozelité matrixot szerkeszthetiink. Mivel az alsé korlatot sajat-
értékprobléma megoldasaval kaptuk, nem csak a sajatértékekre vonatkozd
bercslést, hanem kozelité sajatvektort is kapunk H, megoldasaval. A pro-

jektor felépitéséhez hasznalt vektorok szaméanak noévelésével varhatd, hogy a

kozelité sajatvektor is egyre jobb lesz.

2.3.1. A Bazley-féle alak

Bazley és Fox tanulmanyoztak részletesen a belso projekcié alkalmazhato-
sdgat az ugynevezett kozbiils6 Hamilton operéatorra (intermediate Hamiltonian) |5,

6, 7). A kozbiils6 Hamilton operatort gy kapjuk, hogy H-t félbontjuk
H=H9 1V (2.38)

alakban, ahol H° diagondlis és V pozitiv definit. A V métrixot ezutan beliilrél

projektaljuk. Az igy kapott

H,=HO 4V’ (2.39)
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matrix (ahol n a projektort felépité bazisvektorok szaméara utal) a kozbiils6
Hamilton-matrix, amelynek sajatértékei rendre kisebbek H sajatértékeinél.

Vizsgadjuk meg azt az esetet, amikor a V' matrixot a (2.34) Bazley-alakban
irjuk:

H,=H 4 |h)(h|V~h) ! (h]|, (2.40)

a h vektort pedig H©® n legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatvektorabol
épitjuk.

Ekkor az O, projektor O,, = 371 |h;){h;| alakii, ennek felhasznalaséval a

kozbiils6 Hamilton operator:
H,=H" +0,(P+0,V'0,)7'0,. (2.41)

Lathato, hogy (H,);; = Hg)) ha i vagy 7 nagyobb n—1-nél. Tehat ahhoz, hogy
megkapjuk H, sajatértékeit, elég megoldani H,, felsé n-dimenziés blokkjanak
a sajatértékprobléméjat. A H, tobbi sajatértéke egybeesik H® megfelels
sajatértékével.

A Bazley- alaknak van egy rendkiviil érdekes tulajdonsaga: amennyiben
csak egy vektorral képezziik a beliilrél projektalt matrixot, de ezt az egy
vektort n fiiggetlen vektor linearkombinacidjaként keressiik, a koefficienseket
optimalizalva megkapjuk az n vektorral felépitett belsé projektaltat]§].

Hogy ezt megmutassuk, tekintsiik a |x) = 302 ¢;|hs) fiiggvényt és legye-
nek a c oszlopvektor elemei a ¢; koefficiensek. Ekkor x = hc és a Bazley-féle

belsé projektalt a (2.34)-ba helyettesitve:

POl [hjeci(h]
V=) cf(h|Vth)e

Bevezetve a A = (h|V 71 h) jelolést, a ¢ = A~Y2d, cf = df A=/2 helyette-

=

(2.42)

sitésekkel kapjuk:

h)A~12ddfA~Y2(h
o Td < ‘:|k>o<k|. (2.43)
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A fenti egyenletben k = hA~1/2 és O = ST‘{;. Mivel O projektor, érvényes ré
a (2.29) egyenl6tlenség. Azaz
0<o<I, (2.44)

ahol I az n-dimenziés egység matrix. Ebbol kovetkezden:
0 <V’ < |k)(K|. (2.45)

Latjuk, hogy V' az O =1 esetben éri el maximumat. Ha tehat a ¢; koeffici-

ensek szerint maximaljuk V'-t, akkor a
Viax = [k) (k| = [h) A7 (h| = [h)(h|V"'|h) (k| (2.46)

kifejezést kapjuk, ami ekvivalens a (2.34) alakkal A most belatott allitas
egyfajta variacios tétel. Indokolja, hogy a beliilrol projektalt matrix szamita-
sahoz csak egydimenziés projektort hasznaljunk. Megfelel6 valasztas esetén
az eredmény semmivel sem rosszabb, mint tobb dimenziés projektort hasz-

nalva.

2.3.2. Az Aronszajn-féle alak

Ebben a fejezetben a kozbilsé Hamilton matrix folépitésekor az Aronszajn-

féle alakot fogjuk hasznalni, tehat
H, = HY +Vlg)(glV]g) ' (glV, (247)

ahol a g vektor ismét H© n darab legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatvek-
torbol all. Ha kihasznéljuk, hogy H© diagonalis, a fenti képlet egyszertisodik.
Vizsgaljuk meg ezért H, egy tetszéleges elemét! Ismét az O,, = S0 |h;) (Rl
operatort alkalmazva irhatjuk:

n—1
(Hp)ig = HY + 3 V(P +O0,VO0)i Vi, 0<i,j<N-—1 (248)
k,1=0
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Ha i <n—1, akkor
0) N—-1n-1 )
i,j=0 1=0
Mivel H,, szimmetrikus, j < n—1 esetén is fennéll a (H,,);; = H;; egyenldség.
Tehat a bels6 projekcié soran az eredeti matrixnak csak egy (N —n)- (N —n)-

es blokkja valtozik. Eredménytink a kovetkezdképpen teheté még szemlélete-

sebbé. Osszuk fol a V' matrixot négy részre:
il v

V= (2.50)
Vol Vs

Ezzel a jeloléssel a V' Aronszajn-féle belsoé projektaltja:

v it (| W) n| v

Y= - (2.51)
Vs Vo | Va VitV

A fenti dbran is latszik és érdemes kiillon megemliteni, hogy a beliilrol pro-

jektalt matrix nem fiigg az eredeti matrix V3 blokkjatol.

2.4. A Gersgorin-korok

Az el6z0 fejezet elején foltettiik, hogy H pozitiv definit. Egy matrix pozi-
tiv definit, ha tetszoleges vektorral vett varhaté értéke pozitiv. Ahogy a 2.1
fejezetben lattuk, a pozitiv definitség sziikséges és elégséges feltétele, hogy
a matrix sajatértékei pozitivak legyenek[4, 9]. Csakhogy az elektronszerke-

zet lefrasakor indefinit, s0t sokszor negativ definit matrixokkal van dolgunk,
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ugyanis a kotott allapotok energidja negativ. A probléma megoldhatd példaul
ugy, hogy a H matrixhoz hozzdadunk egy I matrixot, ahol xk egy megfele-
l6en nagy pozitiv szam és [ az egységmatrix. Eljarhatunk tgy is, hogy H-t
felbontjuk H = H© + V alakban és H© elemeit valasztjuk dgy, hogy V
pozitiv definit legyen. Ahogy az el6z6 fejezetben leirtuk, az utébbi megko-
zelitéssel élt Bazley. Barmelyik utat valasztjuk, alulrdl kell becstilntink egy
matrix (H vagy V) legkisebb sajatértékét. Ebben segitséglinkre vannak a
Gersgorin-korok([9], melyekkel durva becslést tudunk adni a sajatértékek el-
helyezkedésére. Legyen H egy \ sajatértékéhez tartozo sajatvektora ®. A &
kifejtése valamely ortonormalt bazison & = 3, ®;e;, a H-t dbrazolé matix
elemei pedig H;; = (e;|Hle;). A H® = A\ sajatértékegyenletet komponen-

senként irva:

N
> Hy®; = A, (2.52)
j=1
Ezzel ekvivalens a kovetkezo egyenlet:
N
7

Vélasszuk tgy az i indeket, hogy ®; a & vektor legnagyobb abszolut értékii

eleme legyen. Ezutan irjuk:

M=

A= Hy =

(O
iy (2.54)

1
7

ol
|

Majd a haromszog egyenlétlenségalapjan a kovetkezd kozlitést tehetjiik:

i i

A fenti sor méasodik egyenl6tlenségénél kihasznaltuk, hogy |®;| > |®;].
Szavakkal kifejezve barmely sajatértékhez taldlhato olyan H;; kozépponta

és R; sugart intervallum, amely tartalmazza ezt a sajatértéket. Az allitas
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komplex sajatértékii matrixokra is érvényes, ekkor intervallum helyett egy H;;
kozépponti és R; sugart kor tartalmazza az adott sajatértéket. A Gersgorin-
korok egyesitése az Osszes sajatértéket tartalmazza. Ez alapjan x > mZaX(RZ-)
véalasztassal H 4+ k1 > 0 biztosithaté. Amennyiben V = H — H® >0 a cél,
ez HZ-(Z-O) < H;; — R; vélasztassal elérheto.

Ha felteheto, hogy az i-edik sajatértékhez tartozo sajatvektor legnagyobb

abszolut értékl eleme az i-edik elem, a legkisebb sajatértékre az
Ey > Hoo — Ry (2.56)

becslés adhato, tehat nem sziikséges kiszamolni az 6sszes Gersgorin-kor suga-
rat. Ez az eljaras akkor alkalmazhaté, ha a matrix nemdiagonalis elemeinek
nagysagrendje kelloen pici, ugyanakkor a diagonalis elemek kozotti eltérés

kell6en nagy.

2.5. A Lowdin-féle bracketing-fiiggvény

Eddig olyan alsé korlat formulakkal ismerkedtiink meg, amelyek a H méat-
rixrél levalasztott pozitiv szemidefinit V' matrix belso projekciéjan alapultak.
Most ismerkedjiink meg egy masik megkozelitéssel. Ehhez eloszor a Lowdin-
féle bracketing-fiiggvényt vezetjiik be. Legyen ¢ egy tetszdleges normalt vek-
tor, és tekintsiik az O := |¢)(p| projektort és ennek P := 1 — |p)(p| komp-

lementerét. Definidljuk az ¢ szamtol fliiggd T operatort az aldbbiak szerint:
T(e)=P(O+ P(e— H)P)™'P (2.57)

A T(e) tekinthet6 az (e — H) operator ,, P-téren vett” inverzének, ezért hasz-

nalatos a

= T(e) (2.58)
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rovid jelolés is. A T'(e) operatorral valé szorzassal a nullara rendezett Schrodin-
ger-egyenlet formdlisan megoldhatd, ezért szokas a T'(e)-t redukéalt rezolvens-

nek hivni. Tekintsiikk most a
¢ =T(e)Hyp (2.59)
fiiggvényt. A (2.59) egyenletet balrél P(e — H)-val szorozva:
P(e—H)p=PHy (2.60)
A P =1—|p)(p| helyettesitést elvégezve kapjuk:

(e = H)|o) + o) (@l H|p) = Hlp) — |@)(@|H|p) (2.61)

ahol felhasznaltuk, hogy OP = 0. Vezessiik most be a
U, =g+ (2.62)

e1 = {p|H|p) + (0| H|®) (2.63)

mennyiségeket. A (2.61)-et atrendezve és a fenti jeloléseket hasznélva kapjuk:
(€1 —e)lp) = (H —£)|Ve). (2.64)

Lathaté, hogy ha e; = ¢, akkor W, sajatvektora H-nak e sajatértékkel. Ezért
ha (2.63)-bdl kifejezziik £1-et, akkor egy olyan fiiggvényhez jutunk, mely a

H matrix sajatértékeinél metszi a g() = ¢ egyenest:
P

Az is lathaté, hogy a (2.65)-ben definidlt fiiggvény P H P sajatértékeinél nem

értelmezhetd. A fiiggvény szigoriian monoton csokkend, hiszen az elsé derivalt

fr=—(olH sH|p) (2.66)

(e - H)
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a szingularis pontokat kivéve mindeniitt negativ. Ezek alapjan belathato,
hogy barmely Osszetartozé (g, f(€)) par kozrefog legalabb egy sajatértéket
[10, 3]. A fiiggvény grafikonjat az 1. 4bra mutatja. A figgdleges vonalak PH P
sajatértékeinél futnak. Lathato, hogy ha példaul (2.65)-be olyan szémot he-
lyettesitiink, amely H legkisebb sajatértéke és PHP legkisebb sajatértéke
kozott helyezkedik el, akkor a fiiggvényérték also korlatjat adja H legkisebb
sajatértékének[3, 10].

f(e)

2.1. dbra. Az f(e) bracketing-figgvény

Levezettiik a bracketing-fliggvénynek egy (2.65)-nél egyszertibb alakjat:

fle) =+ (pl(H—-e)" o)™ (2.67)

Hogy ezt megmutassuk, induljunk ki a (2.65) egyenletbdl és helyettesitsiik a
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ﬁ kifejezést a matrix determinansaval és adjungaltjaval.

Adj(O+ P(e — H)P)
det(O + P(e — H)P)

PH|p)
(2.68)
A fentiekben a (p|H|p) = € helyettesitéssel éltiink Az Adj(A) elemei az AT

f(&) =< + (el H = Hlg) = + (¢l HP

megfelelo elemeihez tartozd eldjelezett aldeterminansok. A levezetés soran
szerepel még a det,;;(H) jelolés, ami a H matrix i-edik és j-edik oszlopanak
elhagyasaval kapott matrix determinansa. Hasznos még bevezetni a D =
det(O+ P(e — H)P) roviditést. A (2.68)-beli szorzasokat elvégezve és a fenti

jeloléseket hasznélva, kapjuk:

f(é) =+ 5 Z (—1)i+jH0i . detﬂ(O + P(8 — H)P) . HjO =
3,770
b S (~ 1) (e — H)or - ety (O + P(H — )P) - (¢ — H)yg
D 1,770

(2.69)

Léthato6, hogy a 3= ;o(—1)/det;;(O+P(e—H)P)(e—Hjo) kifejezés a deto;(e — H)
determinans kifejtése az els6 oszlopa szerint, illetve ennek minusz egyszerese.

Ezért irhatjuk:

A fenti kifejezésben (¢ — H) determindnsa ismerheté fel, az els6 sor szerint

kifejtve. Fzt felhasznalva kapjuk, hogy:

det(e — H)

A0+ Pe—mpP) (pl(H =)o) (2.71)

fle)=e

A bracketing-fiiggvény (2.67) alakja egyszertibben is megkaphat6, ha a
(2.64)-bdl indulunk ki[3]. Szorozzuk meg a (2.64)-et balrél (H — €)= '-zel!
Ekkor kapjuk:

[0) = (61— )(H —£)7'[). (2.72)
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Beszorozva a fenti egyenletet (p|-vel és kihasznélva, hogy (p|W.) = 1, kapjuk:

1= (e1—e){pl(H =€) ') (2.73)

Az egyenletbol e;-et kifejezve el6 is all az egyszertibb formula:

e1=fle)=e+ (p|(H —e) p)™ (2.74)

Ahhoz, hogy a bracketing fiiggvényt akar a (2.65), akéar a (2.67) alakban
alsé korlat formulaként hasznaljuk, e értékeként megfelelé megfelel6 felsd kor-
latot kell alkalmaznunk. Emellett ki kell szdmitanunk a 7'(¢) redukélt rezol-
vens hatdsat H|p)-re vagy (H —e) ! hatdsat |o-re. A tipikus kvantumkémiai
alkalmazasokban ezen inverzek szamitasanak eréforras igénye nem elérheto,
ezért kozelitéseket kell alkalmaznunk. Nem megengedhet6 azonban olyan ko-
zelités, amely az alsé korlat tulajdonsagot elrontja. A (2.65) kozelitésére ezért

a tovabbiakban olyan formulat keresiink, ahol
e konnyen el6allithaté inverz matrix szerepel
e az alkalmazott kozelités a (2.65)-bol kapott alsé korlatot alulrél becsli

e ha az also becsléshez bels6 projekciot alkalmazunk, a beliilrél projektalt

matrix pozitiv szemidefinit volta biztosithato.

2.5.1. Cizek-féle alsé korlat

A fenti célok elérése érdekében induljunk ki a (2.65) bracketing figgvény-

bol és vezessik be H felbontésat
H=HO 1V (2.75)

alakban és legyen H©) diagonalis. Valasszuk ¢-t Ggy, hogy H® legkisebb

sajatértékéhez tartozd sajatvektora legyen:

HOp) = E§” ). (2.76)



2.5. A Loéwdin-féle bracketing-fliggvény 23

Ekkor (p|H|p) = ES” + (p|V]g) és (p|HTH|p) = (p|VTV|p). Felhasz-

nalva ezeket a kifejezéseket a bracketing fiiggvény:
er= B+ {plV+VT(Vg) = B + {plt@)lg).  (277)
A (2.77)-ben bevezetett
te) =V +VT(e)V (2.78)

operatort Lowdin nyomén[3] reakcidoperatornak nevezziik. Vezessitkk be a

perturbélatlan operatorhoz tartozé redukalt rezolvenst is:

P
(0) — _ HOVpY 1P —
T = PO+ Ple - HO)P)'P = ——5 (2.79)

A TO bevezetését az indokolja, hogy kénnyen szamithaté, hiszen H© di-
agonalis. Ahhoz, hogy T megjelenjen az als6 korlat formulaban T' és T°
kozott kell kapcesolatot talalnunk. Ehhez felhasznaljuk azt a konnyen belat-
hato Osszefiiggést, hogy

(A—B) '=A"+A"'B(A-B)"! (2.80)

tetszéleges A és B operatorokra. Helyettesitsiink A helyébe O+ P(e—H®)P-
t és B helyébe PV P-t. Igy kapjuk:

T=T1T94+717OVT (2.81)
Ezt jobbrél beszorozva V-vel:
TV =T, (2.82)

A fenti kifejezést (2.78)-ba helyettesitve kapjuk a szakirodalomban Lippmann-

Schwinger egyenletként ismert 6sszefiiggést|3]:

t=V+VTOt (2.83)
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A Lippmann-Schwinger-egyenletbol a reakciéoperator kifejezheto:
tl=v-1-70O (2.84)

A kovetkez 1épésben a (2.77) alsé korlat formulét becsiiljiik alulrél. Ehhez a
Bazley-féle belsé projekciét hasznaljuk és t=1 fenti kifejezését. Feltéve, hogy

t > 0, irhatjuk:

(pltle) > (plt') = (elhATBI|g) = {el) (B]V " = TOR)) ™ (hle)
(2.85)
Ahol h n darab tetszoleges linearisan fiiggetlen vektorbol épitett vektort jelol.
Ahhoz, hogy elkeriiljitk a V' méatrix invertalasat a teljes téren, érdemes h-t
specidlisan valasztani. Legyen h := Vi, ahol i elemei H® sajatvektorai. Ezt

(2.85)-be és (2.77)-be helyettesitve:

n—1
Busws = B + (VI AV = VIOV HiV]e) = B + S VirSiaVio-

k,1=0
(2.86)
A fentiekben bevezettik az
(i|V = VTOV]i)) = Xy (2.87)
elemekkel rendelkezé matrix inverzének elemeire az
Sk = (XN (2.88)

jelolést.
A (2.86) als6 korlat formulat Cizek vezette le és vizsgalta 1985-ben [11],

ezért a kés6bbiekben Cizek-féle alsé korlatként utalunk ra.

2.6. Perturbacioszamitas

Ebben a fejezetben a Rayleigh-Schrodinger féle perturbaciészamitast(PT,

perturbation theory) ismertetem réviden[2]. A mddszer szerint elészor képez-
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zilk a Hamilton-matrix egy particiéjat, vagyis felbontjuk két matrix dsszegére
tgy , hogy ebbél az egyik — a nulladrendti, H®) — matrix sajatértékproblé-

méaja ismert:

H=HY )V
(2.89)
HOgO — p0)g©)
A fent bevezetett A paraméter szerint sorbafejtjik az egzakt sajatértéket és a
hozza tartozd sajatvektort, majd a végtelen sor tagjaira rekurziv képleteket
vezetiink le a Schrodinger-egyenletbdl. Mivel az n-ed rendi kifejezések fiig-
genek az Osszes korabbi rendtdl, nem alkalmazhatok konnyedén a jol ismert

(pl. Cauchy- vagy D’Alembert-féle) kritériumok a konvergencia vizsgélatéra.

A meghatarozandé sajatértékek és sajatvektorok:
HV, = £V, (2.90)

Az E; és ¥; mennyiségek \ szerinti Taylor-sora:

E; = i NeE®
=0 (2.91)
PN

1=0
A kifejezéseket a (2.90)-ba helyettesitve kapjuk, hogy:
0 gD NS (ke R g O
(HO +AV)Y N =3 S A HEY v, (2.92)
1=0 k=0 1=0
A (2.92)-nek minden A-ra fenn kell allnia, ami csak gy lehetséges, ha
k
vkeN :  HOuPW el =5 gPgi) (2.93)
v=0
Az egyenletrendszer megoldasa egyszertisodik a kozbiilsé normalas bevezeté-

sével:

() = 1. (2.94)
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A (2.93)-at (‘Ilgo)\—lal balrél megszorozva megkapjuk az i-edik sajatérték k-
adrendii korrekci6jat:

(WO ety = g* (2.95)

7

A (2.92) egyenletet atrendezve kapjuk, hogy:

(HO = EP) S N[07) = -AVIw?) = SNV )

7 o (2.96)
+ S NED D) 45 ST AR E® gy
k=1 1=1k=1

A (2.79)-ben definiélt redukélt rezolvens spektrélis alakja a nulladrendii fligg-
vényekkel kifejtheto:

0
TOE") =Y —5—5

() (w| (2.97)
ki By — B

Erdemes megfigyelni, hogy T(O)(EZ»(O))\‘IIZ(O)> = 0. Igy a redukalt rezolvenssel
beszorozva (2.96)-ot,a “112(0)>—V61 parhuzamos tagok elttinnek, kapjuk:

S NP = ATOVEO) = S ANHTOV ) 5N A ER O pY)

=1 1=1 k=1
(2.98)
Mivel (2.98) tetszileges A-ra fenndll, kovetkezik, hogy:
(=1 : [9Y)=-TOV]Z))
=1 (2.99)
vi>1 o [0) = —TOVlY) + 3 ERTO[wY)

k=1
A (2.95) és (2.99) egyenletek felhasznaldsaval kapjuk a masodrendii és a

harmadrendii energiakorrekciot:

V2
EP =3 (2.100)
? 0 0
iz B - B
E® =% YiaVik Vi Vi ) Vik (2.101)

0 0 0 0y 0 0
i (B = EO)EY —EY) iz (B - B
ahol a Vi, = (WO V[0 jelslést hasznaljuk.



3. fejezet

A Cizek-féle alsé korlat

alkalmazasa

A Hamilton-operator particiéja a H = H® + V felbontas a perturbécié-
szamitas kiindulopontja. Korabban lattuk, hogy a Bazley-, az Aronszajn- és
a Cizek-féle alsé korlat is alkalmazza a perturbéaciés particiét. A H© valasz-
tasa tehat befolyasolja mind a PT-korrekciok, mind az als6 korlat értékét.

A particié valasztasara a probléma természete néha egyértelmi iranymu-
tatast ad. Ilyen példaul a kétatomos molekuldk rezgését modellezd egydi-
menzios oszcillator. Az atomok kozotti potencial jo kozelitéssel harmonikus,
ezért kézenfekvo ezt nulladrendnek tekinteni. A potencial anharmonikus vol-
tat szokas a koordinata negyedik hatvanyaval aranyos kicsiny taggal, mint
perturbacioval figyelembe venni[12].

Vannak esetek azonban, amikor a vizsgalt probléma fizikai tartalma nem
ad egyértelmt irdnymutatast a H© valasztésara. Ilyenkor azt az elvet igyek-
sziink koévetni, hogy V minél kisebb legyen H(© mellett, ugyanakkor H(
probléméja megoldhaté maradjon.

Egy matrix-sajatérték probléma PT-n alapuldé megoldasakor legegysze-

27
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riibb a diagonalis-offdiagonélis particiét valasztani:

Hy Hop -+ Hypp 0 .- 0 Hpn
H=| Hy,¢ H; - | = 0 Hy --- |+| He 0 - |, (31)

ekkor ugyanis a matrix abrazolasahoz hasznalt bazisvektorok a H© sajatvek-
torai, a sajatértékek pedig a diagonalis elemek. Nem sziikségszerti azonban,
hogy H©® diagonalis elemei megegyezzenek H diagonalis elemeivel, ezeket
tetszés szerint feloszthatjuk H©® és V' diagonalisai kozott. Ennek hataséra a

nulladrendii sajatvektorok nem, csak a nulladrendii sajatértékek valtoznak.

Munkank soran azt a kérdést vizsgaltuk, hogy az nulladrendt matrix di-

agonalis elemei, azaz a

Hy =EY 1V, (3.2)

felosztasban EZ-(O) valasztasahoz hasznalhaté-e az alsé korlat maximalasa,
mint iranyelv. Ez a megkozelités akkor célravezetd, ha az alsé korlat javulasa-
val parhuzamosan a perturbacios korrekciok elsé rendjeinek hibaja csokken.
Az itt bemutatott példakon ezért alsé korlatok és a perturbacios korrekcidk

hibait vizsgaljuk kiilonb6z6 particiok, azaz Ei(o) készletek esetén.

Eredményeinket két példan mutatom be. Elészor egy (3 x 3)-as matrixot
vizsgalok. Majd egy egyszerl elektronszerkezeti példaval a Hy molekula mi-
nimalis bazison felépitett elektronikus Hamilton-matrixaval foglalkozom. Az
utobbi példa valasztasanak oka, hogy ez a legkisebbb, egzaktul is egyszeriien

targyalhato elektronszerkezeti alkalmazas.
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3.1. Matrixpélda vizsgalata

Ebben a fejezetben az alabbi (3 x 3)-as méatrixszal foglalkozunk:

0 2 3
H=|2 52 1,7 (3.3)
3 1,7 6,3

Lathat6, hogy a nemdiagonalis elemek 6sszemérhetok a diagonalis elemekkel.
Azért valasztottunk ilyen elrendezést, mert az egyensulytél tavoli szerkezetii
molekulak Hamilton-matrixa hasonl6 tipusu lehet. Disszociécidhoz kozeledve
még a diagonalis elemek is Gsszecsuisznak.

Bontsuk fol a H matrixot H = H©® + V alakban:

EY 0o o0
0 0
H9=| o E9 o
o o EY
(3.4)
0
~Ey” 2 3
V= 2 52-EY 1,7
3 1,7 6,3—EY
Ezzel a particioval a sajatérték PT rendjei:
E©® = E”
EW = g
E(2) _ 22 B 32
E£0) . E((]O) Eéo) . E((]O)
E(g)_z-(5,2—E§°>)-2 3.(6,3— E\)-3 2.1,7-3
- 0 0 0 0 0 0 0 0
(B B (B =B (B - B - B
2
+ EY) + Ey) ;

(B — EV)2 (B — EyV)?

(3.5)
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Kiindulépontunk a diagonalis-offdiagonalis particié, ekkor a nulladrandii sa-
jatértékek: B = 0, B = 5,2 6s B’ = 6,3. A tovabbiakban erre a parti-
ciéra ng% (ST,standard) jeloléssel hivatkozunk.

Az EZ-(O)-k meghatérozasara a Cizek-féle als korlatot fogjuk hasznalni.

Prébafiiggvénynek az els6 bazisvektort valasztjuk:

0 0 0
TO =10 ﬁgm 0 (3.7)
0 0 _11350>
Az € a f6ls6 korlatot most nem egyszertien a (p|H|p) = Hiyy varhato

értékként hanem a H-bdl kiilso projekcioval kapott

_ 0 2
H= (3.8)
2 5,2

métrix kisebbik sajatértékének valasztjuk. Igy a varhatd értéknél sziikebb
folso korlatot kapunk. Ez azért fontos, mert — ahogy ez a 2.1 abrarol leolvas-
haté — e-nak H és PHP legkisebb sajatértéke kozé kell esnie. Esetiinkben
PH P legkisebb sajatértéke 3,96, H kisebbik sajatértéke —1, 2.

Szamoljuk ki a Gersgorin-korok sugarat:
Ri=24+3=5

Ry=2+1,7=37 (3.9)
Ry=3+1,7=4,7
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A Cizek-féle alsé korlat szamitasakor biztositani kell a ¢ reakcioperator
pozitiv definitségét. A (2.84) egyenlet alapjan t pozitiv definit, ha V' > 0 és
TO < 0. A TO < 0 feltételbdl i = 1,2 esetére: ¢ < B\ kovetkezik. A V > 0
feltételbol a Gersgorin korok felhasznalasaval kapjuk a felsé korlatokat EZ-(O)-

re:

EY

IN
&

~1,2<EY <1,5 (3.10)

~1,2< E® < 1,6

Felmertil a kérdés, hogy van-e egyaltalan értelme a fenti intervallumokon
beliil keresni H) diagonélis elemeit? Kapunk-e az igy meghatérozott par-

ticiokkal j6 PT korrekcidkat? A 3.1 abran lathaté a standard masodrend és

T - T
: %&#Jr :
/ST
0.1267 -
o
u
L
0 el ...~ -
-0.1267 .
| |
0 0.7494

E-E

3.1. abra. A mdsod— és a harmadrendi sajdtérték hibdjdanak dbrdzoldsa
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harmadrend eltérése az egzakt sajatértéktol. Az utobbit E-vel jeloljik, ér-
téke FF = —1,4484. A keresztekkel jelolt pontok szamos, az intervallumba
esO nulladrendi sajatértékekkel szamolt masod- és harmadrend hiba paro-
kat jelolnek. Az abra alapjan kijelenthetd, hogy érdemes tovabb foglalkozni a
problémaval, hiszen a legtobb, intervallumba esd level shift harmas a standard
particiénél jobbat hataroz meg. A masodrend hibaja barmely EZ-(O) értékek
mellett kisebb EE]T-énél, a harmadrend hibaja sok esetben csokken EE]T-hez

képest.

Ezutan az Efo)—ket a fenti tartomanyokon belil valtoztattuk. Erre egy
FORTRAN nyelvii programot frtam, amely k darab E” értéket — ahol k 4l-
talunk valasztott paraméter — megadott hatarok kozott, ekvidisztans moédon
véltoztat. Az igy kapott kiilonbozé E\” készletekkel kiszamitja a Cizek-féle
als6 korlatot a (2.86) formula szerint, és az els6 néhany perturbécios korrek-
ci6 értékét. Az alsé korlat szamitasakor a belso projekcid altere két dimenzios

volt,ap=(1 0 0 ) vektor mellett a ( 0 1 0 ) bazisvektort hasznéltuk.

A kovetkezo 1épésben megvizsgaltuk, hogy az alsé korlat novelésével jobb
lesz-e az adott particiéval szamolt masod— és harmadrendii sajatérték. Erre
vonatkozo6 eredményeinket a 3.2 dbra mutatja.

Lathaté, hogy az als6 korlat hibdjanak csokkenésével az B2 hibaja csok-

(2]

ken.A maximélis als6 korlathoz tartozé E?! jelentdsen kisebb Eg; hibajanal,

~ 0.2 a ~ 0.75-hoz képest.

Rendkiviil izgalmas az dbra szerkezete, legfeltiinébbek a haromszog szerti

objektumok, amelyek kiilonosen a nagyobb FE,s értékeknél figyelhetok meg.

Azt talaltuk, hogy ezek azonos Eéo) értékekhez tartozo pontokbol allnak. Eéo)

novelésével ezek a haromszogszerii objektumok egyre kozelebb keriilnek az y
tengelyhez, vagyis EY” novelésével az alsé korlat nd. Jéval attkeinthetSbb

&brat, a 3.2 dbra egy részletét kapjuk, ha régzitiik ES értékét. Egy ilyen
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T T T T T T S T
N E_E[‘?’] X
E-Egr) -
3]
'(E'EST[ ])
X
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I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

3.2. dbra. A mdsod— és harmadrendi; energia hibdja az alsé korldt hibdjdnak fiigg-
vényében, kilénbozo particickban.

részletet mutat a 3.3 abra, ahol az Eéo) = 1,46 valasztassal éltiink. Ezen az
abran vildgosabban lathato, amit mar a 3.2 dbran is sejteni lehetett, hogy
az EBl — E kiilonbség né az als6 korlat hibajanak csokkenésével, viszont ez-
zel parhuzamosan EP hibaja nem csokken monoton médon. Amint az alsé
korlat hibaja ~ 1 ala csokken, EP! hibaja elbjelet valt, az alsé korlat tovabbi
novelésével az EP kozelitése romlik. Megfigyelhetd, hogy az alsé korlat ma-

ximumahoz tartozé hiba nagyobba valik EE}]T hibajanal.

)

Erdekes azt is megvizsgalni, hogy az egyes EZ-(O értékek hogyan befolya-

soljék az alsé korlat értékét. Azt talaltuk, hogy mindharom E° névelésekor

az alsé korlat hibaja csokken. Ennek bemutatasara a 3.4 abran az alsé kor-
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“also

3.3. abra. A mdsodrendii és harmadrendi sajdtérték hibdja az alsé korldt hibdjinak

ligguényében, kiilonbozé particickban, rogzitett B mellett.
figguény p g 2

14t hibajat abrazoltuk E\” és B figgvényében, rogzitett £ mellett. A

behtzott gorbék egy rogzitett E((]O) vagy Eio)

értékhez tartozd pontokat kot-
nek ossze. Lathato, hogy E(()O) és Efo) novelésekor az alsé korlat javul. Ez
alapjan a projekcidhoz hasznalt altérben szereplé nulladrendii sajatértékek

meghatarozhat6k, mint a (3.10) intervallumok maximumai.

Ebben a particioban nem csak a masod- és harmadrendet, hanem a maga-
sabb rendii korrekcidkat is kiszamitottuk. Eredményeinket a standard parti-
ciéval Gsszehasonlitva a 3.5 Abra mutatja. Ahogy a korabbiakban lattuk E?
valamivel jobb, EI¥ valamivel rosszabb, mint a standard particié megfelels

rendjei. Kedvezo jel, hogy a magasabb rendek hatarozott javulast mutatnak.
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rend

3.5. dbra. A PT-sor részletosszegei
3.2. A H, molekula minimalis bazison

Ebben a fejezetben a hidrogén molekula minimalis bazison felépitett mat-
rixaval foglalkozunk. Elektronszerkezet szamitasakor a molekula stacionérius
allapotaihoz tartozo hullamfiggvényeket és az allapotok energiait keressiik. A
perturbacios modszerek egyik fontos alkalmazasa ezen a tertileten a Hartree-
Fock kozelités javitasa. A legkézenfekvOobb particionalasi eljaras erre a célra a
Mgller-Plesset(MP) particionalas[13], amely a nulladrendi operétor az egyes
elektronokra vonatkozé Fock-operatorok osszege. A Fock-operator egy ef-
fektiv Hamilton-operator, melyet a Hartree-Fock kozelités soran kapunk. A
dolgozatban az i-edik elektron koordinataira haté Fock-operatort f(i)-vel je-

loljiik, sajatfiiggvényei a kanonikus molekulapalyak, (p;-k, sajatértékeit ¢;-vel
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jeloljiik:

f(@)p;(i) = g5;(4) (3.11)

A Fock-operator kifejezése[14]:

F0) =B + S @1 0 - Ples@)), (32
ahol a
h(i) = Loz 524 (3.13)

2! 4 TiA

operator irja le az i-edik elektron kinetikus energidjat és a magokkal vald
kolcsonhatasat. Az ,oce” rovidités a betoltott molekulapalydk szamara utal.
Az f (1) kifejezésében szerepld tag egy tomor jelolés, a bra-ket alsé indexe arra
utal, hogy a 2. elektron koordinataira valé integralast el kell végezni, miutan
az f(1)x(1) szorzatban a Pj, permutdcits operdtor altal generalt véltozo
cserét (az 1. és 2. elektron koordinatajara vonatkozdan) végrehajtottuk.

A MP-particié szerint a nulladrendii operator az egyes elektronokra vo-

natkoz6 Fock-operatorok osszege:

=3/ (3.14)

A perturbaciés operator:

occ

Z— —ZZ p;(2 !— (I = P)[p(2))2 (3.15)
Zﬂc

A nulladrendl operator sajatfiiggvényei a kanonikus molekulapalyakbol

épitett determinansok:

(I)(L 2, 7N) = A[@h(l)@m (2) T QOiN(N)]v (316)

ahol A az antiszimmetrizalé operatort jeloli. A fenti ®-hez tartozd nullad-

rendii sajatérték a palyaenergidk Osszege:

Ne
EO =%"¢, (3.17)
j=1
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A nulladrendt operator (3.16) szerinti sajatfiiggvényei abban kiillonboznek
egymastol, hogy mely ;. molekulapalyak szerepelnek a determindnsban. Sa-
jatértékik ennek figgvényében, 3.17 szerint valtozik. Legkisebb energiaju a
kanonikus molekulapalyakbol névekvd energiasorrendben betoltott determi-

nans, ez a HF-determinans.

VO = Alpi(1)pa(2) - o (N)] (3.18)

A perturbéciés operator ismeretében a (2.95) és (2.99) egyenletek alapjan

meghatarozhaték az energiakorrekeciok:
Ejip = (Uo|H|Wo) = Enp (3.19)

A maéasodrendii energia:

1 occ virt

EJ[M]P Bt ZZ |{(abl|rs)

ab TS €a+€b_€r_€s

’ 2

(3.20)

A fentiekben kihasznaltuk a Brillouin-tételt[14],mely szerint V métrixeleme
a HF-alapallapot és egy egyszeresen gerjesztett determinans hullamfiiggvény
kozott nulla. Szintén nulla a HF-alapallapot és a legalabb haromszorosan
gerjesztett allapotok kozotti matrixelem, ugyanis V kételektron operator. A
wvirt” a HF-alapallapotban nem betoltott(virtuélis) palydkra utal.

A hidrogén molekula minimélis bazison valé reprezentalasihoz két ba-
zisfiggvényt valasztunk, egy-egy s palyat az egyik illetve a masik atomon
centralva, jelolje ezeket ¢ és ¢o. Ezekbdl szimmetrikus és antiszimmetrikus

kombinaciékat képziink:

Y1 = Ni(¢1 + ¢2)
Yy = Na(p1 — ¢2),

(3.21)

ahol N; és N, norméaléfaktorok. Erdemes megjegyezni, hogy 1, 1 egyben

kanonikus molekulapélyak is. Ugyanis ebben az esetben a szimmetria altal
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meghatarozottak, nem kell megoldani a H F-egyenleteket. A két térbeli pa-

lyabdl 4 spinpalya szarmaztathato:

x1(x) = ¢ (r)a(w)
X2(x) = ¢ (r)B(w) (3.22)
X3(x) = ¢a(r)a(w)

Xa(X) = ¥(r)f(w)

A fenti egyenletekben w a spinvaltozd, amely két értéket vehet fel. Az alap-

allapotot leir6 determinans hullamfiiggvény:

|To) = A(x1x2) (3.23)
A gerjesztett allapotokat jellemz6 hullamfiiggvények:

1) = A(xax)

Ws) = ﬁ(Xlex) (3.24)

[93) = A(xsxa)
Az ezekkel a bazisfiiggvényekkel felépitett (4 x 4)-es méatrix blokkdiagonalis.
A Brillouin-tétel[2, 14] miatt elegendé a Hy molekula elektronikus Hamilton-
operatoranak méatrixelemeit a (¥, U3) determinénsokkal kiszamitani. A hid-

rogén molekula Hamilton—operétora atomi egységekben:
. 1, 1 1 “ 1
H = (—§V1—Z— Z— — =h(1)+h(2)+— (3.25)
A

1A T24 12 12
A fentiek alapjan a Hamilton-operator szdimunkra érdekes blokkja[14]:

g [ 2kl + i) W) . (326)

(Yarha|1P191) 2(1a| hltha) + (atha|taths)

Minimalis bazison tehat a Hamilton operator matrixreprezentacioja rend-
kiviil egyszeri, csupan 2 dimenziés. A MP-méasodrend is egyszertien kifejez-

het6:
<¢2¢2|¢1¢1>2 (327)

2
EJ[W]P = Eyr + 21— 22)
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Eredményeinket a diagonalis-offdiagonalis particiéval kapott masodrendii ener-
gidval is dsszehasonlitjuk. Ezt a particiot Epstein és Nesbet javasoltak([15, 16],

ezért az EN-jeloléssel fogunk ra hivatkozni.

(V1o |t191)?
Enr — (2(0a|hl1ba) + (hatha|tha)s))

(3.28)

......

tigy mindkét fenti masodrendii energia a minusz végtelenhez tart. A Cizek-
féle also korlat felhasznaldsaval szeretnénk olyan particiot valasztani, amivel
szamolt masodrend jobb, mint a MP- vagy EN-masodrend és disszociaciéhoz
kozel is hasznalhaté eredményt ad.

Ahogy korabban, most is biztositanunk kell, hogy a reakciéoperator po-
zitiv definit legyen. Egy kétszer kettes matrixra egzaktul is konnyedén meg
lehet adni azokat a hatérokat, melyeken beliil a Cizek-féle alsé korlat hasz-
nalhaté. A pozitiv definitség sziikséges és elégséges feltétele a sajatértékek

pozitivsiga, ezért t pozitiv definitségével ekvivalens a t~! pozitiv definit volta.

Jeloljik H elemeit az a, b, ¢ betiikkel és particionaljuk H-t:

a b
b ¢
EY 0
0 __ 0
H® = g (3.29)
a—EY b
b c— E{O)

Feltehet6, hogy a < ¢, hiszen a a HF alapéllapoti energia.
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A (2.84) szerint a t~! matrix:

(0)
fJZVFl—TOZE_ ¢~ & - (00 —
D\ -p a-E 0 —w a0
3.30
1 [ c— E{O) b
= — 0 s

ahol D jeloli V' determinansat.
Belathaté, hogy egy A matrix pozitiv definitségének sziikséges és elégséges

feltétele, hogy az Osszes

(3.31)

minorméatrixanak pozitiv legyen a determindnsal4]. Ezt alkalmazva a t~! mét-

rixra, a kovetkezo egyenlotlenségeket kapjuk:

c—E{O)
>0
b 3.32
c—EfO) a—E((]O) 1 b? ( )
— —— >0
D D a_Efo) D2 —

Az els6 egyenlétlenség kétféleképpen elégitheto ki:

c—EY)>0 vagy (c—E®)<0

(3.33)
D >0 D <0
Szorozzuk meg a masodik egyenlStlenséget D?-tel :
—ED
(c— B a—E") - % —0*>0
a —
Lo (3.34)
c—FE
1
D|(1- —o | =0
a — El
Ha V' determinansa pozitiv, akkor
7° >, (3.35)

a— Eﬁo)
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Az a — ¢ < 0 egyenl6tlenségbol kovetkezik, hogy a — E{O) < 0. D <0 esetén

az a — Eﬁo) > 0 feltételt kapjuk, de ha D < 0, akkor ¢ — Eﬁo) < 0 is fennall,
vagyis Efo)—ra kapjuk, hogy ¢ < E{O) < a, ami ellentmondés. Tehét a (3.32)

egyenlotlenségek a
b2 (3.36)

feltételekkel elégithetok ki. A masodik egyenldtlenség a D > 0 Osszefiiggésbol
vezethetd le. Az egyenlGtlenségek kijelolte hatarokon belili EZ-(O) étékekkel a

t reakci6operator pozitiv definit.

A kovetkezd kérdés az, hogy a (3.36) intervallumokon belil mely EZ-(O)
valasztassal lesz maximalis az alsé korlat? Mivel a példamatrixunk csak 2-
dimenzids, a belsé projekcié alterét 1-dimenzidsnak valasztjuk. Az alsé korla-

tot (2.86) alapjan szamoljuk, az i vektorkészlet csak a W vektort tartalmazza.

(0)y2
a—F,
B = EO 4+ — — ) - (3.37)
CL - EO - a—Ego)

Ha kiszamitjuk az alsé korlat E\” és F\” szerinti derivéltjat, azt talaljuk,

hogy mindkét parcidlis derivalt pozitiv. Ebbol kévetkezik, hogy Eéo) és Efo)

novelésével az also korléat is no.

A (3.36) egyenl6tlenségek alapjan a legjobb nulladrendii alapallapoti ener-

. 0 2 .1 . y
gia az E(g ) =a— 135(0) gorbén van. Azonban ezzel a nulladrendii energiaval
i

1
)

szamolt also korlat fiiggetlen E§O -t0l és éppen az Epstein-Nesbet particioval
szamolt masodrendig pontos energiaval egyezik meg. Vagyis az alsé korlat
formula alapjan nem tudjuk megmondani Efo) értékét, ezért Efo)—t az [a; ]

intervallumon belil véltoztattuk. Az intervallumot m részre osztottuk, az
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i-edik értékhez tartozé nulladrendii energidk:

EOW) =a+i—"
m
2 (3.38)
E (i) = a0 — ——5—
c— Ey7 (i)

Az igy megallapitott particidkkal kiillob6z6 H-H kotéshossz mellett kisza-
mitottuk a masodrendig pontos energiat:
b2
BV (0) — B¢ (i)
A kapott potencidlgorbéket osszahasonlitottuk az Epstein-Nesbet és a MP

ECG) =a— (3.39)

particiéval-, valamint HF-mddszerrel szamitott potencialgorbékkel. Az eg-

zakt megoldést a (3.26) matrix sajatértékeként kaptuk. Az dbrén a sététedd

E /Eh

0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

3.6. abra. Potencidlgorbe-sereq a Hy molekuldra

261d vonalak egyre nagyobb E\” értékkekkel szdmolt particickhoz tartoznak.
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Lathat6, hogy néhany particiéval szamolt masodrendii energia egyensulyi ko-
téstavolsag kornyékén jobb, mint az Epstein-Nesbet, vagy a Mgller-Plesset
particioval szamolt. Egyensulytol tavoli kotéstavolsagok esetén nem kaptunk
jo eredményeket. Ugyan sikeriilt elérniink, hogy egyensulytél tavolodva az
energia ne tartson minusz végtelenhez, de a potenciadlgérbe belesimul a HF-

gorbébe.
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3.3. Az Epstein-Nesbet masodrend alsé kor-

lat tulajdonsaga

Az el6z6 fejezetben emlitettiik a vizsgalt alsé korlat édekes tulajdonsagat.

Azt, hogy (2 x 2)-es matrix esetén E(()O) =a— f;(l) valasztas mellett az also

0

korlat éppen egyenlé az Epstein-Nesbet masodrendii energiaval. Az allitas

egyszerlien belathato:

Ealsé - IE]QI]\I = E(gO) +

(3.40)

_ Ba—E) P(a— E)
(c—a)c—E")  (a—c)(c—E)

Az itt hasznalt E(SO) épp a pozitiv definitséget biztosité (3.36) interval-
lum fels6 hatara. Ezért azt mondhatjuk, hogy az E][fl]\I energia alulrél becsli
a Hs molekula operatoranak minimalis bazison felépitett matrixanak sajat-
értékét. Ez a tény osszhangban van a tapasztalattal, de tudomésunk szerint
még nem mutatta ki senki, hogy a fentiek szerint sziikségszeri. A numerikus
tapasztalat azt mutatja, hogy az EN? energia més rendszerekre alsé kor-
lat, ezért folmeriilt a gondolat, hogy hasonlé elven nem lehet-e altalanosan

is megmutatni ezt a tulajdosagot.

Amennyiben a bels6 projekciéhoz csak egy bazisvektort hasznalunk:
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liy=(1 0 -..)-tésezt behelyettesitjik a (2.86) egyenletbe, akkor az alsd

korlat:
(Hoo — EY)?

Eas = By + 0)
Hoo — B — Xgzo

(3.41)

HE,
Hoo—E\”

A (3.41)-ben felsé korlatnak a Hyy varhaté értéket véalasztjuk és |p) szintén
az (1 0 ... ) vektor. Az Epstein-Nesbet masodrend ebben a példdban:
H2
EP = Hypp— > — 0 3.42
= = 3 (3.42)
A (2 x 2)-es példa mintajara valasszuk E(()O)—t a kovetkez6képpen:

(0) il
5O S o
0 00 #Zo H._ EO

)

(3.43)

Irjuk f6] megint az alsé korlat és ELEQ]N kiilonbségét:

2

H2,
(Xizo mf

1 1
Ealsé_Eg}N:ZHg’( o ) + 2_
4 PR (0) HE, Hy;
70 Hi—Ho Hy; — E 2240 ﬁ%(o) — 2i0 HoofoE(O)
HZ,
s ity - EY) (Ziro pmr)”
— I 3 + i b
pori ( H. — Hoo) ( H, — Ei(O)) > HZ (Hoo—Hy;)

70 (Hoo— B (Hii—E”)
(3.44)

2
Hogy attekinthet6bb legyen az eredmény, vezessiik be az a; = ﬁ jelolést:

2 Hyy — Ei(o) (Zi 0 ai>2
Ealsé - EE?}N = E a; H. — H + Z %HOO*HM' (345)
i#£0 i 00 i#£0 @i Hoo—EO

Amennyiben az Ei(o) értékét ugy valasztjuk, hogy a H; — E (0) kiilonbség kicsi

7

legyen, akkor (3.45) alapjan

Ealsé ~ Eg}v (346)



3.3. Az Epstein-Nesbet masodrend also korlat tulajdonsaga 47

teljesiil. Ez alapjan azonban még nem jelentheto ki, hogy EE}N mindig alsé

korlat. Ehhez meg kell mutatni, hogy a valasztott Ei(o) értékek mellett érveé-

nyes a belso projekcios kozelités, vagyis t pozitiv definit.



4. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban alsé korlat formuldk alkalmazhatosagat vizsgaltam a sa-
jatértékprobléma perturbacidészamitason alapuld kozelité megoldasara.

A dolgozat elso felében az alsé korlatokkal foglalkozé irodalmat foglaltam
Ossze. A fejezet tartalmaz egy sajat eredményt is: alternativ mdédon levezettiik
a Lowdin-féle bracketing-fiiggvény egy tomorebb alakjat.

Als6 korlatot kaphatunk belsé projekciéval hasznalataval. Lattuk azon-
ban, hogy kozvetleniil a belsé projekciéo sem a Bazley- sem az Aronszajn-
alakban nem hasznalhaté praktikusan a sajatérték becslésére. Els6 esetben a
teljes téren vald invertalas miatt, a masodik esetben pedig a beliilrol projek-
talt matrix nehéz sajatértékproblémaja miatt. Ezzel szemben a Lowdin-féle
bracketing fiiggvényt belso projekcioval alulrél becsiilve hasznos képletet ka-
punk, ezt Cizek-féle alsé korlatnak neveztiik.

Dolgozatom mésodik felében a Cizek-féle alsé korlatot alkalmaztam par-
tici6 kivalasztasara. Az also korlatot maximalé particidoval szamolt masod- és
harmadrendig pontos energiat dsszehasonlitottuk elterjedten hasznalt parti-
ciokkal szamolt energidkkal. Matrixpélda esetén sikeriilt a bevett diagonalis-

offdiagonélis particional jobbat talalnunk. A H, molekulara az als6é korlatot
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maximalé particiokkal szamolt masodrendig pontos energia csak egyensu-
lyi kotéstavolsaghoz kozel bizonyult jonak, sikeriilt az tgynevezett Mgller-
Plesset particional jobbat taldlnunk. Disszocidcidhoz tartva viszont a szami-
tott masodrendii energia a Hartree-Fock energiat kozeliti.

Végiil egy érdekes megfigyeléssel zartam a dolgozat alkalmazasokrdl szold
részét. Azt lattuk, hogy specialis nulladrendii alapallapoti energia valasztas
mellett az alsé korlat éppen egyenlé az Epstein-Nesbet particié masodrendig

pontos energiajaval.
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