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1. Bevezetés

Szabad aramlas hatasara siklap felett kialakulé hidrodinamikus és termikus
hatarréteg vizsgalata klasszikus feladat az aramlastanban [2]. Csaknem 150 évvel
ezel6tt Leonhard Euler leirta a folyadékaramlast két kapcsolt nemlineéaris parcialis
differencialegyenlettel térben valtozé haromdimenzids nyomés- és sebességtérre.
Euler egyenletében nem volt figyelembe véve a folyadekrészek mozgasakor
fellépo surlodasi erd. 1822-ben Claude-Luis Navier [16] és téle fuggetlentl 1845-
ben George Stokes [22] levezette a roluk elnevezett Navier-Stokes egyenletet, egy
masodrendi elliptikus parcialis differencidlegyenletet, amelyre eddig nem sikerlt
analitikus megoldast adni. Surlodasmentes esetben a Navier-Stokes egyenlet az
Euler egyenletbe megy at. 1904-ben Ludwig Prandtl vezette be a hatarréteg
fogalmat [17]. Ez alapjan az aramlasi tér két részre oszthatd: a felllet korili
vékony rétegre, az ugynevezett hatarrétegre, ahol a strlodasnak donté szerepe van
és a test feluletétol tdvolabb esé részre, ahol a surlodas hatasa elhanyagolhat6. A
test fellletén a sebesség zérus a tapadas térvényének értelmében, a hatarrétegben
rohamosan novekszik, mig azon kivil a sebesség kozel allandé [6]. Prandtl
elméletének segitségével lehetévé valt, hogy a Navier-Stokes egyenleteket az
egyszeribb parabolikus tipust hatarréteg-egyenletté alakitsuk. 1908-ban Heinrich
Blasius megoldast kdzolt siklap és korhenger korili laminéris hatarréteg aramlasra
[3]. 1921-ben Karmédn Todor [12] és Pohlhausen kifejlesztett egy kozelité
modszert,  amelyet  sikerrel  alkalmaztak  hatarréteg  aramlasoknal.
Folyadékmozgassal kapcsolatos problémakra egzakt megoldast adni igen nehéz,
sokszor nem is lehetséges még egyszerii geometria €és konstans fizikai
tulajdonsagok mellett sem. A hasonl6sdgi megoldas fogalmat elészor Blasius
vezette be, amikor Prandtl hatarréteg elméletére megoldast adott [3]. A
hasonl6sagi megoldas bevezetése olyan eljaras, amely sordn a valtozok szama

csokkentheté koordinata-transzformécidval. A hasonlosagi analizis elénye az,



hogy a parcidlis differencialegyenletek kdzonséges differencialegyenletekkée
redukalhatok, amelyeket numerikusan megoldhatunk. Hasonlosagi analizis ott
alkalmazhat6, ahol a tulajdonsagokat inkabb a valtozas folyamata, mint a
geometria hatdrozza meg. Ez jellemzé példaul a tranziens diffuzéra es
kétdimenziés allanddsult aramlasok sebességének, hémérsékletének és/vagy
koncenracidjanak eloszlasara. Hasonlosagi megoldasokat csak bizonyos
geometridk és peremfeltételek esetén allithatunk elé [17]. Hasonldsagi megoldas
létezik termikus hatérrétegre is. Nem-newtoni folyadékra vonatkoz6 hatarréteg-

egyenletet el6szor Schowalter és Acrivos vizsgaltak [1], [19].

A nem-newtoni folyadékoknak egyre jelentésebb szerepe van az iparban a
milanyagok egyre szélesebb kora elterjedésével. A vizsgalt modell felhasznalhat6
a mérnoki gyakorlat soran példaul lehtlé polimer lemeztablak, hartyak,
papirgyartas, uvegfujas, mianyagok extrudalasa esetén [10]. A konvektiv héatadas
igen fontos az olyan folyamatoknal, ahol magas homérseklet 1ép fel; jellemzéen
gazturbinaknal, atomerémiveknél, hoéenergia taroldkban. Alkalmas még a
fellleten torténd szivas (szennyezédések eltavolitasa) és injektalas (adalékanyagok

felUletre juttatdsa, felulet hiitése) szimuléalaséara.

Jelen dolgozatban arra az esetre Kerestiink modszert, amikor a siklap
impermeabilis, alulrél folyadék melegiti, allando sebességgel mozog az aramlas
vizszintes komponensének irdnyaban (azzal megegyez6 vagy ellentétes iranyban)
és az éaramlasi irdnnyal parhuzamos Kkiterjedése végtelen. Az aramlo kozeg
viszkézus, 6sszenyomhatatlan nem-newtoni folyadék. A vizsgalatot allanddsult
allapotban és konvektiv feluleti peremfeltétel mellett végezzik, valamint
feltételeztiik, hogy a fal feluletén kialakul6 hatarréteg laminaris.

Az elemzés célja meghatarozni a sebesség és hémérséklet eloszlasat a laminaris
hatarrétegben, ahol a strlodasnak donté szerepe van.

Szamitott eredmenyeinket 6sszehasonlitottuk newtoni kdzeg és rogzitett siklap

esetén az irodalomban ismert adatokkal Aziz [2] és Ishak [10] dolgozatai alapjan.



2. Az alapegyenletek szarmaztatasa

Vegyik fel a koordindta-rendszer x tengelyét a siklap &ramlo folyadékkal
érintkezo fellletére illesztve, az &ramldsi iranyt pozitivnak véve, az y tengelyt erre
mer6legesen (lasd 1. abra). A kodzeg u aramlasi sebessége a helykoordinatak
fliggvénye, mert a folyamatot id6ben allandonak tekintjik. Az aramlo folyadék

homérseklete T, és sebessége U,, a siklapot alulrol melegité kozeg

hémérsekletét Ty -fel és a fal homérsékletét T,, -vel jeloljuk.
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A kovetkezokben a hatarréteg aramlasat leird egyenletet adjuk meg, melyet a
Navier-Stokes tételb6l szarmaztatnak szadmos feltétel figyelembe vételével [2], [6],
[10]:

e sikbeli aramlassal szamolunk, azaz vV (x,y) =u(x, y) 1 +Vv(x,y) J,

e a falra meréleges sebességkomponens lényegesen kisebb a fallal

parhuzamos komponensnél: v << u,



e a sebességkomponensek falra merdleges valtozdsa Iényegesen

nagyobb a fallal parhuzamos valtozasnal: a << au : v << v

ox oy ox oy’
e az aramlas stacionarius,
e a psuriség allando, a kozeg 6sszenyomhatatlan,
e atérer6sséggel nem szamolunk.
Ezen feltevések alkalmazasaval a kontinuitasi egyenlet és a Navier-Stokes

egyenletek az alabbiak szerint irhatoak:

U, OV _p, (2.1)
ox 0oy
0
u@+v@:_£@+£ %4_& , (22)
oX oy pox pl ox oy
0 0
u@+\/@:_£@+£ ﬂ+ﬂ , (23)
ox oy poy pl ox oy

ahol p a nyomast, p a folyadék stiriséget jeloli és 7y, az y normalisi sikon x
irdnyban ébredo nyirofesziltséget.

A (2.3) egyenlet a feltevések miatt tovabb egyszertisddik, ugyanis ? =0 (lasd
y

[15]). Elhanyagoltuk (2.2)-b6l a nyomas x irdnyd megvaltozasat is, tehat a
nyomasgradienssel nem szamoltunk. Végul felirhatjuk a mozgasegyenletet végsé
alakjaban allandosult, kétdimenzids, laminaris aramlasnal Osszenyomhatatlan

folyadékra:

ou ou 10Ty
U—+V—=—

x oy p oy
Célunk nem-newtoni folyadék dramlasanak vizsgalata.

(2.4)

Ismert, hogy Newton viszkozitési torvényének értelmében a nyirofesziltség és a

deformacidsebesseg kozott a ryxzy%u Osszefliggés érvenyes. Newtoni



folyadekokra a u dinamikai viszkozitds allandé. Ebben a dolgozatban olyan nem-

n-1

érvényes az Ostwald-de Waele

newtoni kdzeget vizsgaltunk, melyre u = K‘a—u

hatvanytdrvény alapjan, ahol K és n pozitiv allandok, a konzisztencia indexet és a
hatvanytdrvény kitevét jelolik (lasd [6], [15]). Az n<1 értékeknél a folyadekot
pszeudoplasztikusnak, n=1 esetén newtoninak, n>1-nél dilatdlénak nevezik.
Pszeudoplasztikus folyadék példaul a polimer olvadékok, a lava vagy a
mindennapokban el6forduld festékek és ketchup. Dilatald folyadék példaul a viz
és homok elegye.

A csusztatofeszultségre ekkor a

o

oy| oy

Osszefliggés all fenn.

Tyx =K (2.5)

A kinematikai viszkozitas a dinamikai viszkozitas és a siirtiség hanyadosa, tehat

Lahol y =X 2.6)
p

Az energiaegyenlet [2] és [10] alapjan az alabbi alakba egyszerisitheto:
oT oT 0 oT

u +V = at 3
0 X oy 0y oy

ahol T a folyadék homérséklete a hatarretegben és o; a hévezetési tényezo,

2.7)

n-1

melyet Yao, Fang és Zhong [23] dolgozata alapjan o4 = @ u alakban vesszuk

fel @ pozitiv konstanssal.



A (2.1), (2.4) és (2.7) differencidlegyenlethez sziikséges peremfeltételeket a
kdvetkez6 gondolatmenet segitségével adjuk meg.
Feltesszik, hogy a siklap feluletétél elegendé tavolsagra a folyadék sebessége és

homérseklete allandd ertékre all be, nagysdguk ennek megfeleléen U, és T,. A

lemez folyadékhoz viszonyitott x iranyu relativ sebessége a lap fellletén nem
zerus, mert a siklap allandé sebességgel mozog a kbdzegben [4], [11]. A v
sebességkomponensre igaz, hogy nagysaga a felileten nulla, mivel a lap

impermedbilis, igy nincs ataramlas az als6 T; hoémérsékletii folyadéktérbol a

felsébe:
u(x,0)=-U,, (2.8)
v(x,0)=0 (2.9)
u(x,o)= lim u(x,y)=U, (2.10)
y—>©
_ITxy) —h¢ (Ts = Ty) (2.11)
y=0
T(X,0)= lim T(x,y)=T,, (2.12)
y—>©

ahol U,, a siklap sebessege, h¢ =h¢(x) a hoatadasi tényezé, T,, a fal
homerséklete, melyre fennallnak az alabbi dsszefuggések: T¢ > Ty, > T, .
A Kkovetkez6 fejezetben a (2.1), (2.4), (2.7) differencialegyenlet-rendszer

megoldasat vizsgaljuk a (2.8)-(2.12) peremfeltételekkel hasonlosagi megoldasokat

alkalmazva.



3. Hasonldsagi egyenletek szarmaztatasa

El6szor a mozgasegyenlet alakjat adjuk meg hasonlésagi valtozdk bevezetésével.
A (2.4) egyenletet a nyirdfesziltség helyett a sebességkoordinatakkal irjuk fel agy,
hogy alkalmazzuk a (2.5) és (2.6) 0sszefiliggéseket:

ou ou o Jau" au
U—+V—=—I|y— —|

0 X oy Ooy| |oy oy

" . L 0 oy e :
Vezessik be a w(x,y) aramfuggvenyt U=E, v:—& alapjan. Igy a fenti
egyenlet a kdvetkezo lesz:
n-1
VyWyx ~¥xWyy =Y ‘l//yy‘ Vyy (3.1)
y

és w -vel a kontinuitasi egyenlet automatikusan teljesul.

Az alsé indexek az adott valtozé szerinti parcialis derivalast jelolik. Vezessik be

az n hasonldsagi valtozot és keressiik az &ramfliggvényt a kovetkezé alakban:

y
n=a—r,
W
y=bx""f(n),

ahol a, b, a, B konstansok, melyeket az aldbbiakban ismertetett modon

valasztunk meg.

Allitsuk el a (3.1) egyenlethez a derivaltakat.
wy =-bx " Ma f+pnf]

Wy —abx 7 F ¢



l//yy — aZbX_a_Zﬂ .I:ll

wyx =—abx P (a+ gy trepn 17,

ahol f', f" az f flggvény n valtozo szerinti els6 illetve méasodik derivaltjat
jeldli.

Ezeket felhasznalva a (3.1) differencialegyenlet

abx A 1 '(— abx—“—ﬂ—l)[(a +B)t+Bn £ ]+bx *of + pn flabx ¢ 2Pt =
= y%“asz‘“‘zﬂ f"‘ " q2px-a-28 f}

Egyszerisités utan az egyenlet:
a2b2x 2021 st 4 B) £ 2]: y(azb)n x(-a=2p)n iﬁh £ ”_1f"] (3.2)
X

Ha mindkét oldalon az x kitevoi megegyeznek:

—20-2B-1=(-a-2B)n-B = (2n-1)B+(n-2)a=1. (3.3)
A (3.2) differencidlegyenlet bal és jobb oldalan 1évé konstans szorzok
egyenloségébdl az a, b és y paraméterekre

a’b’=y@%"a = ya®" " 2=1 (3.4)

A peremfeltételeket a v aramfuggvényre felirva tovabbi kapcsolatot letesithetiink

a paraméterek kozott.

A (2.10) peremfeltétel ha y — o0, tehat n—oo:

wy(x,0) = lim yy(x,y)= lim ') =abx * P () =U,,.

y—o n—>o0

Tehatigy abx %A lim f'(n)=U,,.

n—o

10



Valasszuk  f'(0) = lim f'(n)=1-nek, valamint legyen
n—>

a+p=0. (3.5)
Innen kovetkezik, hogy ab=U_. (3.6)

Azonban az a + f =0 egyenletbdl és (3.3)-bdl
f=—-a=—-—-. (3.7)

A  (2.9) peremfeltétel U0j alakja ekkor az y=0 (n=0) helyen

n
e (0) =2 x Ly () — £ ()] =0.
n+1

A fenti egyenlet n =0 esetén, tetszéleges x -re fennall, ha
f(0)=0. (3.7)

Végll a (2.8)-at atirva kapjuk meg a mozgasegyenlet hasonlosagi alakjahoz

tartozé harmadik peremfeltetelt:
vy (x,0)=abx “ P £'(0)=-U,.

Felhasznalva (3.5)-06t és (3.6)-ot

F1(0) = — oW (3.8)
Ug
Jel6ljuk a sebességek hanyadosat A -val, azaz A = B—W )
o0

A A paraméter pozitiv, ha U,, és U, el6jele megegyezik, tehat a siklap az
aramlas iranyaval szemben mozog; negativ, ha a siklap mozgasa és az aramlas

irdnya megegyezik, mig A =0, ha a siklap all.

A fentiek alapjan dsszefoglaljuk a paraméterekre kapott értékeket:

11



1 2-n

n+1 n+1
xP 1
Xn+1
1 2n-1

n+l

_ P n+1
w(y)=bx %t =y "t U, " X ()

Az eredeti sebesség dsszetevok a dimenzidomentes valtozokkal:

u(x,y) =Ug F'(n)

1

U “n+l, .,
V(x,y)=—=Rey ~(nf'(n)-1(n),

n+1
ahol

L 2
o -Nn ,n
ane)r(Hll és Rexzu"o—x
X 4

12



a lokalis Reynolds-szamot jeldli.
Tehat a megoldandd (3.1) mozgasegyenlet a peremfeltételekkel egyditt az aldbbi

alakban irhato fel:

[| f"|n_1f"]'+ﬁ ff=0 (3.10)

f(0)=0, f'(0)=-1, f'(o)=lim f'(n)=1. (3.11)

n—o

Az f értéke A -tdl és n-tol fuggséen valtozik. Ha A =0 és n=1, akkor (3.10),
(3.11) a Blasius problémaval egyezik meg [3]. Newtoni folyadékra elészor
Steinheuer mutatta meg 1968-ban, hogy a (3.10), (3.11) peremértékfeladatnak

csak akkor van megoldasa, ha A < Ayt €S Akt numerikus értéket 0.3541-ben

adta meg [21]. Késoébb ugyanezt a problémat az 1970-es evekben Klemp es
Acrivos vizsgaltadk ([13], [14]), a megoldasok létezését és unicitdsat Hussaini és
Lakin [7] valamint Hussaini, Lakin és Nachman [8] tanulmanyoztak 1986-ban
illetve 1987-ben newtoni kdzegekre. Hatvanytdrveny szerinti nem-newtoni
folyadekok esetén szintén meghatarozhaté ez a kritikus A érték, mely fligg az n
hatvanykitevotol ([4], [11]). Szamitasaink soran figyelembe fogjuk venni ezt a

kritikus szamot a A értékek megvalasztasa soran Ugy, hogy A < Ayt (n) legyen.

n 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3 1.4 1.5

)vkrit 0.3269 | 0.3333 | 0.3391 | 0.3445 | 0.3495 | 0.3541 | 0.3584 | 0.3624 | 0.3661 | 0.3696 | 0.3728

1. tablazat: Ay ertékei [4] alapjan

Ratériink a (2.7) energiaegyenlet hasonlosagi valtozokkal valo felirasara.

A T(x,y) homérséklet helyett vezessik be a dimenziomentes w fliggvényt a

13



T(X’ y) _Too

w(x,y) =
e

alakban.
Alkalmazva a ©(n) =w(x, y) dimenzidémentes hémeérsékletet:
T=To+0(n)(Ts —Ty). (3.12)

A (2.11) peremfeltételhez elGallitjuk a T hoémérséklet y szerinti parcidlis

derivaltjat:

_ 1 2
8_T:d_®877 _ (,7)7 n+1UOO n+1
oy dn oy 1

Xn+1

1 2
]/_EUOO n+1 |
-k 1 ©'(0)=ht ()(Tt = Tw),
il
azaz
1
. n+1 n+1
©'(0)=-x"""h¢ () —L——(T¢ -Ty).
KU n+l
o0

1
Tehat hasonldsagi megoldas csak akkor létezhet, ha hs =cx "+1, ahol ¢

konstans. Ez az dsszefliggés hasonld szerkezetii Aziz [2] &ltal newtoni kbzegre
levezetett képlettel. O arra a kdvetkeztetésre jutott n =1 esetén, hogy hasonldséagi

megoldas a termikus hatarrétegre jelen dolgozattal azonos feltételek mellett

14



1
csupan akkor létezik, ha h; ardnyos x 2-nel. A numerikus megoldasai azonban

nem voltak elég pontosak, ezeket Ishak késébb javitotta [10]. Alkalmazzuk (3.12)-

t, amellyel:

1
n+l _
@'(0)—E£U YZan (¢ -1, )L-©(0)]=-aL-0(0)], (3.13)

(e 0]

1

C y |+l s
az a=— (Tf —TOO)JeIoIest alkalmazva.
k UOOZ—n

A (2.12) peremfeltételre az el6z6ek alapjan:

@(x) = lim ©(n) =0. (3.14)

n—o

A (2.7) energiaegyenlet atirdsa w és w dimenziomentes valtozokkal és

n-1 n-1

821//

felhasznalva, hogy o4 = @ 5
oy

oW oW 0 U yy‘n_l awj. (3.15)

Wy&_wxa_y:w@ v

Szamitsuk ki w derivaltjait:

ow deon B,
—_— = — @ s
ox dn ox x77 )
ow dOon a
T== -0 ).
oy dnoy xP

15



Igy a (3.15) differencialegyenlet:

bx_"‘_ﬁf'(—b j ® '+hx %~ 1[af+ﬂnf]—®'

_wﬁ‘szaZ/}f‘nla |2
on xP

Egyszerasités utan:

Laoxe By 1 @'z(azb)n_l‘x a- 25‘ ( j [|f"|n -1 ] .

(0]

Az o = —i és _i értékekkel fenti egyenlet:

n+1 n+1
f®'+a2”_1b”_2[|f"|n_1®'] -0, (3.16)
o (n+1)
tovabba
S 21 a1
a2h-1yn-2 _ y n+1 U, n+1 }/n+1 U, n+1 :1’
y

melyet behelyettesitve (3.16)-ba kapjuk az energiaegyenlet és a hozza tartozo

peremfeltételek végso alakjat:

fO'+ [|f"|n 1@] =0 (3.17)

(n +1)

©'(0) = -a (1- ©(0)), O(x)= lim ©(n) =0, (3.18)

n—»o

ahol Pr=2"a Prandtl szamot jeldli.
()

16



4. Az egyenletek numerikus megoldasa

Célunk a (3.10)-(3.17) kapcsolt differencialegyenletekbél allo peremértekfeladat
numerikus megoldasa. Egzakt analitikus megoldas tudomasunk szerint nincs, ezért
numerikus modszerrel dolgozunk. A szamitadst a Maple 15 alapertelmezett
peremértékfeladat megoldojaval végeztik, amely a véges differenciak modszerét
haszndlja Richardson extrapolacios modszerrel Kkiegészitve. Eredetileg a
MATLAB R2011a bvp5c kollokacidos modszerét prébaltuk alkalmazni [20], de a
O(n) fuggvényre nem adott megoldast.

A megoldasokat a differencidlegyenletekben és a peremfeltételekben szerepl6
négy paraméter (n, Pr, A, a) kozil egy véltoztatasaval, a tobbi fix értékre valé

allitasaval nyertuk.

A sebesség u komponensével aranyos f', mivel f'(”)ZW' A 0O(n)

o0

grafikonokbdl a T(x,y) homérseklet valtozasokra kovetkeztethetiink, tovabba
©(0)-bol a fal hémérseklete szamithaté T,, =T, +©®(0)(Ts -T,) alapjan.
El6szor f'(n)-ra és a hatarréteg n vastagsagara vizsgaljuk n és A véltoztatdsdnak

hatasat. Utdna n, Pr, A és a hatasait vizsgaljuk ©(n) -ra vonatkozéan.

Nézziuk elészor a A valtoztatasaval jaro eredmenyeket. A [4], [8] és [11]
dolgozatok alapjan A nem vehet fel akdrmekkora értéket. A dolgozatokbdl latszik,

hogy n csokkentésével csokken az Ayj; érték, amely esetén még létezik

megoldas. Ennek figyelembevételével a harom masik paraméter valtoztatasaval

kapott integralgérbék kozul néhanyat bemutatunk a kdvetkez6 abrakon ©(n) -ra és

f'(n)-ra.
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n=1

0.5

df 0.6
dn

r=-0.6,-0.4,0 01,035 drl'

2. dbra

0.8 4

0.6

n=0.5

2=-0.6,0,0.1,0.35

3.

abra

A 2-3. dbrdn A hatésat lathatjuk f'(n)-ra nézve. A 2. &bran egy newtoni, a 3.

abran egy pszeudoplasztikus folyadékra. Megéllapithatjuk, hogy a hatarréteg

vastagsagat noveli A értékének emelése.

Nézzuk most n valtoztatdsdnak eredményét az f'(n) grafikonjara.

A=0
df/dn ‘ '
n=051,15
0.8 =
0.6 —
04 |
0.2 =
1 1 | 1
5 6 7 8 9 10
n
4. abra
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diicn ' '

08 n=05115 |
0.6

04

0.2

-0.2 —
L 1 | L 1 1 L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
5. abra

A 4. é&bra allo siklap, az 5. dbra az aramlés irdnyaval szemben mozgdé lap felett
kialakul6 hatarrétegbeli sebességeloszlast mutatja pszeudoplasztikus folyadékra.

A tovabbiakban a paraméterek ®(n)-ra gyakorolt hatasat mutatjuk meg. Az
4brakon a -t a0-val jeléltiik.

Vegylk elészor 4 mddositasanak hatasat.

n=0.5, Pr=1, a0=1

n=1, Pr=1, a0=1

0.8
0.7

0.6

05 - A=-06,0,01 035

O(Mn) o]
-
02
D,l—-
E N T T
n m
6. abra 7. abra
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A 6. és 7. &bran a 2. és 3. dbrahoz hasonl6an egy newtoni és egy nem-newtoni

kozeget szemléltetiink ©(n) -ra nézve. Megéllapithatd, hogy A ndvelése mind a

termikus hatarréteg vastagsagat, mind ®(0) -t, igy a fal hémérsékletét ndveli.

A kovetkezé két grafikon az a véltoztatdsanak hatasat mutatja a 8. 4bran newtoni

folyadékra, &ll6 lap, a 9. 4bran nem-newtoni kdzegre mozgd lap esetén. Az a

novelése a ©(0) értékét ndveli, tehat a fal hémérséklete né.

n=0.5, 3=0.3, Pr=1
n=1, #=0, Pr=1 i
] 094
0,9

] 0.8

0.2 - 1 al=0.1,02 04,120
] 0,7 4

0.7 1

0.6

e(n) 1

0,44

06 4

o(n) >

0.4

al =01, 0204, 041,20

0,3 0.3 i}

0.2 1 0.2 4

014 0,14

0 1 2 3 4 5 & 0 1 2 3 4 5 é 7
Ul n
8. dbra 9. dbra

Az a valtoztatasa a termikus hatarréteg vastagsagat nem befolyasolja. Ugyanezt a
megallapitést tette newtoni folyadékra Aziz [2].

Valtoztassuk most az n hatvanytoérvény kitevot. Az eredményeket a 10. és a 11.

abra mutatja. Az n novelése a fal hémérsékletét noveli.
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Pr=1, 3=0, a0=1
Pr=1, 3=0.3, a0=1

0.7 4% 08 4
0,6 4 0,7 -
J 0,6 n=030509
0 n=1073 0509 J
0,5
0,44
G(n) @{1") 044
0,3 o 1
0,3
0,2 1
0,2 -
0,14 01
D T T T T 1
T R R T SR R
Ul Ul
10. abra 11. abra

Végul a Prandtl szamot mddositjuk a tébbi paraméter fix értéken tartasa mellett.

=1, A=0, a0=1 =1.5, = -0.4, a0=1
0.7 -4 0,6 -
054\ 0544
U’j“ Pr=0.72 1. 1.5 2.5 10, 50 04 Pr=1, 1.5 2.5 10, 20, 50
0.4
e(n) *] e(n) ,,]
03
| 0,z
02 |
014 ) 0.1 \
U 1 1 D T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4
n Ul
12. abra 13. dbra

A 12. és 13. abra a kapott gorbéket dbrdzolja kilénbdz6 Prandtl szamok mellett. A

12. &bra all6 siklap felett aramlé newtoni folyadékot, mig a 13. abra mozgd lap
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felett &ramlo dilatalé kdzeget szemléltet. Lathatd, hogy a Prandtl szam ndvelése a

termikus hatarréteg vastagsagat és a fal homérsékletét jelentésen csokkenti.

A 2. tablazatban megadtuk ©(0) ertékeit killonb6zé paraméterek mellett. Mivel a

celunk nem-newtoni folyadék vizsgalata volt mozgo siklap esetén, ezert ezek

hatasait szamoltuk.

Pr=0.72,n=0.5 Pr=0.72,n=1 Pr=0.72,n=1.5

a A=-04 | 2=02 | A=-04 | 1=02 | 1=-04 | A=0.2
0.1 0.202980 | 0.276683 | 0.207237 | 0.831796 | 0.184380 | 0.273179
0.5 0.560123 | 0.656664 | 0.566548 | 0.961128 | 0.530583 | 0.652690
1 0.718050 | 0.792754 | 0.723307 | 0.980179 | 0.693308 | 0.789852
5 0.927186 | 0.950313 | 0.928930 | 0.995972 | 0.918719 | 0.949476
10 0.962218 | 0.974523 | 0.963156 | 0.997982 | 0.957638 | 0.974083
20 0.980745 | 0.987097 | 0.981232 | 0.998990 | 0.978361 | 0.986872

2. tablazat: ©(0) értékei killonb6zé n, 1, a esetén

Szamitasaink n=1, 1 =0, és a valtoztatasa esetén megegyeznek Aziz [2] és
Ishak [10] értékeivel (lasd 3. tablazat).

a |Pr=072,n=1, 1=0
0.1 0.251498
0.5 0.626867

1 0.770643

5 0.943821

10 0.971098

20 0.985337
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3. tablazat: @(0) értékei Pr=0.72,n=1, 1 =0 esetén a valtoztatasaval




5. Osszefoglald, kovetkeztetések és tovabbi célok

Allanddsult aramlasba helyezett siklap feliletén létrejévé hidrodinamikus és
termikus hatarréteget vizsgaltuk Ggy, hogy a nem atereszt6 lemezt alulrol a lemez
homérsekleténél melegebb folyadék hevitette. Elemeztiik azt az esetet amikor a
siklap allt és azt is, amikor mozgott a folyadékhoz képest, Ugy, hogy kdzben
konvektiv fellleti peremfeltételt feltételeztink. A (3.10)-(3.17) egyenletrendszert
megoldva meghataroztuk a dimenzidmentes sebesség és a homérseklet eloszlasat a
megfelel6 hatarrétegekben.

Megallapitottuk, hogy hasonlésdgi megoldds csak akkor létezik nem-newtoni

1

folyadék hémersékletmezojére, ha h¢ (x) = ox N+l
Az a, A, n, Pr paraméterek ©(n)-ra és f'(n)-ra kifejtett hatasait kilon-kilon
néztik. Hatasuk dsszeadodott, 6sszefoglalasként megadjuk legfébb jellemzéjiket.
1. 2 véltoztatasanak hatasa
e az f'(0)=-A peremfeltétel miatt f'(n) grafikonjanak kezdépontja
eltolodott a fliggéleges tengely mentén
e a O(n) konvexitasa megvaltozott az emlitett A,j; értékhez kozelitve
A-t
e a O(0) értékek novekedtek, f'(0) értékek csdkkentek a peremfeltétel
miatt, ahogy A -t noveltik

e a A nodvelése mind a dinamikus, mind a termikus hatarreteg

vastagsagat noveli
2. a valtoztatasanak hatasa

e az f'(n)-t nem befolyésolta, mert sem a mozgasegyenletben, sem az

ahhoz tartoz6 peremfeltételekben nem szerepel a

e novelése a ®(0) értékét noveli
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e a=20 felett azt tapasztaltuk, hogy a valtozas minimalis
3. Pr valtoztatasanak hatasa
e az f'(n)-t nem befolyésolta, mert sem a mozgasegyenletben, sem az
ahhoz tartozo peremfeltételekben a Prandtl szam nem szerepel
e atermikus hatarréteg vastagsagat a Pr ndvelése csokkenti
4. n valtoztatdsénak hatasa

e n csokkentesevel mindkét hatarréteg vastagsaga csokken, amint ez a
4.,5.6s510., 11. abran lathato

Tovabbi céljaink, hogy
- a fenti vizsgalatainkat permedbilis lapra is elvégezzik és a permeabilitds hatasat
is elemezziik, valamint
- a (2.1) (2.4) és (2.7) parcialis differencialegyenlet-rendszert a hozza tartozo
(2.8)-(2.12) peremfeltételekkel végeselem maddszerrel megoldjuk, anelkil, hogy
hasonldsagi  transzformaciot alkalmazndnk és 6sszevetjuk az igy Kkapott

megoldasokat a jelenlegi eredményekkel.
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