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1. Bevezetés 

 

Szabad áramlás hatására síklap felett kialakuló hidrodinamikus és termikus 

határréteg vizsgálata klasszikus feladat az áramlástanban [2]. Csaknem 150 évvel 

ezel tt Leonhard Euler leírta a folyadékáramlást két kapcsolt nemlineáris parciális 

differenciálegyenlettel térben változó háromdimenziós nyomás- és sebességtérre. 

Euler egyenletében nem volt figyelembe véve a folyadékrészek mozgásakor 

fellép  súrlódási er . 1822-ben Claude-Luis Navier [16] és t le függetlenül 1845-

ben George Stokes [22] levezette a róluk elnevezett Navier-Stokes egyenletet, egy 

másodrend  elliptikus parciális differenciálegyenletet, amelyre eddig nem sikerült 

analitikus megoldást adni. Súrlódásmentes esetben a Navier-Stokes egyenlet az 

Euler egyenletbe megy át. 1904-ben Ludwig Prandtl vezette be a határréteg 

fogalmát [17]. Ez alapján az áramlási tér két részre osztható: a felület körüli 

vékony rétegre, az úgynevezett határrétegre, ahol a súrlódásnak dönt  szerepe van 

és a test felületét l távolabb es  részre, ahol a súrlódás hatása elhanyagolható. A 

test felületén a sebesség zérus a tapadás törvényének értelmében, a határrétegben 

rohamosan növekszik, míg azon kívül a sebesség közel állandó [6]. Prandtl 

elméletének segítségével lehet vé vált, hogy a Navier-Stokes egyenleteket az 

egyszer bb parabolikus típusú határréteg-egyenletté alakítsuk. 1908-ban Heinrich 

Blasius megoldást közölt síklap és körhenger körüli lamináris határréteg áramlásra 

[3]. 1921-ben Kármán Tódor [12] és Pohlhausen kifejlesztett egy közelít  

módszert, amelyet sikerrel alkalmaztak határréteg áramlásoknál. 

Folyadékmozgással kapcsolatos problémákra egzakt megoldást adni igen nehéz, 

sokszor nem is lehetséges még egyszer  geometria és konstans fizikai 

tulajdonságok mellett sem. A hasonlósági megoldás fogalmát el ször Blasius 

vezette be, amikor Prandtl határréteg elméletére megoldást adott [3]. A 

hasonlósági megoldás bevezetése olyan eljárás, amely során a változók száma 

csökkenthet  koordináta-transzformációval. A hasonlósági analízis el nye az, 
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hogy a parciális differenciálegyenletek közönséges differenciálegyenletekké 

redukálhatók, amelyeket numerikusan megoldhatunk. Hasonlósági analízis ott 

alkalmazható, ahol a tulajdonságokat inkább a változás folyamata, mint a 

geometria határozza meg. Ez jellemz  például a tranziens diffúzóra és 

kétdimenziós állandósult áramlások sebességének, h mérsékletének és/vagy 

koncenrációjának eloszlására. Hasonlósági megoldásokat csak bizonyos 

geometriák és peremfeltételek esetén állíthatunk el  [17].  Hasonlósági megoldás 

létezik termikus határrétegre is. Nem-newtoni folyadékra vonatkozó határréteg-

egyenletet el ször Schowalter és Acrivos vizsgálták [1], [19]. 
 

A nem-newtoni folyadékoknak egyre jelent sebb szerepe van az iparban a 

anyagok egyre szélesebb kör  elterjedésével. A vizsgált modell felhasználható 

a mérnöki gyakorlat során például leh  polimer lemeztáblák, hártyák, 

papírgyártás, üvegfújás, m anyagok extrudálása esetén [10]. A konvektív h átadás 

igen fontos az olyan folyamatoknál, ahol magas h mérséklet lép fel; jellemz en 

gázturbináknál, atomer veknél, h energia tárolókban. Alkalmas még a 

felületen történ  szívás (szennyez dések eltávolítása) és injektálás (adalékanyagok 

felületre juttatása, felület h tése) szimulálására. 
 

Jelen dolgozatban arra az esetre kerestünk módszert, amikor a síklap 

impermeábilis, alulról folyadék melegíti, állandó sebességgel mozog az áramlás 

vízszintes komponensének irányában (azzal megegyez  vagy ellentétes irányban) 

és az áramlási iránnyal párhuzamos kiterjedése végtelen. Az áramló közeg 

viszkózus, összenyomhatatlan nem-newtoni folyadék. A vizsgálatot állandósult 

állapotban és konvektív felületi peremfeltétel mellett végezzük, valamint 

feltételeztük, hogy a fal felületén kialakuló határréteg lamináris. 

Az elemzés célja meghatározni a sebesség és h mérséklet eloszlását a lamináris 

határrétegben, ahol a súrlódásnak dönt  szerepe van. 

Számított eredményeinket összehasonlítottuk newtoni közeg és rögzített síklap 

esetén az irodalomban ismert adatokkal Aziz [2] és Ishak [10] dolgozatai alapján. 
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2. Az alapegyenletek származtatása 

 

Vegyük fel a koordináta-rendszer x tengelyét a síklap áramló folyadékkal 

érintkez  felületére illesztve, az áramlási irányt pozitívnak véve, az y tengelyt erre 

mer legesen (lásd 1. ábra). A közeg u áramlási sebessége a helykoordináták 

függvénye, mert a folyamatot id ben állandónak tekintjük. Az áramló folyadék 

mérséklete T  és sebessége U , a síklapot alulról melegít  közeg 

mérsékletét fT -fel és a fal h mérsékletét wT -vel jelöljük. 

 
1. ábra 

 

A következ kben a határréteg áramlását leíró egyenletet adjuk meg, melyet a  

Navier-Stokes tételb l származtatnak számos feltétel figyelembe vételével [2], [6], 

[10]: 

 síkbeli áramlással számolunk, azaz jyxviyxuyxv  ),( ),(),( , 

 a falra mer leges sebességkomponens lényegesen kisebb a fallal 

párhuzamos komponensnél: uv , 
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 a sebességkomponensek falra mer leges változása lényegesen 

nagyobb a fallal párhuzamos változásnál: 
y
u

x
u  ,     

y
v

x
v , 

 az áramlás stacionárius, 

 a ség állandó, a közeg összenyomhatatlan, 

 a térer sséggel nem számolunk. 

Ezen feltevések alkalmazásával a kontinuitási egyenlet és a Navier-Stokes 

egyenletek az alábbiak szerint írhatóak: 

0
y
v

x
u , (2.1) 

yxx
p

y
uv

x
uu yxx11 , (2.2) 

yxy
p

y
vv

x
vu yxy11 , (2.3) 

ahol p a nyomást,  a folyadék s ségét jelöli és yx  az y normálisú síkon x 

irányban ébred  nyírófeszültséget. 

A (2.3) egyenlet a feltevések miatt tovább egyszer södik, ugyanis 0
y
p  (lásd 

[15]). Elhanyagoltuk (2.2)-b l a nyomás x irányú megváltozását is, tehát a 

nyomásgradienssel nem számoltunk. Végül felírhatjuk a mozgásegyenletet végs  

alakjában állandósult, kétdimenziós, lamináris áramlásnál összenyomhatatlan 

folyadékra: 

yy
uv

x
uu yx1 . (2.4) 

Célunk nem-newtoni folyadék áramlásának vizsgálata. 

Ismert, hogy Newton viszkozitási törvényének értelmében a nyírófeszültség és a 

deformációsebesség között a 
y
u

yx  összefüggés érvényes. Newtoni 
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folyadékokra a  dinamikai viszkozitás állandó. Ebben a dolgozatban olyan nem-

newtoni közeget vizsgáltunk, melyre 
1n

y
uK  érvényes az Ostwald-de Waele 

hatványtörvény alapján, ahol K és n pozitív állandók, a konzisztencia indexet és a 

hatványtörvény kitev t jelölik (lásd [6], [15]). Az 1n  értékeknél a folyadékot 

pszeudoplasztikusnak, 1n  esetén newtoninak, n >1-nél dilatálónak nevezik. 

Pszeudoplasztikus folyadék például a polimer olvadékok, a láva vagy a 

mindennapokban el forduló festékek és ketchup. Dilatáló folyadék például a víz 

és homok elegye. 

A csúsztatófeszültségre ekkor a  

y
u

y
uK

n

yx

1
 (2.5) 

összefüggés áll fenn. 

A kinematikai viszkozitás a dinamikai viszkozitás és a s ség hányadosa, tehát 

1n

y
u , ahol K . (2.6) 

Az energiaegyenlet [2] és [10] alapján az alábbi alakba egyszer síthet : 

y
T

yy
Tv

x
Tu t , (2.7) 

ahol T  a folyadék h mérséklete a határrétegben és t  a h vezetési tényez , 

melyet Yao, Fang és Zhong [23] dolgozata alapján 
1

 
n

t y
u  alakban vesszük 

fel  pozitív konstanssal. 
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A (2.1), (2.4) és (2.7) differenciálegyenlethez szükséges peremfeltételeket a 

következ  gondolatmenet segítségével adjuk meg. 

Feltesszük, hogy a síklap felületét l elegend  távolságra a folyadék sebessége és 

mérséklete állandó értékre áll be, nagyságuk ennek megfelel en U  és T . A 

lemez folyadékhoz viszonyított x irányú relatív sebessége a lap felületén nem 

zérus, mert a síklap állandó sebességgel mozog a közegben [4], [11]. A v  

sebességkomponensre igaz, hogy nagysága a felületen nulla, mivel a lap 

impermeábilis, így nincs átáramlás az alsó fT  h mérséklet  folyadéktérb l a 

fels be:  

 

wUxu )0,(  (2.8) 

0)0,(xv  (2.9) 

Uyxuxu
y

),(lim),(  (2.10) 

)(),(

0
wff

y
TTh

y
yxTk  (2.11) 

TyxTxT
y

),(lim),( , (2.12) 

 
ahol wU  a síklap sebessége, )(xhh ff  a h átadási tényez , wT  a fal 

mérséklete, melyre fennállnak az alábbi összefüggések: TTT wf . 

A következ  fejezetben a (2.1), (2.4), (2.7) differenciálegyenlet-rendszer 

megoldását vizsgáljuk a (2.8)-(2.12) peremfeltételekkel hasonlósági megoldásokat 

alkalmazva. 
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3. Hasonlósági egyenletek származtatása 

 

El ször a mozgásegyenlet alakját adjuk meg hasonlósági változók bevezetésével. 

A (2.4) egyenletet a nyírófeszültség helyett a sebességkoordinátákkal írjuk fel úgy, 

hogy alkalmazzuk a (2.5) és (2.6) összefüggéseket: 

y
u

y
u

yy
uv

x
uu

n 1
. 

Vezessük be a ),( yx  áramfüggvényt 
y

u , 
x

v  alapján. Így a fenti 

egyenlet a következ  lesz: 

y
yy

n
yyyyxyxy

1
 (3.1) 

és -vel a kontinuitási egyenlet automatikusan teljesül. 

Az alsó indexek az adott változó szerinti parciális deriválást jelölik. Vezessük be 

az  hasonlósági változót és keressük az áramfüggvényt a következ  alakban: 

x
ya , 

fxb  , 

ahol a , b , ,  konstansok, melyeket az alábbiakban ismertetett módon 

választunk meg. 

Állítsuk el  a (3.1) egyenlethez a deriváltakat. 

][1 ffxbx  

fxbay  
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"22 fbxayy  

" ')(1 ffabxyx , 

ahol 'f , "f  az f  függvény  változó szerinti els  illetve második deriváltját 

jelöli. 

Ezeket felhasználva a (3.1) differenciálegyenlet  

" ' " ')( ' 2211 fbxaffbxffabxfabx

"" 221 22 fbxafbxa
y

n
. 

Egyszer sítés után az egyenlet: 

'  1)2( 22 12222 " " ')(" ff
x
axbafffxba nnn

 (3.2) 

Ha mindkét oldalon az x kitev i megegyeznek: 

n)2(122        1)2()12( nn . (3.3) 

A (3.2) differenciálegyenlet bal és jobb oldalán lév  konstans szorzók 

egyenl ségéb l az a , b  és  paraméterekre 

ababa n)( 222          1 212 nn ba  (3.4) 

A peremfeltételeket a  áramfüggvényre felírva további kapcsolatot létesíthetünk 

a paraméterek között. 

A (2.10) peremfeltétel ha y , tehát : 

Ufabxfyxx y
y

y )(')('lim),(lim),( . 

Tehát így    Ufabx )('lim . 
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Válasszuk    1)('lim)(' ff -nek, valamint legyen 

0 . (3.5) 

Innen következik, hogy    Uab . (3.6) 

Azonban az 0  egyenletb l és (3.3)-ból  

1
1

n
. (3.7) 

A (2.9) peremfeltétel új alakja ekkor az 0y  ( 0 ) helyen 

0)()(' 
1

)0,( 1 ffx
n

bx n
n

x . 

A fenti egyenlet 0  esetén, tetsz leges x -re fennáll, ha 

0)0(f . (3.7) 

Végül a (2.8)-at átírva kapjuk meg a mozgásegyenlet hasonlósági alakjához 

tartozó harmadik peremfeltételt: 

wy Ufabxx )0(')0,( . 

Felhasználva (3.5)-öt és (3.6)-ot 

U
Uf w)0(' . (3.8) 

Jelöljük a sebességek hányadosát -val, azaz 
U
Uw . 

A  paraméter pozitív, ha wU  és U  el jele megegyezik, tehát a síklap az 

áramlás irányával szemben mozog; negatív, ha a síklap mozgása és az áramlás 

iránya megegyezik, míg 0 , ha a síklap áll. 

A fentiek alapján összefoglaljuk a paraméterekre kapott értékeket: 
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1
1

n
 

1
1

n
 

1
2

1
1

n
n

n Ua  

1
12

1
1

n
n

n Ub  

 

Ezen értékekkel a hasonlósági változó és az áramfüggvény alakja: 

1
1

1
2

1
1

n

n
n

n

x

yU
x
ya  (3.9) 

)()(),( 1
1

1
12

1
1

fxUfbxyx nn
n

n  

 

Az eredeti sebesség összetev k a dimenziómentes változókkal: 

 

)('),( fUyxu  

))()((Re
1

),( 1
1

ff
n
Uyxv n

x ,  

ahol 

x
yn

x
1

1

Re       és      
nn

x
xU 2

Re   
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a lokális Reynolds-számot jelöli. 

Tehát a megoldandó (3.1) mozgásegyenlet a peremfeltételekkel együtt az alábbi 

alakban írható fel: 

 

0"
1

1"" '1 ff
n

ff n  (3.10) 

0)0(f ,    )0('f ,    1)('lim)(' ff . (3.11) 

 

Az f értéke -tól és n-t l függ en változik. Ha 0  és 1n , akkor (3.10), 

(3.11) a Blasius problémával egyezik meg [3]. Newtoni folyadékra el ször 

Steinheuer mutatta meg 1968-ban, hogy a (3.10), (3.11) peremértékfeladatnak 

csak akkor van megoldása, ha krit  és krit  numerikus értékét 0.3541-ben 

adta meg [21]. Kés bb ugyanezt a problémát az 1970-es években Klemp és 

Acrivos vizsgálták ([13], [14]), a megoldások létezését és unicitását Hussaini és 

Lakin [7] valamint Hussaini, Lakin és Nachman [8] tanulmányozták 1986-ban 

illetve 1987-ben newtoni közegekre. Hatványtörvény szerinti nem-newtoni 

folyadékok esetén szintén meghatározható ez a kritikus  érték, mely függ az n 

hatványkitev l ([4], [11]). Számításaink során figyelembe fogjuk venni ezt a 

kritikus számot a  értékek megválasztása során úgy, hogy )(nkrit  legyen. 

 

n 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 

krit  0.3269 0.3333 0.3391 0.3445 0.3495 0.3541 0.3584 0.3624 0.3661 0.3696 0.3728 

1. táblázat:   krit  értékei [4] alapján 

 

Rátérünk a (2.7) energiaegyenlet hasonlósági változókkal való felírására. 

A ),( yxT  h mérséklet helyett vezessük be a dimenziómentes w  függvényt a 
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TT
TyxTyxw

f

),(),(  

alakban. 

Alkalmazva a ),()( yxw  dimenziómentes h mérsékletet: 

))(( TTTT f . (3.12) 

A (2.11) peremfeltételhez el állítjuk a T h mérséklet y szerinti parciális 

deriváltját: 

1
1

1
2

1
1

)(' 

n

n
n

n

x

U
yd

d
y
T . 

Ezt behelyettesítjük (2.11)-be: 

))(()0(' 

1
1

1
2

1
1

wff

n

n
n

n
TTxh

x

Uk , 

azaz 

)()()0(' 

1
2

1
1

1
1

wf

n
n

n
f

n TT

kU

xhx . 

Tehát hasonlósági megoldás csak akkor létezhet, ha 1
1

nf cxh , ahol c 

konstans. Ez az összefüggés hasonló szerkezet  Aziz [2] által newtoni közegre 

levezetett képlettel.  arra a következtetésre jutott 1n  esetén, hogy hasonlósági 

megoldás a termikus határrétegre jelen dolgozattal azonos feltételek mellett 
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csupán akkor létezik, ha fh  arányos 2
1

x -nel. A numerikus megoldásai azonban 

nem voltak elég pontosak, ezeket Ishak kés bb javította [10]. Alkalmazzuk (3.12)-

t, amellyel: 

)0(1 )0(1 )0('
1

1

2 aTT
Uk

c
f

n
n , (3.13) 

az  TT
Uk

ca f
n

n
1

1

2  jelölést alkalmazva. 

 

A (2.12) peremfeltételre az el ek alapján: 
 

0)(lim)( . (3.14) 

 

A (2.7) energiaegyenlet átírása  és w dimenziómentes változókkal és 

felhasználva, hogy 
1

2

21
  

nn

t
yy

u : 

 

y
w

yy
w

x
w n

yyxy
1

. (3.15) 

 

Számítsuk ki w deriváltjait: 
 

)('  
xxd

d
x
w , 

)(' 
x
a

yd
d

y
w . 
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Így a (3.15) differenciálegyenlet: 
 

' ' ' ' 1

x
affbx

x
bfabx  

x
a

x
afbxa n '  " 122 . 

 

Egyszer sítés után: 

'  1 
21 21 21 ' " '   1 nnn

f
x
axbafabx . 

 

Az 
1

1
n

 és 
1

1
n

 értékekkel fenti egyenlet: 

0' "  '  
)1( 

1 '  1 212 nnn fbaf
n

, (3.16) 

 

továbbá 

1
2

1
12

1
112

1
2

1
1

212

n

n
n

n

n

n
n

nnn UUba , 

 

melyet behelyettesítve (3.16)-ba kapjuk az energiaegyenlet és a hozzá tartozó 

peremfeltételek végs  alakját: 
 

0' "  '  
)1( 

Pr '  1 nff
n

 (3.17) 

 

))0(1( )0( a ,  0)(lim)( , (3.18) 

ahol Pr  a Prandtl számot jelöli. 
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4. Az egyenletek numerikus megoldása 

 

Célunk a (3.10)-(3.17) kapcsolt differenciálegyenletekb l álló peremértékfeladat 

numerikus megoldása. Egzakt analitikus megoldás tudomásunk szerint nincs, ezért 

numerikus módszerrel dolgozunk. A számítást a Maple 15 alapértelmezett 

peremértékfeladat megoldójával végeztük, amely a véges differenciák módszerét 

használja Richardson extrapolációs módszerrel kiegészítve. Eredetileg a 

MATLAB R2011a bvp5c kollokációs módszerét próbáltuk alkalmazni [20], de a 

)(  függvényre nem adott megoldást. 

A megoldásokat a differenciálegyenletekben és a peremfeltételekben szerepl  

négy paraméter ( n , Pr , , a ) közül egy változtatásával, a többi fix értékre való 

állításával nyertük. 

A sebesség u komponensével arányos 'f , mivel 
U

yxuf ),( )(' . A )(  

grafikonokból a ),( yxT  h mérséklet változásokra következtethetünk, továbbá 

)0( -ból a fal h mérséklete számítható )( )0( TTTT fw  alapján. 

El ször )('f -ra és a határréteg  vastagságára vizsgáljuk n és  változtatásának 

hatását. Utána n , Pr ,  és a  hatásait vizsgáljuk )( -ra vonatkozóan. 

 

Nézzük el ször a  változtatásával járó eredményeket. A [4], [8] és [11] 

dolgozatok alapján  nem vehet fel akármekkora értéket. A dolgozatokból látszik, 

hogy n  csökkentésével csökken az krit  érték, amely esetén még létezik 

megoldás. Ennek figyelembevételével a három másik paraméter változtatásával 

kapott integrálgörbék közül néhányat bemutatunk a következ  ábrákon )( -ra és 

)('f -ra.  
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  2. ábra 3. ábra 

 

A 2-3. ábrán  hatását láthatjuk )('f -ra nézve. A 2. ábrán egy newtoni, a 3. 

ábrán egy pszeudoplasztikus folyadékra. Megállapíthatjuk, hogy a határréteg 

vastagságát növeli  értékének emelése. 

Nézzük most n változtatásának eredményét az )('f  grafikonjára. 

 

 
4. ábra 
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5. ábra 

 

A 4. ábra álló síklap, az 5. ábra az áramlás irányával szemben mozgó lap felett 

kialakuló határrétegbeli sebességeloszlást mutatja pszeudoplasztikus folyadékra. 

A továbbiakban a paraméterek )( -ra gyakorolt hatását mutatjuk meg. Az 

ábrákon a -t 0a -val jelöltük. 

Vegyük el ször  módosításának hatását. 

 
  6. ábra 7. ábra 
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A 6. és 7. ábrán a 2. és 3. ábrához hasonlóan egy newtoni és egy nem-newtoni 

közeget szemléltetünk )( -ra nézve. Megállapítható, hogy  növelése mind a 

termikus határréteg vastagságát, mind )0( -t, így a fal h mérsékletét növeli. 

A következ  két grafikon az a  változtatásának hatását mutatja a 8. ábrán newtoni 

folyadékra, álló lap, a 9. ábrán nem-newtoni közegre mozgó lap esetén. Az a  

növelése a )0(  értékét növeli, tehát a fal h mérséklete n . 

 
 8. ábra 9. ábra 

 

Az a  változtatása a termikus határréteg vastagságát nem befolyásolja. Ugyanezt a 

megállapítást tette newtoni folyadékra Aziz [2].  

 

Változtassuk most az n hatványtörvény kitev t. Az eredményeket a 10. és a 11. 

ábra mutatja. Az n növelése a fal h mérsékletét növeli. 
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 10. ábra 11. ábra 

 

Végül a Prandtl számot módosítjuk a többi paraméter fix értéken tartása mellett. 

 

 
 12. ábra 13. ábra 

 

A 12. és 13. ábra a kapott görbéket ábrázolja különböz  Prandtl számok mellett. A 

12. ábra álló síklap felett áramló newtoni folyadékot, míg a 13. ábra mozgó lap 
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felett áramló dilatáló közeget szemléltet. Látható, hogy a Prandtl szám növelése a 

termikus határréteg vastagságát és a fal h mérsékletét jelent sen csökkenti. 

A 2. táblázatban megadtuk )0(  értékeit különböz  paraméterek mellett. Mivel a 

célunk nem-newtoni folyadék vizsgálata volt mozgó síklap esetén, ezért ezek 

hatásait számoltuk. 

 

 Pr = 0.72, n = 0.5 Pr = 0.72, n = 1 Pr = 0.72, n = 1.5 

a  4.0  2.0  4.0  2.0  4.0  2.0  

0.1 0.202980 0.276683 0.207237 0.831796 0.184380 0.273179 

0.5 0.560123 0.656664 0.566548 0.961128 0.530583 0.652690 

1 0.718050 0.792754 0.723307 0.980179 0.693308 0.789852 

5 0.927186 0.950313 0.928930 0.995972 0.918719 0.949476 

10 0.962218 0.974523 0.963156 0.997982 0.957638 0.974083 

20 0.980745 0.987097 0.981232 0.998990 0.978361 0.986872 

2. táblázat: )0(  értékei különböz  n , , a   esetén 

 

Számításaink 1n , 0 , és a  változtatása esetén megegyeznek Aziz [2] és 

Ishak [10] értékeivel (lásd 3. táblázat). 

 

a  Pr = 0.72, n = 1, 0  

0.1 0.251498 

0.5 0.626867 

1 0.770643 
5 0.943821 

10 0.971098 

20 0.985337 

3. táblázat: )0(  értékei Pr = 0.72, n = 1, 0  esetén a  változtatásával 
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5. Összefoglaló, következtetések és további célok 

 
Állandósult áramlásba helyezett síklap felületén létrejöv  hidrodinamikus és 

termikus határréteget vizsgáltuk úgy, hogy a nem átereszt  lemezt alulról a lemez 

mérsékleténél melegebb folyadék hevítette. Elemeztük azt az esetet amikor a 

síklap állt és azt is, amikor mozgott a folyadékhoz képest, úgy, hogy közben 

konvektív felületi peremfeltételt feltételeztünk. A (3.10)-(3.17) egyenletrendszert 

megoldva meghatároztuk a dimenziómentes sebesség és a h mérséklet eloszlását a 

megfelel  határrétegekben. 

Megállapítottuk, hogy hasonlósági megoldás csak akkor létezik nem-newtoni 

folyadék h mérsékletmez jére, ha 1
1

)( nf cxxh . 

Az a , , n , Pr  paraméterek )( -ra és )('f -ra kifejtett hatásait külön-külön 

néztük.  Hatásuk összeadódott, összefoglalásként megadjuk legf bb jellemz jüket. 

1.  változtatásának hatása 

 az )0('f  peremfeltétel miatt )('f  grafikonjának kezd pontja 

eltolódott a függ leges tengely mentén 

 a )(  konvexitása megváltozott az említett krit  értékhez közelítve 

-t 

 a )0(  értékek növekedtek, )0('f  értékek csökkentek a peremfeltétel 

miatt, ahogy -t növeltük 

 a  növelése mind a dinamikus, mind a termikus határréteg 

vastagságát növeli 

2. a  változtatásának hatása 

 az )('f -t nem befolyásolta, mert sem a mozgásegyenletben, sem az 

ahhoz tartozó peremfeltételekben nem szerepel a  

 növelése a )0(  értékét növeli 
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 20a  felett azt tapasztaltuk, hogy a változás minimális 

3. Pr  változtatásának hatása 

 az )('f -t nem befolyásolta, mert sem a mozgásegyenletben, sem az 

ahhoz tartozó peremfeltételekben a Prandtl szám nem szerepel 

 a termikus határréteg vastagságát a Pr növelése csökkenti 

4. n  változtatásának hatása 

 n csökkentésével mindkét határréteg vastagsága csökken, amint ez a 

4., 5. és 10., 11. ábrán látható 

 

 

További céljaink, hogy  

- a fenti vizsgálatainkat permeábilis lapra is elvégezzük és a permeabilitás hatását 

is elemezzük, valamint  

- a (2.1) (2.4) és (2.7) parciális differenciálegyenlet-rendszert a hozzá tartozó 

(2.8)-(2.12) peremfeltételekkel végeselem módszerrel megoldjuk, anélkül, hogy 

hasonlósági transzformációt alkalmaznánk és összevetjük az így kapott 

megoldásokat a jelenlegi eredményekkel. 
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