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1. BEVEZETES

A dolgozat témédja keresztmetszeti inhomogenitasu lapos, dlland6 gorbiileti sugard
sikbeli rudak (roviden lapos ivek) stabilitdsanak vizsgélata. Keresztmetszeti inho-
mogenitds alatt azt értjiikk, hogy a rid anyagjellemz6i csak a keresztmetszeti koordi-
nataktol fiiggenek. Laposnak pedig akkor tekinthet6 egy rud, ha a tdmasztidvolsag
negyedénél nem nagyobb a rid magasséaga.

A miiszaki mechanika szakirodalmédnak csak egy kisebb része forditja figyelmét a
sikgorbe rudak stabilitasi kérdéseire, holott a gyakorlati életben egyre inkédbb sziikség
van hasonl6 vizsgélatokra. Gondoljunk itt példaul az ivelt kialakitisti hidszerkeze-
tekre, ahol a teherhord6 rudakat sajat stlyuk és emellett az uttest sulya is terheli.

Ausztralidban az utébbi évtizedben Y.-L. Pi, M. A. Bradford és munkatérsaik tobb
cikkben vizsgaltdk lapos ivek stabilitdsi kérdéseit, ha a rad szimmetriatengelye men-
tén mikodd koncentrlt, illetve sugdrirdnyi megoszlo erdrendszer a rud terhelése
[1,2,2002], [3, 2007], [4, 2008]. Az idézett hdrom tanulmadny homogén izotrop anya-
gt rudat €s szimmetrikus timaszelrendezést tételez fel. Az eredmények azt mutatjik,
hogy a lapos rudak viselkedésének leirdsahoz ajanlott nemlinedris modellt alkalmaz-
ni €s a stabilitdsvesztés el6tti deformaciok figyelembevétele is célszerl. A klasszikus
ridelmélet — 1asd [5, 1961], [6, 1976] — viszont nem szamol ezekkel és igy pontatla-
nabb eredményt ad a megengedhetd legnagyobb terhelésre.

M. A. Bradford és szerzdtarsai [1, 2, 2002], [3, 2007], [4, 2008] nem foglalkoz-
tak a vegyes peremfeltételek esetével. Ennek figyelembevételével az a dolgozat 6
célkitizése, hogy keresztmetszeti inhomogenitassal rendelkez6 lapos ivek esetén (a)
vegyes peremfeltételek (a rid egyik vége csukldval van megtdmasztva, a masik vége
befogott) feltételezése és (b) a rid kozépvonalan miikodd koncentrlt erd, mint ter-
helés esetén formulat vezessen le a kritikus terhelésre mind a lineéris, mind pedig a
nemlinedris elmélet alapjan. Az elérni vélt eredmények két tekintetben is meghalad-
jak M. A. Bradford és szerz6tarsai eredményeit: (a) a rid anyaga nem homogén és
(b) vegyesek a peremfeltételek.

A fentiekkel 6sszhangban a dolgozat irdsa soran feltételeztiik, hogy a rad rugalmas-
sagi modulusa csak az 7, ¢ keresztmetszeti koordinatak fiiggvénye: £ = E(n, (). Ez
a fiiggvény folytonos, vagy résztartomanyonként folytonos a keresztmetszet felett.

A teljes szoveget hat szakaszba szerveztiik. A 2. FELTEVESEK, ALAPVETO OSSZE-
FUGGESEK cimi szakasz roviden ismerteti a kit{izott feladattal kapcsolatos alapvetd
Osszefiiggéseket és a ridelméletben szokdsos egyszer(sit6 feltevéseket. A 3. A VIR-
TUALIS MUNKA ELV cimii szakasz az egyenstlyi egyenletek és dinamikai peremfel-
tételek levezetése a stabilitdsvesztés el6tti és stabilitdsvesztés utani dllapotra mindkét
végén rugalmasan (spirdlrugdval és csukldval) megtamasztott, tovdbba koncentralt és
megoszl6 er6kkel terhelt rid esetén. A gondolatmenet a koncentrélt erdt tekintve ko-
vets terhelés feltételezése mellett keriil bemutatasra. A 4. STABILITASVIZSGALAT
EGYENLETEI MEREV TERHELESRE cimii szakasz merev koncentralt er§ esetén tekin-
ti at a feladat megoldasat adé egyenleteket. A STABILITASVIZSGALAT VEGYES PE-
REMFELTETELEK ESETEN cimi 5. szakasz meghatdrozza a kritikus terhelés értékét



lineéris (zart alaki a megoldés) €s nemlineéris modell felhaszndlaséaval is. A dolgo-
zatot az eredményeket kiértékel6 KOVETKEZTETESEK, EREDMENYEK, a hosszabb
atalakitasokat tartalmazé FUGGELEK és végiil a HIVATKOZASOK jegyzéke zarja.

2. FELTEVESEK, ALAPVETO OSSZEFUGGESEK

s

2.1. Egyszeriisito feltevések

A feladat megoldasa sordn az aldbbi 1ényegesebb egyszeriisité megfontoldsokkal
éliink:

1. A vonatkozé egyenletek felirdsakor kontinuummechanikai széhasznalattal €l-
ve az un. Lagrange-féle leirismddot alkalmazzuk (az egyenleteket a kezdeti
allapotra vonatkoztatva irjuk fel).

2. A kinematikai egyenletek felirdsakor a ridelméletben megszokott keretek ko-
zott figyelembe vessziik a nemlinedris tagokat is.

3. A vonalelem és a keresztmetszeti feliiletelem szamitidsakor elhagyjuk a nemli-
nearitast kifejez6 tagokat.

4. A rad anyaga inhomogén, azaz a rugalmassdgi dllandok a rddkeresztmetszet
helykoordinatainak fiiggvényei, de fiiggetlenek a rud kdzépvonala mentén mért
koordinatatdl (keresztmetszeti inhomogenitds esete forog fenn).

5. Arud ugynevezett E-vel sulyozott kozépvonaldnak sikja tartalmazza a radszel-
vény egyik tehetetlenségi fotengelyét.

6. A rud E-vel silyozott kozépvonala az alakvaltozds sordn sajat sikjaban marad.

7. A kozépvonal irdnyd normélfesziiltség eleget tesz a

O¢ > 0y, 0¢

reldcionak (ez a feltevés altalanos radszer testek mechanikai vizsgalataiban).
8. Az anyagegyenlet linedris, a hdmérsékleti hatdsoktdl pedig eltekintiink.
9. A rud 4llando keresztmetszetd.
10. A rud lapos, vagyis a tdimasztdvolsag negyedénél nem nagyobb a rud magassa-

ga.
2.2. Az alkalmazott koordindta-rendszer

Az 1. abra arid kozépvonaldhoz kotott €s célszerlien valasztott koordinata-rendszert
szemlélteti.

1. dbra. Az alkalmazott gérbevonali koordindta-rendszer



Az abran:

— Az e¢ egységvektor a rid £-vel sulyozott kozépvonaldnak érintdje.

— Az e, egységvektor merdleges a rid kozépvonalanak sikjdra €s nyilvéanvalo,
hogy e¢ x e, = ec.

— A rid FE-vel sdlyozott kdzépvonala a rid szimmetriasikjaban fekszik, helyét
pedig az

SeU:/AE(naC)CdA:O (1)

feltétel hatdrozza meg — a képletben S, az F-vel sulyozott statikai nyomaték
az 1) tengelyre.

— A p, sugér a rdd E-vel silyozott kozépvonaldnak gorbiileti sugara.

— Az s arud E-vel silyozott kozépvonala mentén mért ivkoordinata.

— A C pont — 6sszhangban a fentebb mondottakkal — a rid kiragadott keresztmet-
szetének [/-vel sulyozott kdzéppontja (itt dofi az s ivkoordinata a rid kiragadott
keresztmetszetét — S a keresztmetszet, mint sikidom geometriai k6zéppontjat
jeloli).

Leolvashaté az 1. abrardl, hogy zérus az n és ( koordinatdk értéke az rad E-vel
sulyozott kozépvonaldn. Elemi 4talakitdsokkal adddik, hogy
deg 1 deg 1

—L - e = e 2
ds P ds ~ po @)

A V operator fenti vonatkoztatasi rendszerben érvényes, s késobbi szdmitasokban
elényosnek bizonyul6 alakja:

—2 L e+£e + —e
COs14 S an " ac

3)

A tovabbiakban az E-vel sulyozott kozépvonal kifejezés helyett egyszertien a kozép-
vonal kifejezést hasznaljuk, de ezen mindig az E-vel silyozott kézépvonalat értjiik
anélkiil, hogy erre kiilon is felhivnank a figyelmet.

2.3. Az elmozduldsvektor
A rud egy tetszOleges pontjdnak elmozdulasvektora az
u = u, + YPyee

alakban irhato fel, ahol u, = u,e¢ + wye; a kdzépvonal elmozdulasa, v, pedig a
kozépvonal elfordulasa. A

1
Wc:o = VYoney = — 5(‘1 x V)

(=0
egyenletbdl itt nem részletezett, de elemi dtalakitdsokkal, valamint a lapos ivek ese-
tére vonatkozo % < }dd% feltevés kihasznélasaval kapjuk, hogy
u dw dw
won =2 - - x> — 2 . (4)

Po ds ds



2.4. Az alakvdltozdsi viszonyok

Vezessiik be az
du, w, . dgy, N _d2w0

ds +E R S PR
jeloléseket (e,¢ a linedris elméletbdl adodo fajlagos nyulas a kdzépvonalon, ~, pedig a
kozépvonal gorbiiletvaltozdsanak mértéke — lapos ivek esetén csak w,-bdl szamitjuk).
A £ irdnyu fajlagos nyulds szamitdsandl vegyiik emellett figyelembe, hogy igen jo

®)

Eog =

kozelitéssel fenndllnak az )52‘ és |ecthon| < |02, | egyenlStlenségek, kovetkezésképp

1
€£=es'§(uOV+VOU) € +ec - (¢ ¢)

1
= 1 (€og + Cho) + ngn . (6)
Vegyiik észre, hogy a kozépvonalon

1
Em = ot + 5V, (7)

a fajlagos nyulds értéke. Ez az 6sszefliggés egy nemlinedris egyenlet.

2.5. Ruderd, hajlitonyomaték

Vezessiik be az (1) képletet is figyelembe véve az

Aer = ° _E(n,()dA~ | E(n,{)dA= A, 8a
R / . C ( C) / ( C) ( )
]e = ° E 2(]14 =~ E 2(]14 = _[6 b

R / ) g (777 C)C / (777 g)C n (8 )

és az

e oo
Son /ApOHE(n,C)Cd /< ¢ c+0

”/ CE(,QdA— [ B, c>dA— Sey = I—— - (ge)
A \//

Po

A Po

jeloléseket, ahol A.g, Scr és I.r rendre az F-vel silyozott redukalt teriilet, redukalt
statikai nyomaték €s redukdlt masodrendd nyomaték, mig A, Se,, és I.,, 0sszhangban
az (1) képlettel, az F/-vel sulyozott teriilet, statikai nyomaték és masodrenddi nyoma-
ték.
Mivel o¢ > 0,), o alkalmazhat6 az egyszerli Hooke-tdrvény, azaz fenndll a
oe = E(n,Q)ee

egyenlet. Ennek felhasznédldsaval adodik — tekintettel a (7) €s (8) képletekre — az

2
N = / oedA = / En C)dA Eoct CE(ﬂ,C)dAﬁOJF%/ E(n,¢)dA (d;?) _
A

<
A 1+p0




| 1 ,\ L
— A€R€O§ + SeR ,{O + EAE,(/}O')’] ~ Ae <<€0£ + §¢on) - _: 1o) ~ Aegm ~
Ae _ ey ~ -~ 4 nemlinedris elmélet

€o
~ [en (KJO - _E) . (9)
Po /.

A

Vv
linearis elmélet

Osszefiiggés a raderdre. A hajlitobnyomatékot ugyanilyen médon az

M = / CO’gdA
A
Osszefiiggésbdl szamitjuk:
E 2E 1 dw, \?
A A 14 D0 A 1+ %0 2 A ds
1 €ot
= SerREot + IeR Ko + 3 Sen wgn ~ ey <K,o — po) R Ienko.  (10)
_len Ien =0
Po linearis és nemlinedris elmélet

Vegyiik észre, hogy ez az Osszefiiggés mindig linearis, ellentétben a riderdre vonat-
kozé osszefiiggéssel.

3. A VIRTUALIS MUNKA ELV
3.1. Egyenletek a stabilitdsvesztés elotti dllapotra

Tekintsiink egy mindkét végén csukloval rugalmasan megtdmasztott lapos, gorbe
rudat. A csukl6 helyén a szogelfordulast a k; = 1/~ rugéallanddja spirdlrugé gétolja.
Ez a rug¢ feltevés szerint linedris karakterisztikdja. A rad terhelése a kozépvonalon
megoszl6 f = f,es + free siiriségi errendszerbdl, illetve a P = Py = Po¢(¢ = 0)
nagysagu koncentrélt er6bdl all — a viszonyokat a 2. dbra szemlélteti. Megjegyezziik,
hogy nem tiintettiik fel az dbran a kozépvonalon megoszIl6 f terhelést.

2. dbra. A vizsgélat targyat képezd lapos gorbe rad

A virtualis munka elv a tekintett radra az

/ 0edec AV = —Po¢ 5wl ,_g+ kethon®on| gt kitbondtbon|y+ / (Fadw, + fidu,) ds
\%4 L
(1)



alakban irhat¢ fel, ahol a d-val jelolt mennyiségek virtudlis mennyiségek. Nem nehéz
ellendrizni a (4), (5) és (6) Osszefliggéseket is felhaszndlva hogy

dV = (1 + i) dAds (12a)
Po
tovabbd, hogy
1 déu dw, de)
dee = 2 - 0 J 0 12b
“¢ 1—}-%((15 +po e >+¢77¢?77 ( )
d%5w, dow,

A (11) képletben a bels6 er6k virtudlis munkdjanak tovabbi atalakitdsa sziikséges. A
1épéseket a Fiiggelék A.1. szakasza ismerteti. Az eredményt ad6 (93) képlet felhasz-
ndlasaval

dN &M N d M
—/ —+ fi 5u0d3—/ —— = — N+ — | Yoy + fr | owods+
£\ ds c\ds*  p, ds Po

dM M dM M
o o R e e B b G R L
ds Po s(—0) ds Po s(9)
dM dM
B |0 T s | T ] Oweliot
S s(0—¢) S s(0+¢)

+ (M - ktwml)’s(ﬁ) &wonls(ﬁ) - (M - ktw"nﬂs(—ﬁ) 677[}077|5(—19 =

a virtudlis munka elv alakja. Ha élink az |[N| > ‘pM’ feltevéssel, valamint ugy

tekintjiik, hogy f,, = f; = 0, a virtudlis valtozok tetszdlegességét kihasznalva kapjuk
egyrészt a

dN &M N d &M N d
=T = i T i — Ny, =0 (13
ds ’ ds?2  p, ds( >¢77 ds?  p, ds Yon (13)
egyensulyi egyenleteket, masrészt pedig az
dM
le(iﬂ) =0, l d won] =0, (M - ktwon”s(iﬁ) =0 (14
S s(£0)
dM dM
— - — + P =0 (15)
ds s(0—e) ds s(0+)

dinamikai peremfeltételeket és illesztési feltételt. A dinamikai peremfeltételek sor-
rendjében megadjuk a vagylagosan eldirhat6 kinematikai (geometriai) peremfeltéte-
leket is:

Uolswgy =0, Wolyg) =0,  Yoplyg =0 (16)



3.2. Egyenletek koveto terhelésre

A tovabbi szdmitdsok sordn feltételezziik, hogy a P terhelés kovetd. Ezzel egyiitt
a stabilitdsvesztés utdni mozgast dinamikai folyamatnak tekintjiik. Vezessiik be az
alabbi felbontdsokat:

UZ:U0+UOb7 wzzwo‘i_woba "pzn:won"i_"ponb
82285—1—85()7 UEZO‘&—I—O’&;H N*=N+N,, M"=M-+M,. (17)

Itt a fels6 indexként megjelend * azt jeloli, hogy a vonatkozé mennyiség a stabili-
tdsvesztés utdn kialakul6 helyzethez tartozik, a ; alsdéindex pedig a stabilitdsvesztés
eltti helyzethez viszonyitott novekményt azonositja. Ez azt jelenti, hogy az egyes
mennyiségek stabilitdsvesztés utdni dllapotban tekintett értéke egyenld a stabilitds-
vesztést megeldzd egyes egyensulyi dllapotbeli érték és a megvaltozds (novekmény)
osszegével. Ezeken kiviil igazak még a

ouy, = ey, oW, = dWep , (M’Okn = 0o b
582 :56511, (5(72 :5(755, ON™ :5Nb, oM™ =5Mb (18)

egyenletek, mivel a stabilitdsvesztés el6tti folyamatot kvazistatikusnak és ismertnek
tekintjiik. Ez ut6bbi okndl fogva nyilvanvaldan helytallok a

Oy = OWy = 0oy = de¢ = 00¢ = ON =M =0 és W, =, =0 (19)

képletek is.

Az el6bbi feltevések figyelembevételével atirhat6 lesz majd a kezdeti dllapotra vo-
natkoztatva felirt virtudlis munka elv. Az egyszerliség kedvéért az elsé modellt agy
valasztjuk meg, hogy elhanyagoljuk az F-vel sulyozott kozépvonal menti tomegel-
oszlast €s azt tételezziik fel, hogy a stabilitdsvesztés dinamikai volta ugy kisérhetd
figyelemmel, hogy a ¢ = 0 pontban m nagyséagu tomeget helyeziink el a ridon, ame-
lyet emellett joval nagyobbnak tekintiink, mint a rid tomege. Ez esetben

/‘/02562 AV = =P 0wyl g — Poe Oty g — miby0wg| g — mii,0ug| o+

+ ke 0|+ ke, 00|+ / (frdw} + ffouy) ds (20)
L

a virtudlis munka elv alakja, ahol (a) feltételezziik hogy a terhelés kovetd volta miatt
jelenik meg a P, erd, (b) a tehetetlenségi erdk virtudlis munkajit pedig a
— mwg‘dw;bzo — miiﬁdu;jbzo Osszeg adja. A (20) egyenlet a (17), (18) és (19)
Osszefiiggések, valamint a PO*< = Poc + Py, PO*§ = Pyt + Py s f = fr + fu,
fo = fn + fup felbontdsok részleges helyettesitése utdn az

/ (0¢ + 0¢p) 0cer, AV = — (Poc + Poco) 5w0b|¢:0 — (Poe + Poes) (5u0b|¢:0 —
|4
_mw05w0b|¢:0_mﬁoéuob|¢:0+ ks (Zbon + 7ﬁonb) 6wonb|_q9+ Ky (1/)077 + 1/)on b) &wonblﬂ +

+/£[(fn‘|‘fnb)5wob+(ft+ftb)5uob] ds (21)



bovitett alakban fejezhetd ki. A virtudlis munka elv ezen alakjidnak tovabbi atalaki-
tdsdhoz sziikségiink lesz 01,1, €s de¢y, kifejezéseire. Figyelembe véve, hogy a (4) és

(17) feltevések szerint fennall a

% u,  dw, dwyg d (wo + wop) d (wo + wop) ~(1)_ ~(1)
’d}o = — — ~ — =—-— 0 —wo _wob
T P, ds ds ds podip ——A—
¢on won b
(22)

osszefiiggés (ahol d”(...)/de™ = (...)™), illetve w,/p, = W, ) nyilvanvald, hogy

« dow, _
0o = 0onp = —— b= sV (23)
Visszaidézve tovabba a (6) képletet irhatjuk, hogy
. 1 . o L2
85 - 1+ pL <€O§ +CH0> + 5 (¢on) 5
ahol
duy)  w}
e =2+t 24
ot ds Do (24)
* * 2, % (1) (1)
KX _i %_% N_d W, d(¢on+¢onb) o won +¢07)b — K oK
° T ds\py ds /) ds? ds N Do — o T Rob -
(25)

Ily médon kapjuk meg a kdzépvonal stabilitdsvesztés utdni helyzetéhez tartozo & ird-
nyu fajlagos nyulast az
. 1 1 2
€¢ =€t Ecp= T < [805 +€ogb +C (Ko + Kob)] + 9 (¢0n + ¢077b) -

Po

1,1 1

= = Z (505 + C:‘io) + 5 (¢m7> + 1—£ (€o§b + C’iob) + ¢On¢onb —+ §¢f2)7lb

N Po P N Po ,
e A

alakban. Innen azonnal adédik a virtudlis nydlasnovekmény

1
6551) - 1+ pi (55051) + Céliob) + wonéwonb + wonbéwonb -
‘ o ~ s 55?17
5€£b

B 1 déuob 5wob d6¢onb _

= 1 pi < ds + Py +< ds +¢on5¢onb+¢onb5¢0nb -
=— <5a§1,} + 5, + iéwf)})b) + VonWonb +Vons0%ons ,  (26)
(. + p_o po 7 58?1)

TV
L
55517

amely egy linedris €s egy nemlinedris részbdl all. Utobbit a
déwob
65?[) = wonbéwonb = _wonb ds (27)




modon is frhatjuk. A (26) képlet helyettesitésével atirhato a virtudlis munka elv. En-
nek sordn feltételezziik, hogy P, = 0 (a stabilitdsveszt€s eldtt ugyanis sugariranyd
a P erd), és hogy P, = 0 (a sugdrirdnyu er60sszetevd j6 kozelitéssel ugyanaz ma-
rad, mint stabilitdsvesztés el6tt). A (21) egyenlet fentiek figyelembevételével torténd
zérusra rendezésével kapjuk, hogy

0= _/ U£5<€£bdv - PoC 5wob|@:0 + ktwon5¢onb’,ﬁ + kt¢on6"/}onb|§ +
|4

+ / (fabwop + frduop) ds — / oedety,dV — / oepdes, dV — / o¢poey, dV—
L |4 14 14
—Loth 5uob|¢,:0_mwobawob|@:0_muob6u0b|<p:0+kt¢0n b5¢onb|_ﬁ+kt¢on béwonbb +

+ /E (Frdtos + fuduos) ds (28)

Vegyiik észre, hogy az utébbi egyenlet elsd sora valdjdban a virtudlis munka elv sta-
bilitdsvesztés elotti alakja — 1asd a (11) Osszefiiggést — és igy Onmagéban is zérus. A
megmarado

/ oedety,dV + / oepdes, dV+ / 04080y AV +Pogh Sop| gt midodwop| ,_o +
14 \% 1%

+mi, bduo b|<p:()_ ktd)on b(swon b | 9 ktwon b5¢on b|q9_/ (fnb(swob + ftbéuo b) ds =0
c
(29)
egyenlet atalakitasaval az A.2. Fiiggelék foglalkozik részletesen, itt csak az eredmé-
nyeket kozoljikk. Eszerint a virtudlis munka elv (95) alatti és véglegesnek tekinthetd

alakjabol a virtudlis valtozok tetszélegessége miatt kovetkezik, hogy fenn kell dllnia
a dinamikus egyensulyt kifejez6

dN
=0 (30a)
d®M, N, d M + M, M,
=== (N Nyt =) g+ ( No+ =2 ) Yop| + fr =0
ds po ds o Po
(30b)
differencidlegyenleteknek, tovabba a
dM M + M, M, d?w,
[—b—(N+Nb+—b)wm,b—(Nb+—b)¢on1 +m =2
ds Po Po s(0—¢) dt* 5o
dM, M + M, M,
— | [N+ N+ =—= ) omp— [ No+ =) Yy =0 (3la)
ds o Po 5(0+¢)
d2u0b
Nb|5(0—£) o Nb|s(0—|—€) + Pofb +m de? =0 (31b)
s=0

illesztési és

—0  (32b)
s(£99)




(Mb - ktwonb”g(iﬁ) =0 (32C)

dinamikai peremfeltételeknek. Nyilvdnvald, hogy a fenti dinamikai peremfeltételek
és az

uob|5(:|:19) =0, wob|5(jﬂ9) =0, wonb|3(iﬁ) =0 (33)
kinematikai (geometriai) peremfeltételek vagylagosan irhatdk eld. Vegyiik észre,

hogy ezek az eredmények mind elhanyagoldsmentesek.
Belathat6 tovabba a (9) és (10) Osszefiiggések alapjan, hogy

1 1
N*~ A, (835 +3 (%};)2) = Acemi Em =gt g (¢Zn)2

illetve, hogy a stabilitdsvesztés utdni helyzetben a fajlagos nyulds — 0sszhangban az
eddigiekkel — az

. 1 9 1
Em = ot + 5 (¢017) + Eotb + ¢on¢onb + 51/}37711

Em Emb

modon bonthato fel. Ezt visszahelyettesitve dtirhat6 a raderd:

1 1
N* = Ae <5o£ + 5 <¢0n)2> + Ae (5051; + ¢0n¢onb + §¢gnb> : (34)

. > \ . >
TV TV

N Ny

Az M* nyomaték a (25) képlet felhaszndlasaval az

d2w, dw,
Wo p QWb _ yr i ap (35)

M* ~ Lk~ —I—2 — 1,
n"vo UdSQ Udsg

alakban adodik.

3.3. Linearizdlt egyenletek

Az el6z6 szakaszban alkalmazott gondolatmenet eredményeként ad6dé (30a)-(30b)
differencidlegyenletek €s a hozzajuk kapcsol6do (31b)-(32c) perem- €s illesztési fel-
tételek levezetése sordn nem éltiink elhanyagoldsokkal, egyszerisitésekkel. A stabi-
litasi problémadkat azonban elsd kozelitésben mindenképen érdemes linedris egyen-
letekkel leirni. Ennek érdekében, figyelembe véve egytittal a terhelés jellegét is, az
alabbi feltevésekkel éliink:

(a) Mivel koncentralt erdvel terhelt rudakat vizsgalunk, elhanyagoljuk a megosz-
16 terhelések novekményeit: f,, = fi = 0. (b) Elhanyagoljuk a kvadratikus tagokat
(azokat a tagokat amelyekben mindkét tényezd a stabilitdsvesztés utani allapothoz tar-
tozik). (c) Kihasznéljuk emellett a mar a 3.1. szakaszban is alkalmazott N > M/p,
egyenldtlenséget. A mondottak alapjan egyszerlisodnek a (30) differencidlegyenle-
tek:

dN,
— =0 36
P (36a)
d2Mb Ny d
— 2 [N, Nythor] =0, 36b
ds2 o ds[ Yonbv + Notoy] (36b)
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valamint a (31) illesztési feltételek:

de de

K - N¢onb - Nb¢on:| +(0—e) - |: ds - N’(vbonb - Nb¢on:| s(0te) +m a2 o =0

(37a)

d?u,
Nb|s(0—€) - Nb|s(o+5) + Pogp +m # B =0 (37b)

és végiil a (32) peremfeltételek:
Nplgz9) =0 (38a)
dM

d—b — Ntboyp — sz/am] =0 (38b)

5 s(+0)
(My = kthop) |29y =0 - (38¢)

Megjegyezziik, hogy a (33) geometriai peremfeltételek valtozatlanok és vagylagosan
irhatdk eld.
A rider6 novekményére a (34) képlet alapjan az

1
Nb = Ae <5o§b =+ ¢onwonb + 5 (¢onb)2> =

duob Wo b dwo Clwo b duob Wob
~ A, ~ A, [ S
lds - Po i ds ds ] (ds i p0> (39)

kozelitd Osszefiiggést kapjuk. Az M, értékét valtozatlanul a (35) képlet alapjan sza-
mitjuk, mivel az eleve linedris 6sszefiiggés:

d?w
My = I3~ .

(40)
A (36) differencidlegyenletek, (37) illesztési- és a vagylagosan el6irhat6 (38) dinamikai-
, illetve (33) geometriai peremfeltételek a (39), (40) Hooke torvénnyel tarsulva a di-
namikai stabilitdsvizsgalat linearizélt egyenletrendszerét alkotjak.

4. A STABILITASVIZSGALAT EGYENLETEI MEREV TERHELESRE
4.1. Bevezeto megjegyzések

Feltételezziik egyeldre, hogy irdnytart (merev) a ¢ = 0 pontban mikodé —Pe,
teher. Ismeretes, hogy merev terhelés esetére (dead load) az egyensulyi mddszer he-
lyes eredményre vezet. Erre a koriilményre val6 tekintettel mind a stabilitdsvesztés
eldtti, mind pedig a stabilitdsvesztési folyamatot kvazistatikusnak tételezziik fel (azaz
feltételezziik az utobbi esetben, hogy m = 0). A teljesség kedvéért attekintjiik erre
a két esetre az F-vel silyozott kozépvonal elmozduldskoordinatdit adé differencidl-
egyenleteket.
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4.2. Egyenletek a stabilitdsvesztés elott folyamatra

Figyelembe véve a (9) és (10) Osszefiiggéseket fenndll, hogy

L. .
@z)gn) My~ Ay 6 M, (no - 5—5) . @D

amivel a (13) egyensulyi egyenletbdl a

dN d

F AEE (em) =10
Osszefiiggés kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy mind linedris, mind pedig nemlinedris
esetben allando az E-vel sulyozott kozé€pvonalon a fajlagos nyulds. A masodik, azaz
a (13), egyensulyi egyenletbdl pedig figyelembe véve, hogy

M I I A I A p? Ap?
N+:(Ae_€77>€m:€77< = —1>5m:€2n#5m7 H= epo_]‘%;ipo(él'z)
P

Po 5 P \Palen o Ten en
a
M I, N d*Mm Ley d Acem
_ g _ _eem o
ds?  p? ke d %n po  ds®  p? 2 He mdswon Po ’
vagyis az
d’k A, dvp
I —+= m A m =0
T ds? + po<E m s
differencidlegyenlet kovetkezik. A (4) képlet helyettesitése utan
d?k Ace dy
Ie o “letm Ae . “Yon _ 0
T ds2 Po mT s

ennek az egyenletnek az alakja. Ha ezt (a) beszorozzuk p,/A.c,,-mel, (b) bevezetjiik
osszhangban a (23) osszefiiggéssel a w, és 112 jeloléseket és (c) attériink ¢ szerinti
derivéltakra, akkor megkapjuk a végleges

T _ o d” (... n ~
w§4)72+w§2)=1, wozw_a (n):()( )7 = —Acm
iz Po de
(43)

alakot. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet (a) mindig linearis, mivel alland6 az <,
és hogy (b) a linedris feladatokban €, = €.

4.3. Stabilitdsvesztés a kozépvonal hosszvdltozdsa nélkiil

Ha nem véltozik meg a stabilitdsvesztési folyamatban az E-vel stlyozott kdzép-
vonal hossza, akkor fenndll az ¢,,, = 0 egyenlet. Kovetkezésképp — tekintettel
a (34) anyagegyenletre, valamint a (36b) egyenstilyi egyenletre — ad6dik, hogy N, =
Acemp = 0. Az utébbi eredmény felhasznalasaval a (36b) differencidlegyenlet a

2
‘ di\fb - % [Nthons] = 0 (44)
alakra egyszer(isodik. Ha ide helyettesitjiik (a) a (40) képletbdl az M}, hajlitobnyoma-
tékot, (b) a (41) képletbdl az N ruderdt, és végiil (c) a (22) alapjdn v, értékét, akkor
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a dimenzidémentes Wy, = Wep/ po-ra a

vagy ami ugyanaz a

d47:l70() ~ d wob ~ ?;Aegm
22, pe-feem (45)
dep \/A de y
q

differencidlegyenletet kapjuk. Nem nehéz belétni a lehetséges (33) geometriai perem-
feltételek alapjan, hogy a bal oldali végén csukloval megtamasztott és a jobb oldali
végén befogott rid esetén fenn kell dllnia a

Toplpy =0, @) =0 2 =0 (46)
egyenleteknek (peremfeltételeknek). A (45) homogén differencidlegyenlet és a (46)
homogén peremfeltételek dltal meghatarozott peremértékfeladat egy sajatértékfeladat
— a sajatérték pedig —7i%. Legyen () legalabb négyszer differencidlhaté és a (46)
peremfeltételeket kielégit6 fliggvény. Figyelembe véve, hogy a vonatkozé Rayleigh
hanyados

[VANN
d u(2)A QA
fﬁ 90 f—ﬁ <)\__Iu\2:po e€m<0’

[Lau@de [T a®abde Ley

adodik a kovetkeztetés, hogy a sajatértékfeladat megoldasdbol szamitott €, mindig
negativ.

Ry (4) =

4.4. Stabilitdsvesztés a kozépvonal hosszvdltozdsdval

Ha megvaltozik az E-vel silyozott kozépvonal hossza a stabilitdsvesztés sordn,
akkor fenndll az €,,;, # 0 egyenlGtlenség. A (36a) egyensilyi egyenlet alapjan kovet-
kezik, hogy ez esetben

dgmb _ i duob 4 Wo b + dwo dwob ~ i duob + Wo b —0.
ds ds \ ds Po ds ds ds \ ds Po

Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet nemlinedris. Az elso kerek zardjelben all6 kvadra-
tikus tag azonban elhagyhato, ha relative kicsik az alakvaltozasok. Ez esetben linedris
a kapott 0sszefiiggés.

Nem nehéz ellendrizni a (39) és (40) Osszefiiggést is felhaszndlva, hogy

M 1.
Ny4+ =2 = Apepy + Lrigy. (48)

Po Po
Ha emellett figyelembe vessziik a (42) képleteket is, a (30b) egyensulyi egyenletbol
(a novekményben kvadratikus tagokat elhagytuk) kapjuk, hogy

d2M, N, d M M,
—— — — [ N+ — o Ny + — on| =
ds? Po ds l( +po)¢nb+( b+p0 wn !

dZMb d M Aeémb
N 0 Ny + =2 ) by, | — —
ds2  ds K +po>¢"b+( b+p)¢"] Po

(47)
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d?M, d I AcEmp
R Ae m %o Ae mb — < 0 o - e =
T R CTe v L B

~ dQMb Aegmb .

- ds? Po
ahonnan a Hooke torvényt jelent6 (40) képlet helyettesitésével, valamint a (22) egyen-
let segitségével kapjuk, hogy

d4@0b AEEm dQZEOb o Aeé“mb <1 d2@0>
Tpldpt T p,  dg? Po dp? )
Ebbdl az egyenletbdl a nyildsmentes esetre vonatkoz6 (45) képletet ad6 utolso atala-
kitas 1épéseivel a

d d
- Aegmgwonb + Aegmb&won - 0 )

_Ie

2A
ity + ) = —2 e (1- @) (49)
en
Osszefiiggés kovetkezik. Az egyenlet linearizalhat6:
2A
@y + Bl = —E e, (50)

en
5. STABILITASVIZSGALAT VEGYES PEREMFELTETELEK ESETEN
5.1. Megoldas a stabilitasvesztés elotti dllapotra

A jelen szakaszban egy bal oldalon merev csukléval megtamasztott (k; = 0), jobb
oldalon befalazott, kozépen (azaz a ¢ = 0 helyen) koncentralt, merev €s allando
nagysagu — P, = — P erdvel terhelt rud stabilitdsi kérdéseire forditjuk a figyelmet.
A viszonyokat a 3. dbra szemlélteti.

p=0

—p

3. dbra. Koncentrélt erdvel terhelt lapos gorbe rid vegyes peremfeltételek esetén

Els6 1épésben a stabilitasvesztés elbtti w, (vagy ami tulajdonképpen ugyanaz, a w,)
elmozdulds meghatdrozdsara forditjuk a figyelmet. Nyilvdnval6 az el6z6ek alapjan,
hogy ez esetben a (43) differencidlegyenletet kell megoldani. Mivel az er6 a ¢ = 0
helyen miikodik (szakadast idéz el6 a nyiréerGben), a w, megoldast kiilon keressiik a
@ € [—0;0] illetve a ¢ € [0;¥] tartomanyokon. Jelolje ezeket a megolddsokat rendre
Wo,pal 1lletve W, jopy. Nyilvdnvalo a (43) egyenlet szerkezetébdl, hogy

cos(fiy) sin(fiep)
112

§02
+D3QO+D4+7 (51)

— Dy

Wo,bal = _Dl
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és

A~ . -~ 2
COS,(\MO) — Dg 8111/(\”@) + D7 + Dg + L
12 112 2

ahol Dy, ... Dg egyel6re hatdrozatlan integracids dllandok. Az integracids dllandok a
rud két végére vonatkozo

Wo, jobb = _D5

(52)

Wo,bal |<p=—19 =0,

~(2)

o,bal

@o,jobb|@:+ﬁ =0
~(1) —0

= 0, Wo, jobb o=t

(53)

peremfeltételekbdl (a rid bal oldali végén zérus az elmozdulds és a nyomaték, a rid
jobb oldali végén pedig z€rus az elmozdulés €s a szogelfordulds — lasd a (4), (16) és
(35) képleteket), tovabbd a (o = 0 helyre vonatkozé

Wo,bat| y g = Wo,jobb| p— 1

~(1)

o,bal

p=-0

~(2)
wo,bal

p=—0

_ ~m)

wo,jobb

p=+0

~(2)
wo,jobb

(54)

p==+0

[ _(3) Pp, —0

~(3)
_wo,bal:| om0 + . + [wO,jobb

} p=-+0
illesztési (folytonossagi és diszkontinuitdsi) feltételekbdl (folytonos az elmozdulds,
szogelfordulds és a nyomaték, eldirt szakaddsa van a nyirderdnek — 1dsd a (4), (15) és
(35) képleteket) szamithatok. Kell6 rendben derivilva az (51), (52) megoldasokat a
peremfeltételekbe torténd helyettesités utdn a

~ cos (v sin (v V?
wo,bal(gpz—ﬁ):—Dl ZL(\/; )—|—D2 ,[/(Z,L; )—D319+D4+?:O,
~ cos(uv) sin (o) ¥?
ww‘obb(go = 19) = —Ds ,L/p — Dg ﬁ2 + D79 + Dg + ? =0, (55)
@(()’zgal(go = —1) = Dycos i) — Dysinud + 1 = 0,
@) (0 = 9) = Dssinfi) — Dy cos i) + Drfi + fit) = 0
egyenleteket, az illesztési feltételekbdl pedig az
D D
—A—Zl + Dy = —,\—5 + Dy
i i
—Ds + D3ji = —Dg + D7
(56)

Dy +1=Ds+1
2

—Dop + Po Dgpe =0
Loy

Osszefiiggéseket kapjuk. Nyilvanvalé az (56) képletek alapjan, hogy D; = Dsj és
Dy = Ds.
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Mindent dsszevetve az aldbbi hat egyenlet megoldésa adja az ismeretlen integracios
allandokat:

- cos(uY) sin(u?d) 1 r - 9% )
cos‘,rz;w) e vl sil?(ﬁﬁ) ) D _9
- 0 0 1 = Dy 5
cos () —sin(Ad) 0 0 0 0 Dy _ | —1
sin (7i0) 0 0 0 —cos(id) 7 Dy —pv
0 —1 i 0 1 7| | De 0
0 — 0 0 i o | LDl | -7

A D; megoldasok felirdsdt megkonnyitendd vezessiik be az
U = 2u1 cos 21 — sin 211
jelolést. A szamitasok részletezése nélkiil

P 2 (1 + (fu(})Q) sin 1 — 219 cos v
Dy =Ds=A—- °B = _

I, U
 Pp; i sin i) + sin? /219 — 11 sin 27109 (572)
Loy Un
Dy—C PpgD _ 2md) () cos ) — sin i)
I, U
Pp? 1) cos i) + 0.5 sin 2100 — fi) — 1) cos 270 (57b)
ey Unp
Pp? —1+cos 2/t + ¥ sin 219 Pp? sin 219 — 1 cos 210 — sin i)
Ds=F — G= — — —
Ien MU Ien U,u2
2 292 (i ~9 _ o7 2 970 9373 -~
Dy=Ds—H— P,oOL _3p ¥ (sin @) cos ) — 2 CSS wd + sin 29 — ¥°p° cos 21
I, 2u2U
Pp2 9 (sin 209 — 1) cos 270 — sin 1)
_ I, Tl (57¢)
Dy —C - P,ogE _ 200 (72 cos i) — sin i)
Iy U
Pp? 119 cos i) — 0.5 sin 2710 — 110 + 710 cos 2710 (57d)
ey Unp
D, —F Ppg] _ —1 + cos 2ﬁi9 + 1 sin 20009 B Pp? 11 cos 2ﬁzi2— sin v (57¢)
Ley U Loy U
az integricids dllanddk értéke, ahol
7 sin 21 — 219 cos 211} = 2111} cos 211} — sin 200 ‘ (58)

Ul ’ Upn?
Vegyiik észre, hogy a megolddsok mindegyike két részre van bontva. A felbontdsok-
ban all6 A..., I édllandokat maguk a képletek értelmezik. A felbontds elkiiloniti a
terheléssel ardnyos tagot a megolddsokban. Ezt a késébbiekben ki fogjuk hasznalni.
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Vegyiik azt is észre, hogy a kapott w, megoldas linearis €s nemlinearis esetre egyarant
vonatkozik.

5.2. Linedris modell a kritikus terhelés meghatdrozdsdra az €, = 0 feltevés mellett

A jelen szakaszban feltételezziik, hogy (a) nem valtozik meg a rid £-vel stlyozott
kozépvonaldnak hossza a stabilitdsvesztés sordn €s hogy (b) alkalmazhat6 a linedris
modell. Az E-vel stilyozott kozépvonal fajlagos nyuldsat linedrisan kozelitjiik (vagyis
az (5) képlet alapjan, azaz eltekintiink majd a szogelfordulds négyzetétdl). A kritikus
terhelés meghatarozasa harom lépésben torténik. Elso 1épésben meghatarozzuk az €,
€és a P terhelés kozotti 6sszefiiggést az

N 1 [ 1 v 1
=== o dp = ) 4 @, + =12 ) dp ~
m= g 219/19 <€5+ w“’?) LY (“ o 5 vy | de

1 ([0 v
~ — / Wopard + / Wojobbdp | = €og (59)
29 _9 0

egyenlet alapjan. Mdsodik 1épésben megoldjuk a (45), (46) sajatértékfeladatot, ami
végeredményben megadja az ¢, ~ c,¢ kritikus értékét. A harmadik 1épésben pe-
dig kiszamitjuk a fenti egyenletbdl az e, x.;; kritikus fajlagos nytulashoz tartozé Py
erot. Megjegyezziik, hogy a szamitdsok 4ttekintett gondolatmenete a linedris és nem-
linedris modellre egyarant vonatkozik.

A linedris estre vonatkozoan az A.3. fiiggelék részletezi a szamitas fobb 1épéseit.
Az ott kozolt atalakitasok végeredménye a dimenziomentes kritikus terhelés értéke a

Em

(3 2 (ﬁ19)4> cos 2/19 + 2/i9 (2 (79)2 + 3) sin (279) — 3 (2 (79)2 + 1) T 3“;‘7;9)4 (2729 cos (270) — sin (209))
X

(60)
209 ((ﬁﬂ)Q + 2) cos 27t — (2 +3 (,719)2) sin (2719) + 4 ((,719)2 + 1) sin it + 47 (1 — cos? i) — cos fiv))

alakban, ahol
~ P[)Qﬁ 2 Ie
P=—"2" XN=1/4po/ 2] . 61
]—en ) b/ ( p Ae ( )

A fenti jeloléseket illetden megjegyezziik, hogy P az emlitett dimenziémentes kriti-
kus terhelés, [, a rdd hossza, A pedig a rid médositott karcsisagi tényezdje.

A tovéabbiakban tekintsiik at a (45), (46) sajatértékfeladat megoldasat. A (45) dif-
ferencidlegyenletnek

a oS /up _ g,y sin ,ugp

Wop () = — + Gz + Gy (62)

amegoldasa (G;,7 = 1,2, 3,4 integricids dllanddk). A megoldds koteles eleget tenni
a (46) peremfeltételeknek. Kovetkezésképp teljesiilnie kell a

_ 0 0
Wop|_y = G1COZ“ G2 G+ Gy =0 (63a)
177251,) __—Gisin o + Cig cos i) — G 0 (63b)
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_ it in 70
wob’ = _Glﬂ - GQ& + G309+ G4 =0 (64a)
v 112 112
02| = Gy cosfi) — Gysin i = 0 (64b)

)

egyenleteknek. Mivel az utébbi négy linedris egyenlet mindegyike homogén, akkor
kapunk trividlistdl kiilonb6z6 megoldast az integracids dllanddkra, ha z€rus az egyiitt-
hatokbol képzett determindns, vagyis ha fennéll a

. cosﬁg;;w) sin;(gﬂ) 91
__cos(pd) L)) 9 1
N 2 —0
cos (u) —sin(pd) 0 0O
sin@ﬁ) o cos&ﬁﬁ) 1 0
It 1t

feltétel. Innen a
—2 cos (fv9) sin (i) + 2971 cos® fi) — 297 sin® i = 0
vagy ami ugyanaz a
2111 cos 211} = sin 20 (65)
nemlinedris egyenletet kapjuk a 11} szamitdsara. Ennek az egyenletnek
pd =~ nim;  ng = 0.7151 (66)

a legkisebb pozitiv gyoke. Amennyiben ennek ismeretében képezziik a (63a), (64a)
egyenletek Osszegét, majd kiilonbségét és atrendezziik a (64b) képletet, a stabilitas-
vesztéshez tartozo6 w,;, radidlis elmozdulast kapjuk:

_ 9?2 1 0.2552 0.1991 0.1991
Wob(, V) = G ———— [— cos <n1197r@> + sin (n:;gp) — LA

105114 | =2 T 0 T

A képletben 4ll6 (G hatdrozatlan allandoé.
A 4. dbra G; = 1 és 9 = 0.2 esetén grafikusan szemlélteti a megoldast.

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

t : i @

P~
Wob

4. dbra. A stabilitdsvesztés utani radialis elmozdulés ¢,,, = 0 esetén
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Visszahelyettesitve a (65) €s (66) eredményeket a kritikus er6t ado (60) formuléba
(vegyiik észre hogy a visszahelyettesités utdn a szamlalobol és a nevezdbdl egyarant
esnek ki tagok) adddik a dimenziémentes P kritikus terhelés numerikus értéke:

P = P = 6.0416 ~ 1.92317. (67)
Az utébbi eredmény €s a (61) értelmezés felhasznalasdval pedig
I
Pririnn = 52 np = 1.9231 (68)
PV

a kritikus erd.

5.3. Linedris modell a kritikus terhelés meghatdrozdsdra az e,y # 0 feltevés mellett

Ha feltételezziik, hogy megviéltozik az F-vel silyozott kozépvonal hossza a stabi-
litdsvesztés utdn és tovdbbra is a linedris modell alapjdn szdmolunk, akkor €, # 0,
és fenn kell allnia a (47) és (50) Osszefiiggések alapjan irhat6

de, ~ -
Cotb G2 LGl 0, = ey = dllandd
(69)

2A

en

differencidlegyenleteknek, ahol a Cy7i2 médon jeloltiik az egyelSre ismeretlen 4llan-
dét. Nem nehéz visszahelyettesitésekkel ellendrizni, hogy a fenti differencidlegyenlet-
rendszernek

~ 1 Cy . R - PN —~
b =~ (Cl + ﬁ—i(uso)?’ + 60571 + 3Ca(fip)? + 6Cs sin i — 6C; cos uw)
(70a)
~ 1 CQ —~ 2 o~ ~ .~
Wobh = gﬁ(/w) + C3 + Cyjip + Cs cos fip + Cg sin fip (70b)

a megoldasa. A fenti képletekben C;,i = 1,...,6 egyeldre hatdrozatlan integracios
allandokat jelol. A (70) differencidlegyenletekhez a bal oldalon csukloval megta-
masztott és jobboldalon befogott rid esetén az

aob|_19:O7 aob|1920
@ob|_19 - 07 aob|19 - 07 (71)
i) =0 aw -0

sz 2

peremfeltételek tarsulnak. A megoldédsok (71) peremfeltételekbe torténd helyettesité-
se a

&fﬁ@Lﬁ:ca—EEWMS—&%m%+yhmm2—Gaﬁmﬁﬂ—ﬁaw%ﬁﬁzo
~ 10, . ~ .o~
Wob|_y = 51?75(/;19)2 + C3 — Cyp¥ + Cscos ) — Cgsinud = 0 (72)
L —(2) Ca

=W, = = — Cscos i) + Cgsin i =0
H 9 M
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illetve a
Cy

672° Top| _y = C1 + =5 (19)* + 6Cs730) + 3C4(i9)? + 6C5 sin i) — 6C6 cos i) = 0
I
~ 10y, . ~ ~ o
Wobly = 5%(# )2+03+C'4m9+05cosm9—|—06$mm9:0 (73)
I (1 Cy . o N
W, | = ﬁ(ﬂﬁ) + Cy — Cssin ) + Cg cos pd = 0
H 9
lineéris egyenletekre vezet. A fenti homogén linedris egyenletrendszernek akkor van
trividlist6l kiilonbozé megolddsa a Cy, Co /712, . . ., Cg ismeretlenekre, ha zérus érték
a determinénsa:
1 — (@)’ —6pd 3(uY)* —6sinf) —6cos i)
0 i@@)?* 1 —a9  cospid  —sinpd
D _ 110 1 0 0 — cos [t sin B
8 8|1 () 6wy 3(a¥)* 6sinpd  —6cosmd |
0o 1 (i) 1 0 cos 1 sin 1
0 wd 0 1 —sinpgd cos v

= ()" cos 270 + 3(f0)? + 3sin? i) — 2(79)? sin 29 — 370 sin 2740 = 0
Ez ut6bbi egyenletnek
pd ~nym; ng=1.1953 (74)
a legkisebb pozitiv gyoke.
A (72), (73) peremfeltételek alkalmas linedris kombindacioit képezve felirhat6 e,,,;, #
0 esetén az 1, érintdirdnyu és a w,y, radidlis elmozdulas. Utébbit a

Wop(p, 1) = 0.10742C5

16.838 ¢ N 17.4978 ? n 17.5582 cos (7’L37T ) n 29.2459 . (TL37T )
-t 4+ — — n
T 0 7 92 7 9 s
(75)
formdban lehet kifejezni. A ¥ = 0.2 és Cs = 1072 értékek vdlasztdsa esetén az 5.
abra grafikusan szemlélteti a megoldast ¢ fliggvényében.

=
Wah
002 -

xX|—1+

™

002 -+

5. dbra. A stabilitdsvesztés utdni radiélis elmozdulds &,,, # 0 esetén
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Behelyettesitve a (74) megoldast a kritikus P értéket add (60) képletbe adddik
a (61) jelolést is felhaszndlva, hogy
965.3044

Pirrira = —2.0376 x 1073 + v

(76)

Innen pedig az kovetkezik, hogy a jelen modellnél

(na+ 38) ley
pav

a stabilitasvesztést okozo6 terhelésre vonatkozé 0sszefiiggés.

Piirito = . ny = —6.4857 x 107*, ng = 307.2659  (77)

5.4. Nemlinedris modell a kritikus terhelés meghatdrozdsdra az €,,, = 0 feltevés
mellett

Az alkalmazott gondolatmenet megegyezik az 5.3 szakaszban mar latott gondo-
latmenettel. Annyi az eltérés, hogy a kdzépvonal nyudldsat most a nemlinedris tag
figyelembevételével szamitjuk:

1 1
~(1) | ~ 2 2
Em = ug ) 4+ W, + 51/1077 = co¢ + iipon . (78)
Véve a fajlagos nyulés
e = = /0 0D 4 @t £ ) 2 dg0+/19 a0 g Lan2) gl (79
m 29 0,bal 0,0a 2 o,bal 0 0,j0bb 0,70 9 0,j0bb

-

//////

(és az A 4. fiiggelékben tomoren 6sszefoglalt) atalakitisokat kovetéen P-ban misod-
fokud egyenlet adédik. Ennek egyiitthatéi a p és 1) fiiggvényei. Itt csak az egyenlet
nullara rendezett

N 1.~
1XP2 + 5YP +7Z=0 (80)
alakjat kozoljiik, ahol

X = (D* —2B* + E®) cos id sin i) — 471 (DG + I E) sin i + 2B (9B + J) +
+ 2B (2K i — J cos i) cos i) + i (D* — 4BK + 9E?) + 21°9 (I” + G?)  (81a)

Y = (EC — 2AB + CD) (cos i) sin i) + *9* (I — G) +2(E — D) +

+2(2B + 9D — WE — iDF — iCG — ACI — GEF) sin i+

+ 20°F (I + G) + (2D — 2E — 409B + 2K A — AJ cos idd) cos i+
. . . L/
+AQROB +J = 2) + FC (D + B) - = ((w)* +2) +

4 (i0)? (sin i) cos i) — (fiv)” sin i) — sin fi) — fidd sin® i) + fidd cos fid)

+ ﬁ 2100 cos 210 — sin 21
(81b)
1
7Z = G [3(C* — A?) (cos i) sin i) + 12 (A — CF i) sin i) —

2
— 12719 A cos i) + 310 (A% 4+ C?) + 20°9 (3F* 4+ 9%)] + 2 (Vi)° <—) +
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(2(@0)° + 40 + &) sin 20 — 4 (W) =2 9 (" —

iz 3
+ m " 97 - = . (81
27119 cos 2111 — sin 2711 300 (81c)
A fenti képletekben 4116 A, . . ., K allandok értelmezését illet6en visszautalunk az (57),

(58) képletekre. Ha behelyettesitjiik a fenti (81a)-(81c) Osszefiiggésekbe a nyulds-
mentes esetre vonatkozo (65) és (66) megoldasokat (a részletektdl eltekintiink), akkor
adodik hogy

1 1
TR L0039, OV~ 132234, 7~ 30.9621. (82)

Ezeket a konstansokat felhasznalva a (80) masodfoku egyenlet megoldasabdl a di-
menzidémentes kritikus terhelésre a

A~ A~

Pnl kritl — Pnl krit2 — 6.0416 (83)

kettds gyokot kapjuk — zérus a mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsa. Ez az eredmény
pontosan megegyezik a linedris modellel kapott eredménnyel — v. 6. (67) — és igy
valtozatlanul fennall, hogy az ¢,,;, = 0 feltevés esetén

I
Pathrit12 = nj; 7 ny = 1.9231 (84)

a stabilitasvesztést okozo erd.

5.5. Egy nemlinedris modell a kritikus terhelés meghatdrozdsdra az €, # 0 feltevés
mellett

Feltételezziik, hogy a stabilitdsvesztés utdni valtozdsokat tovabbra is a (69) dif-
ferencialegyenletek irjak le, azaz (a) elhanyagolhat6 a (49) egyenlet jobboldaldn az
egység mellett a @(()2) derivdlt és (b) a kdozépvonal fajlagos nyuldsdnak novekménye
linedris fliggvénye az u,, és w,, elmozdulasnévekményeknek — fenndll tehat a (69),
egyenlet. Kovetkezésképp felhasznalhato az 5.3. szakaszban a fajlagos nyulés valto-
zasanak feltételezése mellett meghatarozott zi} érték a tovabbi szamitdsokban. He-
lyettesitsiik ennek alapjan v} szorzat (74) alatti értékét a kritikus terhelést ad6 (80)
egyenlet (81a)-(81c) egyiitthatdiba. A szdmitdsok részletezése nélkiil kapjuk, hogy

1 1 403.3501
SX =1, -Y~-195365, Z=93.3377+ . (85)
4 2 A2
Kovetkezésképp a (80) masodfoki egyenletnek
~ 403.3501
Prikritsa = 9.7682 & \/ 2.0417 — —5 (86)

a megoldasa P-re, amivel a kritikus terhelés a

I,
Priwitsa = <n6 + . [ng — ZS) 7;9 U ng = 9.7682, ny = 2.0417, ng = 403.3501  (87)
P2

alakban irhato fel.
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5.6. Differencidlegyenletek dinamikus stabilitdsvesztés esetére

A stabilitdsvesztést harmonikus dinamikai folyamatként kezelve mutatjuk meg itt
a vonatkoz6 mozgasegyenleteket. A linearizalt egyenletekbdl indulva ki, de nem élve
az e, = 0 feltevéssel az elmozduldsnovekményeket a wy, = W () sinat, U =
U () sin it médon kozelitjiik, ahol U és W a mozgés amplituddi, o pedig a rezgés
frekvencidja. Megjegyezziik, hogy a 1, szogelforduldsmezének ¥,, = —dW/dy az
amplitiddja. Behelyettesitve ezeket az 0sszefiiggéseket a (36a), (36b) képletekbe és
alkalmazva a 4.3. szakasz gondolatmenetét a

d?U AW

a2 T, =0 .
dw L, d*W 9 piAcem (83)
de? +u dp? =0, u :_Tw

differencidlegyenleteket kapjuk az amplitudokra. Mivel My, 1., és N, folytonos,
tovdbba mivel az s = 0 helyen fenndll, hogy | Ny, < ’% , atirhatok a (37)
diszkontinuitési feltételek a

de B de deOb -0
ds $(0—e) ds s(0+¢) dez |, (89)
d2uob
Nb|s(075) - Nb|s(0+5) - Pwoﬂ|s:0 +m dt2 =0
5=0

alakra, ahol kihaszndltuk, hogy Puep|,_, = — Ptoyl,_,- A fenti feltételekhez az
amplitidokkal felirt

Ulstore) = Ulso—e) » Wlsto1e) = Wls0—-e)
_aw ewl o dw
5(0+¢) dep 5(0—¢) ’ d902 d(PQ

dw (90)

dyo

s(0+¢) s(0—e)

folytonossagi feltételek tarsulnak.

A (39) és (40) képletek felhasznaldsaval térve at az amplitidokra €és kihasznalva
ahol érdemes az elobbi folytonossdgi feltételeket, atirhatok a (89) diszkontinuitdsi
feltételek az

d3W ok
Iy —— —Ioy —— — pgmong‘ =0
de? dy? - 5=0
s(0+4¢) s(0—¢) (91)
dU dU dw
Ac— — Ac— P—| —ma’U|_,=0
de [50-s) de s(0+e) de |, -

alakra, ahol « a feltételezett harmonikus mozgds korfrekvencidja. Ezeken kiviil elv-

ben
daw

aw il
dy ’

$(£9) de?

U|s(:l:19) =0, W‘s(:tﬂ) =0,

=0 (92)

s(£9)

alakuak lehetnek a geometriai peremfeltételek. Felhivjuk azonban ehelyiitt arra a ko-
riilményre is a figyelmet, hogy hallgatlagos feltevés az, hogy a P er6 megtartja az
irdnyét a stabilitasvesztésig. Kovetkezésképp szimmetrikus tdmaszelrendezés alapul-
vételével kell vdlasztani a fenti peremfeltételek koziil. Ilyen pl. a két végén csukldval
megtamasztott, illetve a két végén befogott rad.
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6. KOVETKEZTETESEK, EREDMENYEK

Osszhangban a Bevezetésben megfogalmazott célkitiizéssel, keresztmetszeti inho-
mogenitdsu (heterogén anyagu) és dllando gorbiiletii lapos sikbeli rudak esetére meg-
hatdroztuk a kritikus terhelést, ha a rdd bal oldali vége csukldval van megtdmasztva, a
jobb oldali vége pedig befogott. Ezt a feladatot ismereteink szerint homogén izotrop
testre sem vizsgélta a lapos gorbe rudak stabilitasi kérdéseivel foglalkozé szakiroda-
lom.

P

6,6

6 =®= (76) képlet
54
48
42
3,6

3
24
1,8
1,2

0,6

o

0 . *
N R xRN HE PRI ESITRANV LS >R IR SA

>

6. abra. Linedris modell, &,,,, # 0

_~
P F13 & A
A
" adab b CS -
A
10,6 A o O (67) &s (83) képletek
102 A o= (86) képlet, ha az eldjel -
- & (86) képlet, ha az elGjel +
9.8
94
9
86
24 v v 7
8,2
7.8
74
7
6,6
6,2
O 0 u}
58

R DR D B DL FRIEARARDLE D >R A

7. ébra. Linedris és nemlinedris modell €,,;, = 0-ra, és egy nemlinedris modell, &,,,, # 0-ra
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A megoldas sordn a sziikséges kinematikai Osszefliggések eldallitdsa utan leszar-
maztattuk a virtudlis munka elv felhasznédldsaval a vonatkoz6 egyensulyi egyenle-
teket és a dinamikai peremfeltételeket és mindeniitt utaltunk elhanyagoldsok esetén
ezek jogossagéra.

Négy kiilonb6z6 modellel foglalkoztunk. Ezek koziil kettd linedris, kettd pedig
nemlinedris modell volt. A 6-8. dbrdk mind a négy modell esetére szemléltetik a
stabilitdsvesztést okozé kritikus P értékeket a A paraméter fiiggvényében — ezek ér-
telmezését illetden visszautalunk a (61) képletekre.

Amikor feltételeztiik, hogy nem véltozik meg az F-vel stlyozott kozépvonal hossza
a stabilitdsvesztés utdn, akkor a linedris és nemlineéris modell meglep6 médon azonos
eredményre vezetett — lasd citromsarga gorbék.

(67) &s (83) képletek

(76) képlet

(86) képlet, ha az eléjel -
(86) képlet, ha az elijel +

2§40

1

@ e &
g @ &> &

0 o o .
XX DR H R R P ELFTRANAL S TR IS

8. dbra. A négy modell egyiitt

Amikor feltételeztiik, hogy megvaltozik az E-vel sulyozott k6zépvonal hossza a
stabilitdsvesztés utdn, akkor a linedris modell (piros gorbe) a A > 12.5 értéktdl kez-
dédden kisebb kritikus er6t adott, mint az el6z6 két modell. Ez azt jelenti, hogy nem
hanyagolhat6 el a stabilitdsvesztés utani alakvaltozasok E-vel sulyozott kozépvonalra
gyakorolt hatdsa. Meglepd médon ez esetben a nemlinedris modell (kék gorbék) na-
gyobb terhelést enged meg. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben tovabbi vizsgélatok-
ra is sziikség lehet, azaz feltehetGen nem hanyagolhato el a (49) egyenlet jobboldaldn
az egység mellett a @22) derivalt. Ez a megoldés azonban a \ értékére (a rid geometri-
ai jellemzdire) vonatkozé megszoritast is jelent, mivel a dimenziémentes kritikus erét
ad6é masodfoku egyenletnek csak akkor van valos (és pozitiv) gyoke, ha nem zérus a
diszkrimindns, vagyis ezen képlet csak a A > 14 értékek esetén alkalmazhato.

A virtualis munka elvbdl — a fentiek mellett — leszdrmaztattuk a stabilitdsvizsgalat
egyenleteit kovetd terhelésre is. Ezek az egyenletek lehetGséget biztositanak majd a

dinamikus stabilitasvizsgélat elvégzésére. Tovabbi kérdésként vethetd fel, hogy mi
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torténik, ha nem lapos a rid. E két kérdéskor tekintetében folyamatban vannak a
vizsgélatok.

FUGGELEK A. INTEGRALATALAKITASOK

A.l. A (11) baloldaldn dllo integrdl dtalakitdsa

Ez az integral a belsd erdk virtudlis munkdja. A (12) képletek helyettesitésével
kapjuk a (11)-bdl, hogy:

1
o¢dE dV:// oedeg dAds =
e £A<1+<>f ¢
d dw, dvy,
/:/(1+p>og ( 5o+w-+<¢”)+¢w&mn

+ ds Po ds

_ / [/ oed A <d(5uo dw, / Coe dAdMDon / (1 + C) UgdAwonfs@ﬁm;} ds =
LlJA ds A Po
dou, dw, d25w, M déw,
— [ IN - M — (N + . .
/E[ <d3 +p0> ds < p0>wnd }ds
Innen parcidlis integrdldasok utdn addédik, hogy

dN d?M N
|4 L L

dAds =

ds®>  po
dM dM
+ M5¢0n|s(19) - M&ﬁon‘s(ﬂg) - géwo + g5wo +
8(719) 5(19)
M M d M
d d dwo |,y +/ [ <N + ) ¢0n] Jwyds+
ds |s0-e) ds s(0+2) cLds Po

<N+f>%ww —<N+f>mw% ©3)

s(—0) s(9)

A.2. A (29) egyenlet dtalakitdsa

A hivatkozott képletben 4116 els6 harom tag igényel tovabbi mddositasokat. Tekint-
siik az els6 integrélt, amely a (27) képlet helyettesitése és alkalmas parcidlis integra-
lasok elvégzését kovetben az

/Jgésgbdv // (1+ )agésggdAds: —/E< o )zponbdéw(’b =

M
= / l (N + > ¢onb] 5wobd3 + (N + ) wonb(swob +
ds Po Po s(—0)
M M
(N + _) wonb - <N + _> wonb ] 6w0b|3:0 -

Po 5(0+¢) Po 5(0—¢)

M
— (N + —> ¢0nb5wob (94&)

Po 5(9)
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alakban frhato fel. A (29) képlet mésodik tagjandl hasonldan eljarva kapjuk, hogy

dAds =

/Ugb(sEngdV:
1 d Wo b wo b
<d85u0b+5 o +(——— . ) +¢on5¢onb

//( )Jﬁb 1+ <

d(5u0 b / (5w0 b / dézpon b
= oepdA + | oepdA + | CoepdA +
/E [/A ¢ ds A ¢ Po A ¢ ds
+ / (1 + C> U{bdA¢on5wanb:| ds =
A Po

oo N, 26w, M, .
:/ [Nbd5“ b N sy — by a 0% <Nb pb> wond‘;w "] ds =
L

ds Do ds?
dN;,
= —/L g Otovds — Noduop|y_y) + [Nb‘s((]—e) - Nb‘s((]-i-e)} tuoblo + Nodtiop| () +
Ny d2M,
+ - Téwob ds — - ds2 5wobd5 + Mb(swonb’s(g) Mb(swonb|s(_0) +
dM, dM, dM, dM,
- béwob + [ 1 b 3 b ] dwop|y_q + 1 b5wob +
o s(—9) S 1s(0—e) S 1s(0+e) § 5(0)
d M, M, M,
+/ Nb + — won 5wobd5 + Nb + — won 5wob Nb + — ’ '(Z)on&wob +
r ds Do Po s(—ﬁ) o s(9)

] Swop|,_y - (94b)

(Nb+ > won <Nb+ > Qbon
Po $(0+e) Po

A harmadik integrél pedig megegyezik az elsGvel, ha o¢ helyett o¢,-t gondolunk.
Ebbdl kifolydlag konnyen képezhetd az eredmény, ha a (94a) képlet jobb oldalaba N
és M helyett N, illetve M, keriil beirdsra. Kovetkezésképp:

dow,
/agb(ssgbdv_ //<1+ )a§b¢onb dwbdAd

s(0—¢)

d M,
= / l (Nb + ) ¢onb] dwepds + (Nb + _b> 77Dov7b5wob +
L dS po pO S(—'l9)
M, M,
(Nb+_) wonb - (Nb+_b> 77Donb ] 6wob|5:0_

1% $(0+¢) Po s(0—¢)

M
~ (Nb - —b) Yo bWl (94c)

Po s(9)

A (94) képletek segitségével atirhato a (29) alatti virtudlis munka elv az alabbi végle-
gesnek tekinthetd alakba:

AN, A2M, N,
_ = Sugpds — _
/c(d +ftb> Hot s /ﬁ<d52 Po

d M + M, M,
-5 [<N+Nb+ P ”)zﬁonw <Nb+ P )won] +fnb> dwepds—

dM, M + M, M,
- |: b_ <N+Nb+ i b) wonb_ (Nb+ >¢an:| 5wab
ds Po Po

+
s(—=1)
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d.M, M + M, M,
|l (N Nyt =2 ) oy — ( Np+ =2 ) o | Swen|  +
ds ) Po s(9)
d.M, M + M,
+ b_ N+Nb+7b djonb_ Nb+7 won -
ds o o s(0—e¢)
dM, < M+Mb> ( ) d*w
- | - N"‘Nb‘i‘i wo b — Nb+ "l/fo +Tm 5U)Obs:_
|:d8 Po K Po K 5(04-€) dt? s=0 | 0

2

d“u
— Npduob|s_yg) + [Nb|s(05) Nolso4e) + Pogb +m —— a2

+ (Mb - kt¢onb)|5(ﬁ) 5¢onb|s(ﬁ) - (Mb + ktwonbﬂs(_ﬁ) 511}07717’5(_19) =0. <95)

:| 6u0b|s=O + Nb5u0b|s(19) +
5=0

A.3. A (60) képlet levezetése roviden

Ha beirjuk az (51) és (52) képleteket az (59) egyenlet jobb oldaldba, kapjuk egy-
részt az

1 [ 1 /0 cos sin 2
aaq obaldSO — aa <_D1 MSO D2 IUI()O + D3g0 + D4 + (P) ng =

20 20 | 4 112 e 2
_ —6Dysin i + 6Ds (1 — cos i) — 3D3920° + 6D + (V7a)°
n 12973

tagot, masrészt pedig az

cos sin 1 2
219/ wogobbdgp_zﬁ/ < éjl(p D6 ﬁggo+D7(P+D4+ga>d(P_

—6D; sin i) + 6D49° + 6Dg (cos i) — 1) + 3D79213% + (Vfi)?
N 12903

részeredményt. Visszairva ezek Osszegét az (59)-be dtalakitdsokkal kapjuk, hogy

1

I D7 — Dy
% 293

[—2D1 sin ) + [D2 — Dg) (1 — cos pud) + 5

~\3
D% + 2D 0708 + w?’f)] :

ahonnan a (61); jelolés bevezetése utdn a zérusra rendezett

D;—-D
+ =9t
2
R 2(w)°
L opgpt+ W (“2) (96)
3 A

formula kovetkezik. A D; ért€keket beirva (57) alapjan megmutathato, hogy a fenti
egyenletnek

0= —2D;sin ) + [Dy — Dg| (1 — cos 199)

o _2(@9)—3  sin(20) 2ENTHAGITEL g (79)? 2 L2G0)° 8P
n 30 201 cos (2119) — sin (219) A2 ]

1/ (710)? sin (i9) cos i) — (1i9)” sin i) — sin i) — fid sin® i + [id) cos fid
x| —= ((uﬁ) +2) + — — =
2119 cos 21 — sin 21

a végleges alakja, amelybdl rendezés utdn maris adédik a (60) kifejezés.
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A4. A (79) alatti integrdl szamitdsdnak vazlata

A hivatkozott egyenletet dtrendezve kapjuk a

1|0 N v, N
0= 29 [ / (uglgal + wo,bal) dp + / (USJ)'obb + wo’jobb) dy — 20¢,,
—9 0
1 01/ 2 Y1 2
|5 @) e [ () w]

"o
alakot, ahol a jobb oldali els6 szogletes zardjelben allé6 6sszeg megegyezik (96)-tal.
Igy tehat csak a masodik szogletes zdréjelben 16vS tagokkal kell a tovabbiakban fog-
lalkozni — nevezziik ezeket egyiittesen /,,;-nek.
Derivaljuk (51)-et és az eredményt emeljiik négyzetre. Rendezés utdn adédik, hogy

+

1 - 1 Dy (D . . D ~ PN
Ewggal (9)° = 29 [71 (2—5 sin flp — 72 cos iy + D3 + w) sin L+
Dy (D D 2
+2 (—Ecosﬁgp — D3 — g0> cos i + Ds (—3 - @) - gi] :
W\ 2u 2 2

Az (52) képlet esetén hasonlé gondolatmenettel kapjuk az

I ) o 1 |Dy (D1 . . Dg A
29 Uosjobb (p)" = 29 [7 % sin fip — 5 cos i + D7 + ¢ | sin i+
D¢ (D N N D 2
4+ —fcos,ucp—D7—g0 cos iy + Dy —7+g0 +£
wo\ 2u 2 2

Osszefiiggést. Visszairva ezen eredményeket [,,;-be, majd elvégezve az integralast
kapjuk, hogy

1
— YT X
{3D4 [Dy (cos vt sin i) + i) + 4 (0 sin g — Dgjisin i + cos i — 1)] +
+ 6Dy [Dy (i) — cos i sin fi)) — (Dg — Do) sin® i+
+211 (D7 — Ds3) (1 — cos 1)) + 4 (sin 1) — fiv) cos und)] +
+3Dg [Dg (cos pid sin i) + i) + 4 (1 — Drpisin i) — cos it — ) sin ud)| +
+27°0 [3D7 (D7 + 9) + 3D3 (D3 — 9) +29%] } .

]nl

Ha ehhez még hozzavessziik a linearis kozelités (96) eredményeit, majd (57) alapjan
felbontjuk a D; dllanddkat, akkor mar felirhaté a P hatvdnyai szerint rendezett (80),
(81) alak.
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