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Eloszo

A dolgozat targya

A tartoszerkezet épités mérnoki gyakorlatanak €s az azt megalapozo szilardsagtannak Iényeges és gyakran
eléfordulo feladatcsoportja a kiilpontosan nyomott, huzdszilardsaggal nem rendelkezé anyagu, derékszogii
négyszog keresztmetszetll, zomok rudak erdtani viselkedésének ismerete. Egyetemi alapképzésiink az elemi
szilardsagtan tantargyban ismerteti a dolgozatunk targyat képezo, fent részletezett tartalmu igénybevételfajta
alapelveit ¢és az er6tani méretezést megalapozo egyszeriien targyalhatd alapeseteket. A specialis eseteket a
kiilpontos er6 doféspontjanak kiilonleges helyzetei szolgaltatjak (doféspont a  keresztmetszet
szimmetriatengelyén vagy a sarokpontjahoz rajzolhato szogfelezén). A mérnoki gyakorlatban gerendatartok
tamaszai, oszlopok alapjai vizsgalata okan felmeriil az igény arra, hogy dolgozatunk targyat alkoto
igénybevételfajta altalanos esetére hasznalhaté megoldassal rendelkezziink. Dolgozatunk eredményei az
egyetemi mesterképzésre késziilo hallgatéink szamara is hasznos tobblet ismeretet biztosithatnak. A témakor
szakirodalmanak eldzetes attekintése soran nem talaltunk a dolgozat témajat részleteiben targyalod
szakkonyvet vagy szakcikket.

A dolgozat célja és rovid tartalmi ismertetése

A téma kivalasztasakor konzulensemmel két célt tliztiink ki. Megoldast kivanunk adni a targyi mérnoki
feladat altalanos esetére, illetve bdviteni a mesterképzésre késziilo hallgatok ismereteit.

A kiilpontosan nyomott, huzdszilardsaggal nem rendelkez anyagl, szabalyos négyszog keresztmetszetd,
zomok rudak teherbirdsa a terheld erd doféspontja alatt ébredd fesziiltségi test térfogatanak értékével
egyenld. A megoldast rugalmas- és képlékeny hatarallapotban hatarozzuk meg. Rugalmas allapotban a
fesziiltségi test ¢ktest alaku, képlékeny allapotban hasab formaju. A probléma megoldasdnak alapelve a
vektorialis statika elsO alaptételére (axioma), két erd egyensulyanak feltételére vezethetd vissza. A kiilsd
terheld erdt a fesziiltségi test térfogataval azonos nagysagu eré egyensulyozza. A reakcioerd hatasvonala a
fesziiltségi test sulypontjaban van. Rugalmas hatarallapotban a terheld erd alatt ébredd fesziiltségi éktest
alaplapja (a nyomott teriilet) lehet haromszog, négyszog vagy otszog. Képlékeny allapotban a fesziiltségi
hasab alaplapja hasonléan harom-, négy- vagy 0tszog lehet. A terhelés specidlis eseteinél a terheld erd
doféspontja alatti terhelt teriilet haromszog vagy szabalyos négyszog alaki. Vannak olyan altalanos
doféspont helyzetek, melyeknél a nyomott teriilet szabalytalan négy- vagy Otszog. A terheld erd
doféspontjanak azokat az elhelyezkedési teriileteit, melyeken 1évé doféspontokhoz eltéré alaki nyomott
terliletek tartoznak a sulypontbdl induléd és kozelitden a keresztmetszet atloi koriil elhelyezkedd szabalyos
gorbék valasztjak el egymastol. Dolgozatunkban a targyi esetekre levezetjiik a szabalytalan négy- és 0tszog
alapteriiletil fesziiltségi testeket eredményezd doféspontok elhelyezkedésének teriileteit elvalasztd gorbék
analitikus Osszefliggéseit és a hatarerd szamitas képleteit.

A keresztmetszet részteriileteit hatarold gérbék pontos ismeretében a tartoszerkezet tervezo gyorsan donthet
a szamitds modjarol, és a hatarer6-szamitd Osszefiiggések birtokdban meghatirozza a keresett hatarerd
értékét, egyben a szerkezet teherbirasat.
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1. Elméleti bevezetés

1.1. A témahoz kapcsolodo fogalmak definialasa

A zOomok, huzoszilardsaggal nem rendelkezd anyagl rudak kiilpontos nyomasat az elemi szilardsagtan
feltevései alapjan targyaljuk. A szabatos targyalas okan és az érthetdség érdekében eldszor az elemi
szilardsagtan feltevéseit ismertetem.

1.1.1. A szilardsagtan targya

A statikaban lattuk, hogy a tartokra hatd terhek a test belsejében erdket ébresztenek. A merev test
feltételezése alapjan a test alakvaltozasanak a tamaszerdk és az igénybevételekre gyakorolt hatasatol
eltekintiink (elsérendli elmélet). A belsé erdknek a keresztmetszet feliiletegységére jutd részét fesziiltségnek
nevezzilk. A szilardsagtan a kiilsé erék hatasara a tartd keresztmetszetén ébredd fesziiltségek €s a tartd
tengelyvonala mentén fellépd elmozdulasok, alakvaltozasok vizsgalataval foglalkozik.

1.1.2. Az elemi szilardsagtan feltevései

(1.) A szilard test anyaga homogén ¢€s izotrop, tehat a test fizikai tulajdonsagai annak minden pontjdban és
minden irdnyban azonosak.

(2.) A vizsgalt szerkezeti elemek egyenes tengelytiek ¢s allando keresztmetszetiiek.

(3.) Egyenes és tiszta hajlitasnal érvényesnek tekintjiik a sik keresztmetszetek elvét, valamint a szdgtarto
alakvaltozast.

(4.) A kiils6 er6k nagysaga zérustol a legnagyobb értékig folyamatosan, lassu iitemben névekszik. Tehat, a
terhelés modja statikus.

(5.)A test anyaga rugalmas-képlékeny, mas néven elasztoplasztikus. Ebbdl adodoan az anyag az aranyossagi
hatarig rugalmasan viselkedik, vagyis a terhelés alatt valtozik az alakja, de a terhelés megsziinésével
visszanyeri az eredeti alakjat, ha pedig a terhelés hatasara fellépé fesziiltség tallép az aranyossagi hataron,
akkor visszaterhelésnél, mar nem nyeri vissza az eredeti alakjat, tehat marado alakvaltozast szenved a
szerkezet. Ekkor a test képlékeny allapotba keriilt.
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1.1.3. Z6mok rad

Akkor beszéliink zomok radrdl, ha a rad hossza és a rad keresztmetszetének legkisebb szélességi mérete
kozott nincs nagysagrendi kiilonbség. Ilyen szerkezeti elemeknél kihajlas nem 1ép fel.

1.1.4. Huzészilardsaggal nem rendelkezé anyag

Az épitdmérnoki gyakorlatban kiilpontosan nyomott zomok rudakat gyakran készitenek falazott vagy beton
szerkezeti anyagbol, amelynek huzodszilardsaga csekély. Ezeket a kicsiny értékeket a biztonsag javara
elhanyagoljuk. Huzoszilardsag hianyaban a rud csak nyomofesziiltségek felvételére képes. Ha mégis
huzofesziiltség keletkezik a keresztmetszeten, akkor ott az anyag megreped, ¢és fesziiltségmentes allapotba
keriil. A teherviselésben csak a nyomott zona vesz részt, az egyenstlyt nyomofesziiltségek biztositjak.

1.2. A kiilpontos nyomas alapjai

1.2.1. A kiilpontos nyomas felismerése

Két modon vehetjiik észre, hogy a tartoszerkezet valamely részén y
kiilpontos nyomas miikodik.

Az egyik lehetdség az, hogy a terheld eré doféspontja a keresztmetszet
sulypontjan kiviil helyezkedik el. Errdl a 2. abran lathatunk egy példat.
A masik lehet6ség sokkal gyakorlatiasabb. Egy tartoszerkezet
tervezésehez ¢és ellendrzéséhez a legtobb esetben igénybevételi abrakat b |
kell rajzolnunk. Azért sziikségesek a belsderd abrak, mert ezekrol +
olvashatjuk le, hogy milyen fajta igénybevételek hatnak az egyes
keresztmetszetekre. Ha azt latjuk, hogy a tartd egy szakaszat, illetve
keresztmetszetét negativ normalerd és nyomaték is terheli, akkor mar
biztosan kiilpontos nyomassal van dolgunk. A 3. abran lathato egy a tort
tengelyli konzol, melynek a fiiggéleges rudjan kiilpontos nyomas 1ép fel.

2. abra
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1.2.2. A kiilpontos nyomas altalanos vizsgalata

Ahogy a 3. abran lathatd a kiilpontos nyomas két igénybevételbdl tevodik dssze. Kozpontos nyomasbol, és
hajlitasbol. Mindkét igénybevételbl a keresztmetszetre normalis fesziiltségek keletkeznek. Ezeket a
fesziiltségeket 6sszegezhetjiik a szuperpozicio elve alapjan. Fontos, hogy ez az elmélet csak akkor tekinthetd
helyesnek, amikor zomok rudak kiilpontos nyomasarol beszéliink. Karcsu rudaknal nem kezelhetjiik teljesen
kiilon a két igénybevételt, ugyanis hatassal vannak egymasra. Azért van ez igy, mert a karcsu szerkezetek a
terhelés hatasara jelentdsen megvaltoztatjak az alakjukat. A kdzpontos nyomas kovetkeztében kihajlik a rad,
ami nagyobb kiilpontossagot eredményez. Ezt figyelembe kell venniink, mert ekkor nagyobb nyomaték
keletkezik. A kihajlas egyik tipuspéldajat a 4. abran lathatjuk.
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4. abra

Zdmok rudakat vizsgalata soran a kihajlasbol szarmazé kiilpontossag novekményt6l most eltekinthetiink. A
klasszikus mechanika szabalyainak betartasahoz elészor a rugalmas fesziiltségmegoszlast kell kdvetniink.

A fiiggbleges, lefelé hato terhelés hatasara egy gerendatartd lehajlik, melynek sordn also sikja nyulik, felsd
sikja 0sszenyomodik. A semleges tengely, mely a keresztmetszet sulyponti tengelye fesziiltségmentes marad,
ugyanis sem 0sszenyomodast, sem pedig megnyulast nem szenved. Az egyenes, tiszta hajlitas soran fellépo
linedrisan valtozo fesziiltségek értekét a Navier képlettel hatarozhatjuk meg.

A kozpontos nyomds nagyon egyszerti igénybevétel. A nyomoderd egyenletes eloszlasat feltételezziik a
keresztmetszeten.

A két igénybevétel meghatarozasa utan, elvégezhetjiik a szuperpoziciot. Ezt az 5. abra szemlélteti. A nyomas
¢és hajlitas Osszegzésével az, eredd fesziiltségabrat kapjuk. Lathatd, hogy a doféspont a magidomon beliil
helyezkedett el, ezért egynemi fesziiltség, csak nyomas keletkezett a keresztmetszeten. Ilyenkor a szerkezet
késziilhet huzoszilardsaggal nem rendelkez6 anyagbdl is.
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Viszont, ha a doféspont a magidomon kiviil helyezkedik el, akkor jelent6sen megvaltozik a helyzet. A
nagyobb kiilpontossag miatt, nagyobb nyomaték fogja igénybe venni a rudat. Ekkor a hajlitasbol nagyobb
fesziiltségek keletkeznek, mint kozpontos nyomasbol. fgy ha osszegezziik a fesziiltségeket, akkor mar
huzofesziiltség is megjelenik a keresztmetszeten. Ez lathato a 6. abran.
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Ezt azonban nem engedhetjik meg, mivel olyan eseteket vizsgalunk, amikor a teherbird anyag nem
rendelkezik huzoszilardsaggal. Tehat a nyomast el6idéz6 erdk ereddjének a doféspontja a magidomon beliil
kell, hogy legyen.

Téglalap keresztmetszetnél a magidom az oldalak kozéps6é harmadainak magassagaban helyezkedik el és
rombusz alaku. Ennek tudatdban konnyen levezethetd, hogy a magidom teriilete a keresztmetszet feliiletének
egy-tizennyolcad része.

A mérnoki gyakorlatban a nyomoéerdnek magidomon beliil tartdsa gyakran nem oldhaté meg. Ilyenkor az
egyensulyozas feladatat csak nyomofesziiltségekkel kell biztositani (hajlitas nem 1éphet fel).

2. Egyensulyozas csak nyomofesziiltségekkel

2.1. A modszer alapelve

F
Ennek az eljarasnak az alapelve az, hogy mivel a doféspont kiviil esik a \I/
magidomon, kiilpontos nyomasra nem felel meg a rud, ha anyaganak nincs
huzoszilardsaga. A keresztmetszetnek csak azzal a részével szamolunk
tovabb, ahol nyomofesziiltségek keletkeznek. A keresztmetszet tobbi része
fesziiltségmentes. Itt az anyag hlzoszilardsag hidnyaban megreped. A 7.
abran lathatoak a repedések, melyek a hatarvonalig futnak. A fesziiltségek
értéke a hatarvonaltol linearisan emelkedik.

|0

hatarvonal

7. abra

A rugalmas allapotban torténé vizsgalat soran ellenérzésnél a legnagyobb fesziiltséget vagy a rugalmas
hatarallapotban szdmolhat6 hatarerét szamoljuk ki, hogy megtudjuk mekkora terhelést engedhetiink meg. Az
anyag hatarfesziiltségének ismeretében meghatarozhatjuk a hatarerdt. A feladatok megoldasahoz pontosan
ismerniink kell a kialakulé fesziiltségi test alakjat.



2.2. A fesziiltségi test meghatarozasa
Az er6 a fesziiltségidom térfogata. A szilardsagtan tanulmanyaink elején, mar a -
kozpontos huzasnal is ezzel az alapfeltevéssel modelleztik az igénybevételt.

Képzeletben elvagtuk a rudat, és azt mondtuk, hogy annak a keresztmetszetnek
minden pontjaban huzofesziiltségek, tehat az igénybe vett feliilet egységére jutod j
belso erdk ébrednek. Ekkor egy nyilerdot kapunk ezekbdl a végtelen kis feliiletre

hat6 er6kbol. Ezt a 8. abran probaltam bemutatni. A nyilerdé burkol6 idoma egy

térbeli alakot vesz fel. Ezt a testet hivjuk fesziiltség testnek. 8. abra
Természetesen a fesziiltségi test térfogata a keresztmetszet feliiletének és a keletkezo

huzofesziiltségnek a szorzata. Ez a legelemibb példaja a fesziiltségidom alkalmazasanak, de rengeteg mas
esetben is hasonloképpen jarunk el. Elég, ha a vasbeton szerkezetek méretezésére, vagy a foldnyomasok
meghatarozasara gondolunk. A dolgozat a kiilpontos nyomas egy alfajat targyalja, melynél szintén a
fesziiltségidommal hatarozzuk meg a szerkezeti elem teherbirasat.

2.3. A fesziiltségidom szerkesztése

A rugalmas fesziiltségeloszlas miatt a fesziiltségi test
szerkesztésekor  Ugyelni  kell —arra, hogy a
normalfesziiltségek  linearisan ~ ndvekednek  a
keresztmetszeten a szélsé szal felé haladva. Hatarerd
szamitasnal a legjobban nyomott szélsé szalon a
hatarfesziiltség kialakulasaval szamolunk. A fesziiltségi
test formdja a keresztmetszet alakjatol, és a doféspont
helyétdl fiigg. A dolgozatomban a leggyakoribb esetet
targyalom, amikor az alaptest téglalap keresztmetszetii.
Amikor a doféspont valamelyik szimmetriatengelyen
van, akkor a nyomott zona téglalap alapu lesz. Ekkor
az er6 csak az egyik tengelyre kiilpontos, hiszen éppen
a masik tengelyen helyezkedik el. igy a fesziiltségek 9. abra

csak az egyik irdnyban, a doféspontra kdzpontos tengellyel parhuzamos

iranyban valtoznak majd linearisan. Ilyenkor a 9. abran lathato, éktest alakt fesziiltségidomot kapunk. A
nyomoerd hatasanak meghatarozasahoz tudnunk kell, hogy mekkora nagysagu és milyen helyzeta fesziiltségi
testtel szamoljunk. Ez olyan alapvetd kritérium, melyet megfeleld mdodon bizonyitani kell. A kdvetkezd
levezetés konnyebb megértéséhez a 10. abran feltiintettem azokat a paramétereket, melyek szerepelnek a
levezetésben.

« o
Omax

10. abra

9.



Célunk, hogy meghatarozzuk a fesziiltségek nagysagat, és a hatarvonal helyét. Ezt természetesen az

egyensuly feltételeinek alkalmazasaval érthetjiik el. A Y Fx=0 egyenlet eleve teljesiil, hiszen vizszintes

erd sehol sem mikodik. A Y Fy=0 vetiileti egyensulyi egyenlet értelmbében a kiilpontos Ferd és a
nyomofesziiltségek ereddje egyensulyban levé erérendszert alkot:

YFy=—F+]0dA=0

A masodik tagot X —el szorozvaésosztva, majd a % allandot az integraljel elé kiemelve azt kapjuk, hogy
2 [X-dA=F
X

a—~ hanyados a keresztmetszet minden pontjaban allando értéket ad, afesziiltség linearis valtozasa miatt.

Az integral jel alatti kifejezés a keresztmetszet nyomott feliiletének statikai nyomatéka a hatarvonalra.

i~Sny:F, és ezt az Osszefliggést atrendezve o=——x
X Sny

Akkor kapjuk a maximalis fesziiltséget, amikor ebbe a képletbe X helyérere Xmax —t helyettesitjiik be.
Eza tavolsag a legjobban nyomott sz¢lsdszal tavolsaga a hatarvonaltol. A hatarvonalnak a dofésponttol mért
tavolsagat (Xd)a nyomatékiegyensulyiegyenletbdl hatarozhatjuk meg. A nyomatékot a hatarvonalra irjuk fel

Ekkor azt kapjuk, hogy YM = [X.0-dA — Xd-F =0, illetve | X-odA = Xd-F

Az egyenlet bal oldalat szorozzuk ¢és osztjuk x—el, majd ismét emeljik ki a % allandot !

2 [X2dA = Xd-F
X

crer

2 Iny = Xd-F, ebbdl Xd = Iny o
X F X

Az elébb levezettik a o:Si-X Osszefliggést. Ezt most helyettesitsiik be az el6bb kapott kifejezésbe.
ny

Az egyszerlsitések elvégzése utan beigazolodik, hogy

_ Iny

Sny

Ezzel azt kapjuk eredményiil, hogy a fesziiltségi ¢ktest sulypontja az F erd hatdsvonalan fekszik.
Ez a levezetés akkor igaz, amikor a keresztmetszet legalabb egy szimmetriatengellyel rendelkezik,
¢és a doféspont rajta van a szimmetriatengelyen. Téglalap keresztmetszetre specializalva a levezetéseinket

Xmax*-b
. . . o 3 2
megkapjuk a vart eredményt, miszerint Xd = ————— = = Xmax
Xmax?-b 3

2



Bebizonyitottuk, hogy a fesziiltségi test kobtartalmanak meg kell egyeznie a nyomo6 erd nagysagaval, és az
erd hatasvonala, at kell menjen a fesziiltségidom stlypontjan. Most mar tudjuk, hogy milyen kritériumokat
kell teljesiteni ahhoz, hogy az altalunk felvett fesziiltségi test jo eredményekre vezessen. Ezt az elvet, mely
mogott az idaig taglalt szabalyok és levezetések allnak, nagyon konnyli megérteni, ha a kdvetkezd analogiat
kovetjik. A fesziiltségidomot helyettesithetjiik egy eredd erdvel, melynek nagysaga természetesen a
fesziiltségi test kobtartalma, és a hatasvonala a test sulypontjan atmend fiiggbéleges egyenes. Lényegében
ekkor két er6 hat a testre, melyeknek hatasvonaluk ko6zds, nagysdguk azonos és iranyuk ellentétes. A
vektorialis mechanika elsé axiomaja szerint a két erd ekkor, és csak ekkor egyensulyban van. Ez a 11. abran
lathato.

11. abra

3. Vizsgalat rugalmas allapotban

3.1. Specialis esetek

A 9. abran lathato specialis helyzettel, amikor a doféspont valamelyik szimmetriatengelyen helyezkedik, az
egyetemi alapképzésben nyomtatott jegyzet is foglalkozik, illetve szilardsagtan vizsgan is talalkozhatunk
vele. A doféspontnak a keresztmetszet sz€létél mért tavolsagat c-vel, a hatdsvonalnak a dofésponttdol mért
tavolsagat xq-vel jeldljik. Az eldbb levezettiik, hogy

-2,
XD_ 3 XMax
A bevezetett jeloléseinkkel atirhatjuk a kapott egyenletet,

XD = %o (XD+ C)

Ebb6l mar kénnyen kifejezhetjiik, hogy
)Q)= 2() )(Ma= 3C

Ez egyszeriien annyit jelent, hogy a fesziiltségi test felvételéhez, csak a c tavolsag kétszeresét kell felmérni a
szimmetriatengelyen. Az abrakon lathato testnek egyszeriien ki tudjuk szamolni a kobtartalmat. A-val a

nyomott zéna terliletét jeloljik.

~ Ay,
F=52-0

Akkor kapjuk meg a rad hatarerejét, ha a képletbe a hatarfesziiltséget helyettesitjiik be, tehat

FHz%'OH

-11-



Lathato, hogy ennek a feladatnak a megoldasa végteleniil egyszerti. A képletek nagyon egyszeriiek, gyorsan
lehet alkalmazni ¢ket, gyakorlatilag az elszamolas veszélye nélkiil. A gond csak az, hogy ez egy specialis
eset. Egy altalanos helyzetli doféspont eléforduldsanak az esélye sokkal nagyobb, mint annak, hogy a
doféspont pontosan a szimmetriatengelyre esik. El6fordulhat, hogy direkt ilyen szerkezetet épitenek, de
Osszességében ez az elmélet a mérndki egyszerlisités egyik példdja. A kdzpontos nyomashoz tudndm
hasonlitani, melyrél tudjuk, hogy csupan a fejiinkben Iétezik. Itt is hasonldé a helyzet. A dolgozatom
kovetkezo fejezetében az altalanos helyzeteket vizsgaltam.

3.2. Altalanos esetek

Most attériink az altalanos helyzeti dofésponttal jellemezhet6 kiilpontos nyomas esetére. Ezeket az eseteket
harom csoportba soroljuk a déféspontok helyének fiiggvényében.

A tankonyvben szerepel egy abra, mely azt mutatja meg, hogy a
képlékeny fesziiltségeloszlast kovetve, a doféspont helyétdl fliggden,
hany oldalii lesz a nyomott zéna. A képlékeny allapotot, mely egy
kozelitd megoldds, a rugalmas fesziiltségeloszlds vizsgalata utan
szintén targyaljuk. Egyel6re azonban a rugalmas esettel foglalkozunk,
melynél szintén létezik ilyen abra, am ennek megtalalasahoz, mar
komolyabban utana kell olvasni a szakirodalomban. A 12. abrara Dr.
Pelikan Jozsef, Szilardsdgtan cimil konyvében ( Budapest, 1972.) lehet
ralelni. Ez az abra azt jelenti, hogy ha a doféspont a keresztmetszet kék
teriiletére esik, akkor a nyomott zona harom oldal lesz. Amennyiben a
nyom¢ er6 a zold teriilet egy pontjan nyomja rudat, akkor négy oldalu,
ha pedig a piros teriiletet, akkor 6t oldalu lesz a keresztmetszet dolgozo
része. Lathato, hogy a z0ld és piros zonak hatara egy gorbe. Errdl a
gorbérdl semmi pontosat nem tudunk, csak a kiindulo- és a végpontjat.
Amikor egy olyan példat szeretnénk megoldani, ahol a doféspont
valahol a gorbe kornyékén helyezkedik el, akkor kezdetben azt se a a
tudnank megmondani, hogy a feladat melyik csoportba tartozik. Nem 4 4

tudnank ugyanis, hogy a nyomott zona négyszog, vagy pedig 0tszog 12. abra

alaku lesz-e. Ugyan ez igaz a képlékeny fesziiltségeloszlast példaknal

is. Amikor kivalasztottam a dolgozatom témajat, akkor azt tiiztiik ki

célul, hogy végezzem el ezeknek a gdrbéknek a pontos matematikai leirasat. Ennek ismertetésére is sor
keriil, de fontos egy ilyen kutatasnal, hogy az egyszer(ibb esetektdl haladjunk a bonyolultabb felé. Ezért
el6szor kezdjiik annak a feladatkdrnek a megismerésével, amikor a nyomott zona haromszog alak.

K
A

X
L

n A

3.2.1. Harom oldalu nyomott zona

Ha a doféspont a kék tartomanyba esik, akkor haromszog alapt a nyomott zona. Illyenkor mar a nyomoéerd
mindkét sulyponti tengelyre kiilpontos. Ennek az a kdvetkezménye, hogy mindkét iranyu fesziiltségabra
linearis valtozast mutat. Ezt a 13. abran lathatjuk.

+D




Ebben az esetben a keresztmetszet dofésponthoz kdzeli sarkaban alakul ki a legnagyobb fesziiltség. Hatarerd
szamitasanal ez maga a hatarfesziiltség. Mivel a fesziiltségek mindkét iranyban csokkennek, és a nyomott
zona haromszog alaku, egy derékszogli haromszog alapu szabalytalan guala lesz a fesziiltségi test, amivel
szamolnunk kell. A 14. abran lathatdo egy ilyen alaku fesziiltségidom. Ahhoz, hogy a feladatokat
hozzaértéssel, és ne csak képletek magolasaval oldjuk meg, némi térgeometriai ismeretek sziikségesek.
Természetesen most is a fesziiltségidom kobtartalmaval kell majd szdmolnunk, amihez tudnunk kell, hogy
egy tetraéderhez hasonl6 szabalytalan ¢ktest térfogata mekkora.

R ¥
/ \
/ \

14. &bra
3.2.1.1. Az éktest térfogata

Képleteket konnyen felfedezhetiink, melyek szerint a haromszog alapu glla térfogatat megkapjuk, ha az
alapteriiletet megszorozzuk a test magassagaval, majd a kapott értéket elosztjuk harommal. Ez az
Osszefiiggés grafikus iton kdnnyen belathato, és a kdvetkezokben ezt be is bizonyitom.
Vegylink fel egy haromszog alapt gulat, melynek alapja az
S sikon elhelyezked6 ABC haromszog, és a csucsa a S'
sikon 1évd D pont. A két sik kozotti magassag m, tehat ez a
testmagassag. D
A kovetkezd 1épésben, a B és C csucsbol huzzunk
parhuzamos egyeneseket az AD oldaléllel! Ezek az egyenes
az S' sikon kimetszik az E, és F pontokat. Az abran lathato
moédon kossiik Ossze a megfelelé pontokat! Lathatd, hogy
kialakult az ABCDEF ferde hasab, melyrdl tudjuk, hogy a
térfogata, az alapteriiletének és a magassaganak a szorzata.
A hasabon beliil felfedezheté egy masik gula is, melynek
DEF haromszo6g az alapja, a csticsa pedig B.
Fontos belatnunk, hogy a kezdeti és a most kialakult gala

) E

15. abra

B
g

tavolsag. A Cavalieri-elv kimondja, hogy két haromszog 5
alapu alapu gulanak egyenlé a térfogata, ha az alapteriiletiik
és a magassaguk is egyenld. Ha minderr6l meggy6zddtiink,
akkor valasszuk le a DEFB gulat!

egybevago. A két alaplapjuk egybevagd, hiszen az ABC
haromszogbdl egy AD ¢l menti eltolassal kaptuk a DEF
haromszdget. A magassaguk is ugyanaz a két sik kozti m

16. abra
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A maradék test egy négyszOg alapi gula. Az alapja az
ACED négyszog, melyrdl konnyen belathatd az egymassal
szemben 1év6 oldalak parhuzamossaganak folytan, hogy
egy paralelogramma. A test csticsa a B pont. Ezt a testet a
DCB sikkal két gulara bonthatjuk, melyeknek kozos az
alapsikjuk, és kozos a cstucsuk. Ezek alapjan nyilvanvalo,
hogy a magassaguk is egyenld. A paralelogrammat a CD
atloval két egyenld nagysagii haromszogre bontottuk, tehat
a két gulanak a magassaguk mellett az alapteriiletiik is
egyenld nagysagu. Ebbol adédoan a térfogatuk is egyenld.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy valdban, a hasab térfogatanak
harmadolasaval kaphatjuk meg a haromszog alapu gula
térfogatat. 17. &bra

_Any‘m
V= 3

fgy mar konnyen ki fogjuk tudni szamolni a hatérerst, amihez viszont eldbb fel kell venni azt a fesziiltségi
testet, melynek pontosan az erd doféspontjaban van a stulypontja. Ehhez természetesen tudnunk kell, hogy a
haromszog alapt gulanak hol helyezkedik el a stlypontja.

3.2.1.2. Az éktest sulypontja

El6szor azt kell bebizonyitanunk, hogy a gula sulypontja, a
stulyvonalat 1:3 aranyban osztja ketté. Ennek bizonyitasa
soran a 18.4bra jeloléseit hasznaljuk.

Els6 1épésben fontos megallapitanunk, hogy S1d szakasz
hossza ugy aranylik S1B-hez, mint ahogy Slb szakasz
aranylik S1D-hez. Ez konnyen belathatd, hiszen Sl1db
haromszog hasonldé S1DB haromszoghdz. Az oldalak aranya
1:3. Ez azért van igy, mert egy haromszog sulypontja 1:2
aranyban osztja kett¢ a sulyvonalat. Az  el6bbi
hasonlosagbol az kovetkezik, hogy db oldal parhuzamos 18. abra

DB-vel, és hosszuk aranya 1:3. Ezek tudataban még egy hasonlosag

észrevehetd. A dbSp haromszog hasonld BDSp haromszoghdz. Az elobb megtargyaltuk, hogy oldalaik
aranya 1:3. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy, bSp oldal hossza igy aranylik SpB-hez, mint ahogy Spd
aranylik SpD-hez. Ez az ardny az el6bbi hasonldsagbol kovetkezik, hogy szintén 1:3-hoz, ezt az dsszefiiggeést
kapva, pedig bebizonyitottuk, hogy a test stlypontja (Sp) minden sulyvonalnak, ( az abran Dd vagy Bb) a
negyedében van. Az 19. feliilnézeti abran egy derékszogli haromszog alapu gula lathat6. Ez egy specialis
gula, melyre természetesen ugyantigy igazak a korabbi megallapitasaink. A feladatok soran ilyen testtel kell
szamolnunk, ezért ilyet abrazoltunk. Az abrahoz tartozd egyszerli szamitas igazolja, hogy a gula
sulypontjanak vizszintes vetiilete az egymasra merdleges két oldal negyedében van.

X=b/31/4
+ b/3-b/3+1/4=b/4

+Sp
bi4 [P

19. abra
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3.2.1.3. A feladat megoldasa

A feladatok megoldasa hasonloképpen zajlik, mint a korabban taglalt specialis esetben, amikor a doféspont
valamelyik stlyponti tengelyen helyezkedett el. Mindig abbol indulunk ki, hogy a doféspont mekkora
tavolsagban helyezkedik el a keresztmetszet hozza kozelebb esé szélétél. Igy ha az a tavolsag ,.c”, akkor
»3¢”-t kell felmérniink a masik iranyban. Ezt mind a két iranyban elvégezziik. Ezzel biztositjuk, hogy a
doféspont a fesziiltségi test negyedében, a stlypontjaban lesz. Természetesen igy érthetjiik el a mechanika

elsd axiomaja értelmében az egyensulyt.

— >

20. bra 21. abra
3.2.2. A harom- és négy oldali nyomott zéna hatara

Ezek ismeretében mar konnyen belathatd, hogy a harom és négy oldali nyomott zéna hatara miért a
keresztmetszet negyedében van. Hiszen ha a d6féspont, éppen ott helyezkedik el, akkor a 4¢ tavolsag, mely a
fesziiltségi test oldala, egyenld lesz a keresztmetszet egyik oldalaval. Ebben az esetben ugyanugy kell
eljarnunk, ahogy az elébb, amikor a harom oldali nyomott zonak esetét vizsgaltuk. Azért van ez igy, mert
ekkor még éppen teljes egészében ki tud alakulni a gala alaku fesziiltségidom. Tehat, a sulypont helyének, és
a térfogat nagysaganak kiszamitasa, ugyanugy miikodik ahogy eddig. Az 22. és 23. abran olyan esetet
mutatunk be, amikor mind két irdnyban a keresztmetszet negyedében van a doféspont. A kovetkezd
fejezetben latni fogjuk, hogy ha a déféspont mar a 12. abra zold teriiletére esik, akkor mennyire bonyolultta

teszi a feladatunkat.

3e
+
C
3d o d
22. abra 23. abra
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3.2.3. A négy oldalu nyomott zona
3.2.3.1. A fesziiltségi test meghatirozasa

Ha a doféspont feljebb van, akkor mar a 12. abra zold tartomanyaba esik. Ekkor a 4¢ értéke mar nagyobb
lesz, mint a keresztmetszet oldala, és ezért mar teljes egészében nem tud kialakulni a gtla alaku fesziiltségi
test. Ilyenkor egy meglehetdsen bonyolult problémaval allunk szemben, melynek a megoldasarél mar nem
olvashatunk a szakirodalomban. Emlitettem az el6szoban, hogy a dolgozatom masik célja az, a témakor
atfogd Osszefoglalasa mellett, hogy a kutatasaim végén képleteket tudjak felmutatni, amik segitségével
megoldhatok ezek a problémak, melyekre eddig nem volt vélasz.

Tobb nehézséggel is jar a megoldds. Alapvetden a baj az, hogy nem tudjuk egykdnnyen felvenni a
fesziiltségidomot. A térfogatat is valamivel nehezebb lesz kiszamolni. A gulanak azzal a részével nem
szamolhatunk, amelyik tul nytlik a keresztmetszeten, hiszen ott nyilvan nem fognak fesziiltségek kialakulni.
A 25. abran lathato, hogy emiatt a fesziiltségi test egy csonka gula lesz. A térfogatdnak kiszdmoldsa még a
kisebbik probléma. Az abran latszik, hogy ha a nagy glabol kivonjuk a kicsi, fesziiltségmentes gulat, akkor
megkapjuk a fesziiltségidom kobtartalmat. Ezt a maveletet még konnyen el tudjuk végezni, de elobb egy
sokkal nagyobb problémat kell megoldanunk. Azzal, hogy a kis gula fesziiltségmentes, a fesziiltségi test
stlypontjanak helye mar nem a nagy gula negyedében lesz. Tehat, ahhoz, hogy meg tudjuk oldani az ilyen
feladatokat, valahogyan meg kell hataroznunk ennek az elég nehezen kezelhetd térbeli alakzatnak a
sulypontjat. Ez azért sem olyan egyszerli, mert a nagy gularol sem tudjuk, hogy mekkora. A probléma
megoldasa egy térbeli stlypontszamitasra vezethetd vissza. Kicsit furcsa a feladat olyan szempontbdl, hogy
most nem egy test sulypontjat keressiik, hanem éppen forditva. A stlypont helyét tudjuk, hiszen az maga a
terheld er6 tamadaspontja. Tehat, most a sulypont helyének ismeretében kell folvenniink egy kdzpontos
testet. A kovetkezo levezetésekben a 26. 4bra jeldléseit hasznaljuk.

e

<

24. abra F 25. abra

26. abra
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Els6 megoldasként a két gila kiilonbségével irjuk fel a sulypontszamitast. A megoldas elvi menete
az, hogy felvesziink egy koordinatarendszert a keresztmetszet sarkaban, és mindkét tengelyre
kiszamoljuk a fesziiltségidom statikai nyomatékat, majd osztjuk a térfogataval. Ezek azegyenletek a
sulypont koordinataival lesznek egyenldk. Ebben a megoldasban a nagy éktest x és y oldala a
két ismeretlen, melyekre elvileg megoldhatjuk a két egyenletbdl allo egyenletrendszeriinket.
Ehhez az kell, hogy a valtozok ne tul magas fokon valtozzanak. Ha a levezetés végén valoban ismerni
fogjuk a nagy éktest méreteit akkor mar nagyon konnyld dolgunk lesz a feladat megoldasaval,
hiszen a fesziiltségidom térfogatat, mar az elsé sorban kifejeztiik, szintén x és y fliggvényében.
Természetesen paraméteres levezetést mutatok be, hiszen a végeredményt képletek formajaban varjuk ,
melyek segitségével barmely szampéldat megoldhatjuk. Kezdjik az y iranyd koordinataval!

Vis= Sx "nagyéktest — Sx ' kiséktest
Vnagyéktest — Vkiséktest

A kovetkezd lépésben a nagy gula oldalait, egyszeri hasonld haromszogek tételével irhatjuk fel,
igy érhetjik el, hogy ne legyen tobb ismeretleniink az elébb megtargyalt ketténél.

“b) (= 2Ky (= 2By p 4 Y=b
gy O e SR b )

2-3-4 2-3

Y's=

A kovetkezd lépésekben rengeteg algebrai miiveletet kell elvégezniink. Ezek f6leg tobb tagbol allo
tényezok szorzasait, illetve kozos nevezére hozasokat jelentenek. Ezek elvi nehézséget nem okoznak ,
ezért ezeknek a 1épéseknek a részletei 1Ggy gondolom nem szorulnak kommentalasra.

(6-y-x—3-b-x-gt 3Pl X0e bixa 4 yb

X-yoy y y’ 4
yrig 234 231 _
o'y'x—3-b-x-0+ X0 _2Xxo
X.y.o_ y yz
2-3 2-3
—33.bh2.-x- . “X - h4.x. 2.x .
3-b xo+2b3xo_3b X0 y?Xwo
X'Y'O'y_ 2 y 4.y2 4
Yis= 2-3-4 2-3

o-y-x—3-b-x-c+3.b2'x.o— b x-0o
X.y.o y y2

2-3 2-3

b2.x-6 b?*x0c b*xo

4 3.y 8-y?

Y's=
> b~X-0_b2~X-c b x0
2 2y 6.y2

Az emeletes tortet mar egyszer(ibb alakra hoztuk. Szorozzuk mega nevezdvel az egyenlet két oldalat !

b2x-c b’xw0c b*xwo_bxoc¥'s b>xo¥'s bixo¥Y's




6:y’b?x-0—8y-b*x-0+3-b*x-0=12-y?b-x:0-Y's—12:y-b?x0-Y's+4:b*x-0-Y's
Ez a feliras, szamos egyszerlsitési Iehetdséget kinal. Végezziik most el ezeket!
6:y’b—8-y:b?+3:-b°=12-y>Y's—12:y-b-Y's+4:b>-Y's

Azt a nagyon kedvezé eredményt kaptuk, hogy az egyik valtozd kiesik az egyenletb6l.
Ez nagyon megkonnyiti majd a szamitasainkat. Fejezzilk ki y —t,az egyenlet egyetlen valtozojat.

6:y’b—8y-b2+3-b°—12:y2-Y's+12-y-b-Y's—4-b2-Y's=0
y2(6-b—12-Y's)+y-(12:b-Y's—8-b?)+3:b*—4-b>-Y 's=0

Tehat, y masodfokon szerepel az egyenletben. Ez azt jelenti, hogy megoldhaté az egyenlet, viszont
a masodfoku megoldoképlet paraméteres alkalmazasaval valoszinlileg nem jutunk révid eredményre.

126 Y's+8b2+V((12:b-Y's—8-b2)2—4-(6:b—12-Y's)-(3-b:—4-b>-Y's))
Y= 2:(6-b—12-Y's)

Hozzuk a Ileheté legegyszeriibb alakra az egyenletet !

 —12bY's+8b2+\(144b2Y 's7—192b°Y 's+64b4—(72-b4—240-b* Y 's+192-b?-Y 's?))
Y= 2(6-b—12-Y's)

_—12:b-Y's+8-b2+V(-8-b*+48b°-Y's—48-b>-Y's?)
v 12b—24-Y's

12 Y's+8b2+2:bV(=2:b2+12:b-Y's—12-Y 's )
Y= 12.-b—24-Y 's

6D Y's+4b2+bV(—2:b7+12b-Y's—12-Y's?)
y= 6b—12-Y's

Ezzel kifejeztiik az egyik valtozot, tehat mar ismerjik a nagy éktest egyik oldalat. Ahhoz, hogy a
masikat is megtudjuk , az Y 'tengelyre is irjuk fel a sulypontszamitast ! A nevezében semmi nem valtozik ,
hiszen az a fesziiltségi test térfogata. Csupan annyi a kiilonbség, hogy a testekhez mas karok tartoznak.




(c-y~x—3~b-x'o+3'b2'x'0— b3-x-o).<x_ b-x)

Xyoy_ M y? y
X'S: 234 233b42 b3
oy'x—3-b-x0o+ X9 2 X0
X.y.o-_ y y2
2-3 2-3
b-x?6 b?x?0¢ b’x2c b*x’oc
6 4.y 6.y 24y
X's=
5 b-x-c b?x0 bixo
2 2.y 6.y2

Ahogy az eldbb is, szorozzunk at az emeletes tort nevezdjével !

b-x20 b2->(2-cs+ bi-x2c b*x?0_bxoX's b2x0X's bixocX's
6 4-y 6-y? 24y - 2 2y 6-y?

4y3bx20—60y?b?x20+4yb?x?0—b*x20=12y°bxcX's—12y?b?x0X's+4yb’x0cX's

Egyszerisitsiink ahol lehet , és rendezziik 0 — ra az egyenletet !
2-y3-X—3-yZ-b-x+2-y-b2-x—bsT'X—6-y3-X’s+6-y2-b-X's—2-y-bZ-X's:O

Fejezziik ki x — et az egyenletbol !

2-y3~X—3-y2-b-X+2-y-b2-x—b3T'X:6'y3-X's—6'y2-b-X's+2-y-b2-X's

X.(z.y3_3.y2.b+2.y.bz_b%):6.y3.X'S_6.y2.b.X'S+2.y.b2.X’S

X_6~y3-X's—6-y2-b-X's+2-y-b2-X's

2.y3_3.y2.b+2.y.bz_(bz—3)

fgy kifejeztiik a masik valtozot is. Tehat , ha a két egyenletbe behelyettesitjiik a megfelelé paramétereket ,
akkor pontosan ismerni fogjuk a nagy éktest méreteit. Ennek ismeretében mar konnyen megtudhatjuk
a fesziltségi test nagysagat, ha akarjuk. Ha csupan a hatarerére vagyunk kivancsiak, akkor
eléga fesziiltségidom térfogatat kiszamolnunk. Ezt mar a levezetés elsd sordban kifejeztiik.

b- )

(y—b)-(x —=2)-(c— 2

y=Xyo_ y y
2-3 2-3

Ezt szintén egyszerlibb alakra hoztuk ,

b~X-0_b2~X-c b x-0o
2 2y 6.y2

V=

bxo, b, b
2 «1_§+3y)

V=




Hatarozzuk mega nyomott rad hatarerejét rugalmas allapotban !
Bemend adatok

b=12m
a=1,0m
0=4N/mm?
X's=0,2m
Y's=0,45m

Els6 Iépésben szamoljuk ki a fesziiltségi test y oldalat ! Enhez a kdvetkez0 Osszefiiggést hasznalhatjuk.

—6bY's+4:b+bV(—=2:b7+12:b-Y's—12-Y's?)
y= 6b—12-Y's

Helyettesitsiink be a képletbe, majd végezziik el a szamitast !

y_—6-1,2-0,45+4-1,22+1,2\/(—2-1,22+12-1,2-0,45—12'0,452)

6-1.2—12-0.45 =2121m

Most mar tudjuk , hogy az ¢ktest y oldala 2,121 méter hosszi.
Ezek utan hatarozzuk meg a fesziiltségi test x oldalat !

_6y*X's—6-y>b-X's+2-y-b>-X's
" (b7)
2.y3_3.},2.]3_|_2.y.bz_T

Helyettesitsiik be a megfeleld paramétereket !

L _62121°:02-6:2,12121,2:02+2-2,121-1,2>:0,2

2'2,1213—3'2,1212-1,2+2-2,121-1,22—(1’Tz3)

Ekkor eredményiil azt kapjuk , hogy :
x=0,762m
Ezen méretek ismeretében mar szamithatjuk a hatarerét. Ehhez a kovetkezo képletet alkalmazhatjuk.

bxo | b, b

V=
2 y 3y’

)

Helyettesitsiik be az értékeket , és szamoljuk ki az eredményt !

:1,2'0,762-4000'(1_ 1,2 n 1,22

v 2 2,121 3-2,121°

)=989,25kN

Tehat,a nyomott rad hatarereje 989,25 kN



3.2.3.3. A levezetés tanulsaga

Két szempontbol tartom hasznosnak ennek a meglehetdsen szaraz matematikai munkanak az elvégzését. Az
egyik az, hogy egy olyan feladatkor vallt konnyen, gyorsan és pontosan megoldhatova, melynek eddig nem
ismertiik a megoldasat. Végeredményben harom képletet kaptunk, melyekbe ha egymas utan behelyettesitjiik
a paramétereket, akkor megkapjuk a szerkezeti elem hatarerejét. Ezek Osszetett matematikai formulak,
tekintve a hosszukat és Osszetettségiiket, de szakirodalmi ismertetésiik haszonnal jarhat, mert az egyetemi
hallgato szemléletét boviti, a gyakorlé mémok munkajat megkonnyiti.

Van még egy szempont, amiért szintén fontos az elébb bemutatott levezetés. Ezen képletek alkalmazasaval
mar konnyen elérhetd a kutatds eredeti célja, nevezetesen azoknak a gorbéknek a matematikai leirasa,
melyek a négy €s 6t oldalu nyomott zonak eseteinek a hatara.

3.2.4. A négy- és ot oldali nyomott zona hatara

Ezekrdl az esetekrdl akkor beszéliink, amikor a doféspont éppen a
gorbén helyezkedik el. A 27. abran lathatd ez az eset. Persze, ha
valéban egy ilyen esetet kapnank, akkor ezt nem tudnank
megallapitani, mert a gorbének nem tudjuk az egyenletét. D
Gondolkozhatunk rajta, hogy ha a gorbe laposabb, vagy kerekebb
lenne akkor, mi lenne a teendénk, de ez mind csak spekulacio. Egy
mérndknek, a tervezés soran mindent szamitasokkal kell tudnia
igazolni. A fesziiltségidom ebben az esetben gy néz ki, hogy a
derékszogli haromszog alapu szabalytalan gula, melyrél a harom
oldali nyomott zéna esetében beszéltiink tovabbra is tulnyulik az
egyik irdanyban a keresztmetszetrdl, a masik iranyban pedig még
éppen nem. Tehat, a glla egyik oldala ilyenkor mindig akkora lesz,
mint a keresztmetszet azon oldala, amelyiken még nem nyulik tal a 27. 4bra

fesziiltségi test. A 28. abran lathato, hogy a nyomott zona még mindig

négy oldalt, és a fesziiltségi testet megkaphatjuk, ha a nagy galabol kivonjuk a kicsit. Tehat, ha a doféspont
éppen a gorbén van, akkor még mindig hasznalhatjuk azokat az 6sszefliggéseket, melyeket az altalanos négy
oldalt nyomott zona esetén levezettiink.

28. abra
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Ilyenkor a fesziiltségidom kobtartalmanak szamitasa jelentOsen leegyszertisodik, ugyanis az egyik valtozo,
melyet x-nek neveztiink, mindig ugyanazt az értéket veszi majd fel. Ez az érték a keresztmetszet ,,a” mérete.

crcr

konstanssa valasa nagyon fontos sziikséglete annak, hogy leirjuk a gorbe paraméteres egyenletét.

3.2.4.1. A gorbe egyenletének levezetése s

Fiiggvényként fogjuk kezelni a gorbéket.
Egyszerre csak egyrdl beszéljiink, és ez
legyen a 29. abran piros szinnel jelolt
gorbe. A szokdsoknak megfeleléen a
vizszintes tengelyen a fiiggvény helyét és a xs=forsy="?
fliggbleges tengelyen a fliggvény értékét
értelmezzik. Egy fliggvényt akkor adunk

meg egyértelmien, ha megadjuk az
értelmezési tartomanyat, és a
hozzarendelés szabalyat. Az értelmezési o
tartomanyt konnyedén leolvashatjuk, €s ezt

fel is tiintettem a 29. abran.

A hozzarendelési szabaly megadasahoz,

azonban ismét az algebrai tudasunkat kell 29. abra

elévenni.Az el6z0 fejezet végén megbeszéltiik,

hogy azokra az esetekre, amikor a doféspont a gorbén helyezkedik el, még igazak a korabbi levezetésekben
tett megallapitasaink. Ez fontos, mert azoknak a képleteknek a segitségével, mar egyszeriien
megallapithatjuk a fliggvény hozzarendelését. Az el6z0khoz képest némiképp megvaltozott a feladat menete.
Most mar nem igaz, hogy egy ismert sulypont koré kell egy kozpontos testet szerkeszteniink. A test egyik
oldala mar nem ismeretlen, viszont helyette van egy masik ismeretleniink, ami a stlypont egyik koordinataja
(X's). Ez a koordinata egyben a fiiggvény értéke. Igy ismét két ismeretleniink jut a két egyenletiinkre. A
kovetkezo levezetésekben a 30. abran feltiintetett jeloléseket hasznaljuk.

/-

L

A 4

T
b/4 b/2 Y's
Y'sER/ b/4d <Y's és Y's <b/2

Ertelmezési tartomany: Df = 1b/4 ; bi2]

by
+S
N
oy [Ys
Y +X| [e] Ll
—_—
3
, X=a +
30. abra
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A korédbban elvégzett levezetésekbol kapott egyenletekkel fogunk tovabb dolgozni. Most is, elsd [épésben
szamoljuk ki y—t! Ebben nincs semmi valtozas, csak be kell helyettesiteni a megfeleld paramétereket.

_ —6-b-Y's+4:b+b(-2-b>F12:b-Y 's—12-Y s
Y 6b—12-Y's

Ez a masik egyenlet amit hasznalni fogunk, de egy kicsit atalakitjuk. Az el6bb megtargyaltuk , hogy
amikor a doféspont a gorbén helyezkedik el, akkor a nagy ¢ktest x mérete a keresztmetszet
szélességével egyenld. Hasznaljuk ki ezt az x =a Osszefliggést , és modositsuk a koraban kapott képletet !

< = 6y’ X's—6-y?b-X's+2-y-b?-X's _

2.y3_3.y2.b+2.y.b2_@

Ebben az egyenletben az y és X's a valtozok. Amikor ennél az egyenletnél tartunk , akkor y értékét mar

kiszamoltuk a masik egyenletbdl, tehat csak X's azismeretlen,ami maga a fliggvény értéke. Ahhoz,

hogy megadjuk a fliggvény hozzarendelését mar nincs mas dolgunk , mint kifejezni X 's —t az egyenletbdl.
Els6 Iépésben szorozzunk at a nevezdvel, és emeljik ki X's—t!

(b°)
2

a‘(2‘y3—3-y2'b+2'y'b2— ) - X'S.(6.y3_6.yz.b+2.y.bz)
Osszuk az egyenlet mindkét oldalat X's egyiitthatoival !

a-(2-y3—3-y2-b+2-y-b2—@)

X's =
S (6y3_6y2b+2ybz)

Ezzel kifejeztiik a fliggvény értékét. Az egyenletek bonyolultsdga miatt kdzvetett modon. A fiiggvény
hozzarendelési szabalyaban y valtozo szerepel, de y értéke Y 's fliggvényében valtozik. Tehat ha egy
Y's helyen meg akarjuk tudni a fiiggvény értékét, akkor két egyenletbe kell behelyettesiteniink.

b?)
2

a(2y3—3y2b+2yb2—( )

_=6bY's+4btbV(-2b +12bY s =12V '3 o, _
y= 6b—12Y's (6y'—6y?b+2yb?)

A konnyebb kezelhetdség reményében polindm osztast végezhetiink.

(b*)-a

(2.a.y3_3.a.y2.b+2.a.y.b2_ 5

)+(6.y3_6.y2.b+2.y.b2):%

_(2.a.y3_2.a.yZ.b_l’_%.a.y.bz)

Ekkor a gorbe egyenletét ilyen alakban kapjuk meg.

(b3)'a)

X's—g+ 2
3 (6-y'—6-y>b+2-y-b?)




3.2.4.2. A levezetés tanulsaga

Tehat, kaptunk egy eredményt. Nekem azt tanitottak, hogy a mérndki gyakorlatban, egy kapott eredmény
leellenérzése, gyakorlatilag ugyan olyan fontos, mint egyaltalan az eredmény kiszamitasa. Ez azoknal a
feladatoknal, melyek sok szamitast igényelnek fokozottan igaz. A levezetéseim egyenletekbdl, és algebrai
miveletekbol alltak. Ezeknek a lecllendrzését konnyen elvégezhetjik, ha a kapott eredményt
visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletbe. Természetesen ezt rogton meg is tettem, és eredményiil
azonossagot kaptam, mely szerint szamoldsi ¢és elirdsi hibat nem vétettem. Ez mindenképpen tovabbi
reménykedésre ad okot. A masik konnyl ellenérzési mod az, hogy rengeteg szampélda soran abrazoljuk a
gorbét, és annak valami hihet6 alakzatot kell mutatnia. Ezt egy szamitogépes tablazatkezelé program
segitségével szintén elvégeztem. A szampéldak eredményeinek abrazolasabol a 31. abran bemutatott
alakzatokra jutottam.

31. abra

Ugy gondolom, hogy ezek teljes mértékben hiheté gorbék. Mindenképpen nagyon hasonlitanak arra a
skiccelt abrara amit egy régi lexikonban talaltam.

Ezekbdl az ellendrzésekbdl azt tudjuk meg, hogy a feladat kozben nem kovettiink el hibat, és van arra esély,
hogy a helyes eredményre jutottunk. Ezek valamilyen szinten megnyugtatdoak, de nem teljes mértékben.
Nyilvan csak akkor gy6zddhetiink meg maximalisan a képletek helyességérdl, ha egy teljesen mas
modszerrel ugyanazokat az eredményeket kapjuk. Ezzel kikiiszoboljiik annak a lehetdségét, hogy elvi hibat
kovetiink el.
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3.2.4.3. Ellenorzés egy masik médszerrel

A masik modszerrel nem a két gtila kiilonbségével szamoljuk a fesziiltségi test térfogatat. A fesziiltségidomot
harom testre bontjuk. Ezt a felbontast a 32-33. abran tobb nézetbdl lathatjuk.

32. abra 33. abra

A sarga test, egy derékszogli haromszog alapu ferde hasab, magassaga a keresztmetszet b mérete. A zold test
egy egyenes hasab, melynek szintén derékszogii haromszog az alapja. A barna test pedig egy haromszog
alapu gula. Ez a megoldas néhany alapvetd 1épésben egyezni fog az elézével. Ezittal is a sulypontszdmitas
paraméteres felirasat végezzik el a két tengely irdnyaban, de a két megoldas kozott nagy kiilonbség van.
Teljesen mas testeknek irjuk fel a statikai nyomatékat, raadasul egy masik méret fliggvényében, mint
korabban. Akkor a nagy gtla egyik oldalat, ,,y”-t tekintettiik valtozonak és fontos részeredménynek. Most
mar nem beszéliink nagy ¢és kicsi gulakrol, hanem az elébb bemutatott harom testrél, melyek a fesziiltségi
test felbontasa soran alakultak ki. Azért kedvez6 ez a felbontas, mert mind a harom test térfogata ugyanazon
méret fiiggvényében valtozik. Ez a 35. abran feltiintetett x méret. A testek oldalait most is a hasonld
haromszogek tételének alkalmazasaval irhatjuk fel. Ezzel elérhetjiik, hogy csak egy ismeretlen szerepeljen az
egyenletekben.

A gorbét most is fiiggvényként fogjuk kezelni. Ugy kezeljiik mint kordbban, ugyanazokon a helyeken
értelmezziik, és a jeloléseket sem valtoztattuk meg, hogy konnyen kovethetd legyen (34. abra). Ha ,,x”
ismeretlent kiszamoltuk, akkor ismét az értékkészlet, vagyis X's kifejezésére kell torekedniink. A kovetkezd
levezetések soran a 35. dbran feltiintetett jeloléseket hasznaljuk.

X's /N
X
—
xs=forsy=? b
N
| Ys
T :; € >
0 bid b2 4 +X' 0
—_—
Y'sER/ b/d<Y's és Y's<b/2 s
Ertelmezési tartomany: Df = ]b/4 ; b/2[ N a i
34. abra 35. abra
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Tehat, ebben a felirasban az x méret az egyik, és az X's a masik ismeretlen. Tanacsos el6szor azzal a
sulypontszamitasi egyenlettel kezdeni, melyben csak egy ismeretlen szerepel. Ez az y iranyu vizsgalat.

X'b~0~X~b+X' T N a
Vs = 2-a-2 2-3 2:3-4
x-b(0—Z%) (a—x)b-(6—LX)
x-b-o-x a_ . a
2-a 2 2-3

A hasonlé haromszogek tételében rejld linearis Osszefiiggéseket kihasznalva, ilyen formaban tudjuk felirni
az Osszefliggést. Ez azért nagyon kedvezd, mert tovabbra is csak az x azegyediili ismeretlen az egyenletben.
Hozzuk egyszeribb forméra az egyenletet!

x2:b?o  x'b?oc x?b?c ab?c xb>c x?b’o

Vs = 4-a 6 6-a 24 12 24-a
x2-b-o X~b'c_X2-b~o a~b-o_x-b'0 x2-b-o
2-a 2 2-a 6 3 6-a

Xz'b2'0+X'b2'0 a‘b’o
8-a 12 24
x?-b'c  x-bo abo

6-a 6 6

Y's=

Ki kell fejezniink x—t, hogy szdmolni tudjunk vele! Elsé lépésben szorozzunk &t a nevezdvel !

X2‘b2-0+x-b2-o+a-b2-o _ Y’s-xz-b-o+Y's-x-b-o+Y's-a-b-c
8-a 12 24 6a 6 6

3-x2-b?-0+2-a-x-b*c+a?b?c=4-Y's'x>*b-c+4-a-Y's'x-b-o+4-Y's-a>b-o
Egyszerisitsiink, ahol lehet6ség van ra, majd rendezziik nullara az egyenletet !
3-x?b+2-a-x-b+a?b—4Y's'x’—4-a-Y's'x—4-Y's:a’=0
x?:(3:b—4-Y's)+x-(2-a-b—4-a-Y's)+a>b—4-a>Y's =0

A valtozé ezuttal is masodfokon szerepel. Ez azt jelenti, hogy meg tudjuk oldani az egyenletet,
viszont ehhez ismét egy masodfokti megolddlépletet kell paraméteresen megoldanunk.

<= —2-a-b+4-a-Y's+V((+2-a-b—4-a-Y's)?—4-(3-b—4-Y's)-(a>-b—4-Y's-a?))
2-(3b—4-Y's)

Hozzuk a lehetd legegyszeriibb formara az egyenletet!

—2-a-b+4-a-Y's+\(4a>b—16-a>b-Y's+16-a>Y's’—12-a2-b?+64-Y's-a>-b—64-Y's*-a?)
23b—4-Y's)

<= —2-a-b+4-a-Y's+\(—8-a’-b+48-a°b-Y's—48-a*Y's?)
23 b-4Y's)



o —2-a-b+4-a-Y's+4ay(—0.5b>+3:b-Y's—3-Y's?)
2-(3b—4Y's)

X:—a-b+2~a~Y's+2-a\/(—0.5-b2+3'b~Y's—3~Y's2)
(3-b—4-Y's)

—b+2-Y's+2\/(—0.5-b2+3-b-Y’s—3-Y’sz))

x=a (3b—4Y's)

Tehat kifejeztiik az x valtozot. Most irjuk fel a stlypontszamitast a masik iranyba is!

X.b.(c_ﬂ).x (a_X).b.(c_ﬂ)-(XJ’_a_X)
x-b-o-x'X a n a 4
2-a-3 2-2 2-3

xb(6—Z2) (a—x)-b-(c—22)
X-b-cs-x+ a_ a
2-a 2 2-3

Ebben az egyenletben x és X's is szerepel. Ez nem probléma, ugyanis x értékét az elobbi egyenlet
segitségével ki tudjuk szamolni. A célunk most is az, hogy a lehet6 legegyszeriibb formaban kifejezziik a
fliggvény értéket, X's—t. Ennek érdekében hozzuk egyszeriibb formara az egyenletet !

x*bo X -b-o_x ‘-bo x -b-o_S-x -b-c+a-x-b-o+a ‘b-o

X's = 6-a 4 4-a 8-a 24 24 24
Xx2-b-o X'b'O_Xz'b’G a-b-o_x-b'o x2-b-o
2-a 2 2-a 6 3 6-a

x3bo x?b.c a'bxoc a2bo
24-a * 24 * 24 * 24
x?b.c  x'b-c abo
6-a 6 6

X's =

Annak érdekében hogy megszabaduljunk az emeletes tortt6l, szorozzunk at a nevezdvel!

x3‘b-o+xz-b-o+a’b-x-c_i_a?-b-o _ X's'x?bo , X's'x-b-c X's-a-bo
24-a 24 24 24 6a 6 6

Egyszerisitsiink ahol tudunk, majd fejezziik ki X's—t!
x*bo+x?-b-orata’b-x-c+a’bo=4-X's'x>b-o+4-a-X's'x-b-o+4-X's-a?bo
x*+x2at+azx+a’=4-X's'x?+4-a-X's'x+4-X's-a?

_ X’+x‘’-at+a’x+a’
4-x+4-a-x+4-a’

X's

Tehat, ismét leirtuk paraméteresen a fiiggvény hozzarendelési szabalyat. Ezzel majd szamolunk
kell, ezért az egyszeriibb feliras eléréséhez végezzink el egy polindm osztast!

_ X’+x‘’-a+a’x+a’ a’

X
X's= =—+
4-x2+4-a-x+4-a2 4 (4x°+4-ax+4-a?)




3.2.4.4. Az ellendrzo levezetés dsszefoglalasa

Ismét egy paraméteres eredményt kaptunk a gorbe leirasara. Ennél a modszernél is két egyenletbe kell
behelyettesiteniink, ha meg akarjuk tudni a gorbe egyik pontjanak a koordinatait. Ez hasonlosdg a két
megoldasban, de Oonmagaban még nem bizonyit semmit. A két modszer paraméteres eredményei nem
ugyanazt a kifejezést adtak. Ez természetes, hiszen teljesen mas valtozo fiiggvényében irtuk fel a problémat.
Akkor mondhatjuk ki az egyezést, ha mind a két kiilonb6zé modszer alkalmazasaval, az dsszes kiszamitott
szamp¢lda soran pontosan ugyanazokra az eredményekre jutunk. A tablazatkezeld program segitségével,
konnyedén és gyorsan le tudtam ellendrizni az egyezést. Szazas nagysagrendben végeztem ellendrzo
szamitasokat, és minden esetben egyezést tapasztaltam. Ebbdl az kovetkezik, hogy a gorbék abrazolasa soran
pontosan ugyanazokat a gérbéket kaptam, mint amit a 31. dbran lathattunk.

Ugy gondolom, mindezek figyelembe vételével, kimondhatjuk, hogy a levezetéseink helytalloak. Tényleg
azokhoz a gorbékhez jutottunk, amit kerestiink, és immar tobb modszerrel is meg tudjuk oldani a feladatokat.
Az ellendrzéssel bebizonyitottuk, hogy a gorbe elsé leirdsa helyes. Ezt azért volt nagyon fontos
bebizonyitani, mert ha azok a képletek jok, akkor a kordbban taglalt, négyszog alapt fesziiltségi testek
hatareré szamitasanal is pontos, jo eredményre jutottunk.

3.2.5. Az 6t oldalu nyomott zona

Ha a doféspont a gorbék kozott helyezkedik el akkor a fesziiltségidom, mar teljesen mas test lenne. Mind a
két irdnyban lelogna a keresztmetszetrdl, €s ezért mar 6t oldal lenne a nyomott zona. Ezt az esetet a 36. és
37. abran megmutatom, de a dolgozat nem targyalja részleteiben az esetet, ugyanis a gorbe leirasahoz nincs
ra szikségiink. Ilyenkor a fesziiltségi test térfogatat ugy kapjuk meg, hogy a nagy gualabol kivonjuk a két
kicsit.

36. abra 37. abra
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4. Vizsgalat képlékeny hatarallapotban

4.1. A képlékeny allapotban torténo vizsgalat jelentosége

Alapvetden egy mérndk a rugalmas fesziiltségmegoszlas elvével gondolkodik. A valdsagot a teherhordd
anyagok rugalmas viselkedésével tudjuk modellezni. Gondoljunk egy egyszerii kéttamasz(l gerendara. Ha azt
leterheljiik, akkor a szerkezet megvaltoztatja az alakjat, és a keresztmetszeteiben fesziiltségek keletkeznek.
Ha noveljiik a terhek nagysagat, akkor az még nagyobb lehajlashoz, elfordulashoz, és fesziiltségekhez vezet.
A terhelés megsziintetésével a keresztmetszetek fesziiltségmentesek lesznek, a tartd pedig visszakeriil eredeti
helyzetébe, tehat maradando alakvaltozast nem szenved. Egy mérndk a szerkezetek méretezésekor az
anyagok rugalmas viselkedésével szamol. Az ugy nevezett statikus lehetOséget kovetve, lokalisan, minden
szerkezeti elemet kiilon megtervez, miutan meghatarozta a ra hatd igénybevételeket. Ez a modszer egy also
korlat, mert minden pontban azt vizsgalja, hogy minimum mekkora keresztmetszetre, és minimum milyen
anyagmindségre van sziikségiink. Ez a modszer miikodik, épitmények millidi ra a bizonyiték. A probléma
nem az, hogy a szerkezetek nem fognak megfelelni, hanem, hogy a tervezé egy komplex munka utin nem
tudja, hogy az épitményben mennyi tartalék van. Pedig ez fontos kérdés, mert a mérnoknek iigyelnie kell
arra, hogy se veszélyes, se pedig gazdasdgtalan ne legyen az altala tervezett szerkezet. Erre a tdjékozodasra
szolgal a képlékeny fesziiltségmegoszlast kdvetd szamitasok. Ez mutatja, hogy milyen fontos az anyagok
képlékeny allapotaval is szamolni, de nem ez az egyetlen oka annak, hogy gyakran igy szamolunk. Sok
esetben a rugalmas fesziiltségmegoszlas szerinti szdmolas nagyon bonyolult szamitasokhoz vezetne. Ilyenkor
gyakran szamolhatunk képlékeny alapon, mint egy kozelitd eljarasként. Az idaig targyalt témara szintén ez
igaz. Képlékeny allapotban a nyomott zéna minden pontjaban a hatarfesziiltség alakul ki, ezért szamitasaink
a rugalmas allapottal ellentétben, minden esetben a hatareré meghatarozasara iranyulnak.

4.2. Specialis esetek

Amikor a keresztmetszetet a sulypontjaban terheli a nyomo erd, akkor
természetesen csak negativ fesziiltségek keletkeznek. Ilyenkor, a
teljes feliilet mentén oszlik el az erd, viszont ez csak ennél az esetnél
van igy. Az egyenletes fesziiltségeloszlas miatt, képlékeny allapotban
nem tudunk magidomot értelmezni. A legkisebb kiilpontossagnal is
mar megjelennek a huzodfesziiltségek, melyet a rud tovabbra sem bir
elviselni. Mar megtargyaltuk, hogy ilyenkor repedések keletkeznek,
és a keresztmetszet egyes részei fesziiltségmentesek maradnak. Tehat,
ismét a keresztmetszet redukalasaval kell foglalkoznunk, viszont a
részleteket tekintve kiillonbség van a két fesziiltségeloszlas kozott. 38. abra

Szintén specialis eset, amikor a doféspont valamelyik szimmetriatengelyen helyezkedik el. A 38. abran
lathatd, hogy a fesziiltségi test ilyenkor egy téglalap alapu egyenes hasab, mellyel
konnyen tudunk szamolni, az el6bb taglaltak alapjan:

K =An- 04

A nyomott feliilet kiszdmitasahoz pontosan fel kell venni a fesziiltségidomot. Egy
ilyen, téglalap alapu hasab stlypontjanak a vetiilete az oldalai felében van. A - SRS
modszer nem  valtozott, ugyanazok a Iépések, mint a rugalmas
fesziiltségmegoszlasnal. Tovabbra is ,,c”’-vel jeldljik a doféspont tavolsagat a
legjobban nyomott sz¢lsé szaltél. Ahhoz, hogy a doféspont a fesziiltségi test
oldalfelezdjéhez essen, a masik iranyban is ,c”-t kell felmérniink. Ezzel

biztositjuk, hogy a fesziiltségidom kozpontos legyen a doféspontra. A 39. abrardl i B
konnyen leolvashatd, hogy a nyomott feliilet: . 2c
An=2cb
39. abra
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Ebbdl a tipuspéldabdl is lathatdo az, ami az egész képlékeny fesziiltségmegoszlasra jellemz6. A modszer,
Iépéseiben megegyezik a rugalmas allapotban targyaltakkal, viszont némileg kdnnyebb szamitasokat
igényelnek a példamegoldasok. Ahogy a fejezet bevezetdjében is emlitettem, ez az egyik oka annak, hogy
gyakran kozelité megoldasként az anyagok képlékeny viselkedésével szamolunk, ha valdjaban nem is az a
helyzet.

4.3. Altalanos esetek

Ismét attérhetiink az altalanos esetek targyalasara. Emlitettem, hogy a

képlékeny fesziiltségeloszlasnal is 1étezik egy hasonlod abra, mint amit a b
rugalmas esetnél vizsgaltunk. Ez a 40. dbran lathato. A jelentése hasonlo, q
mint a masik modszernél. Egész pontosan azt jelenti, hogy amennyiben a x
doféspont valamelyik kék teriiletre esik, akkor a nyomott zona haromszog b
alaki. Ha a nyomo er6 a zold teriileten terheli a keresztmetszetet, akkor q
négy oldalu, ha pedig a gorbék altal kdzbezart piros teriilet valamelyikén 1
megy at az eré hatdsvonala, akkor 6t oldali a dolgozo keresztmetszet, b
tehat a nyomott zéna alakja. A két abrat Osszehasonlitva a leginkabb 3
szembeotld killonbség az, hogy a képlékeny esetnél az abran nincs !

feltiintetve magidom. Kordbban megbeszéltiik, hogy csak akkor nem fog
huzofesziiltség megjelenni, ha kdzpontos a nyomas, hiszen amint valami
minimalis kiilpontossag is fellép, akkor a képlékeny hajlitasbol szdrmazo
fesziiltségek minden pontban a folyasi fesziiltség értékével fognak
megjelenni. Tulajdonképpen az a teriilet, melyet ha az erd terhel, és a 40. abra
keresztmetszeten egynemti, nyomo fesziiltségek keletkeznek, az minddsszesen

egy pont, a keresztmetszet stilypontja.

M X
#* A

a a a
3 3 3

4.3.1. A harom oldalu nyomott zona

Akkor beszéliink ezekr6l az esetekrdl, amikor a doféspont a kék teriiletre esik. Mar ennél az esetnél is
nagyon jellemz6é az, hogy sokkal konnyebb dolgunk lesz a feladatok megoldasaval, és a levezetések
elvégzésével. Ez azért van, mert azzal, hogy a fesziiltségeloszlas egyenletes, sokkal konnyebben kezelhetd
alakzatokat kapunk fesziiltségi testnek. Ebbdl addddan a térfogatuk kiszamitasa egyszeribb szamitast fog
igényelni, mint amiket a rugalmas allapot targyaldsa soran lathattunk. Ez még nem minden, ugyanis a
stlypont helyének meghatdrozasa is jelentdsen leegyszeriisodik. A fesziiltségidomot ugy lehet értelmezni,
hogy a sik nyomott zona minden pontjaban értelmezziik a keresztmetszetre merdleges fesziiltségeket, és igy
kapjuk meg a harmadik dimenziot. Azonban a képlékeny fesziiltségmegoszlas miatt minden pontban
ugyanakkora fesziiltséggel szamolunk, tehat ezuattal a testek stlypontszamitdsat visszavezethetjiik
sikidomokéra. Ez jelentésen megkonnyiti a dolgunkat. Amikor harom oldali a nyomott zoéna akkor a
fesziiltségiidom egy derékszogli haromszog alapti egyenes hasab. Egy ilyen testet lathatunk a 42. abran.
Konnyen megallapithatd, hogy egy ilyen hasdbnak a sulypontja az oldalak harmaddban van, lévén
derékszogli haromszdg az alapja, és a fesziiltségek értékei valtozatlanok. Ez azt jelenti, hogy a ,,c” értékéhez
még ,,2¢c-t” kell felmérni. A 41. abra ehhez a 1épéshez magyarazatul szolgal.

2c

in

2d d
——

41. dbra 42. abra
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4.3.2. A harom- és négy oldali nyomott zona hatara

Az abran lathatd, hogy a kék és zold zonak hatara a keresztmetszet harmadaban van. Ez szintén egy eltérés a
rugalmas allapothoz képest, viszont az oka ugyanaz. A rugalmas esetben azért volt a zonak hatara a
keresztmetszet negyedében, mert a gula alaku fesziiltségi éktestnek az egymasra merdleges vizszintes
oldalak negyedében van a sulypontja. Az elébb megbeszéltiik, hogy ennek a derékszogli haromszog alapt
egyenes hasabnak a merdleges oldalak harmadéban van a stulypontja. Emiatt a hasab egyik oldala ,,3c”
hosszisagu lesz. Ha ez egyenl6 a keresztmetszet ,,b” oldalaval, akkor konnyt kifejezni, hogy ,,c = b/3”. A
nyomott zona felvétele, a 43., mig a kialakulo fesziiltségi test a 44. abran lathatd. Ahogy a rugalmas esetben,
itt is még azokat a szdmitasainkat hasznalhatjuk, amelyeket a harom oldali nyomott zonanal, hiszen a
fesziiltségidom, ugyan olyan alakzat, mint amiket azoknal az eseteknél lattunk.

/ T

T

——

2c

1

2d d

43. abra 44 abra
4.3.3. A négy oldali nyomott zona

Ha a doféspont az el6z6 allapotnal feljebb helyezkedik el, akkor a ,,3¢” mar nagyobb, mint a keresztmetszet
,»b” mérete. Ezt azt eredményezi, hogy a nagy hasab le fog 16gni a keresztmetszetrdl, s ott fesziiltség mentes
lesz, tehat a fesziiltségidom ilyenkor egy csonkolt hasab. Az elméleti megkozelitésben is atfedés vehetd észre
a két fajta fesziiltségmegoszlas kezelése tekintetében. Természetesen a részletekben eltérd lesz a két modszer,
hiszen mas alaku a fesziiltségi test. Els6 megoldasként ismét két test kiilonbségével kaphatjuk meg a keresett
idomot. A nagy hasabbol le kell vonni a kicsi fesziiltségmentes hasabot, tehat azt a részt, ami leloég a
keresztmetszetrdl. Korabban gulakkal tettink mindezt, ami bonyolultabb szamitasokhoz vezetett. Itt
konnyebb dolgunk lesz a levezetéseknél, viszont a felmerilld problémat ugyanazok. Koztiik a legnagyobb,
hogy nem tudjuk a fesziiltségi test méreteit, igy nem tudunk vele szamolni. Azért nem tudjuk, mert egy ilyen
csonkolt testnek nem ismerjiik a sulypontjat, tehat nem tudjuk elvégezni ,,c” méret tObbszorosének
felmérésével a fesziiltségidom szerkesztését. Eloszor ezt kell paraméteresen megkapnunk. A kovetkezd
levezetésekben szerepld jeloléseket, az 51. abran jeloltem. Ismét a nagy test, jelen esetben a nagy hasab
méreteit kell megismerniink, mert ha azokat tudjuk, akkor mar a kis hasab levonasaval egyszeriien
megkaphatjuk a fesziiltségi test térfogatat, és igy a nyomott rud teherbirasat. A szoban forgo
fesziiltségidomot a 46. abran lathatjuk.

45. abra 46. abra
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Ez a levezetés, mely a fesziiltségidom térfogatanak meghatarozasara iranyul, annyira Osszefiigg a gorbe
egyenletének leirasaval, hogy egyiitt fogjuk ezeket kezelni. Miel6tt attériink ezekre a paraméteres
Osszefiiggésekre vegyiik azt az esetet, amikor a doféspont a gorbén helyezkedik el.

4.3.4. A négy- és ot oldalu nyomott zona hatara -

Ez a helyzet akkor all el6, amikor a d6féspontra kozpontos fesziiltségi test
még éppen nem 16g le két iranyban a keresztmetszetrol. Az egyik befogodja
mar az éaltalanos négy oldali nyomott zonanal is hosszabb volt a
keresztmetszet oldalanal. Ez a rész valtozatlan az el6z0 esethez képest,
viszont a fesziiltségidom masik oldala specidlis helyzetet vett fel. Ilyenkor, , b
ahogy a rugalmas fesziiltségeloszlasnal is lattuk, a fesziiltségi test egyik D
befogoja éppen a keresztmetszet, ra parhuzamos oldalanak hosszaval fog
megegyezni. Ez a 47. 4bran lathat6. Ha ,.x” egy kicsivel is nagyobb lenne,
akkor mar til logna a keresztmetszeten, és ezaltal 6t oldalii nyomott zéna

alakulna ki. Ebben a fejezetben azt a hatarallapotot targyaljuk, amikor * >
éppen a négy és Ot oldali nyomott zona esetek kozott vagyunk. A gorbe
éppen ennek a két esetnek a hatarat irja le, tehat az er6 doféspontja ezeknél "
s oz . . . . x=a
a specialis helyzeteknél éppen a gorbe egyik pontjan terheli a
keresztmetszetet. Ilyenkor a fesziiltségidom a 48. abran bemutatott test.
47. abra

48. abra

Ennél a képlékeny esetnél is konnyen megallapithatjuk, hogy a négy és 6t oldali nyomott zénak hataranal a
fesziiltségi test, alakjat tekintve még megegyezik a négy oldall esettel. A 47. abran lathato, hogy a nyomott
zona még mindig négy oldaly, és a fesziiltségidom térfogatat még mindig kiszdmolhatjuk a nagy és a kicsi
hasab kiilonbségével. Emiatt a hasonlésag miatt egyszerre mutatom be a négy oldalt fesziiltségidom
térfogatszamitasat, és a gorbe egyenletének paraméteres leirasat.
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4.3.4.1. A gorbe szarmaztatasa paraméteres alakban

Azért fontos ismerniink a gorbe egyenletét, mert anélkiil nem tudjuk b
egyértelmiien eldonteni, hogy melyik esettel allunk szemben. Ez akkor van 3
igy, amikor a doféspont valahol a gorbe kozelében helyezkedik el. Ilyenkor il

az, hogy a 49. abran melyik tartomanyba esik az er hataspontja azon mulik, b
hogy a gorbe alakja mennyire lapos, illetve mennyire gorbe. Magardl a 3
gorbe elhelyezkedésérdl csak annyit tudunk, hogy a keresztmetszet T

harmadabdl indul ki, és a stulypontjaba fut be. Ez egy példa megoldasanal b
semmit nem segit, viszont a gorbe leirasanak els6 1épését el tudjuk végezni. 3

A gorbét fliggvényként fogjuk kezelni, tehat el6szor is meg kell adnunk az
értelmezési tartomanyat. Lathatd, hogy ezek a gorbék paronként - -

o

megegyeznek. Egyszerre csak egyrdl besz¢ljiink, és ez legyen az 50. abran % % %
piros szinnel kiemelt gorbe.
X's AN 49. abra

X's = f(Y's) =7

A 4

I
0 b/3  bi2 v

Y'SER/ b/3<Y'sésY's<b/2
Ertelmezési tartomany: Df = ]b/3 ; b/2|

50. abra

Az értelmezési tartomanyt, melyet a fliggvényre nézve rogton meg tudunk adni, az 50. abran feltiintettiik. A
figgvény kezelése hasonld ahhoz, mint amit a rugalmas allapotban végeztiink. A fliggvény helyét azon
tengely mentén értelmezziik, amelyik irdnyban a nagy hasab lelog a keresztmetszetrdl. A pirossal jeldlt gorbe
esetén a nagy test ,,y”” mérete a ,,b” oldal irdnyaban logott til a keresztmetszeten. Ez az 51. abran lathato. Az
50. abran azért forgattuk el a keresztmetszetet, hogy betartsuk a klasszikus fliggvényabrazolasi szabalyokat,
miszerint a fliggvény helyét a vizszintes, és a fiiggvény értéket a
fliggbleges tengelyen értelmezziik.

A levezetés elvi alapja megegyezik a korabban targyaltakéval. Eloszor a
nagy hasab méreteit szeretnénk meghatarozni. Az x-és y tengely iranyu
oldalak lesznek az ismeretlenek, és ezeket a két iranyu sulypontszdmitas /
egyenleteibdl szeretnénk kifejezni. Ha ez valoban sikeriil, akkor x b
attérhetiink a gorbe leirasara. Ekkor az ,,x” oldalt egyenlové tessziik a ¥S
keresztmetszet a méretével, és a fliggvény értéke, ,X's” lesz az
ismeretlen, amit ki kell fejezniink. Ha ezt megtessziik, azzal megadjuk a
fliggvény paraméteres hozzarendelési szabalyat. A  kovetkezd X0
levezetésekben az 51. abran lathato jeloléseket hasznaljuk. o

JY‘Y?
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Els6 megoldasként, most is két test kiilonbségével dolgozunk. A nyomé erd hatasvonala a

fesziiltségidom sulypontjan kell, hogy atmenjen, tehat a megoldas most is egy stlypontszamitasra
sulypont Y' koordinatdjanak paraméteres megoldasat irjuk fel!

vezethetd vissza. Elészor a
vig = X' _ Sx'nagyhasab—Sx'kishasab _ Vnagyhasab-tn — Vkishasab-tk
A% Vnagyhasab— Vkishasab Vnagyhasab— Vkishasab

b-x
(y-bqx=2%)
XYY ]
Vs = o-Anagyhasab-tn —o- Akishasab-tk _ 2.3 2 3
o-Anagyhasab—o-Akishasab (y—b)-(x—b;x)
=l |
2 2

A kicsi és a nagy hasab egymashoz hasonlo testek. Ezért az oldalakat a hasonld haromszogek tételének
segitségévelirhatjuk fel x és y fiiggvényében. Ezzel elérhetjiik , hogy tovabbra iscsak két ismeretleniink .
legyen. Lathatdo, hogy o kiesik az egyenletb6l. Hozzuk egyszeriibb alakra az egyenletet!

X.yz_ X.yz b3'X_b2‘X
L6 [ 6 3y 2 ]
Y S = bz.
box—
2y

Szorozzunk 4t a nevezdvel, hogy megszabaduljunk az emeletes torttol!

_bz-x-Y'x
2y

—b3'X bz.X
+ = Y'sx
3y 5 s'xb

A célunk, hogy y—t Kkifejezziik. Ehhez a kovetkezd I1épésekben egyszerli egyenletrendezési
elvégezniink. Ezek a Iépések, gy gondolom, nem szorulnak kommentalasra.

miuveleteket kell
Lathato, hogy x, az egyik ismeretlen, kiesik az egyenletbél. Ez megkonnyiti a szamitasainkat

—b2 . b b-Y's
+2 = yrs—
3y 2 Ty
~b> by _ o, . bY's
3 Ty T YsYTT
—b2 b¥'s o, by
3 Ty T VSV
—b? b'Y's _ . b
3 TS =y (Y's—)
—b: b-Y's  2b:=3b-Y's
_ 3 T2 6
YT, b b—2Y's
2 2

_ 2b°-3b-Y's
3b—6Y's



Ezzel kifejeztik az egyik ismeretlent, a nagy hasab egyik oldalat.
Most irjuk fel a sulypont X' koordinatajanak a paraméteres megoldasat is!

X' = Sy' _ Sy'nagyhasab—Sy'kishasib _ Vnagyhasab-tn—Vkishasab-tk
v Vnagyhasab— Vkishasab Vnagyhasab— Vkishasab
b-x b-x
—b)(x—22)(x =22
i
o-Anagyhasab-tn—o-Akishasab-tk _  2-3 2-3
-Anagyhasab—o- Akishasab b-x
o Anagyhasib—o CEDIEERES
2V )
2 2

Hozzuk egyszeriibb alakra az egyenleteket!

y.X2_3.b.X2+3.bﬂ_b3.x2
XZ'Y_ y y?
X's = 6 6 =
yx—2-b-x+—
xy_
2 2
Xz’y_Y'X2+3’b'X2_3’b2'X2+b3.X2
X's = 6 6 6 6y 6y2
Xy X y+b _bZ'X

2 2 Y hx
2 2 2y
b-x? b2x? bix?
2 2.y 6.y2

b‘X_ bZ.X

2y

X's =

Szorozzunk 4t a nevezdvel, és kezdjik el x—et kifejezni az egyenletetbol!

b.Xz_bz.Xz b3-x:? _ X’S.b.X_X s-b2-x
2 2-y 6y’ 2.y
b.Xz.yz bz.xz.y b3-x? X'S'bZ'X'y
— + = X's'b'xy2—
2 2 6 sbxy 2
xy? bxy b»x _ , X's'b-y
— + = X'sy2—
2 2 6 Y 2

x-(yz—b-y+%) = 2-X's'y?—=X's:by

_ 2X's'y’=X's'by

bz
z_b. +—
y y 3



fgy kifejeztiik azx oldalt,ami y fliggvényében valtozik. Helyettesitsiik be a fent kifejezett y —t azegyenletbe !

2-X's-(4'b4_12'b3'Y s+9-b2Y sz)—b-X's-(z'bz_:;'b'Y s)

. 9-b?=36:b-Y's+36-Y's’ 3b—6Y's
4D —12b VIS H9b V'S 23 b Y5 b
9-b2—36-b-Y's+36-Y's” 3b-6Y's | 3

8b*X's—24b°Y'sX's+18b2Y's?X's—6b*X's+12b*X'sY's+9b*X'sY's—18b?X'sY's?
‘= 9b2—36bY's+36Y's?
4b4—12b3Y's+9b2Y'sz—6b4+12b3Y's+9b3Y’s—18b2Y'SZ+E
9b2—36bY's+36Y's? 3

2-b%X's—3-b3-X's'Y's

9-b2—36-b-Y's+36-Y's?
 —2:b*4+9:b*Y's—9-b2-Y's2+3-b*—12-b7-Y's+12:b>-Y's?

9-b2—36-b-Y's+36-Y's?

‘= 2:b*X's—3-b*X's'Y's
b*—3-b3-Y's+3-b2-Y's?

_ 26> X"'s—3-b-X's'Y's
b?—3-b-Y's+3-Y's?

Tehat, felirtuk a nagy hasab oldalait a doféspont helyének fliggvényében. Ezzel a két képlettel megoldhatunk
egy szampéldat, ha a nyomott zéna négy oldali. A rad teherbirasanak ismeretéhez a fesziiltségidom
térfogatat kell kiszamolnunk. Ezt mar a levezetés elején felirtuk , a sulypontszamitasnal a nevezdben szerepelt.

b-x
(y=b)(x——)0
_ oxy
V=22 |
_ b
VvV = GbX(l—H)

Haezekbea képletekbe behelyettesitiink , akkor mar konnyen méretezhetjiik a szerkezeti elemet. Most térjiink
at a gorbe leirasara. Ennél az eseteknél az x valtozot konstans értékként kezeljik. Azért, mert akkor
helyezkedik el a d6féspont a gorbén, amikor x =a. Ez, hogy x mar nem ismeretlen alapvetd sziikséglete annak,
hogy fel tudjuk irnia gorbeegyenletét. Az y oldal tovabbra is valtoz6 A masik ismeretlen a fiiggvény értéke,
X's, lesz. Ha ezt kitudjuk fejezni,akkor azzal megadjuk a fiiggvény paraméteres hozzarendelésiszabalyat.

_ 2:b2-X's—3-b-X's'Y's _
b2—3-b-Y's+3-Y's?

X's(2:b2=3-b-Y's) = a+(b2=3-b-Y's+3-Y's?)

a:(b?—3-b-Y's+3-Y's?)
2:b?=3-b-Y's
Ezzel fel is irtuk a gorbe egyenletét!

X's =




Hatarozzuk mega nyomott rad képlékeny hatarerejét !
Bemend adatok

b=1,2m
a=1,0m
0=4N/mm?
X's=0,2m
Y's=0,45m

Els6 1épésben szamoljuk ki a fesziiltségi test y méretét. Ezt a kovetkezo Osszefiiggés segitségével tehetjiik meg.

_ 2b2=3bY's
3b—6Y's

Helyettesitsiink be a képletbe , majd végezziik el a szamitast !

_ 21.2°-31.2:045
T 3.12-6-045

Tehat,ahasaby oldala 1,4 m hosszu.
Kovetkez6 1épésben hatarozzuk meg a fesziiltségi test x méretét !

_ 2:b2-X's—3-b-X's'Y's
b?—=3-b-Y's+3-Y's?

Helyettesitsiink bea képletbe, ésszamoljuk ki azeredményt !

_ 2.1,22-0,2—3-1,2-0,2-0,45_0 som
©1,22-3-1,2-0,45+3-0,452

E két oldal méretének ismeretében , mar meghatarozhatjuk a szerkezet teherbirasat.

V = o-b-x-(l—i)

Helyettesitsiink be a képletbe, majd szamoljuk kia végeredményt !

vV = 4000-1,2-0,59-(1—%):1618,29kN

b

Tehat,a nyomott rud képlékeny hatarereje 1618,29 kN



4.3.4.3. A levezetés értékelése

A Kkapott képletek alkalmazasaval konnyen és gyorsan megoldhatjuk a szampéldakat, és méretezhetjiik a
szerkezeteket. Egyszeriien meg tudjuk szerkeszteni azt a fesziiltségi testet, mely kdzpontos a nyomoerdre. A
test pontos méreteinek ismeretében gond nélkiil ki tudjuk szdmolni a fesziiltségidom kobtartalmat. Ha az
anyag hatarfesziiltségével helyettesitiink be a képletbe, akkor kiszamolhatjuk a kiilpontosan nyomott rad
képlékeny hatarerejét. Ezek a képletek a négy oldali nyomott zona esetében hasznalhatéak. Amikor
szembesiilink a megoldand¢ feladattal, még nem tudjuk eldonteni, hogy melyik eset szerint kell eljarni.
Nagyon hasznos lenne, ha rogtdn egy gyors szamitassal meg tudnank ezt allapitani. A gorbe egyenletének
ismerete ezt lehetdvé teszi.

Ezek a képletek mindenképpen hasznosak lehetnek, persze csak akkor, ha helyesek. Ugyanazokat az
ellenérzéseket végeztem el, melyeket a rugalmas esetnél is. Mindenekel6tt a kapott eredményeket
visszahelyettesitettem az egyenlet eredeti formajaba. Ez azonossaghoz vezet, mely azt jelenti, hogy az
algebrai hibakat és elirasokat kizarhatjuk. Fontos ellendrzési pont az is, hogy a képletek altal leirt gorbe
hihetd alakzatot mutat-e. Ezt puszta kivancsisagbol is rogton elvégeztem, ujfent a szamitogépes
tablazatkezeld program segitségével. A tobb szaz szampélda eredményeként kapott gorbék az 52. abran
lathatoak.

52. abra

Azt a virdgsziromra emlékeztetd alakzatot kaptuk a képletek alkalmazéasaval, amit vartunk. Ezek az
ellenérzések azt mutatjak, hogy jo eséllyel helyesek a levezetéseink, azonban amig egy masik modszerrel
nem igazoltuk az egyezést, addig nem lehetiink biztosak benne, hogy a kapott képleteink hasznalhatoak.
Ezért a képlékeny allapotra vonatkozo levezetéseimet is két kiilonféle modszerrel végeztem el.
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4.3.4.4. Az ellenorzo levezetés

Ezattal is, az ellen6rzés soran mar nem altalanos helyzettel —
kezdjiik a levezetést, hanem olyan fesziiltségi testet vesziink fel,
mely akkor alakul ki, ha a doféspont a gorbén helyezkedik el.
Tovabba kihasznaljuk, hogy a fesziiltségeloszlas egyenletes, és
mar csak sikidomok sulypontszdmitasaval foglalkozunk. Az el6bb
a fesziiltségidomot a két hasab kiilonbségével szamoltuk. Most
mas megkdzelitésbol nézziik. A nyomott zona ilyenkor egy trapéz.
Ez az 53. abran is lathatd. Ennek a sikidomnak mar nem nehéz a '+
stlypontszamitasa. A nyomott zonat felbonthatjuk egy téglalapra,
és egy derékszogli haromszogre, ugy, hogy egyediil az abran jelolt
X méret lesz az egyediili ismeretlen.

Elézetes terveink szerint, konnyedén kifejezhetjiik majd a
fliggvény értékét, hiszen ismét két egyenletiink lesz amiatt, hogy +X' O
mindkét iranyban felirjuk a stlypontszamitast. Elsé 1épésben majd —
»X -t kell kifejezniink, és ha mar ismerni fogjuk, hogy minek °
figgvényében valtozik, akkor attérhetiink a gorbe egyenletének a

leirasara, mely soran ismét a fiiggvény értékét tekintjiik

ismeretlennek. A gorbét ugyanugy fogjuk kezelni, mint korabban. 53 4bra

A levezetések soran az 53. és 54. abran lathato jeloléseket hasznaljuk.

| Ys

<N

E
e

X's AN

X's = f(Y's) = 7

A 4

O I
b/3 bi2 Y's
Y'sER/ b/3<Y'sés Y's<b/2
Ertelmezési tartomany: Df = |b/3 ; b/2]

54. abra
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ElGszor az y iranybanirjuk fel a sulypontszamitast, mert ebben az egyenletben még csak egy ismeretlen,
az x szerepel. A trapéz alaki nyomott zénat egy haromszdgre, és egy téglalapra bontottam fel.

x-b-b+(a—x)-b-b

Sx' 2 2:3
Y's = — =
A X'b+(a—x)-b
2
X.3bz+a.6bz
Y's = b ab
Xxb,ab
2 2

x-b? ab? _ Y's-x:b 6 Y's-a-b
3 6 - 2 2

x-b2 Y'sxb _ Y'ssab a-b?
3 22 6

2:x-b2—=3-Y's'x-b = 3-Y's-a-b—a-b?

3-Y's-a-b—a-b2

x-(2:b2=3-Y's-b)

_ 3-Y's-a-b—a-b?
2:b2—3-Y's'b

_ 3-Y's-a—a-b
2:-b—3-Y's

Kifejeztiik azegyik valtozot, amiegy fontos részeredmény. Most irjuk fel a sulypontszamitast X iranybanis!

x-b'x+[(a—x)~b_(x+a—x)]

xs = 5= =T
< by a=x)b
2
Xz'b+(ﬂ_ﬂ).(2;x+i)
X's = 2 2 ) 2 ) 3 3
X- a-
_+_
2 2

x2b a'b-x  azb

:X'.._’_X'..
3 + 3 3 s‘x-b s-a-b

x2b a-bx . _ vie.p.a’b
3 + 3 —X's'x-b = X's-a-b 3




Ebbe az egyenletbe x helyére helyettesitsilk be az elébb kapott kifejezést!

3~Y's~a—a-b)2_b a'b.(3~Y's~a—a~b)
2:b—3-Y's 4 2:b—=3-Y's —(3'Y'S'a_a'b)-b-X's _ X's'a-b—az'b
3 3 2:b-3-Y's 3

(

Hozzuk ko6z6s nevezore, majd 0Osszegezziik az egyenlet bal oldalat!

3-a22b?Y's—a?-b’—27-a-b2-X's:Y's+6-a-b*X's+27-a-b-X's-Y's? _ X's-a-b—az'b
12:b2—36:b-Y's+27-Y's? 3

3a2-b2-Y's—a2-b3—27-a-b2-X's:Y's+6-a-b*X's+27-a-b-X's-Y's? =—

— = 12-a-b*-X's—36-a-b?>-X's'Y's+27-a-b-X's:Y's’—4-aZ-b’+12-a?-b?-Y's—9-a2-b-Y's?
Rendezziik nullara az egyenletet, és Osszegezzilk az egynemil tagokat!
—9-a2-b>Y's+3-a>b*+9-a-b>-X's'Y's—6-a-b*-X's+9-a?b-Y's? = 0

9-a?:b-Y's’—9-a?:b*-Y's+3-a?:b* = —9-a-b>-X's'Y's+6-a-b*X's
Az egyszerlsitések utan azt kapjuk, hogy:
3-a-Y's?’+a-b?—3-a-b-Y's = 2:b>X's—=3-b-X's'Y's
a-(3:Y's?+b?2—3-b-Y's) = X's/(2:b2—3-b-Y's)

3-Y's2—3-b-Y's+b?)
2:b2=3-b-Y's

X's = el

Tehat, ugyanazt a fiiggvényt kapjuk mint, a masik modszerrel. A rugalmas esettel ellentétben, most
paraméteresen is kimutattuk az egyezést. Ez az egyszeriibb felirasnak a kovetkezménye, amivel a
képlékeny allapot jar. Polindm osztast végezhetiink, hatha kezelhetébb eredményre jutunk.

(3-Y'sz:a—=3-a-b-Y's+a-b?)+(=3-b-Y's+2:b2) = _a'bY 5
—(3-a-Y's?2—2-a'b-Y's)
(—a-b-Y's+a-b2)+(—=3-b-Y's+2-b?) = _aiaY S+%

—(—a-b-Y’s+%a-b2)

a-b? —-a-Y's a

+(=3-b-Y's+2:b2) = +—=

3 <l > ) b 3
X's = —a'Y s a, a-b?

b 3 —9bY's+6'b?

Ezzel megadtuk a fiiggvény hozzarendelési szabalyat.



4.3.4.5. Az ellenorzo levezetés értékelése

Lathato, hogy az ellenérzésbdl is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az elObbi levezetésbol. Itt
szembeOtlobb az egyezés a két modszer kozott, mint amit a rugalmas allapotnal mutattunk be, ugyanis
ezattal paraméteresen is megegyezik a két végeredmény. A rugalmas esetnél, a fesziiltségi test
bonyolultsagabdl adodoan, olyan végeredményeket kaptunk, melyek tovabbi paraméteres miiveletekre nem
alkalmasak. A képletek nem egyeztek, hiszen teljesen mas valtozo fiiggvényében irtuk fel az egyenleteket,
igy a szampéldak gydztek meg arrdl, hogy egyezik a két levezetés.

Képlékeny allapotban ennél konnyebb dolgunk volt. A fesziiltségi test sokkal kezelhetdbb alakja, jelentdsen
egyszerlibb szamitasokhoz vezetett. Itt is mas valtozo fliggvényében irtuk fel a problémat, viszont olyan
végeredményeket kaptunk, melyekkel gond nélkiil végezhetiink tovabbi paraméteres szamitasokat. Ezt
kihaszndlva a két kiilonboz6 valtozé egymasbol vald kifejezésével, megoldhatd volt, hogy ugyan abban a
paraméteres formaban irjuk le a két végeredményt. Ez természetesen azt jelenti, hogy makulatlanul ugyanazt
az eredményt kapjuk, mind a két modszerrel.

Talan konnyebb volt elvégezni az ellendrzd levezetést, hiszen ott mar csak olyan esetet targyaltunk, amikor a
doféspont a gorbén helyezkedik el. Ett6l fliiggetleniil fontos az elsd moddszer is. Nem csupan ellenérzési
szempontbdl volt hasznos, hanem azoknak a levezetése soran olyan képletekre jutottunk, melyek lehetévé
teszik a szerkezetek méretezését négy oldalt nyomott zona esetében.

Végeredményben ezen ellenérzé szamitasok elvégzése utan is meggydzOdhettiink arrol, hogy helyes
eredményeket kaptunk.

4.3.5. Az ot oldald nyomott zéna

Amikor a doféspont hatdsvonala a gorbék altal hatarolt teriileten éri a keresztmetszeti feliiletet, a nyomott
zona 6t oldalu lesz. Ilyenkor mar nemcsak egy iranyban 16g le a kialakul6 nagy hasab a keresztmetszetrol,
mint ahogy a négy oldali nyomott zona esetében lattunk, hanem két iranyban, tehat a fesziiltségi test egy
kétszeresen csonkolt egyenes hasab lesz. Az 6t oldalli nyomott zona feliilnézetbdl az 55., mig a fesziiltségi
test axonometrikus rajza az 56. abran lathato.

Lathato, hogy a fesziiltségi test térfogatat tigy kaphatjuk meg, hogy a nagy hasabbol kivonjuk a két kicsit.
Ezen szamitasok részleteit most nem targyaljuk, ugyanis a gorbe analitikus leirdsdhoz nem volt ra
sziikséglink. Ez annak volt koszonhetd, hogy a négy ¢és Otoldali nyomott zondk hatarhelyzeténél, még
minden szempontbol helyesek voltak azok az egyenletek, amelyeket a négy oldali nyomott zona eseténél
fejeztiink ki.

55. dbra 56. abra
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5. Alkalmazasok a miiszaki gyakorlatban

Most mutatunk néhany jellegzetes példat arra, hogy mely esetekben gyakori a huzdszilardsag nélkiili, zomok
rudak kiilpontos nyomasa.
Leggyakrabban akkor fordulnak el ezek az esetek, amikor ezek a rudak alaptestek. Ezek a pillér alapok
altalaban vasalatlan betonbdl késziilnek, tehat huzofesziiltség felvételére nem alkalmasak, és egyértelmiien
zomok szerkezeti elemek. Amikor megtehetjiik, akkor kozpontosan terheljilkk le ezeket az alaptesteket.
Ilyenkor a komyez6 tényezoktol fiigg, hogy kiilpontossaggal szamolunk-e. Amikor jelentds vizszintes teher,
példaul szélnyomas hat a felmend falra, akkor a horizontalis és vertikalis erékbol vektorharomszog
képzésével allapithatjuk meg a terhek eredderejének a helyét. Amikor az alaptestet terheld fal helyzete
kdzpontos az alaptestre, akkor is gyakran kiilpontossaggal kell szamolnunk. Ezen feliil a valds tervezdi
munkaban rengeteg koriilményt kell figyelembe venni. Hogy az altalunk tervezett szerkezet minden téren
megfeleljen az elvarasoknak, gyakran olyan megoldasokhoz kell folyamodni, melyek eltérnek a
leggyakoribb, és sok szempontbol legkedvezobb modszertdl. Egy ilyen esetre mutatnék egy jellemzo példat.
Amikor egy épiilet alapozasnal, egy mar meglévd szomszédos épiilet mell¢ kell elhelyezni a pillér alapokat,
akkor azt gyakran kiilpontosan tessziik. Ez azért van, mert a két épiilet felmend falai k6zott nem szeretnénk
tal nagy rést, és ezzel egy sikatort hagyni. Az alaptest méretét az esectleges siillyedés miatt nem
csokkenthetjiik, ezért kénytelenek vagyunk a falat az alaptestre kiilpontosan elhelyezni. Ezt a helyzetet az 57.
abraval magyarazzuk.
L I I
| amm ol

57. abra

-43-



A magasépitésben is lehet tipikus példat talalni erre a fajta igénybevételre. Akkor is ilyen esettel talaljuk
szemben magunkat, amikor kotégerendak alatti megtamasztd elemek méretezését kell elvégezniink. A
leggyakoribb eset az, amikor a koétdégerenda fabol késziil, és egy zomok beton, vagy falazott szerkezeti

elemre tamaszkodik. Erre az 58. abran lathatunk egy példat.

taréjszelemen

kézepszelemen

fogépar

izcsendesitd —
~ie : kétégerenda

\ |
+ :
| ~_alloszelemen |
\ |
\ |
\ |

talpszelermnen

IR AR AR RN ARR S ARARAAAN

i

LT A T O T T T

g szélsGbetontamasz % Kozepsbelontamasz

58. abra

A sz€1s6 megtamasztod elemek természetesen kiilpontos nyomasnak vannak kitéve. A kdzépsé tamaszokrol
elképzelhetd, hogy rendeltetésiiket tekintve kdzpontos nyomasra méretezhetjiik éket, de egy esetleges
felujitasnal, mely a fa kotdgerendaknal gyakran eléfordul, kiilpontos nyomas is felléphet. Egy statikusnak
minden eshetdségre gondolnia kell, és ebben az esetben szintén a korabban bemutatott dsszefiiggéseket lehet

alkalmazni.
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