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Dobok és membranok spektrumanak elméleti vizsgalata

ELOSZO

A rugalmas membranok vizsgalata kiilonbozo feltétek mellett, igen alapvetd probléma. A
membran rezgésit a Helmholtz-egyenlet irja le, melyet a fizika mas agaiban is gyakran
alkalmazunk. Ebben a dolgozatban eldszor a dobok alapvetd elemeit fogom bemutatni, majd
kitérek azokra az effektusokra, melyeket megfontoland6é figyelembe venni az elméleti
modellek felallitasandl. Emellett megemlitem azokat a legfontosabb kisérleti elrendezéseket,
amelyekkel megvizsgalhatdo a spektrum valtozasa, és igy tesztelhetdek veliik az elméleti
szamitasok.

Ezutan azt a két rendszert mutatom be réviden, melyet az irodalomban ugyan mar
targyaltak, azonban az altalam vizsgalt probléma alapjai. El6sz6r a membran kavajaval nem
koncentrikusan elhelyezkedd lyukkal rendelkezd membran spektruménak valtozasat fogom
vizsgalni a perforacié méret- €s helyzetvaltozasanak fliggvényében. A modellben a membran
vakuumban helyezkedik el, illetve nem rendelkezik dobtesttel. A lyuk peremén a Neumann-,
a membran peremén pedig a Dirichlet-hatarfeltételt illesztem, ami annak felel meg, hogy a
belsd perem nem rogzitett, a kiilsé pedig igen. A masik probléma, amit elemezni fogok a
kétfenekll dob esete. Ekkor a dobtest mindkét végén membran helyezkedik el, valamint a

dobtesten beliil és kiviil is levegd helyezkedik el, igy a rezgések csatolodnak.

KOSZONETNYILVANITAS

Szeretnék kdszonetet mondani Oonzetlen segitségéért témavezetdmnek, dr. Téke Csabanak,
aki érdekes témafelvetéseivel és a kérdéseimre adott koriiltekintd valaszaival, valamint a

kézirat végso formajanak atolvasasaval és javitasaval segitette munkamat.
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1. A DOBOKROL, VALAMINT HANGZASUKROL

A dolgozatban a lyukas membran, valamint a kétfedelli dob sajatrezgéseit fogjuk vizsgélni,
azonban ahhoz, hogy ezt megtehessiik, legeldszor a dobok alapvetd felépitését kell megismerni.

Azokat mutatom be, melyek modellezése realis cél lehet.

1.1 A dobok altalanos felépitése

A dob leggyakrabban egy kor keresztmetszetii lireges test, melynek egyik, vagy akar mindkét
felére membrant feszitenek. Barmely dob két legszembetiindbb, egyben alapvetd eleme a
dobbdr, illetve a dobtest. A hangszert leginkabb dobverdvel szdlaltatjadk meg, a 1ényeg, hogy az
iitést a boron, vagy a kavan végezziik el (a dobbor kerete).

A membran rogzitésére, illetve megfeszitésére sokféle modszert alkalmaznak. A
leggyakoribb, hogy a hartya peremét eloszor egy fém keretre tekerik fel (kava), majd ezt
csavarozzak oda testhez. [gy a membran feszességét ezen csavarok segitségével lehet allitani. A
dobtest, illetve a dobbdr anyaga sokféle lehet, azonban a modell felallitdsanal az anyagi
kiilonbségeket nem vessziik figyelembe. A dobtest rezgéseit elhanyagoljuk, valamint a
szamitasokban a membran paraméterei koziil csak a feliileti tomegeloszlas és a megfeszitettség
jelenik meg.

A sipoknal és huarokndl a felhangok az alaphang egész szamu tobbszordsei, mas szoval a
felhangok az alaphang felharmonikusai. Az alaphanggal egyidejiileg altaldban a
felharmonikusok is fellépnek, ezek adjak a hang szinezetét. A dob felhangjai nem
harmonikusak, az igen sok és kozel megegyezd intenzitast felhang folytdn, melyek gyorsan
lecsengenek nincs meghatarozott hangmagassaguk, inkabb ,,semleges” hanguak.

A dob felépitése az elsé abran lathato /1.1 abra/ :

(@) (b) (©)
— .

B

.; / '

\

N X .
-

kétfedelii dob - feszito csavarok helyzete - membran

1.1 abra

2. MODELLALKOTAS
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Az el6z6 fejezetben a legegyszeribb dobok felépitését mutattam be. Ebben a szakaszban
el6sz6r a membran kezelésének legegyszeribb modelljét, az idealis membran modellt
fogom ismertetni, majd megvizsgalom, hogy melyek azok az -effektusok, melyek

elhanyagolasa nagyban befolyasolja a kapott eredményt.
2.1 Az idealis membran

Az idealis membran egy keret mentén kifeszitett vékony hartya, melynél nem vessziik
figyelembe az egyenetlen feszitettséget, a keret, illetve a dobtest rezgéseit, a membran

anyaganak egyenetlenségét, valamint a levegd nyomasanak ¢€s rezgésének hatasat.

2.1.1 A téglalap alaka membran

Feltessziik, hogy a membran az x - y
sikban van kifeszitve, valamint nyugalmi
allapotban a fesziiltség mindenhol alland6
T érték. A szamolas sordn a transzverzalis

rezgéseket vizsgaljuk, az ezekhez tartozd

sajatrezgéseket  ¢és  sajatfrekvencidkat

szeretnénk megkapni. Ez annyit jelent,
Az egységnyi membranelem kitérése miatt ébredd
fesziiltségek

egységnyi feliiletelemére hat6  erdk 2.1 4bra

hogy a kiss¢ kimozditott membran

ereddjének csak z komponensét vesszik
figyelembe. A differencidlegyenlet meghatarozasahoz egy gorbiilt, négyszogletes membran

elemet tekintiink, melyre a fesziiltség miatt er6k fognak hatni, ezek ereddje a visszatéritd erd.

A mozgasegyenlet a fent vazolt kiindulasi helyzetbdl egyszertien levezethetd. A megoldas
Iépéseit nem részletezem, mivel a végrehajtds menete az irodalomban megtalalhatd (pl.
[1,2]). A membran pontjainak kitérés — 1d6 fliggvénye a kdvetkezd hullamegyenletet elégiti

ki:

928 _ T (928 9%\ _ 2
@2.1.1) -~ _a(ax2+ay2)_c AE
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ahol ¢ a feliileti tomegeloszlas (mértékegysége [kg/m’]). A fenti egyenlet akkor oldhaté
meg egyszeriien, ha a membran téglalap alaka. A keresett & kitérés fliggvény felirhatd, mint

a modusok sulyozott 6sszege (1d. [1]):

mmx
Lx

(2.1.2) ¢ = YmnSin—=sin nLLy (A €OS 2TV, t + By SIN 27V, t)
y

mely egyenletben L,, L, a téglalap alaki membran két oldala. A peremfeltételek illesztese

meghatarozza a sajatfrekvencidkat, az A,,, illetve B,, egyiitthatok pedig a kezdeti

feltételekbdl hatarozhatdak meg.

2.1.2 Az idealis, kor alakii membran

Egy kor alakii membran leirdsanal - tekintettel a rendszer szimmetridjara - a megoldast
Descartes-koordinatak helyett polarkoordinatakban célszerli keresni. Tehat valtsunk az

eredeti koordinatakrdl polarkoordinatakra:

X = T COS @
y - rsing

Ekkor a Laplace-operator polarkoordinatas alakjat felhasznalva a (2.1.1)-es egyenlet a

kovetkezo alakra modosul:

9% _ 2(2%6 1,98 1 9%
(2.1.3) ot2 = ¢ (6r2+r 6r+r2 agoz)

Ha az idében periodikus megoldasokra szoritkozunk: &(t,7,¢) = U(r, @) - e'“t, akkor a
térfliggést leird U(r, @) fliggvényre az alabbi Helmholtz-egyenletet kapjuk:

(2.1.4) (A+k2)-U(r,9) =0

ahol k = w/c. Tekintettel az origd koriili forgasszimmetriara', a modusokat az U(r, @) =

R(r) - e'™¢® alakban érdemes keresni.

' A szimmetria felhasznalasanak kifejtése a 4.1 pontban talalhatd
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Célszerti dimenzidtlan mennyiségeket hasznalni, ezért bevezetve az y = wr/c valtozot, az

R(y) fuggvényre a matematikdban ismert Bessel-féle differencidlegyenletet kapjuk:

(2.1.5) y2R"+yR' + (y> —m*»)R =0

Ennek két fiiggetlen megoldasa a J,, elséfaju és Y, masodfaja Bessel-fiiggvény. Az altalanos

megoldast ezek linearis kombinacidjaval adhatjuk meg.

(2.1.6) Ur, @) = Lm=—wlamfm(kr) + by Y (kr)] - €9

Idealis membran esetén, mivel Y,,(x) megoldas az origbban szinguléris, ki kell zarnunk. Az
U(r, @) egyenletre a membran pereménél a Dirichlet-féle hatarfeltételt illesztve, megkapjuk

a kitérésmezo6t:

(2.1.7) a) $mn = '@t - gime.. Jm (wTr)
wR
b) T = Xmn

ahol x,,,, a J,, Bessel-fliggvény n-edik zérushelye, R a membran sugara, m a csomédatmérok,

n pedig a csomokorok szama.

2.1.3 A modusok

A dob modusait aszerint azonositjuk, hogy mennyi csoméatmérot, illetve csomokort
tartalmaznak. A sajatrezgések vizsgalatanal kitlinik, hogy egyes modusok hasonlo
viselkedést mutatnak, mint a monopolus, dipdlus, stb. Ilyen sajatfrekvencia a (0,1)-es, (1,1)-
es, illetve (2,1)-es modus, melyek rendre ugy sugaroznak hanghulldimokat, mint egy mono-,
egy di-, és egy kvadrupdlus forras. [5]

Az egyes sajatrezgések a csomoadtmérdk szamatol fliggben kiilonbozo elforgatési
szimmetridkat mutatnak:

e Azok a modusok, melyek csak csomdkort tartalmaznak, tetszéleges szoggel
forgathatdak

e Minden modusra igaz, hogy a 2m/m szogi forgatas onmagaba viszi at.

Az egyes rezgések vizsgalatanal figyelembe kell venni a degenerdciot. Az m # 0 modusok

kétszeres multiplicitasuak, kétszeresen degeneraltak. Amennyiben a membréanon elvaltozas
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keletkezik, ezek a degeneralt modusok torvényszertien felhasadnak, a spektrumban mindkét
sajatfrekvencia megjelenik. A folytonos elforgatasi szimmetria csokken, ennél tobbet akkor
lehet mondani, ha az elvaltozas is rendelkezik valamilyen tiikr6zési vagy elforgatasi
szimmetridval. Ha a tiikr6zési teljesiil, a felhasadt modus egyik fele szimmetrikus lesz erre a
szimmetridra, a masik antiszimmetrikus. FElvaltozas lehet a csavarok egyenetlen
meghiizasdbol szarmazod nem egyenletes fesziiltség (elforgatdsi - [13]), vagy a membran
anyagaban taladlhaté szimmetrikus inhomogenitas (tiikrozési).

Ilyen felhasadads tapasztalhaté példaul a tabla nevii indiai hangszernél, melynél a
membranra bdérdarabokbol egy pup van ragasztva ([6]), vagy egy lyukas membréannal,
amelynél a perforacié nem koncentrikus a membran peremével.

A 2.2-es abran egy idedlis kor alakit membran néhany sajatrezgésének jellegzetes alakja

lathato:

Az idealis membran néhany modusa

(0,1 1,1 2,1

2.2 abra
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2.14 A modusok vizsgalata

A membran moédusait tobbfajta mérési modszerrel is szemléltethetjiik, ezek koziil csak

néhdnyat szeretnék bemutatni.

Chladni-féle hangabrak:

A Chladni-féle hangabrakkal konnyen ellendrizhetd, hogy az egyes sajatrezgések valoban
az elméletileg szamolt frekvencidnal taldlhatoak-e. A membran feliiletét megszorjuk
homokkal, majd ha a vizsgdlni kivant sajatrezgéseknek megfeleldé frekvencian rezgetjik a
hartyat, a homok a csomovonalakban, illetve csomokorokben fog megallni. Ezzel a
modszerrel ,kirajzolhatjuk” az adott moddusokat, ha helyesek a hozzajuk szamolt

frekvenciak. [8]

Vizsgalat stroboszkoppal

Az egyes frekvenciak lecsengését szabad szemmel is megfigyelhetéve teszi az
stroboszkopos vizsgalat. Ha a megvilagitas frekvencidja kétszer akkora, mint a megfigyelni
kivant moédus frekvencidja, akkor a membran csak azokban az egymas utani
iddpillanatokban lesz megvildgitva, amikor egyszer fenti, egyszer pedig lenti fazist latunk.
Az egyes sajatrezgések mozgasat lassitva, szabad szemmel is konnyen megfigyelheté moédon

vizsgalhatjuk. [9]

Akusztikus holografia

Az akusztikus holografia egy ijabb modszert biztosit a membran gerjesztésére, a modusok
vizsgalata mellett. A gerjesztéshez a membran feliiletén egy apré magnest helyeziink el, ami
,lefogja” azokat a modusokat, melyeknek csoméatmérdje, vagy csomokore a magnes helyén
jonne létre. (A vizsgalat sordn figyelembe kell venni, hogy az adott elhelyezéssel melyik
modusok mérhetéek.) Ha dobbdr ald egy tekercset helyeziink el, akkor szinuszos aram
hatasara, a valtozd elektromos tér — a Maxwell-torvényeknek megfeleléen - valtozo
magneses teret hoz létre, melynek kovetkeztében a magnes rezegni kezd és a membrant is
gerjeszti.

A modszer lényege, hogy a membran mozgasakor keletkezett hanghullamokat egy egyedi
fazis érzé¢keny mikrofonnal mérik, mely a nyomast és a hangsebességet detektalnja egy x-y
tartomany mentén, ahol a mikrofon mozgathat6. Ezekbdl kiszamolhatdé az akusztikus
impedancia, az intenzitds faktor, a membran elmozduldsa és a gyorsulds. Ezek ismeretében

modellezhet6 a hangtér. [7]
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2.2 Az elhanyagolt effektusok

Egy Osszetettebb modell modusai akdr nagymértékben eltérhetnek az ideédlis modellnél
szamolt, az el6zo fejezetben ismertetett alakoktdl. A valodi és az idedlis membran kozotti
optimalis utat az egyes effektusok hatdsanak figyelembe vételével talalhatjuk meg. A
befolydsolo tényezdket csoportosithatjuk aszerint, hogy a dobtesttél, vagy a membrantol

szarmaznak a hatasok. A legfobb effektusok, melyek befolydsoljak a spektrumot:

Dobtest: Membrén:
- atest rezgéseinek elhanyagoladsa - nemlinearités
- abezart levegd merevitd, és a kiilsd - hajlitasi merevség
levegd terheld hatasa - nyiréerok

Vékony membran esetén a legerdteljesebb valtozast az okozza, hogy a rendszer nem
vakuumban helyezkedik el. Altalanosan a levegé hatasa csokkenti a frekvenciak értékét.

A levegd mozgéasanak hatasa a hanghullamok levegdben, illetve anyagban vald terjedési
sebességének egymashoz vald aranyatol fiigg, valamint attdl, hogy a levegd mozgésa
valamely iranyban korldtozva van. A bezart levegd a csomokoros modusok frekvenciait
novelni fogja, mig a tobbit csokkenti. Emellett a levegd csillapitdsanak hatdsara az idoben
végtelen rezgések csillapodni kezdenek. ([1])

A membran nemlinearitdsa a sajatrezgéseknél frekvenciadsszegzéseket hoz be. Ez jol
bizonyithatd barmely vizsgélatnal, melynél a rezgések frekvenciajat mérjiik. Ilyen a Balinéz
gong frekvencidjanak vizsgalatara vonatkozo kisérlet is. [14]

A hajlitasi merevség kezelésénél a membran differencidlegyenletében megjelenik egy
plusz elem, mely a linearitidst nem rontja, azonban behoz egy negyedrendii tagot, mely
tartalmazza a Young-modulust. Ez idealis esetben megnoveli a frekvenciat, ennek ellenére
kis jelentéségli effektus, csupan 0,5 — 1% kozotti frekvencia-elmozduldst eredményez. ([1])

A nyiréerd a frekvenciak kismértékli eltolodasat okozza, masodrendii effektus, mely
akkor lehet nagyobb hatassal a modusokra, ha a rezgés amplitiddja nem tul kicsi. A
nyiromerevség csak a feliilet menti elmozduldsoknal fontos, emeli a frekvenciait. Ez akkor
valik lényegessé, ha a membran nagyon nagy amplituddju mozgasokat végez. Mivel az
altalunk vizsgalt membran kis kitérési mozgast végez, ezért a nyirdmerevséget nem vessziik

figyelembe. [1]
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3. MEMBRANMODELLEK

Ebben a részben azokat a problémakat szeretném ismertetni, melyek alapvetéen

kapcsolddnak a dolgozatban vizsgalt modellekhez.
3.1 A kozéppontban lyukas membran

Az idealis, rugalmas membran sajatrezgéseinek szamitasa az irodalomban j6l ismert
probléma. Hagymasi Imre ,,A lyukas membran hangjai” cimii TDK dolgozatanak elso
részében a kozépen lyukas membran modusait vizsgédlja, majd ezt a rendszert analognak
tekinti egy elektron kilyukasztott, kor alakt bilidrdban torténd mozgasaval [3]. Azt a térrészt
nevezzik kvantum biliardnak, amelynek falarol az elektron klasszikusan verddik vissza. A
szabad részecske energiaszintjeit ugyanaz az egyenlet hatarozza meg, mint a dob
sajatfrekvencidit, igy annak meghatdrozasaval egy kvantummechanikai problémat is sikeriil
megoldani. Dolgozatanak f6 célja az energiaszintek €s sajatfrekvenciak allapotstriiségének
tanulmanyozésa, azonban csak a lyukas membran spektrumdnak meghatarozasat ismertetem,
mivel ez szorosan kapcsolodik az altalam vizsgalt problémahoz.

A 2. fejezetben levezettem, hogy egy idedlis, nem lyukas membran kitérésmezdjének és
sajatfrekvencidinak egyenletét hogyan hatarozhatjuk meg. A kozépen lyukas membran
moddusainak meghatdrozasa a (2.1.6)-os egyenletig ugyanugy torténik, mint az idealis
membran esetében. Ekkor a Neumann-fliggvényeket (masodfaji Bessel-fliggvények) azért
zartuk ki, mivel az origdban szingularitdst mutattak. Amennyiben kdzépen lyuk talalhato,
akkor az Y, (x) megoldasokat sem hagyhatjuk el.

Ebben az esetben a kovetkezd hatarfeltételeink adodnak:

a. A membran a keretnél rogzitett — Dirichlet-féle hatarfeltétel

b. A lyuk pereme nincs rogzitve — Neumann-féle peremfeltétel

(3.1.1) a. U@, @)=k, =0
G 2] R
ar T=R1

ahol R, a membran sugara, R; pedig a lyuk sugara. A fenti egyenletek a (2.1.6)-0s
egyenldségben szerepld a,, és b, ismeretlenekre egy homogén linearis egyenletrendszert adnak.
Ennek csak akkor van a trivialistol eltéré megoldasa, ha az egyiitthatomatrix szingularis, vagyis

determinansa nulla.
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(3.1.2)

ahol J,' (kR,) = 2/t

r=R

Jm(kRz)  Yin(kRz)| _
Jm'(kRy)  Yn'(kRp)I

, a Neumann-fliggvényre pedig hasonloan.
1

A membranon talalhatd lyuk korszimmetrikus, €s az origdoban helyezkedik el, tehat a

rendszer forgasi szimmetridja nem sériil. Hidba taldlhatd6 a membranban inhomogenitas, a

degeneralt modusok nem fognak felhasadni. A lyukas dob egyik modusara példa a 3.1 abran

lathato.

(0,4)-es sajatrezgés — [Hagymasi, 2006]

3.1 abra

3.2 Alevego hatasa az iistdob rezgéseire

[
[
=]

?

Giu

A tér tartomanyokra bontasa
mellett a z = L sikban nincs
részecskemozgas.

3.2 abra

A 2.2-es fejezetben lathattuk, hogy a levegd hatdsa a
frekvencia-értékek megvaltozasat okozza. R. S. Christian, R. E.
Davis és A. Tubis altal publikalt cikk az altalam modellezett
egyik probléma alapja. [4]

A publikéacioban azt vizsgéljak, mekkora hatéast gyakorol az
iistdob rezgései az, ha a membran nem vakuumban helyezkedik
el, illetve, ha rendelkezik dobtesttel.

A szamitds sordn nincs figyelembe véve a terem akusztikaja,
valamint az iistdob oldalan 1évé szelldzOnyilds hatdsa. A
membran idealis, viszont a dobtest tobbi része merev, nincs

als6 membran. A rezgéseket nem tekintik id6ben végtelennek,

a lecsengési id6t a moddusok komplex frekvenciajanak képzetes részébdl szamolhato

([10,11]). A nyomas hullamszerti valtozast mutat, ezért felirhatjuk ra a Helmholtz-egyenletet.

A levegd mozgasat Green-fliggvényekkel modellezik, amelyekre a dob falain valamint a
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kiils6 térrészben, a dobbdr meghosszabbitasaval keletkezett végtelen sikon Neumann-féle
hatarfeltételt alkalmazzak. Technikai kozelités, hogy a membran sikjaban nincs
részecskemozgas, mely a szerzOk szerint gyengén befolyasolja a kapott eredményeket. /3.2
abra/ [15]

A megoldas soran még egy fontos feltételt szabunk, a levegd mozgasat a folyadék
mozgasat leird linearizalt FEuler-Navier-Stokes formuldval kezeljiik. Az elforgatasi
szimmetria érvényes, ezért a membran kitérését a csomoatmérdk rogzitett m szdma mellett
az idealis membran modusai szerint sorfejtik. A levezetés végén a (3.1.1)-es nemlinedris
sajatérték egyenletet kapjuk. Ezt az 6sszegzést n, n”’ = 4-nél vagjak le.

w?  x3
(3'1'1) Zn" Mnn" ’ a::'l',s = aYTS (_ - ﬁ)

c2, a?

ahol a a dobbdr sugara, ¢,, a membranbeli sebesség. Az M matrix tartalmazza az alkalmazott
Green-fliggvények integraljat a membran feliiletén.

A szadmolt adatok alatdmasztjak a feltételezést, miszerint a levegd hatasdra a médusok
frekvenciaja csokken. A bezart levegd hatasa (miszerint a csomokords modusok frekvenciaja
none) kevéssé érvényesiil, a legerdteljesebb hatas a frekvencia-csokkenés. Ezen adatokat a
cikkben mérési eredményekkel is igazoltak.

A numerikus szamitas sordn a levagas értéke elég kicsi. A szamitdsok reprodukalasa utan
modern technikdval és nagyobb levagassal Gjraszdmoltuk azokat az eredményeket, melyeket
kisérleti mérések is aldtamasztanak. A sajatfrekvencidra irt keresési eljaras akkor lenne
korrekt, ha a komplex szamtesten keresnénk, azonban a reprodukélds sordn csak a valds

szamokon futtatunk keresést. A kapott sajatfrekvencia értékek az I. tablazatban taldlhatoak.
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I.tablazat: a membran sugara: a = 0.328 m; feliileti tomegeloszlas: o= 0.262 kg/m?;
megfeszitettsége: 7= 1960 N/m; levegé stirtisége: po = 1,21 kg/m’; dob térfogata: V= 0,14 m’;

T=1960 N/m
Idealis membran Christian et. al. Reprodukalt Mért adat
nn”=4 nn”=8§
Modus (mn) fun (Hz)
01 101 68 94
11 161 107 108 107
21 215 161 161 161
02 231 181 181 179
31 267 211 201 211
12 295 231 232 232
41 318 262 262 261
22 353 291 203 302
03 363 302 308 286
51 368 309 311 310

Az elmélet alapjan szamolt és kisérletileg mért tistdob modus frekvencidk. A T tenzids
paraméter elméleti érték, amelyet ugy allitunk be, hogy f7; (calc.) = f;; (expt.)
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4. NEM KONCENTRIKUS PERFORACIO HATASAI

A 3.1-es pontban Hagymadsi Imre dolgozata alapjan bemutattam, hogyan alakulnak egy
centralisan kilyukasztott membran sajatfrekvencidi. A dolgozatomban targyalt elso
probléma, hogy hogyan valtoznak a modusok abban az esetben, amikor a lyuk nem a

kozéppontban helyezkedik el.

4.1 Hullam szorodasa két dimenzioban

A fizikai rendszerek szimmetriacsoportjainak jelentds része — igy a kor
szimmetriacsoportja is — geometriai transzformaciokbol all, ezeket a koordinatdk linearis
transzformacioival adhatjuk meg. A ¢ szoggel torténd elforgatdsok leirdsara az R(p)
matrixokat vezethetjiik be, melyek Lie-csoportot alkotnak. Ennek neve specialis, két-
dimenzios, ortogondlis csoport: SO(2). Mivel az SO(2) csoport Abel-csoport, igy a komplex
szamtest feletti irreducibilis abrézolasai csak egydimenziosak lehetnek, jeloljiik ezeket D™-

mel. Az abrdzolasok 1X1-es matrixokbdl allnak, melyekre igaz:

4.1.1) D™ (p)D™ (") = D™ (¢ + ¢")

Az egyenletet ¢’ szerint derivalva, valamint ¢’ = 0-t behelyettesitve egy els6éfoku
differencialegyenletet ~ kapunk, melynek megoldasa: D (@) = exp(C,p). Az
abrazolasoktol elvarjuk, hogy a ¢ =2m szOgi forgatas esetén megegyezzen az

egységelemmel, innen a kdvetkezd egyenldséget kapjuk:

(4.1.2) D™ () = exp(ime)

Mely egyben a D™ abrazolas karakterével is egyenlé lesz. [16]

A 4.1 abran lathat6 nem koncentrikus lyukkal rendelkezd
membran modusait fogjuk vizsgélni, az abran lathato jelolésmodot
kovetve. A mozgasegyenlet levezetésének elsd része megegyezik a

2.1-es pontban leirtakkal, igy a megoldas Iépéseit a (2.1.6)-0s

egyenlettdl folytatom. A 3.1-es pontban targyaltakhoz hasonl6an
eloszor a lyuk pereménél illesztjiik a Neumann-féle hatarfeltételt, 4.1 dbra

abban a polarkoordindta rendszerben, amelynek origdja a lyuk
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kdzéppontja.

413 ZED oy ke (o) m(kRo) + di Y (KRp)] = 0

ar T=R0

ahol J',,(kR,) és Y',,(kR,) a Bessel-fiiggvények r szerinti derivaltjat jeloli, az r = R,
helyen. A fenti egyenletbdl c,,-t kifejezve, majd visszahelyettesitve U(r, @) fiiggvényre egy
d,, egyiitthatoktol fliggd dsszegzést kapunk.
Ezutan célszerli attérni komplex koordinatakra, valamint a koordinata-rendszer

kozéppontjat a lyuk kozéppontjabol a membran kézéppontjaba toljuk:

zZ=x+1y
(4.1.4) ¥ =7+7,

7' =z+z
ahol 7', z' a membran kozéppontjatol van mérve. A fentieket felhasznalva U(r, @) ezentul

z'-t61 fog fuggeni, és a kdvetkezo alakot 6lti:

(4.1.5) U(z’)=Z;‘;’l=_wdm-[|Z, ] [V klz' = 20]) - j,’:((:g‘); Jm(klz' = zo))

Most a membran peremén koveteljiik meg a Dirichlet-féle peremfeltételt, valamint legyen

z' = R, - e'®. Ekkor (Vn € Z):
2T Lin6 i0
(4.1.6) Jo em-U(Ry-e®) =0

A (4.1.6)-0s egyenlet egzakt ugyan, de csak numerikusan értékelhetd ki, ezért a (4.1.5)-0s
Osszefliggésben levagast kell bevezetni: Yo__o, > XM __,. Ekkor 2M + 1 ismeretleniink
van, igy a (4.1.6)-os egyenletet is csak n = —M,—M + 1, ..., M értékekre kozelithetjiik meg.
A levagasok segitségével a fenti 0sszefliggés egy 2M + 1 egyenletbdl all6 homogén linearis
egyenletrendszer, 2M + 1 darab ismeretlenre (d,,). A homogén egyenletrendszernek akkor,
¢és csak akkor létezik a trivialistol eltérd megoldéasa, ha az egylitthatomatrix determinansa

eltinik:

Det(4,,,) =0

. ib_, 1M . , .
A = fozneme . I:E-Z"—G—ZI] . [Ym(k|R1 et ZO|) _%']m(k“?l celf — ZO|)]

(4.1.7)

Det(A,,n) zérushelyei egyértelmiien rogzitik k-t, amely w = c - k megfeleltetéssel a lyukas

membran spektrumat adja.
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4.2 A spektrum vizsgalata

A 4.1-es pontban kapott egyenletek segitségével megvizsgalhatjuk, hogy egy szimmetrikus
lyuk, mint inhomogenités, milyen hatdssal van az idealis membran sajatrezgéseire, illetve a

sajatfliggvényeire.

4.2.1 Zérushelvek keresése

a. Keresés ,nyers erovel”

A legegyszerlibb modszer, amivel a zérushelyeket kereshetjiik, ha a (4.1.6)-os egyenletbdl
matrixot képziink, majd a teljes frekvenciatartomanyon vizsgaljuk a determinans értékét,
annak valds részét abrazoljuk. Elegendd csupan a valos részt vizsgalni, mivel analitikusan és
numerikusan is bizonyithatd, hogy a komplex rész kiesik. Ekkor a levagas mértékének
megfelelden csupan az elsd né¢hany sajatfrekvencia értéket kaphatjuk meg. A keresésben
paraméterként allithatjuk a lyuk méretét, illetve kozépponttol valo tavolsdgat. A szamitasok
altalanositasahoz a membran sugarat egységnyi hosszusagunak tekintem a szdmolasok soran,
a lyuk mérete pedig ehhez igazoddan csupan aranyszdmként van jelen. Egy ilyen futési

eredményt lathatunk a 4.2 abran.

Sugar: 0.1
Tavolsag: 0.4
Matrix mérete: <7
1,00E+015
8,00E+014
6,00E+014
4,00E+014
2,00E+014 \
-
D 0,00E+000 JAN
a M

-2,00E+014

-4,00E+014

-6,00E+014

-8,00E+014

-1,00E+015 —u
2 3 4 5 6 7
k

4.2 abra

A keresés kovetkezd 1épése, hogy az eldjelvaltas sziik tartomanyaban egy zérushelykeresd
eljarast inditunk (pl. intervallumfelezés), mely 4 tizedesjegyig meghatdrozza annak pontos
értékét, hiszen k értékének kis megvaltozasahoz nagy frekvenciakiilonbség tartozhat. Az
abran lathat6, hogy a degeneralt modusok a =zavar hatasara felhasadnak, azonban

frekvencidjuk nagybani eltérést nem mutat. Igy a szamitdsok soran az egymashoz kozeli
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értékeket nehéz megtalalni, valamint az egyenlet bonyolultsdga miatt nagy a futdsidd, ez

korlatozza a levagas, tehat a pontossag mértékeét.

b. Szimmetria alapu keresés

A fenti problémara ad megoldast az, ha a keresés sordn a rendszer szimmetria
tulajdonsagait i1s figyelembe vesszik. A nem koncentrikus lyuk miatt a struktira
korszimmetriaja elromlik, azonban a valds tengelyre szimmetrikus marad a membran, igy a
keresését paros, illetve paratlan részekre bonthatjuk. A lyuk elhelyezkedésében két eset
lehetséges: vagy egy csomovonalon fekszik, vagy pedig nem /4.3 abra/. U ugyan komplex
értékli fliggvény, azonban végsd értéke valds, igy kiilon tekinthetjiik a valos €s képzetes

részét, ebbdl erednek a degeneralt médusok.

paros paratlan
m = (_1)md—m dm = (_1)m+1d—m
valds képzetes
4.3 abra

Amennyiben a d, egyiitthatokra fent leirt tulajdonsagot alkalmazzuk, a (4.1.6)-0s
egyenletet paros, és paratlan részekre bonthatjuk fel. Ekkor az m-re torténd osszegzést 1-t61
inditjuk M-ig, és az Osszefliggés belsd részét szétbontjuk m-nek és —m-nek megfelelden.
Tovabbi rendezések utan a paros és paratlan matrixok 4,,-edik elemére, melyet a keresés
soran fogunk felhasznalni, a kovetkez6 osszefliggést kapjuk:

(4.1.8) APOS = [27) . cos(nf) - Re —IiiZZ:ZI]m [ (K|Ry - €0 — 75 [) — TR

I (klRy - €' — zo])

m
paratlan Ry-e . L8 _ Yru(kRo) |
(4.1.9) Abiratlan _ (275 . sin(n6) - Im [—IR — I] [V (K|Ry - €70 = 7,[) = Zrmtihel

I (klRy - €' — zo])
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A fenti egyenleteket felhaszndlva, ugyanazokkal a paraméterekkel futtatva keresést, mint
amelyek a 4.2 abran lathatoak, megkapjuk ugyanazokat a zérushelyeket, azonban a program
futasi ideje kortilbeliil a negyedére csokken (igy majd ndvelhetjiik a levagas mértékét), valamint
a felhasadt frekvenciaparok nem egy grafikonon talalhatoak, igy sziikebb tartomanyon vald

keresés sem fog az intervallumfelezés hibat adni.

Lyuk sugara: 0.1
P Tavolsag: 0.4
Matrix mérete: <7

5,0x10’ \

\s

-5,0x10" ’
g

-1,0x10°

Paros-paratlan szimmetrian alapuld keresés.

4.4 abra

c. A szamitas pontossaga

A numerikus kiértékeléssel megtalalhatd moédusok szadma a levagas mértékétdl fligg. Az
elsé keresési modszerrel a matrix maximalis mérete 7X7-es volt, a mi er6forrasainkhoz
mérten, ebben az esetben a futdsi id0 mar majdnem egy nap hosszara nyult. A nagyobb
pontossaggal azonban £ értékei nem mutattak telitddést, igy a szimmetria alapu keresés
kidolgozasa nem csupén a futésidd roviditése miatt fontos.

A masodik keresési moddal a matrixok akar 19%x19-es méretet is elérhetnek - anélkiil,
hogy a futasi 1d6 hosszura nyulna -, azonban a szamitasok soran azt tapasztaltuk, hogy nem
sziikséges magas levagast alkalmazni, a frekvencia értékek gyorsan telitddnek, 13x13-as

matrixméretnél mar csak a harmadik tizedesjegyben okoznak valtozast. /4.5 abra/

Lyuk sugara: 0.1
Tavolsag: 0.4
Moédus: (2,1) - valos

520

515 T—13x 131Xt 99

o L] W 5x5

4.5 abra
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4.2.2 Sajatrezgések

(0.1) modus

A (0,1) modus a kor alakt idedlis membran alapvetd sajatrezgése. A vibralds e médusdban
a membran ugy mikodik, mint egy monopolus, mely igen hatékony hangsugéirz6. A
szamolas elsd részében azt vizsgaltuk, hogyan valtozik a modus frekvencidja abban az
esetben, ha a lyuk mérete allandd, a kozépponttol vald tavolsaga viszont folyamatosan
novekszik. Ebben az esetben is megfigyelhetd, hogy a levadgas novelésével a

frekvenciaértékek gyorsan konvergéalnak.

X ;—m— 0. —v—0.
Lyuk sugara: 0.1 : 3)(3 Lyuk sugara 7:78‘85 7:7 (()) i
Médus: (0,1) - valés A 5X5 A 03 Modus: (0,1) - valos

2,45 " 2,9

2,44
- 2,8 a
2,43 1
a 2,7

2,42 A
. 269 \
x 2414 i~ A

— .
2i0] . 25 ) ~ V\\A\
2304 . 24  e———e == xii—j,j ——9
2,38 ¢ s ' 234 i
2'37 T T T T T 2'2 T T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 -0,1 00 0,1 0,2 03 04 05 06 07 08 09 1,0
ZO Z
(b) (0,1) médus valtozasa a lyuk helyzetének (@) (0,1) médus valtozo lyukméret és helyzet
véltoztatasaval, kiilonbz6 pontossagnal mellett, kozelités 13x13-as matrixszal
4.6 abra

Mindkét grafikonon megfigyelhetd, hogy az alaphang elmélyiil, ahogy a lyuk a membran
pereme fel¢ halad. Ahogy az varhato, minél nagyobb a lyuk mérete, anndl nagyobb hatast
gyakorol a membran sajatfrekvencidira. Abban az esetben, amikor a perforacié mérete 40%-
a a membran méretének, a hatds igen jelentésnek mondhatd, ekkor a sajatfrekvenciak
értékében akar 25-30%-0s csOkkenés is tapasztalhatd. Bar 0.1-es résméretnél a valtozas nem
annyira latvanyos, a tobbi modust mégis ezzel a nagysaggal vizsgaltuk, mivel a gyakorlati
alkalmazasoknal 4ltalanossagban ezt a méretaranyt hasznaljak. Erdekes megfigyelés, hogy a
legnagyobb résméret kivételével a kiilonboz6 mérthez tartozd frekvencia ,utak” egy
pontban, a membran felénél metszik egymast. Ugy tiinik, mintha kisebb hatésok esetén ennél

a tavolsagnal a membran minden lyukméretre egyforma mértékben reagélna.
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A (0,1)-es modus kitérésfiiggvényét abrazolva lathatd, hogy a lyuk a ,,0sszehtizza” a
szintvonalakat. Magén a kitérésen azonban nagy eltérés nem lathato, hiszen az effektus is

kicsi. /4.7 abra/

0.9 x10°
o 5
o
i .
o
o - IR
0. &
a0
o
0. 15 il
1500
01 1000
0

1000

Y

3

Y

@

=

©

N

(a) akitérésmez6 szintvonalas (b) akitérésmezd 3D-ban
abrazolasa — (0,1) modus —(0,1) modus
4.7 abra

(1.1) modus

Amennyiben a membranon az (1,1)-es modus alakul ki, a rendszer ugy viselkedik, mint
egy dipolus forrds. Ennek eredményeként a modus nem kozli rezgési energiajat akkora
mértékben, mint az alaprezgés.

Az (1,1)-es moédus degeneralt, a zavar hatdsara pedig ez a degeneraci6 felhasad két

frekvenciara, ahogy azt a 4.2.1-es részben targyaltam. /4.8 abra/

m 9x9 péaros > 9x9 pératlan
e 11x11 paros <« 11x11 paratlan Lyuk sugara: —=—0.1 paros —A—0.1 paratlan
A 13x13 paros v 13x13 paratlan —e—0.2 paros —v—0.2 paratlan

4,08
4 .
3,90 a
4,00
N 00
3,85 - 392 K=0.76

) . 's; /.
w4 384 3 e

« 3,80 hd ~ A L9R<1.
a * ﬁ 76 /A / \m\_
3,754 . * =0.73 ' 368 K=0.73
3 3,60 /
3,70 —
0,0 0:1 0j2 0:3 0j4 0j5 0:6 0j7 0:8 0j9 0,2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9
ZO ZO
(a) (1,1) modus valtozasa a 0.1-es lyuk (b) (1,1) mddus valtozo lyukméret és helyzet

helyzetének valtoztatasaval, kiilonbozd mellett, kozelités 13X 13-as matrixszal
pontossagnal

4.8 abra
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A paros rész magasabb felé tér el, majd aldbukik, mikdozben a paratlan rész viszonylag
egyenletesen novekszik. Ennek kovetkeztében keresztezOdés alakul. Ennek helye nem
allando, a (b) abran latszik, hogy nagyobb lyukméret mellett a keresztezOdés helye a
membran pereme felé tolodik. A csomépont helyét polinom illesztéssel hatdroztam meg.
Mivel a frekvencidk felhasad4sa kismértékli, ezért valosziniileg nem csak akkor
tapasztalhat6 lebegés, ha a lyukat a keresztezddés kozelében helyezziik el, hanem a membran
barmely pontjan. A keresztezddés ugyan kicsit tavolabb taldlhaté a kozépponttdl, mint a
(0,1) mddus esetében az a pont, amire a membran hasonld frekvenciaval reagalt, mégis
valdszinlileg ugyanaz a helyzet 4ll fent. A lyuk nagysagatol fiiggéen talalhatod egy ,,stabil”
tavolsadg, melynél a felhasadés ellenére ugyanazt a frekvenciat kapjuk mind paros, mind
paratlan esetben. A frekvencia értékek ebben az esetben is gyors konvergenciat mutatnak. A
paros ¢€s paratlan rész kitérés fliggvényét ebben az esetben is abrazolhatjuk, a kontrasztos

abrazolasban ol lathato a szintvonalak torzulasa a 2.1.3-as pontban abrazoltakhoz képest.

900

800

700

600

500

400

300

200

100

0 200 400 600 800 1000
200 400 600 800 1000

(a) a paros kitérésmez0 szintvonalas (b) a paratlan kitérésmez6 szintvonalas
abrazolasa - (1,1) modus abrazolasa — (1,1) modus

500 = 1000
-3 1000 ol

1E0 0

(¢) aparos kitérésmez6 3D-ben — (1,1) modus (d) a paratlan kitérésmez6 3D-ben — (1,1) mddus

4.9 abra
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(2.1) modus

A (2,1) modusban a membran egy kvadrupdl forrashoz hasonldéan viselkedik, aminek
kovetkeztében rezgési energidjat még az (1,1)-es médusnal is lassabban kozli a kdrnyezettel.
A (2,1)-es médus esetén a felhasadas hasonld alakot mutat, mint az (1,1)-es modus, csupan a
szétvalas nagyobb mértékli. Ebben az esetben is talalhato egy keresztezési pont, tavolabb,
mint az el6z0 esetben, viszont helye ebben az esetben sem allando. A keresztezddés helyét
ebben az esetben is polinom illesztéssel hatdroztam meg. A kontrasztos abrazolasban
lathato, hogy a paros részt sokkal jobban torzitja az inhomogenitads, a csomovonalak nem

keresztezik egymast.

m  19x19 paros e 19x19 paratlan
A 17x17 paros <« 17x17 paratlan
v 13x13 paros » 13x13 paratlan
*
5,20 *
v
K=0.82
5,16 /
v
~ 512 ° * «*
) 2
A
L
508 - § - I
*
-
5,04 - » N
T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Z

(a) (2,1) mddus valtozasa a 0.1-es lyuk helyzetének
valtoztatasaval, kiilonbzé pontossagnal

08 / 08
07 07

03 03
02 0.2
0.1
0.1
S ==
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200 400 600 800 1000
(a) a paros kitérésmez6 szintvonalas (b) a paratlan kitérésmez6 szintvonalas
abrazolasa — (2,1) modus abrazolasa — (2,1) modus
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(¢) aparos kitérésmez6 3D-ben — (2,1) modus (d) a paratlan kitérésmez6 3D-ben — (2,1) mddus

4.10 abra
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(0,2) modus

A modus hangsugarzasa sokkal bonyolultabb, mint az el6z6 haromé nem hasonlithatd
konkrétan valamilyen sugarzdsi modhoz. Mivel csomoatmérét nem tartalmaz, igy nem
talalhato felhasadas. A frekvencia elmozduldsi iranya attol fiigg, hogy a lyuk a csomokor
melyik oldalan helyezkedik el. A kozéppont feldli oldalon a frekvencia meredeken csokken,
majd a csomokorhoz kozeledve emelkedik. Azon atlépve azonban ismét csokkenni kezd. A
csomokor megfogalmazds ellenére nem beszélhetliink valodi csomokorrdl, hiszen az
inhomogenitas torzitja a szimmetriat, valodi csomokor nem tud kialakulni. A pontossag
ebben az esetben megkoveteli a nagyobb levagast, mivel az egyre nagyobb

frekvenciaértékek egyre lassabban konvergalnak.

= 19x19
e 17x17
A 13x13

5,65

5,60

5,55 'y
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(a) (0,2) modus valtozasa a 0.1-es lyuk
helyzetének valtoztatasaval, kiilonbdzo

mm\\\ - () e
Z‘ 200 \\\\?/’T/ 1000 i 8
200 400 600 800 1000 o
(b) a kitérésmez0 szintvonalas (c) akitérésmez6 3D-ban
abrazolasa — (0,2) modus —(0,2) modus

4.11 abra
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4.3 Konkluzio

A membran frekvencidjat vakuumban a kdzéppontban elhelyezett lyuk csupan a masodik,
harmadik tizedesjegyben befolyasolja. Ebben az esetben a korszimmetria megmarad, a
spektrumban nem sok valtozas tapasztalhatdo. Amennyiben a perforacié nem a kdzéppontban
helyezkedik el, sériil a rendszer elforgatdsi szimmetridja, a 4.2 pontban leirtak alapjan paros-
paratlan szimmetria alakul ki.

A degeneralt médusok felhasadnak, majd — a lyuk tdvolsaganak fiiggvényében —
keresztez0dés alakul ki. Ennek tavolsdga nem allando, valtozik a lyukméret, valamint a
moddus fliggvényében. A degeneracido nem védett (nem szimmetria biztositja), ezért érthetd,
hogy a keresztezddés helye véletlenszert.

A hatds viszonylag kicsinynek tekinthetd, igy a felhasadt modusoknal lebegés
tapasztalhat6, fliggetleniil a lyuk elhelyezkedésétol. A frekvenciak valtozasat foleg 0.1-es
lyukméret esetén vizsgaltuk, mivel a kis dominancia ellenéra a gyakorlatban féleg ebben a
méretaranyban alkalmazzak. A zenészek gyakran vagnak lyukat a dobbdrre, mivel allitdsuk
szerint szebb hangzast ad a dobnak. Mivel a lyukat majdhogynem véletlenszerlien helyezik a
boron, ¢és a frekvenciaértékek elmozdulasa nem jelentds, igy a kellemesebb hangzas
kialakulasat a lebegés megjelenésével magyarazhatjuk. A 4.12-es abran az els6 négy modus

lathato egyiitt, igy jol érzékelhetd az effektus mértéke.

—u—(0,2) —v—(1,1) paros
—e—(2,1) paros —<— (1,1) paratlan
—A—(2,1) paratlan —»—(0,1)
6,0
_\_ _
55 —a _/n | |
5 0_' [ S —Y 277;::;—::.)!”‘ &
4,5
x 4,01 o
L — 3 —<4—+H ——v—¢=¢-¢
3,54
3,04
251 P> p >
A T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Z

4.12 abra
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5. A KETMEMBRANOS DOB REZGESEI

A masodik probléma, melyet a dolgozatomban targyalok, a kétmembranos dob
problémdja. Ebben az esetben a dobtest mindkét végén ki van feszitve egy membran,

valamint a rendszernél a levegd hatéasat is figyelembe veszem.
5.1 A mozgasegyenletek

A szadmitasok sordn nem veszem figyelembe a terem akusztikajat, valamint a dobtest
rezgéseit. A membranok idealisak, azonban a koztiik 1€v6 levegd miatt mozgéasuk csatolt. A
3.2 pontban ismertetett problémahoz hasonléan a membranok meghosszabbitasaval
keletkezett végtelen sikon a Neumann-féle hatarfeltételt illesztem, tehat tigy tekintem, hogy a
membran sikjaban nincs részecskemozgas.

A szamitdsok soran hasznalt gondolatmenet a [4]-ben szerepld levezetés adaptacidja. A
mozgasegyenlet levezetését a felsO membran esetében ismertetem, az alsd esetében a
megoldas teljesen hasonlo. A szdmolas soran az id6ben periodikus megoldasokra szoritkozva:
n(p, . t) =n(p,P)-et. A membran pontjainak Kkitérés-idé6 fiiggvényére a kovetkezd

mozgasegyenletet irhatjuk fel:

62
(5.1.1) 05z =TV n+ppdL,0) ~p(p,§, Ly, 1)

ahol o a membran feliileti stiriisége, 7' a megfeszitettsége, p pedig a nyomas, attol fliggden,
hogy belsd, vagy kiils¢ teriiletre vonatkoztatjuk. L. és L, a fels6 membran als¢ és felsé hatara,

amennyiben a dob aljat a z = 0 sikban helyezziik el, és magassaga L.
A nyomist a kovetkezd alakban keressiik: p(p, ¢,z t) = p(p, ¢,2) - e't. A levegSben

hullamként terjed a nyomas fluktuacioja, ezért felirhatjuk ra a Helmholtz — egyenletet:
2
(5.1.2) (Vz + @ /C2>p(r) =0
a

ahol ¢, a hangsebesség levegdben. Ezutan — elsd 1épésben - a dobtestbe zart levegd terheld
hatasanak leirasihoz a nyomas Green-figgvényét hasznaljuk. igy a Helmholtz-egyenlet

Green-fliggvényét definiald egyenlet:
(5.13) (V24 Kk2)Gy(rlr') = —4ns(r—1') = —4n@- 5(p—9) 8(z—2)

Mivel a dobtesten nem mehet at levegd, igy a peremfeltételeket is felirhatjuk:
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3G; 3G
5.1.4 — (r|r’ = —2(r|r' =0
.14 apr 11 )p'=a 720 (1 )z'=0,L

ahol @ a membran sugara. Az (5.1.3)-as egyenletet atirva:
(5.1.5) (V2 + k2)Gin (rlr") = f(p, ) - g(2|2)

A f(p,¢) konnyen megszerkesztheté az els6faji  Bessel-fliggvények linedris

kombinacidjaként, W,,,, bazis szerint:

(5.1.6) (o, 9) = Zon WPinn * Cmn
(5.1.7) Winn = %—n e Jm [ymn ﬂ

Itt hasznaljuk fel az elsé peremfeltételt, vagyis y,,, -t ugy valasztjuk meg, hogy az m-edik

Bessel-fliggvény derivaltjanak zérushelye legyen.

Az (5.1.6)-0s egyenletet W,,,,,"-gal szorozva, a membran teriiletén integralva, majd tovabbi

algebrai atalakitasok utdn megkapjuk az els6 két koordinatat leiré fliggvényt:

(5.1.8) flp, @) = zmn%_n. eim@=¢). [ymn 5] :
-1

Jm [ymn ’ %,] "2 [az ’ (1 - ﬁ) ']m[ymn]l

Ha az (5.1.3)-as egyenlet bal oldaldn szerepld kifejezést kifejtjiik, majd a Bessel-

azonossagokat felhasznalva atrendezziik, g(z|z")-re a kovetkez6 feltételt kapjuk:
dz 2 ’ ’
(5.1.9) (§+k2 —JZ"—Zn)g(zlz) =—4n-6(z—2z)

A masodik peremfeltételt, valamint az idébeli megfordithatdsagot felhasznalva megkapjuk a

harmadik koordinatat leir6 egyenletet, igy a bezart levegd hatasat leir6 Green-fliggvényt:

(5.1.10) Gin(p, @, zlp", @', 2') =

eim(d’_d’,) Yo Z'Jm[Ymn'g]']m[Ymn'pl]

a
n=1 az-(1—mz/ymnz)']m2 [ymnl

—4m Z?;)Lz—oo

coS(¥YmnZ<) €OS[Ymn(L—25)]
Ymn Sin(Ymnl)

2

(5.1.11) an:\/wz/cé_ymnz/azv Ymn < W afcg

Ymn = i\/ymnz/a2 - wz/cﬁ, Ymn > - afcg
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ahol z- (z<) a nagyobb (kisebb) z és z” koziil.

A kiils6 légnyomas modellezése erdsen fiigg attol, hogy milyen hatdsokat vesziink
figyelembe a dob kornyezetében. A szamitdsok sordn nem veszem figyelembe a
hanghullamok visszaverddését a falakrol, tovabba feltételezek egy végtelen, merev sik
peremet a membran koriil, a membran sikjdban. Ez az egyszeriisités nagyban konnyiti a
kiils6 légnyomés modellezését, azonban a levezetések soran ez a feltételezés van fizikailag a

legkevésbé alatamasztva.
(5.1.12) (V2 + k?)Goue(rIr’) = —4ns(r —r')

Gout-ot ugy keressiik, hogy a végtelenben lecsengjen. A fenti egyenletekbdl, valamint a
végtelen sikra vonatkozo peremfeltétel illesztésével mar megkaphatjuk a keresett fliggvényt,
valamint a kiilsé koordinatakat a fels6 membran sikjara tiikkr6zziik, mintha a hatas bentrdl

terjedne.

(5.1.13)  Gou(rlr’) =

exp[i(w/ca)\[p2+p2’—2ppl cos(p—¢ )+(z—2)° exp[i(w/ca)\[p2+p2’—2ppl cos(¢—¢')+(z+z'—2L)2

+
Jp2+pz’—zpp' cos(p—¢ )+(z-2)° Jp2+p2’—2pp' cos(p—¢ )+(z+7 —2L)°

A Green-fliiggvények ismeretében az (5.1.2)-es és (5.1.3)-as egyenleteket felhasznalva,
integralva a teljes térben felirhatjuk a nyomast annak fiiggvényében, hogy a dobtesten kiviil,

vagy beliil akarjuk leirni a hang terjedését a fels6 membran esetén.

’ ’ ! o 0 1o
(5.1.14) P () = — [ p'dp’ []" dgp [Gin(p, ¢, L_1p" ¢ L) 2% (0" ¢, L) —
_Gin(pr ¢r O+|p’r ¢,r L—) ) % (p,r ¢,r L—)]

1 1 3.1 (2 ! o 0 o
(5.1.15) Doue (1) = —;foap dp fo”dqb Gout(p, b, Lilp', 9", L) -a—f,(p @' L)

Az (5.1.15) és (5.1.16)-o0s fliggvények egyszerlsitésé¢hez a levegd mozgasat a folyadékok

mozgasat leird linearizalt Euler-Navier-Stokes formuldval kozelitjiik:
6p 2
(5.1.16) =5, = "Po w1

ahol p, a levegd striisége. Az igy kapott egyenleteket beirjuk az (5.1.1)-es Osszefliggésbe,

majd a valodi modusokat a levegd nélkiili rezgési modusokkal fejtjiik ki:

(5.1.17) Nns (0, 0) = Loy a2 -1 (P, $)
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me
it Nn(p,®) = ——"—Ju(Xtmn2) -S=. A Bessel-féle differencialegyenletbd]

aJm+1 (xmn)
2
kovetkezéen pedig: V2 - n©@ = — x% - 7. Némi egyenletrendezés utan, a mozgasegyenletet az
a

als6 membranra is hasonléan megoldva, a rendszer sajatfrekvencidjara az aldbbi csatolt

egyenletrendszert kapjuk. Amennyiben a sajatfrekvencidt visszahelyettesitve kiszamoljuk az

(m) egyiitthatdkat, a kitérésmezot is dbrazolhatjuk.

(5.1.18)  Fels6 membran:

o (2 e) 12 -

ng _1 TlfS

“w? / r (2 ! 0 m / /
B [ p'dp’ fi dgp ( merana 1D (0.8) [Ginlp, b, L-lp', ¢, L) =
Gout(0, &, Lo lp', ¢' L] = T mr alr - 10, (0, ) - Gin(p, $, 010", ', L ))

(5.1.19)  Als6 membran:

x%m
ng'=1 a(m) (T? - wZU) 'nf:_lar(p, ¢) =
‘w? ’ 1 (2 ! 1) m ’ ’
B [T p'dp' [y dgp ( =18 0D (p,8) - [Ginp, $,0,1p,¢',0,) -
Gourp, 6, 0-10", @', 00] = 555y a([2 1%, (0. 9) " Ginp, b, L-1", #',0.))

Ahhoz, hogy meghatirozzuk az a( )

egyiitthatokra, és a hozzajuk kapcsolodd modus
frekvencidkra vonatkozd egyenleteket, a fenti 0sszefiiggésekbe behelyettesitjiik a mar kiszdmolt
Green-fliggvényeket, megszorozzuk Oket p - 77(0) (p, ¢), valamint integraljuk a membranok
feliiletén p és ¢ szerint.

A szamitasok soran felhasznaljuk, hogy a levegd nélkiili rezgési modusok ortonormaltak:

(5.1.20) i dp 7o 1D (0. 8) 0 (0.$) = SO

valamint, hogy fozn de’ fozn dg elm-m©@=9) = 5 .. (2m)%. A Green-fiiggvények tovabbi
integralasat Bessel-azonossagok felhasznaldsaval folytatjuk. Ekkor végtelen szdmu lineéris

egyenletet taldlunk az egyiitthatokra:
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(5.1.21) Fels6 membran:
a(m) . (w_z _ xrznn) _ 4p0-w2 2 2 mn Xmn' ¢ 1
ngS \c2,  a? T '=1ami=ly2 g2 X2 ; — Vi T-m 2 /Y
2
(m) _ Po®” oo i Lo a(m) R Xmn |
mn mn’ ngs 2m np=1mnns ngs n'q=1 XTZnn_yznnr
Xmn" a . 1 1 1 (m)
X a Vi 1-m /ymn Vo SV ) s
(5.1.22) Als6 membran:
D) ( x%m) _ 4pp0? I mn__.__Xmn 1
ngs ch a? T '=14m a_lxmn Yinnr X a ~Yinns 1_m2/ymn'
. (m) pOw I a(m) _ Xmn
- mn’ s T g 2=t Immng Qs — L= Ay
Xmn'g 1 1 1 (m)

xrznnf Yimns 1 -m /ymn Viw' Sm(an ) nps

(5.1.23) Ly =
[hotdp' [T g [ pdp [" do eXp[i(w/ca)\/p2 +p?' — 2pp'cos(¢ — ¢’)] :
(Vo7 + 77 =200 cosi@ = @] 100 (p,9) -1 (0, #) =

[o%] 2 _1/2 2
ATa* Xy Xy f, A dA (/12 _0:_5) J(ak)

(@2 ) (@ —x2)

Az I, nn kifejezés redukalt alakja a [12] 1323-as, és 1324-es oldalan szerepld azonossag
alkalmazasaval adodik [4]. Az indexelések esetén az a ¢€s f jel az also, illetve fels6 membran

egyltthatoit jelenti.

5.2 A sajatfrekvenciak vizsgalata

Ahhoz, hogy megtalaljuk a fenti csatolt rendszer sajatrezgéseit, eldszor a 3.2-es pontban

ismertetett rendszer megoldasait kell részletesebben megvizsgalni.

a. Mozgasegvenlet egyfenekt dobra

Amennyiben a mozgasegyenleteket az 5.1-es pontban ismertetett levezetés szerint csupan
egyetlen membranra irjuk fel (azzal a hatarfeltétellel kiegészitve, hogy a dobtest also feneke
nem mozog), akkor a membranra az (5.1.22)-eshez hasonld egyenletet kapunk, az also

membran hatasa nélkil.



Dobok és membranok spektruménak elméleti vizsgalata 31

2 "
(5 2 1) a(m) . (w_z_ x,z,m) _ 4pyw yo_ g Xnn | Xmn'p 1 1
L n,s CTZn a2 T n'=14&n"=1 x‘?nn_yTZnn’ x?nn"_yTZnn’ 1_m2/ymn' Yo
2
_Po¥" g0 (m)

(m)
cot(y, L) - anrs Y=t I * Qs

Az igy kapott homogén linearis egyenletek komplexek, ezért a megoldasként kapott
sajatfrekvencidk is azok.

Ezen komplex sajatrezgések képzetes része a mddus lecsengési idejével all kapcsolatban,
mig a valos rész magat a rezgést adja. A [4] cikkben a megoldas soran kihasznaljak, hogy ha
a levegd altal perturbalt modus ugyanolyan azimutalis szimmetriat mutat, mint az idealis
eset, akkor a két rendszernél megegyezik a csomoOponti kordk szama. Ekkor alacsony

frekvencidkon a kovetkezd eljarasi méd alkalmazhat6:

(1) n, n’ és n’’ szerinti 0sszegzést limitaljuk

(0)

mn

(2) Lnnn-be @ helyett w,,- -t helyettesitiink (vdkuumban 1évé idedlis, kor alaka
membran sajatfrekvenciai)

3) Linearis sajatvektor — sajatérték problémaként oldjuk meg a megcsonkitott
egyenletrendszert

(4) Az igy kapott w; sajatfrekvenciat az eredeti egyenletbe helyettesitjiik, majd jra
megoldjuk

&) A procedurat addig folytatjuk, amig az egymas utdn kapott sajatfrekvenciak

csupan 0.5%-ban térnek el egymastol

Az 1. tablazatban lathato, hogy a mérési eredmények megfelelnek az igy kapott
sajatfrekvencidknak (a valds rész valoban pontos, azonban a képzetes részbdl szamolt
lecsengési 1d6 nagy pontatlansdgot mutat), igy a spektrum szamitasara a fenti keresési eljaras

alkalmazhato.

Az éltalunk hasznalt keresési modszer esetén nem hasznaljuk fel a vakuumbeli médusokat.
Az eljaras sordn az (5.2.1)-es egyenletet tigy rendezziik, hogy az egyik oldalon nulla
szerepeljen, a masik oldalon kapott matrix determindnsanak zérushelyei pedig rogzitik o
értékeit. Amennyiben az atrendezett egyenletbe a valdos szamtesten végigfutva
behelyettesitjiik a kiilonboz6é frekvencia értékeket, megkapjuk a determinans altal leirt
gorbét. A valds rész nullatmenetét figyelve a kisérletileg szdmolt értékeket megfeleld

pontossaggal kaptuk vissza, igy a valos és komplex szamtesten vald keresés ebben az
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esetben kozelithetd a valoson torténd vizsgalattal. Ekkor a determindns valds és képzetes
részének nem ugyanazon a helyen van zérushelye, azonban a modusok lecsengési idejét nem

akartuk reprodukalni.

b. Keresési eljarasok kétmembranos dobra

Amennyiben az (5.1.22)-es és (5.1.23)-as csatolt egyenletrendszert akarjuk megoldani,
nem tudjuk az el6z6 pont elsé felében targyalt keresési eljarast alkalmazni. A mddszer azon
alapszik, hogy a kivalasztott modushoz keressikk a megfeleld frekvenciat, azonban a
kétmembranos esetben a rendszer a modusok szuperpozicidjaban van. Ezekhez a parokhoz
nem rendelhetiink vakuumbeli értéket, hiszen ekkor a membranok kozott nincs csatolas,
egymastol fliggetleniil rezegnek, mint két idealis, kor alaki membran. A csatolatlan
modusok frekvenciaja degeneralt, ezért ha ez felhasad, nem vilagos, hogy az iteracid melyik
megoldashoz fog tartani.

Az altalunk hasznalt eljarast ebben az esetben tigy alkalmazzuk, hogy mindkét egyenletet
nullara rendezziik, majd az egyiitthatokat vektorba rendezve gy alakitjuk ki a matrixot,
hogy beszorozva vele az egyiitthatokat az 5.1-es pontban kapott egyenletrendszert kapjuk
eredményiil. Ekkor szintén kozelithetjiik a megoldast tigy, hogy a valds szamtesten futtatjuk
a keresést, majd a kapott a sajatfrekvencidkat visszahelyettesitve, a sajatvektorok
segitségével azonosithatjuk a modusokat. A kapott eredményeket ebben az esetben nem
haszndlom fel a dolgozatban, mivel mérési eredmények hidnydban nem lehet megallapitani,

hogy a komplex szamtesten valo keresés elhanyagolasaval mekkora hiba keletkezik.

A keresési modszerre korrekt eljaras, ha a komplex térben vizsgéljuk a fliggvényt, azonban
minden egyes sajatfrekvencidhoz hatalmas teriiletet kéne atvizsgélni, ami nem célravezetd
moddszer, illetve futasi iddben is hosszadalmas. A keresést gyorsabbd lehetne tenni a
Christian et. al., illetve a Newton-Raphson iterdcioval. (Ebben az esetben ugyanaz a
probléma, mint a Christian et. al. iteracioval, a csatolatlan modusok esetén mindig az egyik
zérushelyhez jutnank. A modszer eldnye a nagyobb konvergencia lenne.)

Azonban a fenti modszerekhez az sziikséges, hogy a keresést a zérushely kozelebol
inditsuk. Ezeket azonban csak probalgatassal lehet meghatdrozni, mivel hiaba hasznalnank
fel a mért frekvenciakat, az nem garantalna, hogy a kereséssel a megfeleldé megoldashoz
tartunk a komplex sikon. Ami itt relevans, az a zérushelyek vonz6 tartomanya. Ha a levegd

hatasat is figyelembe vessziik, a kétmembranos dob disszipativ rendszer. Ezekben vonzo
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attraktorok jelennek meg, vagyis a trajektoriak ezekhez a pontokhoz fognak tartani, véges

sok kiindulasi pontot kivéve.

c. Kitekintés

A megfeleld keresési eljards ismeretében meg lehetne vizsgalni, hogyan kezdenek
egymasra hatni a membranok a vakuumtdl kezdve a levegd bekapcsolodasdig. A
sajatfrekvencidk ismeretében lathatdo lenne, hogy melyik moédusok allnak parban, illetve
mekkora a membrdnok egymashoz viszonyitott kitérése. Sejthetd, hogy ha a két membran
azonos modusban van, akkor két eset lehetséges: amikor azonos, illetve ellentétes fazisban
rezegnek. Ekkor a médus felhasaddsdhoz hasonlo jelenséget tapasztalhatunk, mig az egyik

frekvenciaja valtozatlan, a masiké jelentdsen eltérhet.
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6. KONKLUZIO, KITEKINTES

A dolgozatban megvizsgaltuk a nem koncentrikus lyukkal rendelkez0 membran
sajatfrekvencidinak viselkedését, abban az esetben, ha a lyuk peremén Neumann-, a
membran peremén pedig Dirichlet-hatarfeltételeket illesztiink. Azt tapasztaltuk, hogy a
degeneralt médusok felhasadnak, majd a lyuk kdézépponttol valdo tavolddasaval metszik
egymast. Ez a metsz€s pont nem allando, a lyuk méretétdl fliggéen valtozik a helye. Az
effektus maga eléggé kicsi, igy valdszinlileg végig lebegés tapasztalhato.

Reprodukaltuk emellett az iistdob rezgéseire vonatkozd mozgasegyenleteket, valamint
megvizsgaltuk, hogyan alakulnak akkor, ha két membran taladlhato, és a levegd hatdsara
csatolodnak rezgéseik. A kétfedeli dobon végzett munka még nem késziilt el teljesen, az
5.2-es fejezetben taglalt keresési eljarasok segitségével a spektrum valtozésat is szeretnénk

megvizsgalni.

A késdbbi szamitasok soran hasznos lenne az elméleti eredményeket szisztematikus mérési
eredményekkel dsszevetni. A kétfenekli dob esetében érdemes lenne megvizsgalni azt az
esetet, amikor a két membran megfeszitése nem egyezik. Emellett a modellt kozelebb vinné
a valosaghoz, ha a dobtest rezgéseit is figyelembe vennénk.

A lyukas membran esetén is érdemes lenne figyelembe venni a levegd hatésat, valamint az

eredményeket mérésekkel alatdmasztani.
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