OTDK-DOLGOZAT

Plank Péter

2013



Affin pontfolyamatok és a hitelderivativak modellezése

Affine Point Processes and Credit Derivatives Modeling

Plank Péter

Kézirat lezarva: 2011. marcius 28.



Tartalomjegyzék

1 Bevezetés

2 Pont- és szamlalé folyamatok

2.1 Bevezetd fogalmak és Osszefiiggések . . . . . ... ... ... ..
2.2 Altaldnoselmélet . . . . .. .. ... . ...
2.3 MErtékesere . . . . . ... e e e
2.4 Dupléan sztochasztikus folyamatok . . . . . . ... ... ... ...

3 Az intenzitas modellezése

3.1 MOUVACIO . . . . . .o e
3.2 Az altalanositott Laplace-transzformadlt . . . . . . . .. ... ... ....
3.3 Affin pontfolyamatok . . . . . . ... ...

3.4 A transzformalt invertalasa .

4 Hitelderivativak arazasa és fedezése

4.1 Portfdli6 hitelderivativdk . .
4.2 Az drazds alapelve . . . . .
42.1 Indexswap ... ..
4.2.2 Tranche swap . . . .
423 Creditswap . . . ..

4.3 A val6s és a martingdl mérték
4.4 A portfélidelemek intenzitdsa

441 Véletlenritkitas . . . . . . . . . . ...
442  Aritkité folyamat simitdsa . . . . . ... ... ... ... ...
4.5 A modell kalibralasa . . . . . . . . . ...

4.6 A fedezési statégia kialakitasa
5 Qsszefoglalas

Irodalomjegyzék

12
16

19
19
21
24
29

32
32
34
34
35
36
37
38
39
42
45
46

48

49



Bevezetés

A pénziigyi vélsag 2007-es kezdete Ota cikkek sorozata jelent meg a matematikai
pénziigyek birdlatirdl, sokszor kizarélagos blinbakként nevezve meg a teriilet miiveldit.
A vélsag kirobbandsaért felelosnek tartott hitelderivativdk modellezése valéban nem volt
problémamentes, az iparagi sztenderd Gauss-kopula modell tilzottan leegyszersito, fel-
tevéseinek tobbsége nem indokolhatd, kovetkeztetései sokszor tévesek, mégis — bizonyos
modositasokkal élve — a mai napig hasznélatban van. A dolgozat célja, hogy egy elméle-
tileg jobban indokolhat6é modellezési filozéfia alapjan valaszolni prébaljon a banki mtiko-
dés alapvet6 kérdésére: hogyan drazzuk, illetve ez alapjan hogyan fedezziik egy portfélié
hitelderivativdban (nevezetesen egy szintetikus, azaz CDS-ekbdl 4116 portfélidval rendel-
kez6 CDO-ban) fenndll6 pozicionkat? A vélasz keresése sordn talan jobban érthetd valik,
miért is okozott nehézséget e termékek modellezése, s miért nem terjedtek el a helytallobb
modszerek.

Egy portf6lié hitelderivativa értéke végsd soron a portfolidt alkotd, hitelkockdzattal
terhelt termékek csddidejeinek és a cs6dok sordn realizdlodo veszteség eloszlasatol fiigg.
A strukturdlis modellek (melyek k6zé a Gauss-kopula is tartozik) e csédoket kozvetet-
ten, pl. a véllalati kdtvényekre vonatkozé CDS-ekbdl all6 portfolio esetében a véllalatok
értékének alakuldsabdl probdljak visszakovetkeztetni, amihez viszont jelents szdmd, a
legtobbszor megkérddjelezhetd feltételezéssel kell élniink. A dolgozatban épp ezért egy
madsik utat, a redukélt formdji modellek filoz6fidjat kovetjiik, amikor a portf6liét érd csé-
dok kozvetlen modellezése a célunk. A cs6diddk vizsgdlata ekvivalens a cs6dok szdmat
az adott id6pillantban megad6 ugréfolyamat tanulményozédsaval. Egy cs6d esetén azonban
nem feltétleniil vész el a teljes befektetés, hiszen szdmitani lehet bizonyos megtériilésre.
Ennek figyelembevételére meg kell engedniink, hogy a korabbi ugréfolyamatunk egység-
nyi helyett véletlen nagysdgban novekedjen a cséd bekovetkezésekor. Vegyiik észre, hogy
a helyzet nagyon hasonl6 ahhoz, amivel az operécids kockdzat meghatarozdsakor szem-

besiiliink. E teriilet alapmodellje szerint a hibdk bekovetkezését Poisson-folyamattal, mig
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a kér nagysagat lognormdlis eloszldsu valészintiségi valtozdval szokds modellezni, me-
lyek egyiitt egy Osszetett Poisson-folyamatot hatdroznak meg. A hitelderivativdk esetéhez
hasonléan végsd soron itt is az egyes idGpontokban fenndllé kumulativ kdrnagysag (tehat
az Osszetett Poisson-folyamat adott id6pontbeli értékének) eloszldsat szeretnénk megadni.
A feladat megolddsa azonban mér ezen az egyszer( szinten is komoly kihivést jelent, hi-
szen a keresett eloszlast kozvetetleniil nem tudjuk kiszdmolni. A két kézismert technika
a Laplace-transzformdlt sorbafejtésére, illetve a Fourier-transzformaélt invertdldsara épiil.
Nem meglepé tehat, hogy a hitelderivativak veszteségfolyamatanak specifikdldsa utan is
e két transzformélt meghatdrozasa a célunk.

Mig egy Osszetett Poisson-folyamat esetén e transzformaltak kiszdmitdsa nem okoz
gondot, addig altaldnosabb, a valdsdgot jobban leiré veszteségfolyamatokndl ez mar ko-
moly nehézséget jelent. A tovabblépés sziikségessé teszi a szdmlédlé folyamatok altald-
nos tanulmanyoz4sat, az eldrejelezheté kompenzator €s a vele szoros kapcsolatban 1évo
intenzitds fogalmanak megismerését, mely a sztochasztikus folyamatok kevésbé kozis-
mert definicidinak €s Osszefiiggéseinek teriiletére vezet benniinket. Els6re talan meglepd
modon kideriil, hogy kapcsolat taldlhat6 a veszteségfolyamatok Laplace-transzformatja
és a kamatlabmodellek ko6zott, lehetdveé téve ez utdbbi témakor széleskorl irodalmanak
felhaszndldséat. Sajndlatos médon csak a legritkdbb esetben vagyunk képesek analitikus
formuldkat adni a transzformadltak kifejezésére, 4m bizonyos megkotések mellett elke-
riilhetjiik a koltséges szimulacids technikdkat. A folyamatosztalyunk a korldtozdsok utan
is viszonylag b6 marad, magaban foglalja a kozismert CIR- és Vasicek-modelleket, me-
lyek igy bekeriilnek a hitelderivativdk modelljei k6z¢€ is. E két specifikacié elénye, hogy a
Laplace-transzformalt analitikusan kifejezhetd, hatranyuk viszont, hogy nem képesek re-
produkélni a cs6dok klaszterez6désének jelenségét, a veszteségek ongerjesztd voltat. Az
e tulajdonsagot figyelembe vevd modellek esetén azonban a transzforméltakhoz mar csak
differencidlegyenletek numerikus megolddsdval juthatunk, melyek viszont még mindig
hatékonyabb eszkozok a szimulacids eljarasoknal.

A portfoliot érd veszteségek eloszldsanak meghatdrozasa utan térhetiink csak ra a fe-
dezés kérdésére. Ehhez sziikséges, hogy meghatdrozzuk a portf6liot alkotd termékek (egy
ugrast tartalmazd) veszteségfolyamatat. A megoldas keresése sordn ismét a sztochasztikus
folyamatok elméletének kevésbé ismert teriiletére kell kitérét tenniink, hogy a portfélira
vonatkozd becslésiink alapjdn a piaci adatok felhasznaldsdval kovetkeztetni tudjunk az
alkotéelemek viselkedésére.

A modell kidolgozédsa utén a piaci adatokbdl egy kétlépéses optimalizacids eljaras so-
ran hatarozhatjuk meg a fedezési statégiankat: els6ként egy nemlindris optimalizacidval
meghatdrozzuk a portf6liét értd veszteségfolyamatot specifikdld paramétereket, majd egy

kvadratikus programozasi feladat megoldasaval (kihaszndlva, hogy a portf6li6t kereske-
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dett termékek — nevezetesen CDS-ek — alkotjdk) visszaszamithatjuk az egyes alkotdele-
mek csddidejének eloszldsat.

Lathatjuk tehat, hogy egy bank napi szintd miikodésében alapvetd jelentéségli kér-
dés megvalaszoldsa is a matematika kiilonb6z6, onmagukban is rendkiviil kiterjedt te-
riileteinek Osszekapcsoldddsit vonja maga utén: sztochasztikus folyamatok, Laplace- és
Fourier-transzformacio, illetve invertdlasuk, valamint a kamatldbak elmélete, mig a gya-
korlati megvaldsitds sordn ezeken feliil sziikségiink van a numerikus moédszerek €s az
opericidkutatds egyes teriileteinek ismeretére. Igy taldn mar nem olyan meglepd, hogy
miért vélt a Gauss-kopula egyszerti, konnyen megérthetd, €s az analitikus formula miatt

konnyen szdmolhaté modellje a hitelderivativdk sztenderd modelljévé.

A dolgozat felépitése

A dolgozat els6 részében definidljuk a pont- és szamlalé folyamatokat, illetve az inten-
zitds fogalmat, valamint attekintjiik a hozzéajuk kapcsol6do legfontosabb sszefiiggéseket.
Megismerkediink a Girszanov-tétel egy anal6g véltozatdval, illetve beldtjuk, hogy egy ek-
vivalens mértékcsere esetén is 1étezni fog az intenzitds. Definidljuk a dupldn sztochaszti-
kus folyamatok numerikusan kedvezd tulajdonsdgi, 4m egy komoly elméleti hatrdnnyal
rendelkezd csalddjat. A masodik részben egy ekvivalens mértékcsere segitségével 0ssze-
kapcsoljuk a szdmlél6 folyamatok és az intenzitdsuk Laplace-transzformaltjat, lehetové
téve a kamatlabmodellek alkalmazdsat, mely alapjdn bemutatunk egy szamitdsi szempont-
bol hatékony modellspecifikaciot. Ezt kovetden attekintjiik a CDO-k és CDS-ek drazési
alapelvét, majd a dolgozat zardsaként bemutatjuk az alkotéelemek veszteségfolyamatanak
visszaszamitdsdra szolgalo technikdt, illetve a fedezési statégia kialakitdsdnak modszerét.

A dolgozatnak nem célja a 1étez6 matematikai modellek dltalanos targyaldsa, egy rész-
letes technikai attekintés taldlhaté tobbek kozott Brigo és szerzotarsai [2010] konyvében.
A CDO-kkal kapcsolatos problémdk empirikus vizsgalata irant érdekl6d6 Olvasé szaméra

pedig Barnett-Hart [2009] szakdolgozata ajanlhaté.



2.1

2.2

Pont- €s szamlalo folyamatok

2.1 Bevezeto fogalmak és osszefiiggések

A dolgozat hatralévd részében feltételezziik, hogy adott egy (2, A, P) teljes valdszi-
niliségi mez§ (azaz ha A € A, melyre P(A) = 0, akkor VB C A esetén B € A), amelyen
a vizsgélt véletlen eseményeket és folyamatokat modellezziik. A dolgozatban vizsgalt
sztochasztikus folyamatok id6tartomanyét (melyet ©-val szokds jelolni) a nemnegativ va-
16s szamok alkotjdk, azaz © = R,. Az esetek jelentds részében szintén feltessziik, hogy

adott a téren egy F = (F;):>o filtracid is, mely teljesiti a szokdsos feltételeket, azaz:

e J teljes, azaz J tartalmaz minden nullmértékd halmazt, tovdbba
e J jobbrdl folytonos, azaz F;, = Ny, Fy = F;.

Ha a valdszintiségi mezdn esetleg tobb filtracid is adott, és hangsilyozni szeretnénk, hogy
egy adott X egy adott F filtrdciéra adaptélt, akkor az (X, F) jeloléssel hivatkozunk a

folyamatra. A trajektoridk jellemzésére bevezetjiik a kovetkezd két fogalmat.

Definicio

Egy folyamatot jobbrdl reguldrisnak neveziink, ha trajektoridi jobbrdl folytonosak €és ren-
delkeznek bal oldali hatarértékkel (a tulajdonsag francia roviditésével élve hasznalatos a
cadlag megnevezés is). Ha folyamat trajektoriai balrol folytonosak és rendelkeznek jobb

oldali hatdrértékkel, akkor balrdl reguléris (vagy ladcag) folyamatrol beszéliink.

A kovetkezdkben csak olyan folyamatokkal foglalkozunk, melyek a fenti két tipus vala-
melyikébe tartoznak.
A dolgozatban kiemelt szerepet jatszanak az el6rejelezhet6 folyamatok, igy attekint-

jik a hozz4juk kapcsol6dé alapvetd definicidkat €s Osszefiiggéseket.
Definicio

Legyen adott az ({2, A, P, JF) struktira. Jelolje P a © x () részhalmazaibdl all6, a balrol
4



2.3

24

2.5

2.6

reguldris adaptalt folyamatok dltal generdlt o-algebrat. Ekkor P elemeit elGrejelezhetd
halmazoknak nevezziik. Egy X folyamatot eldrejelezhetének (predictable) mondunk, ha

mérheté P-re nézve.

Az eldrejelezhet8séget szokds az eldrejelezhett téglak altal generdlt o-algebrara valé mér-
hetdséggel is jellemezni (1d. kdvetkezd definicid), dm megmutathatd, hogy esetiinkben

(mivel az idGtartomdny a [0, co) intervallum) a két definici6 ekvivalens.

Definicio
Legyen adott az (2, A, P, F) struktdra. Jelolje T a{0} x I, F' € Fy és{(s,t|x F, F € F}

alaku tégldk halmazat. Ekkor T elemeit el6rejelezhetd téglaknak nevezziik.

Alliitas
Ha © = R, akkor az elbrejelezheto téglik generdljak az elbrejelezheté halmazok o-

algebrdjat.

Az elbrejelezhetdség fogalma tehat szemléletesen olyan folyamatokat jellemez, ahol a fo-
lyamat értéke infinetizmalisan el6re lathatd, tehit amelyek esetében X, értéke ismert a ¢-t
tetsz6legesen megkozelitd, am el nem érd idGpillanatokig elérhetd informdacidk alapjan,
melyek a filtrdciok éltal reprezentéltak. Nemcsak folyamatok esetén beszélhetiink azon-

ban eldrejelezhetdségrdl, hanem megallasi idok esetén is.

Definicio

Azt mondjuk, hogy a o megalldsi id6 el6rejelzi a T megalldsi id6t, ha o(w) < 7(w),
tovabbd Vw esetén o(w) < 7(w) valahdnyszor 7(w) > 0. Azt mondjuk, hogy a T megdllasi
id6 eldrejelezhetd, ha létezik megallasi idok egy (o,) sorozata, hogy o, ' T, és o,

elérejelzi T-t Vn esetén.

Az elbrejezhetdséggel szemben all6 masik kiemelt mérhet6ségi osztélyt a kockdzatos
folyamatok alkotjdk. Ezek esetében még infinitezimalisan sem lathatjuk elére a folyamat
alakul4sat.

Definicio

Legyen adott az (), A, P, F) struktira. Jelolje O a © x () részhalmazaibol all6, a jobbrol
reguldris adaptdlt folyamatok dltal generalt o-algebrat. Ekkor O elemeit kockazatos hal-
mazoknak nevezziik. Egy X folyamatot kockazatosnak (optional) mondunk, ha mérhetd

O-re nézve.

A késbbbiekben sziikségiink lesz arra, hogy a kiindulasul vélasztott F filtracional szii-
kebb § filtarcié mellett vizsgéljunk bizonyos sztochasztikus folyamatokat, melyektdl azt

7

is megkoveteljiik, hogy az el6z6leg definidlt két mérhetdségi osztalyba essenek. Egy tet-
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2.7

2.8

29

sz6leges (X, F) folyamat természetesen nem feltétleniil G-mérhetd, vagy nem eldrejelez-
hetd/kockazatos. A célunk ekkor, hogy megadjunk egy valamilyen szempontbdl ,.kozel”
es6 folyamatot, mely mar teljesiti e feltételeket. A kozelséget a feltételes varhaté értéken

keresztiil fogjuk megragadni.

Allitas
Legyen adott egy X korlatos vagy nemnegativ sztochasztikus folyamat és JF filtrdcio.
Ekkor Iétezik egy kockdzatos vetiiletnek nevezett °X F-kockdzatos folyamat, hogy tet-

szOleges T megallasi ido esetén
°X, = E(X,|F,)

teljesiil. ° X megkiilonboztethetetlenség' erejéig egyértelmii.

Allitas
Legyen adott egy X korldtos vagy nemnegativ sztochasztikus folyamat és J filtrdcio.
Ekkor létezik egy el6rejelezhetd vetiiletnek nevezett ? X F-elbrejelezheto folyamat, hogy

tetszbleges elorejelezhetd T megdlldsi ido esetén
PX, = E(X,|F, )

teljesiil. » X megkiilonboztethetetlenség erejéig egyértelmdi.

2.2 Altalanos elmélet

Definicié
A megdllasi id6k Ty, 11, . . . sorozatat pontfolyamatnak nevezziik, ha teljesitik a kovetkezo
feltételeket:

(1) 9 =0 m.m.
(2) 7 < Ty mm.
3) (W) < Thy1(w), ha 7, (w) < 0o, m.m. w esetén

A pontfolyamatok vizsgélata ekvivalens az

Ne =) Ximzo @.1)
n=1

'Az X és Y sztochasztikus folyamat megkiilonboztethetetlen, ha P({w |Vt € © esetén X (t,w) =
Y(tw)h) = 1.
6



2.10

2.11

szdmldlo folyamat vizsgélataval. Az ekvivalencia miatt gyakran a szdmlal6 folyamatokra
is pontfolyamatok elnevezéssel hivatkoznak (kiilonosen gyakori ez a szokds a pénziigyi
irodalomban). Legyen 7., = lim,, ., 7,,. Ekkor N véges a [0, 7, ) véletlen intervallumon.
A tovébbiakban feltessziik, hogy N nemfelrobband, azaz 7., = oo. Ekkor V; véges Vit
esetén.

A definici6 alapjan lathat6, hogy N trajektdridi jobbrol folytonosak, balrél hatarér-
tékkel rendelkeznek, azaz a folyamat jobbrdl reguléris. A 7, fliggvények megéllasi id6

voltabol kovetkezden a folyamat adaptalt is, hiszen tetszdleges a > 0 esetén

{Nt S CL} = {T[a]+1 > t} € 9:2?'

Definicio
Legyen N egy tetszOleges szamlalo folyamat, \ pedig egy nemnegativ elbérejelezhetd fo-

lyamat, melyre teljesiil tovdbbd, hogy V't esetén
t
/ Asds < 0o m.m.
0

Azt mondjuk, hogy A az N folyamat intenzitasa, ha az M, = N; — f(f As ds folyamat

lokalis martingal.

A gyakorlati alkalmazdsok sordn a szdmldl6 folyamatokat az intenzitdsfolyamaton ke-
resztiil modellezziik (ennek az intuitiv tartalom mellett technikai elényei is vannak, mint
majd latni fogjuk), igy e fogalom kozponti szerepet foglal el a dolgozatban. A definicié-
nak azonban létezik egy alternativ és ekvivalens valtozata is, bar ez elsd latasra talan nem
nyilvdnval6. A dolgozat keretei azonban sajnos nem teszik lehetové az ekvivalencia bizo-
nyitdsét, az érdekl6dd Olvasé megtaldlhatja azt Brémaud [1981] konyvében (Chapter 11
§3, T8 és T9, pp. 27.). Az alternativ definicio elsdsorban a bizonyitasok soran fog hasznos

szerepet jatszani.

Definicio
Legyen N egy tetszOleges szamlalo folyamat, \ pedig egy nemnegativ elbrejelezhetd fo-

lyamat, melyre teljesiil tovabba, hogy Vt esetén

t
/ Asds < 0o m.m.
0

Azt mondjuk, hogy \ az N folyamat intenzitdsa, ha tetsz6leges nemnegativ és elbrejelez-



2.12

het6 C' folyamat esetén teljesiil, hogy

E(/ CSst) :E(/ Cs)\sds),
0 0

ahol az N szerinti integrdl értelmezése:

t
/ CodN, =) CrXiri<ty, illetve / CodN, = Cr X {r<oo)-
0

i>1 i>1

A definiciéban szerepld lokélis martingdl egy tovabbi feltétel megkovetelése esetén

valédi (négyzetesen integralhatd) martingal lesz.

Allitas
Legyen N integrdlhat6 (azaz E(IN;) < oo Vt esetén). Ekkor M négyzetesen integalhato
martingdl (azaz E(M}?) < co Vi esetén).

B1zZONYITAS. Ismert, hogy M akkor és csak akkor négyzetesen integralhaté martingal,
ha E([M];) < oo Vt esetén (I1d. pl. Protter [2004], Corollary 3, pp. 73.). Esetiinkben
E([M];) = E(N;) < oo, hiszen N véges varidcidjd, mig fo As ds folytonos, igy kvadra-
tikus keresztvaridcidjuk nulla, tovibba fo s ds korldtos varidcidju, igy kvadratikus vari-

acidja zérus. U

Interpretacio

Az intuitiv tartalom érzékeltétéséhez idézziik fel, hogy ha NV egy Poisson folyamat, ak-
kor E(V;) = \At, és mivel a Poisson-folyamat novekményei fiiggetlenek, igy Vs >t > 0
esetén E(N; — As — (N, — M\t)|F;) = E(Ng — Ny — A\(s — t)), azaz N; — A\t martingdl, igy
az N Poisson-folyamat intenzitdsa a A(f,w) = A konstans determinisztikus folyamat. A
Poisson-folyamat esetén pedig tudjuk, hogy a A paraméter az ugrdsok bekovetkezésének
gyakorisagaként értelmezhetd, azaz szemléletesen annak az esélye, hogy egy infinitezi-
malisan kicsi d¢ id6pillanatban bekovetkezzen az ugrds A d¢t. Ehhez elég észrevenniink,
hogy P(N;—Ny_p, = 1|F1p) = e MAh = Ah >0 ()‘h, ,igy h infinitezim4lisan kicsivé
véalasdaval (h — dt) a sorfejtés magasabb rendi tagjai elhanyagolhatéva vélnak, tehat heu-
risztikus formuldval élve E(dN;|F;_) = P(dV; = 1|F;_) = A d¢, ahol F— = 0 (U F).

Hasonl6 — matemaikailag ugyan nem korrekt, 4m a fogalmak intuitiv értelmezéséhez
hasznos — meggondoldsok alapjan vegyiik észre, hogy ha NV egy szamlal6 folyamat A in-
tenzitdssal, akkor dV; — A d¢ martingdlnovekmény, igy E(d N, — A dt|F,_) = 0, és mivel
A elbrejelezhetd, igy A; mérthetd J;_-ra nézve, igy kiemelhetd a varhatd értékbdl, igy

E(dNV|F;—) = A\ dt. Lathatjuk tehdt, hogy az eldrejelzhetd ) intenzitdsfolyamat heurisz-
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2.13

2.14

2.15

tikusan az id6egységre jut6 ugrdsok feltételes varhato értékeként értelmezhetd.

Egzisztencia és unicitas

Természetes kérdésként adédik, hogy vajon minden szamlal6 folyamat esetén 1étezik-
e a definidlt intenzitds, és ha 1étezik, akkor vajon egyértelmii-e? Az els6 kérdés meg-
véalaszoldsdhoz eldszor figyeljiik meg, hogy a definicidonk alapjdn a szdmldl6é folyamat
novekvd tarjektoriaju és lokdlisan integralhaté varidciéju’® (azaz a szokdsos jelléssel
N € A} ), hiszen a definiciéban szereplé megalldsi idSk egy trividlis megfeleld loka-
lizaciés sorozatot biztositanak, tovdbbd a feltételezésiink szerint a valdszinliségi mezd
teljes, a filtracid pedig teljesiti a szokdsos feltételeket, igy alkalmazhat6 a Doob—Meyer-

felbontés egyik specidlis véltozata (1d. Medvegyev [2007], Theorem 3.52, pp. 213.):

Tétel
Ha A € A}, akkor létezik egy olyan elbrejelezhets AP € A folyamat, mely megkii-

loc?

Ionboztethetetlenség erejéig egyértelmii, hogy A — AP 0-bol indulo lokalis martingal.

Igy létezik tehit egy 0-bdl induld, eldrejezhets és novekvs NP folyamat, hogy M =
N — NP lokélis martingél. Ezt az N? folyamatot eldrejelezhetd kompenzdtornak nevezziik.
Az NP folytonossdganak biztositdsdhoz (mely nyilvan az intenzitds létezésének sziiksé-
ges, de messze nem elégséges feltétele) egy ujabb fogalommal kell megismerkedniink. A

fogalmat kovetd 4llitas bizonyitasdst 1d. Medvegyev [2007], Proposition C.20, pp. 593.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a T megallasi ido teljesen eldrejelezhetetlen (totally inaccessible), ha

minden el6rejelezhet o megdlldsi id6 esetén P(T = 0 < 0o) = 0 teljesiil.

Allitas
Egy N szamlalo folyamat NP elorejelezhetd kompenzatora akkor és csak akkor m.m.

folytonos, ha N ugrdsi idejei teljesen elorejelezhetetlenek.

A tovéabbiakban tehdt a szamlalé folyamatainktél megkoveteljiik az ugrasok el6rejelezhe-
tetlenségét, mely kozgazdasdgi szempontbdl jol interpretdlhaté feltevés, hiszen az el6re-
jelezheté megélldsi id6 heurisztikusan olyan eseményt jellemez, melynek bekovetkezése
infinitezimadlisan el6re lathatd. Megfelel6en miikodd piacot feltételezve, arbitrazsmentes-

ségi megfontolasokbdl egy csédeseményrdl feltehetjiik, hogy az teljesen varatlanul ko-

’Egy A folyamat integrdlhaté varidciéji, ha E(Var(A)(co)) < oo, ahol Var(4)(co) =
lim¢_, o Var(A)(t), Var(A)(¢t) pedig az A folyamat varidcigjat jelli a [0, ¢] intervallumon. A tulajdonség
lokdlisan teljesiil, ha 1étezik megalldsi id6k egy (7,,) lokalizdl6 sorozata, hogy Vn esetén A™ integralhaté

;;;;;;

variacioju.
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2.16

2.17

vetkezik be.

Az eldrejelzhetd kompenzétor folytonos voltdbdl azonban még nem kovetkezik a de-
finicioban szerepld integralfolyamatként torténd eldallithatosdg (més szoéval a kompen-
zétor nem feltétleniil abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve?). Egy tetszdleges
szamlal6 folyamatrdl viszont meglehet6sen nehézkes bizonyitani, hogy rendelkezik e tu-

lajdonsaggal. Taldn a legismertebb a feltétel a kovetkezd:

Allitas (Ethier—Kurtz-feltétel)

Legyen N egy integralhato szdamldlo folyamat (azaz E(N;) < oo Vi esetén), NP pedig
legyen e folyamat elorejelezheté6 kompenzatora. Ha Iétezik egy K konstans, hogy V0 <
s < t esetén

E(N; — Ny|F) < K(t — s) m.m.,

2z

akkor NP m.m. abszoliit folytonos trajektoridkkal rendelkezik, azaz el6dll N} = fot As ds
alakban.

A fenti feltétel csak elégséges, am az allitdsnak létezik egy modositdsa is, mely sziik-
séges, s egyben elégséges feltételt is jelent az intenzitdsfolyamat 1étezésére. A médositott

verzid feltétele azonban kevéssé teszi lehetdvé a gyakorlati alkalmazasat.

Allitas (Yan Zeng-feltétel)

Legyen N egy integralhato szdmldlo folyamat (azaz E(N;) < oo Vit esetén), NP pedig
legyen e folyamat el6rejelezheté kompenzatora. A kompenzdtor akkor és csak akkor ab-
szoliit folytonos, ha Iétezik egy 0-bol indul6 novekvo és integrdlhatéo D folyamat, mely

abszoliit folytonos, tovdbbd ¥Vt > 0, h > (0 esetén
E(Nt+h - Nt|g:s) S E(Dt—i-h - Dt|g:s>

Ha tovabba egyenl6ség dll fonn, akkor NP = DP.

A gyakorlatban a modellezhet6ség érdekében fel szokds tenni, hogy a szdmlélé folya-
mat rendelkezik a definiciéban szerepl intenzitdssal, igy a tovdbbiakban mi is éliink e
feltételezéssel. A témakorhoz kapcsoldddan Janson és szerzGtarsai [2010] nyoman a filt-
raciok szerkezetére mondhat6 ki egy — az ekvivalens mértékekkel kapcsolatos — érdekes

allitas.

3Az elnevezés mogott az az észrevétel hizédik meg, hogy a kompenzitor korldtos (s6t, integralhatd)
varidcidjd, igy minden trajektoridja egy o-véges mértéket generdl a [0, 00) intervallumon. Ha létezik a
definiciéban szerepld intenzitdsfolyamat, akkor a generdlt mérték abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre
nézve, mig A a megfeleld (természetesen w-tdl fiiggd) Radon—Nikodym-derivalt.
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2.18

2.19

Allitas

Legyen adott a (2, A, P, F) struktiira. Létezzen tovabba egy olyan P-vel ekvivalens Q*
valbszintliségi mérték (mely specidlisan maga P is lehet), hogy minden folytonos eloreje-
lezhet6 kompenzdtorral rendelkez6 szdmldlé folyamat esetében Iétezzen intenzitds (rovi-
den azt mondjuk, hogy Q* AC tulajdonsdgi). Legyen Q a P-vel ekvivalens valoszintiségi
mértékek halmaza. Ekkor VQ € Q AC tulajdonsdgu.

Végezetiill meg kell jegyezniink, hogy az intenzitdsfolyamat el6rejelezhetdségének
megkovetelése csak az egyértelmiiség szempontjabol fontos. Ha eltekintiink az egyértel-
miiség kovetelményétdl, akkor elég a progressziv mérhetdséget feltenniink, hiszen ekkor
fot s ds adaptalt folyamat lesz, a folytonossdga miatt pedig természetesen eldrejelezhetd

is.

A filtracio sziikitése

Az intenzitds nem csak a valészintiségi mezd mértékéhez kotddik, hanem a kiindula-
sul vélasztott J filtracidhoz is. Persze el6fordulhat, hogy N adaptélt valamilyen sziikebb
filtracidra nézve is, mely jobban szolgdlja a céljainkat, s kivancsiak lehetiink, hogy va-
jon ekkor is 1étezik-e az intenzitdsfolyamat, illetve milyen kapcsolat fiizi az eredetihez. A

i

kovetkezd allitas e kérdésekre adja meg a vdlaszt.

Allitas

Legyen (N, JF) egy szamldl6 folyamat (), F) intenzitdssal. Jelélje T~ az N altal generalt
(belso) filtraciot. Legyen G egy harmadik filtracid, melyre

FNC G CF, Vi>0

teljesiil. Ekkor az (N, G) szamldlo folyamat is rendelkezik intenzitassal, melyet jel6ljon

(1, 9).

B1zZONYITAS. Legyen p a A folyamat G filtraciéra vonatkozé eldrejelezhetd vetiilete.
Ekkor tudjuk, hogy p eldrejelezhets és i, = E(\|G;). Az intenzitds masodik definicidja

alapjan latnunk kell, hogy tetszSleges nemnegativ és G-elérejelezhetd C' folyamat esetén

E(/OOOCSdNS) :E</OOOC’S,usds)
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teljesiil. Mivel ha C' G-elrejelezhetd, akkor F-elSrejelezhetd is, igy E ([~ CsdN,) =
E (f;° CsAsds), A F-intenzitds voltabol kovetkezGen. Elég latnunk tehat, hogy

E(/ C’S)\Sds) :E</ C’S,usds).
0 0

Ez viszont kovetkezik a Fubini-tétel és C's G;-mérhet6ségének felhasznélasaval:

B ( | e ds> — [ E@A) a5 = [T BCEMG) s -

_ (/OOO 08E<As\95>ds) —E (/OOO csusds) |

2.3 Meértékcsere

Az eddigiek sordn vizsgaloddsunkat egy rogzitett P valdszintiségi mértékkel ellatott
valészintiségi mez0 alatt végeztiik. A pénziigyi eszkdzdrazas sordn viszont a célunk min-
dig egy ekvivalens mértékre val6 attérés (nem véletlen, hogy az ezzel kapcsolatos allita-
sokra elso és masodik alaptételként hivatkozunk). A kovetkezdkben els6ként ismertetjiik
a klasszikus Black—Scholes-modellbdl jol ismert Girszanov-tétel egy szamlalo folyama-
tokra vonatkoz6 analég véltozatét.

A tétel kimondas el6tt érdemes néhany észrevételt tenniink. Ha QQ abszolut folytonos
P-re nézve (Q < P), akkor létezik a Radon—Nikodym-derivélt, melyet jel6ljon Z. Ekkor

Zy = E(Z]3;) nyilvan martingal, tovdbba mivel

/thP:/ZdP:Q(F), FeT,
F F

igy Z; nem mas, mint Q Radon-Nikondym-deriviltja a lesziikitett (2, F;, P) valdszind-
ségi mezon.

A masik irdnybdl kiindulva legyen Q és P két mérték, jelolje tovabba Q; és P; ezek
F,-re val6 leszlikitését. Tegyiik fel, hogy Q; < P, Vt-re, és jelolje 7, = dQ,/dP; a
megfelel6 Randon—Nikodym-derivaltak folyamatat. Ekkor ha s < t és ' € F, C F,
teljesiil, hogy

d d
/thP:/&dP:Q(F):/ QsdP:/stP,
F FdPt FdPs F

azaz Z martingdl. Természetesen Z nem feltétleniil konvergens, azaz nem biztos, hogy
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2.20

2.21

1étezik € melyre Z; = E(£|F;). Mds szoval elképzelhetd, hogy Q < P az F;-n V¢ esetén,
am Q nem abszolit folytonos P-re nézve az F,, = o(U,F;) o-algebran, igy a dQ/dP
Radon—Nikodym-derivalt nem feltétleniil 1étezik. Ez motivélja a kdvetkez$ definici6 be-

vezetését:
Definicio
loc
Azt mondjuk, hogy Q lokélisan abszoliit folytonos P-re nézve (Q < P), ha Q, < P; Vt
esetén, ahol Q; és P, a Q és P mértékek lesziikitései az F; o-algebrakra. P és QQ lokalisan
oc loc . loc
ekvivalens (P 2 Q),haP<QésQ<P.
Allitas
Legyen N egy tetszoleges szamldlo folyamat )\ intenzitissal, jelolje tovabba T, =
inf{t| N, = i} az i-edik ugrds megalldsi idejét. Legyen ¢ egy tetszdleges pozitiv el6-

rejelezhet6 folyamat, melyre teljesiil, hogy Vt esetén

t
/ PsAsds < oo m.m.
0

Ekkor a .
§t = exXp </ (1 - st))\s dS) H Pri X{m <t} (22)
0

i>1

folyamat lokdlis martingal.

BI1ZONYITAS. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

t
Xt = exp </ (1 - 905>)\s d5> ) }/;f = HSOTzX{TISt}
0

i>1

Ekkor

d& = X4Ys

t
dX; = (1 — ) A\exp (/ (1 — ps)As ds) dt = (1 — @)\ X, dt
0

dY, = (H S%-X{mt}) (pr = 1) dNy = Yy (pr — 1) ANV,

i>1
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2.22

A parcidlis integrdlds formuldjanak alkalmazdsaval kapjuk, hogy

A& =Y, dX, + X,_ dY, + d[X, Y], =
= (1= @)X dt+ X Y, (o — 1) dN, =
= (1= @)N&E_ dt 4+ &_ (o — 1) dN, =
(1= o) N&e dt + & (o — 1)(dM, + A dt) =
= ( )& M,

o — 1

igy [X,Y]% = 0 m.m. tetszSleges [a, b] intervallumon. A szdm{tdsok alapjén tehat & eloall,
mint egy M szerinti integrél, ahol az integrandus eldrejelezhetd, mig M lokdlis martingal,

igy tehdt £ maga is lokélis martingdl lesz. U

Tétel (Girszanov)

Legyen N egy tetszbleges szamlalé folyamat \¥ intenzitdssal a P mérték alatt. Tegyiik
fel, hogy a (2.2) alapjan definidlt & lokdlis martingdl valodi martingal. Ekkor létezik egy
lokélisan ekvivalens Q valdszintiségi mérték (Q % P), mely alatt N intenzitdsa \® =
APo.

BIZONYITAS. A keresett mértéket definidlja a Radon—Nikodym-derivéltak dQ,;/dP; =
& folyamata. Mivel ¢ martingdl, igy V¢ esetén E(¢;) = E(&) = 1, azaz Q valéban
valdszintiségi mérték.

Ahhoz, hogy az N szdml4l6 folyamat intenzitdsa AQ legyen Q alatt, azt kell latnunk,
hogy A; = N; — fot As@s ds lokdlis martingdl Q alatt, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy
Zy = & A, lokdlis martingdl P alatt. Az el6z6ek alapjan

dét = (th — 1)§t— th, tovabba dAt = dNt — /\tSOt dt.
A parcidlis integrdlds formuldjanak alkalmazdsaval kapjuk, hogy

dZ, = A, dg + & dA, + d[E, A, =
= (g — D& A dM; + & (AN; — Mgy dt) + (97 — 1)&, AN, =
= (pr — D& A dM, — & Mo dt + & AN, =
= (o — )& Ay dMy — & Mpp At + &y (AMy + A\ dt) =
= ((pr = D& A + i&y—) dM,.

A fentiek alapjan tehat Z megkaphat6, mint egy lokdlis martingdl szerinti integrél, ahol
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2.23

az integrandus eldrejelezhetd, igy Z maga is lokélis martingél P alatt. Ebbdl kovetkezden

A lokdlis martingél Q alatt, igy teh4t N szamlal6 folyamat A\ intenzitdssal Q alatt.  [J

De mi a helyzet a forditott irdnyban? Tekintsiink egy P-vel ekvivalens Q valészind-
ségi mértéket. Természetesen mivel a szamlalé folyamatok definiciéjaban csak mérhets-
ségi feltételek jdtszanak szerepet*, igy ha N szdmldl6 folyamat P alatt, akkor az marad
Q alatt is. Kevésbé trividlis kérdés viszont, hogy ha N-nek létezik intenzitdsfolyamata P
alatt, akkor vajon Q alatt is 1étezik-e intenzitdsfolyamata? A kérdésre a kovetkezd tétel ad
pozitiv vélaszt, mely az Artzner és Delbaen [1995] cikkében megjelent 4llitas dltalanosi-

tasa.

Tétel (Artzner-Delbaen)
Tegyiik fel, hogy N egy tetszbleges szamlal6 folyamat \¥ intenzitdssal P alatt. Legyen
Q egy ekvivalens valdszintiségi mérték (Q ~ P). Ekkor az N szdmldloé folyamat Q alatt

is rendelkezik \® intenzitdssal.

o

BIZONYITAS. Legyen Z = dQ/dP a megfelel6 Radon—-Nikodym-derivalt. Ekkor Z; =
EF (Z|7,) martingal, mely nem mds, mint a Z Radon-Nikodym-derivélt F, o-algebrara
val6 lesziikitése (dQ;/dP; = Z;). Az alternativ definicié alapjan N intenzitdsa \F a P

valdszinlségi mérték alatt, ha tetsz6leges nemnegativ és eldrejelezhetd C' folyamat esetén

E” (/ CSdN5> =EF (/ C AP ds).
0 0

A célunk tehdt megtaldlni azt a \Q nemnegativ és elérejelezhetd folyamatot, melyre a

fenit egyenldség Q szerinti varhat6 értékkel teljesiil. Vegyiik észre, hogy

E® (/ C, dN3> = EP (Z/ C, dNS) = (ZZCTZX{T1<OO}> =
0 0

i>1

=SB (200 ne) = BT (Coxireny EV(Z15,),

i>1 i>1

ahol kihasznaltuk, hogy Z és C' nemnegativ volta miatt alkalmazhat6 a sorokra vonatkoz6
monoton konvergencia tétel, tovabbd C' el6rejelezhetd, igy C7, X {7, <o0} Fr,—-mérthetd.
Ismert, hogy létezik egy nemnegativ és elGrejelezhetd K folyamat, melyre K, =

E¥(Z|7,_) teljesiil tetszSleges o megallasi idS esetén. Mivel AP az N folyamat intenzi-

“Mivel P ~ Q, azaz a nullmértékii halmazok azonosak a két mérték alatt, igy a valsziniiségi mez6 és
F Q alatt is teljes marad.
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tdsa P alatt, igy a fenti egyenldséget folytatva kapjuk, hogy:

ZEP (CUKTL'X{TKOO}) =E" <Z CTz'KnX{n<OO}> —E° (/ CoK, st) =

i>1 i>1 0

=E" (/ CoKAY ds> :/ EP (C,KAY) ds =
0

0

> 1
_ EQ(C,K)P=—)d
/0 (C : Zs> >

ahol kihasznaltuk, hogy a C, K, AP nemnegativ, igy alkalmazhat6 a Fubini-tétel.

Mivel m.m. w esetén a Z folyamat ¢ — Z;(w) trajektoridi csak megszamlalhatd
sok szakaddsi hellyel rendelkeznek a jobbrdl regularitas kovetkeztében, igy 1/7;(w) =
1/Z;—(w) dt dQ-m.m. a [0, 00) x (2 téren. Ebbdl kovetkezGen:

/ EQ <GSKSA§—) ds = / EQ (CSKS)\f ) ds = E® ( / C KA > ds.
0 Zs 0 Zs- 0 Zs-

Igy tehdt \Q = K, \P/Z,_ az N szdml4l6 folyamat Q alatti intenzitdsa, hiszen nem-

negativ €s elbrejelezhetd, tovabba teljesiti a definicio feltételeit. U

2.4 Duplan sztochasztikus folyamatok

A hitelkockdzatok modellezésének egyik kozkedvelt eszkozét a dupldn sztochasztikus
(vagy mds néven Cox-) folyamatok csalddja alkotja, melyek az altalanositott Poisson-
folyamatok dltaldnositdsdnak tekinthetSk, igy elsé 1épésként célszerli megismerkediink e

folyamatokkal.

2.24 Definicio
Egy N szdmlalo folyamatot éltaldnositott Poisson-folyamatnak neveziink, ha a novekmé-

nyei fiiggetlenek, tovdbba N, Poisson-eloszlasu Vt-re.

A legegyszeriibb eseteket az olyan szdmlédlé folyamat alkotjdk, ahol az el6rejelezhetd
kompenzétor determinisztikus. A kovetkezd tétel ezeket karakterizalja (a bizonyitast 1d.
pl. Medvegyev [2007], Proposition C.17, pp. 591.).

2.25 Allitas
Ha egy N szamldl6 folyamat NP elbrejelezheté kompenzatora determinisztikus és foly-
tonos, akkor N fiiggetlen novekményii és N; Poisson-eloszldst kovet NP paraméterrel,

kovetkezésképpen N altalanositott Poisson-folyamat.
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2.26

Mivel a dolgozatban csak az intenzitdsfolyamattal rendelkezd N szamldlé folyamatokat
vizsgaljuk, igy megallapithatjuk, hogy ha egy intenzitdsfolyamat determinisztikus, akkor
N, Poisson-eloszlast kovet f(f s ds paraméterrel.

A fentiek természetes kiterjesztésének tekinthetd, ha megtartjuk a Poisson-eloszlést,
am a determinisztikusrol 4ttériink a sztochasztikus intenzitds esetére. A dupldn sztochasz-

tikus folyamatok konstrukcidja mogott hizodé elgondolés heurisztikusan a kovetkez6:
(1) Tekintsiink egy tetszdleges A sztochasztikus folyamatot.

(2) Rogzitsiink egy tetszbleges w € (2 kimenethez tartozd A(w) : ¢ — A(t,w) trajekto-

riat, mely nyilvan egy determinisztikus fiiggvény.

(3) Ehhez a rogzitett w kimenethez alkossunk egy N dltalanositott Poisson-folyamatot

A(w) determinisztikus intenzitdssal.
(4) Ismételjik meg e 1€péseket Vw € (2 esetére.

A fenti elgondoldsnak megfelel6 matematikai definiciét a kovetkez6képpen fogalmaz-

hatjuk meg:

Definicio

Legyen N egy nem felrobbané szdmlalé folyamat ) intenzitdssal, és legyen G, C J, Vt >
0-ra egy részfiltracio, mely teljesiti a szokdsos feltételeket. Azt mondjuk, hogy N dupldn
sztochasztikus folyamat, ha A G-elorejelezhetd, tovabba Vit > s > 0 esetén az N, — N,
valoszintiségi valtozo F,V Gy = o(FUS,) o-algebrara vonatkozo feltételes valoszintisége

. . rt -
Poisson eloszlasti fs Ay du paraméterrel, azaz

(fst )\“ du)k e~ f; Au du.

P(N, = No = HF. v §) = ==

A definicié mogott meghiz6do intuicid tehdt, hogy a duplén sztochasztikus folyama-
tokat az informéciéaramlds két kiillonbozd csatorndja jellemzni, I és G, ahol G szlikebb
F-nél. G, elég inform4cidt tartalamz ahhoz, hogy felfedje a \; intenzitdst, ahhoz azonban
nem elégséges, hogy felfedje az NV folyamat ¢-beli realizécidjat.

A duplan sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatos gyakorlati alkalmazasok soran a
szlikebb filtraciéra adaptdlt nemnegativ és eldrejelezhets (A, G) folyamat ismert, melyre
teljesiil, hogy Vt esetén fot Asds < oo. A célunk pedig, pedig hogy ebbdl konstrudl-
juk meg a megfeleld szamldlé folyamatot. Ehhez els6ként vegyiik a fiiggetlen és azonos
eloszlasu (Z,,) valésziniliségi valtozok sorozatdt, melyek egységnyi paraméterti exponen-

cidlis eloszldst kovetnek (P(Z; < x) = 1 — e™%), tovédbbad fiiggetlenek a G; o-algebraktdl
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is Vt-re. Definidljuk a kovetkez6 megéllési idoket:

7'0:0

t
Tn:inf{tzrnll/ )\SdszZn}, n € N.
Tn—1

Ekkor a fenti megélldsi id6khoz kapcsolédé NV szamlalé folyamat dupldn sztochasztikus
(A, 9) intenzitassal. Ezt az eljarast haszndlhatjuk pl. a Monte Carlo szimuladciok soran is.
A duplén sztochasztikus folyamatok legfontosabb jellemzdje, hogy az intenzitast nem
befolydsolhatja a szdmlal6 folyamat kordbbi realizécidja, azaz a folyamat nem lehet 6n-
gerjesztd (igy nem fordulhat eld példaul az ugrasok klaszterez6dése). Ennek oka, hogy
az { N; = k} esemény sohasem lehet eleme a G; o-algebrdnak, hiszen ellenkez$ esetben
az Ny — N, novekmény feltételes eloszldsa (Fs V G;)-re nézve Poisson helyett konstans

lenne.
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Az intenzitas modellezése

3.1 Motivacio

A kovetkez6kben valamelyest altalanositjuk az el6z6 fejezet szamlalé folyama-
tait. Megengedjiik ugyanis, hogy egységnyi novekedések helyett (az Osszetett Poisson-
folyamat mintéjdra) egy tetszdleges (dm rogzitett) eloszlasbodl szarmazo véletlen nagysagu
ugrasok kovetkezzenek be, melyek a pénziigyekben a csdd esetén bekovetkezd vesztesé-
gekként értelmezhetSek. Ehhez legyen (¢;) szigordan pozitiv, fiiggetlen és azonos elosz-
l4su val6szintiségi véltozok egy sorozata, melyek eloszlasat jelolje v. Tegyiik fel tovabb4,
hogy e viltozok N-t6l is fiiggetlenek, tovabba integralhatdak (E(¢1) < 00). A veszteség-

folyamat ekkor
0o Ny
L= lixgren =) b (3.1)
n=1 n=1

Kiinduldsul gondojuk meg a kovetkezOket. Legyen egy t-ben egységnyi Osszeget fi-
zetd kockazatos elemi kotvényiink, melynek értéke csdd esetén nulla, és legyen a koc-
kazatmentes kamatlab zérus. Természetes kérdés, hogy mennyit vagyunk hajlanddak e
termékért fizetni az s < ¢t id6pontban. Az eszkozarazds alapgondolata szerint 1étezik egy
ekvivalens martingdlmérték, mely alatt az ar megkaphat6 a kifizetés feltételes varhatéd
értékeként. Jelolje 7 a cs6d megalldsi idejét, legyen (N, F) a megélldsi id6hoz kapcso-
16d6 egyetlen ugrast tartalmaz6 szamlalo folyamat. Tegyiik fel tovabba, hogy e szamlalo

folyamat duplédn sztochasztikus (A?, §) intenzitdssal (G C ). Ekkor

E?(Ix(rsn]Fs) = E}(1 = Ni|F,) = E}(E}(1 = Ny|G, v F,)[TF,) =
— EQ(Q(N, — N, = 0[G, v F,)|F,) = EQ(e - A du 5.

A problémit igy visszavezettiik a zérékupon kotvények sztochasztikus kamatlabak mel-

letti drazédsdra, alkalmazhatéva téve az e kérdéskorre kifejlesztett modszerek széles tarha-
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zat. Jogosan vetddik tehdt fel a kérdés, hogy a hitelkockdzattal terhelt termékek és deriva-
tivak szélesebb korére is kiterjeszthetjiik-e ezeket a technikdkat. Egy 4ltalanos szdmlélé
folyamattdl fiigg6 feltételes kovetelés (contingent claim) esetén az adott N folyamat reali-
zacidjatol joval bonyolultabban fiiggd kifizetések is elképzelhetdek. VEgsd soron viszont
mindig N feltételes eloszldsara van sziikségiink, melyet meg tudniank hatdrozni, ha ismer-

nénk a novekmények feltételes Laplace-transzformaltjat:
o(u,t,T) = E(e "Wr=Nd|5,) 4 > 0,

hiszen ennek sorba fejtésével az alabbi formula alapjan visszaszamithatok a keresett fel-

tételes valdszintiségek:
1
P(Ny — N, = k|F,) = li{% E@fcp(—lnv,t,T), k=0,1,2,...

Vagy alternativ médon Kkiterjeszthetjiik a Laplace-transzforméltat a komplex sikra, majd

az inverz Fourier-transzformdci6 alkalmazasdval kapjuk, hogy

1 ™
P(Ny — N, = k|F,) = %/ o(—iv,t, T) exp(—ikv)dv, k=0,1,2, ..

—T

A bevezetd példdhoz hasonldéan a dupldn sztochasztikus folyamatok alkalmazdsa meg-

P

konnyiti a dolgunkat, hiszen az el6z6ekkel anal6g médon
E(e_u(NT_Nt)|:}'t) — E(E(B_U(NT_Nt)|3r‘t V S)|F) = E(e—(l—exp(—u))ftT As d5|3"t)-

De mi a helyzet dltalanos esetben? Eldszor is, figyeljiikk meg, hogy erdsen kihasznal-
tuk a duplédn sztochasztikus jelleget. Egy tetsz6leges szamlalo folyamat esetén nem tudjuk
kozvetleniil felirni a Laplace-transzformaltat az intenzitdsfolyamat segitségével. A gya-
korlatban viszont el6fordulhat, hogy reprodukdlni szeretnénk az ugrdasok klaszterez&dését
(mint lattuk, ezt a dupldn sztochasztikus folyamatok nem teszik lehetévé), vagy model-
lezni szeretnénk a bekovetkezett cs6dok esetén realizal6do veszteségek véletlen voltat is,
mads széval N helyett L képezheti a vizsgdloddsunk targyat. Tovabba sziikségessé valhat,
hogy a kamatlabat is sztochasztikus folyamatta tegyiik, mely esetleg kapcsolatban all a
cs6dok addigi szamaval (pl. hogy reprodukdljuk a flight-to-quality jelenségét). A kérdés
tanulmanyozasdhoz az L pontfolyamat éltaldnositott Laplace-transzformaltjdnak beveze-
tése nyujt segitséget, melynek vizsgdlata a fejezet elsd részének f6 célja. Az itt ismertetett
eljarasok és modellek Giesecke [2009], Giesecke és Zhu [2010], illetve Errais és szerz6-
tarsai [2010] munkdin alapulnak.

A fejezetben nem lesz sziikségiink a valos (statisztikai) €s a martingal mérték megkii-
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3.1

Ionboztetésére, igy mostantdl szamitdsainkat egy tetszéleges P referencia valdszintiségi
mérték alatt végezziik. Az veszteségfolyamatot L, a veszteségfolyamat ugrasait szamlalé
folyamatot NV, mig ez utébbi elbrejelezhetd kompenzatorat a kordbbiakhoz hasonléan NP

z_ 72

jeloli. A dolgozat hatralévo részében feltessziik, hogy adott egy rogzitett 7' id6horizont,

E(exp(N7)) < .

3.2 Az altalanositott Laplace-transzformalt

A kovetkezdkben bevezetiink egy ekvivalens mértékcserét, hogy az L folyamat al-
taldnositott Laplace-transzformaltjat az el6rejelezheté kompenzator (/N?) dltalanositott
Laplace-transzformaltjaként tudjuk kifejezni, s igy az intenzitdsfolyamat 1€t€bdl kovetke-

z6en alkalmazni tudjuk a kamatldbmodellek irodalmédnak eredményeit.

Allitas

Legyen tetszbleges w € R esetén

Zy(u) = exp(¢(u) - N} —u- L), ahol (3.2)

Y(u) =1— / e dv(z). (3.3)
0
Ekkor a megallitott Z* folyamat martingal.

B1ZONYITAS. A Girszanov-tétel bizonyitasdban latottakkal analég médon a parcidlis in-

tegralds formuldjanak alkalmazasaval kapjuk, hogy

ahol M = N — N?. igy tehat Z(u) az atskaldzott —i(u)M lokalis martingél sztochaszti-
kus exponense, igy maga is lokélis martingal. Ismert, hogy egy lokalis martingal (esetiink-
ben ZT(u)) pontosan akkor tartozik a DL osztdlyhoz®, ha martingél. Szintén koztudott,
hogy ha 1étezik egy Y € L;(f2) valdszintiségi véltozo, akkor {X € L;(Q)||X| < Y}

egyenletesen integralhat6. Mivel NP nemcsokkend, igy

sup | Ziar (w)| < sup exp(¢(u)NE, ) < exp(NF) < oo.
>0 >0

SEgy M folyamat a DL osztdlyhoz tartozik, ha Vt esetén az { M, | 7 megdlldsi id6} val6szintiségi
valtozdk csalddja egyenletesen integralhato.

21



O

7T (u) tehét értelmezheté a Radon—Nikodym-derivéltak folyamataként, mely igy egy
ekvivalens mértéket hatiroz meg. Ezt a mértéket a tovdbbiakban P“-val, az alatta vett

varhato értéket pedig E“-val jeloljiik.

3.2 Definicio

Legyen L egy veszteségfolyamat, r a kockdzatmentes kamatlab adaptalt, nemnegativ és
korldtos sztochasztikus folyamata, Y egy nemnegativ F-adaptalt valészintiségi valtozo,
mely az idOszak végi kifizetésként értelmezhetd. Ekkor a veszteségfolyamat, illetve a
kompenzator éltaldnositott feltételes Laplace-transzforméltjdn (roviden transzformaltjdn)

a kovetkezd két kitejezést értjiik:

T
oi(u, z,w, T) = E (exp (—w/ T ds) eZY“(LTLt)\S'}> , (3.4)
t

T
L, z,w, T) = E" (exp (—w/ T ds) e_zy_”(Ng_th)Ht) , (3.5)
t

ahol z,w € Ry,u,v e R, ,0 <t <T.

3.3 Allitas
Legyen L egy tetszoleges veszteségfolyamat. Ekkor a transzformdltjaira teljesiil, hogy

th(ua'Z)w)T) = 'C;L(fw(u%Z?w)T% (36)

ahol z,w € Ry ,u,v e R, ;0 <t <T.

BIZONYITAS. Z(u) definicidja alapjdn

Z g b NP
oi(u, z,w, T) =E ( r(v) exp (—w/ Ts ds) eV V) (Np =N, )|3'}) =
t

Zy(u)

t
T
=E* (exp (—w Ts ds) ezyw(“)(N;Nf)!?t> :

O

A (3.6) egyenlGség alapjan tehat egy L veszteségfolyamat Laplace-transzformaltjat
megkaphatjuk az ugrdsokat szamldlé N folyamat N? eldrejelezheté kompenzatoranak
P" mérték alatt, a ¢)(u) helyen vett Laplace-transzformdltjaként. Mivel feltételezésiink

szerint N intenzitdsa ), igy (3.5) a kovetkezd alakra egyszertsodik:

T
L (v, z,w,T) = E" <exp (—/ wrs + vAg d3> 6_2Y|fft> . (3.7)
¢
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3.4

3.5

Megkaptuk tehat a pénziigyekbdl ismerds alakd formuldt, mely analég a 7' idSpontbeli
e Y végsd kifizetés (wr + v\) sztochasztikus kamatlab mellett kapott jelenbeli drdval.
Ez teszi lehet6vé, hogy a kamatlabmodellek (szemi)analitikusan kezelhetd formuldinak
sz€les korét a pontfolyamatokra is alkalmazni tudjuk, mint arra majd a kovetkez6kben
l4tunk is példat.

Hogy a (3.5) transzformaélttal szamolni tudjunk, sziikséges feltirnunk a mértékcsere
hatasat az N? és r folyamatokra, illetve az Y valészintségi valtozéra. Ehhez a kovetkezd
tétel nyujt segitséget (a bizonyitast 1d. Giesecke és Zhu [2010]).

Allitas

//////

kompenzatorat. Ekkor a [0, T'] intervallumon Yu € R esetén

U(u)
¥'(0)

V+ (V. L)
P"-lokalis martingdl, ahol ¢/'(0) = E(¢;). Specidlisan V P“-lokalis martingal, ha nincs

L-lel k6zds ugrdsa.

Az 4llitasbol kovetkezden, ha W Wiener-folyamat P alatt, akkor Wiener-folyamat
marad P* alatt is. Mivel az M = N — NP folyamat ugrédsai a definicijabol adéddan
egybeesnek az [ ugrasaival, igy M mar nem marad lokdlis martingdl P alatt. Ebb6l
kovetkezben N eldrejelezhetd kompenzatordt modositanunk kell a mértékcsere sorédn, a

véltozast azonban egy egyszer(, u-tol fliggd determinisztikus atskalazds jelenti.

Allitas

A [0, T intervallumon N elérejelezheté kompenzatora P* alatt (1 — 1p(u))NP.
BIZONYITAS. Mivel [M, L] = L, igy (M, L) = ¢/(0)N?. A 3.4. dllitas alapjdn tudjuk,
hogy M+ (u)(M, L) /¢'(0) = N—NP+1(u)N? = N—(1—1(u))N? lokdlis martingdl
P alatt a [0, 7] intervallumon. O

Az dllitas alapjan tehat a P" mértékre val6 4ttérés sordn a kompenzator 1 — ¢ (u) =
E(exp(—ufy)) nagysdgban skéldzédik at, és mivel E(exp(—ufy)) < 1, igy N ugrdsainak
gyakorisaga kisebb P alatt, mint P alatt. A hatarértékként ad6do, P-re abszolut folyto-
nos P = lim,,_, ., P" mérték alatt a kompenzator eltinik, ekkor tehat P> (N = 0) = 1.

Mint a bevezet példdban is lathattuk, a dupldn sztochasztikus folyamatok specidlis
szerkezetébdl adédéan N Laplace-transzforméltja kozvetleniil, mértékcsere nélkiil sza-

molhat6 az intenzitds alapjan. E tulajdonsdg megmarad az altaldnos transzformacio estén
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is.
Allitas
Legyen (N, ) dupldn sztochasztikus szamldl6 folyamat (), G) intenzitdssal (§ C F).
Tegyiik fel tovabba, hogy r G-adaptal, Y pedig Gr-mérhetS. Ekkor
L (v, z,w,T) = LY (v, z,w,T) (3.9)

ahol z,w € Ry,u,v e R, ;0 <t <T.

B1ZONYITAS. P és a dupldn sztochasztikus folyamatok definiciéjat, tovabba a mérhe-

t6ségi feltételeket felhaszndlva kapjuk, hogy

ZT(U> ( /T ) — Y —v(NP. NP )
L, z,w,T)=E exp | —w reds | eV TV Wr=NO g, ) =
oz 1) =B (e (<o &

T
—w/ ", ds) e~ 2V ) (NF=NE) (g ullr—La) |, 9T)|5Ut> —
t

T
=E (exp (—w/ T ds) e_ZY_”(N;_th)Ht) ,
t

mivel

E(e tlr=L)|F, v G1) = B(ePUv@)Nr=N) |, \/ G ) =

— elexp(In(1=¢(w))—1)(Ng—NY) _ 6—7/1(10(]\/5—1\753)7

ahol kihasznéltuk, hogy az ¢; valtozdk azonos eloszldsdak €s fiiggetlenek N-t6l, illetve
egymadstol is, tovabba hogy az Ny — N; novekmény (F, V Gr)-re vonatkozdan Poisson-

eloszlast kovet®. 4

A fentiek alapjén tehét ugy is gondolhatunk a mértécserére, mint amely felveszi az
L folyamat 4ltal az intenzitdsra gyakorolt visszacsatoldst, s visszadllitja a dupldn szto-
chasztikus jelleget. Ez alapjan P“-t szokds korreldciosemleges valdszintiségi mértéknek

1S nevezni.

3.3 Affin pontfolyamatok

A kovetkez6kben bemutatjuk az affin ugré-diffiziok €s affin pontfolyamatok modell-

jeit — melyekrdl Duffie [2005] nytjt egy attekintd ismertetést —, tovabba beillesztjiik eze-

generdl6 fiiggvényének értéke a ¢ helyen exp(A(el — 1)).
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ket a kordbban megkezdett elemzési keretiinkbe, s igy egy szamitasi igény szempontjabol
hatékony modellezési kornyezetet adunk a hitelderivativak vizsgdlatdhoz. A fejezetben
csak egy viszonylag egyszerli modellt tirgyalunk, a kérdések dltalanositasa €s matemati-
kailag mély targyaldsa megtaldlhat6 Duffie €s szerzotarsai [2003] cikkében.

A modellezési probléma kezelhetdségének megdzése céljabol a tovdbbiakban a
dXy = p(Xy)dt + o(Xy)dW, +6dL;, Xo€R (3.9)

sztochasztikus differencidlegyenlet er6s X megolddsa szolgal kiinduldsi alapul. Az
egyenletben W sztenderd Wiener-folyamat, ;(X) a drift, o(X) a volatilitds, § > 0 egy
érzékenységi paraméter, mig L a kordbbiakban mar megismert veszteségfolyamat. Az
egyszerliség kedvéért mell6zziik az egyiitthatok id6t6l valé explicit fliggdségét.

X-et a gazdasdg allapotat leir6 kockazati folyamatként értelmezziik, melyet befolya-
sol a cs6dok bekovetkezése, hiszen X ugrik minden egyes eseménykor. Feltételezziik,
hogy az L ugrésait szdamldlé N intenzitdsa A\ = A(X) forméban adott, ahol A egy nem-
negativ fiiggvény. Ebben az esetben L kordbbi realizdcidja befolydsolja az intenzitést, a
veszteségfolyamat tehat ongerjeszts.

Hogy a (3.5) transzforméciot explicit alakban tudjuk kifejezni, sziikséges, hogy az X
€s A struktirdjara vonatkozéan tovabbi megkotésekkel €ljiink. Feltessziik tehdt, hogy a

paraméterek kielégitik a
p(x) = Ko+ Kz, 0*(z) = Hy+ Hiz, Ax) =DAo+ Az

feltételeket konstans egyiitthatok mellett. Ekkor X-et affin ugro-diffiizionak, mig L-et
affin pontfolyamatnak nevezziik. Legye 6 az ugrasok komplex momentumgeneralé fiigg-
vénye:

O(u) = /OO e dr(z), wueC. (3.10)
0

Ekkor a paraméterek (K, H, A, 0) négyesére az X folyamat affin karakterisztikdjaként
hivatkozunk. Az Olvasénak feltlinhet, hogy a karakterisztika nem tartalmazza a ¢ értékét.
Ennek oka, hogy az affin ugré-diffizidkkal foglalkoz6 éltaldnos irodalomban nem szokdas
kiilon feltiintetni e paramétert. E kettGsség azonban nem okoz gondot, hiszen ha szerepel
d a modellben, akkor 6(u) helyett 6(du) tekintendd.

Az alfejezet kozponti elemeként szolgdldé — Duffie és szerzotarsai [2000] altal bizo-
nyitott (1d. Proposition 1) — dllitds megfogalmazdsa el6tt egy tjabb fogalmat kell bevezet-
niink, melyre az irodalom szintén transzformaltként hivatkoznak (mely immar a harmadik

ilyen megnevezés alatt szerepld formula lesz a dolgozatban).
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3.7

3.8

3.9

Definicio
Legyen X egy affin ugro-diffizio (K, H, A\, 0) karakterisztikdval. Legyen tovabbd R egy
tetszbleges nemnegativ fiiggvény, mely R(x) = 0o+ 01« alakban dll el6, ahol gy, 01 € R,
Ekkor a

W(u, Xy, t,T) = E(e™ i BX)dsguXr |y e C (3.11)

fiiggvényt az X folyamat transzformaltjanak nevezziik.

Definicio
A (K, H, A, 0) karakterisztika j6lviselkedd az (u,T) € C x [0,00) pontban, ha « és 3

kielégiti a kovetkez6 kozénséges differencidlegyenlet-rendszert’ :

08(1) = o1 — KiB(t) — S HUFP(H) — M (B(5(H) — 1)
diar(t) = 00 — K1B(t) — %HoﬂQ(ﬂ = No(0(B(1)) — 1)

B(T)=u, «oT)=0

tovabba
(1) E(J) || dt) < oo, ahol v, = U, (0(8(t)) — 1)A(Xy),
) E((f, 72 dt)"/?) < oo, ahol 1, = W,3(t)o(X;),
3) E(|¥7|) < oo,

ahol U, = ¢~ Jo R(Xs)dsga(®)+B(1)Xe

Tétel
Legyena (K, H, A, 0) karakterisztika jolviselked6 az (u, T') € C x [0, c0) pontban. Ekkor

W(u, Xy, t, T) = e2O+AOXe (3.12)

A 3.9. tétel eredményeit felhasznalhatjuk a feltételes Laplace-transzformalt (3.5) alak-
jénak szemianalitikus meghatdrozdsara. Mindossze arra kell figyelniink, hogy ekkor a P
referencia mérték helyett az ekvivalens P" alatt alkalmazzuk a tételt. A mértékcsere vi-
szont a (3.9) egyenlet dinamikdjat — a korabbiakban megallapitottak szerint — egyediil az

L intenzitasan keresztiil befolyasolja, mely az

(1 = 2(u)AX) = (1 = (u)) Ao + (1 = P(u)) M X

"Vegyiik észre, hogy val6jdban csak az elsé egyenlet ODE, a masodik /3 ismeretében egy hatdrozott
integral.
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kifejezésre modosul. A kifejezések egyszerlsitése végett tegyiik fel, hogy a kockdzatmen-
tes kamatlab konstans r, igy w és r szerepeltetése elhagyhaté a transzformaltbdl, tovabba

a 3.9. tétel alkalmazhatésdga érdekében legyen Y = X ;8. Ekkor a Laplace-transzformalt
Lr(v’ 2, t) _ Eu(e—v ftT A(Xs) dse—zXT ’?t) _ ea(t)+ﬂ(t)Xt (313)

formdban &ll el8, ahol a 5(t) = B(u, z,v,t,T) és a(t) = a(u, z,v,t,T) és egyiitthatok

kielégiti a kovetkez6 kozonséges differencidlegyenlet-rendszert:

0,5(1) = vhy — KuB(t) — SHA(1) — (L— v\ (B65(0) — 1) (.14)
Duat) = vho — KoB(t) — 3 HoB* (1) — (1~ w(u))AafB(35(1) ~ 1) (315)
B(T)=—z «aT)=0 (3.16)

Ebbdl kdvetkezben tehdt a keresett kifejezés

oi(u, 2, T) = LY ((u), 2, T) = exp(a(u,p(u), t,T) + B(u, Y(u), t,T)X:).  (3.17)

Mint lathatjuk, a modellspecifikdcié megaban foglalja a kamatldbirodalombdl jol is-

mert Vasicek-, illetve Cox—Ingersoll-Ross- (CIR-) modellt:

dXt = K(C — Xt) dt + Uth,
dXt = K(C — Xt) dt —|— o\/ Xt th

Ezek el6nye, hogy a hozzédjuk kapcsolddo differencidlegyenltek megoldédsa analitikus for-
maban megadhat6 (hiszen (3.14) egy Riccati-differencidlegyenletre egyszertisodik). Saj-
nos azonban e modellek is a dupldn sztochasztikus folyamatok csalddjaba tartoznak, igy
az Ongerjesztés hatdsat nem tudjdk figyelembe venni. Az altaldnosabb modellspecifikdcié
esetében (ahol 0 # 0) viszont a differencialegyenletek megoldasdhoz numerikus techni-
kakat kell igénybe venniink, melyekrdl egy részletes éttekintés taldlhat6 pl. Ferrazzano
[2008] szakdolgozatdban.

8 A kamatldbra és w-re tett feltevések nem befolyasoljak a kovetkezs levezetések érvényességét. Mds a
helyzet Y esetében. A gyakorlatban azonban a A = X feltevéssel szokds élni, s a fedezési stratégia kialaki-
tasakor kitiintetett szerepet fog betdlteni az E (et~ ) kifejezés. A feltételes eloszlas meghatdrozasa (és
ebbdl kovetkezben az drazdsi alapprobléma) viszont Y specifikdlast sem igényli, igy ekkor az dltalanossag
csorbitdsa nélkiil élhetnénk a z = 0 kikotéssel is.
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3.1. dbra. A Hawkes-folyamat és a hozz4 tartozé intenzitds trajektoridjanak egy realiza-
cibja k = 5, \g = ¢ = 0.7, 6 = 1 paraméterek mellett. Forrds: Errais és szerz6tarsai
[2010].

Egy takarékos specifikacio: a Hawkes-folyamat

A Hawkes-folyamat az egyik legegyszer(ibb modell, melyet a fentiek alapjan vizsgal-
hatunk, mégis tobb publikdcié pozitiv eredményrdl szamolt be a hitelderivativak ardzasa-

ban val6 haszndlatakor. A folyamat dinamikdja a
dN\i = k(c=XN)dt +0dLy;, X >0 (3.18)

sztochasztikus differencidlegyenlet altal adott, ahol ¢ > 0 a csddintenzitds hosszatava
atlagos szintjének tekinthetS, x > 0 az atlaghoz val6 visszahizas sebessége, mig 0 > 0 a

korédbbi érzékenységi paraméter. Konnyen belathatd, hogy az egyenlet megoldésa:
t
M=c+e (N —c)+ 5/ e "= AL, X\ > 0.
0

A cs6d esetén bekovetkezd egységnyi névértékre vetitett (¢;) veszteségek szarmaz-
zanak az [a, b] intervallumi egyenletes eloszlasbél, ahol 0 < a < b < 1. Mivel a piaci
gyakorlat szerint a veszteségek varhato értéke 0.60, igy a modell becslése soran elég egy
paraméter (mondjuk a) értékét meghatdroznunk (ekkor b = 1.2 — a).

A Hawkes-folyamatok képesek modellezni a cs6dok klaszterezddését és a csddok ese-
tén fenndll6 megtériilés (Rate-of-Recovery) csokkenésének negativ hatdsat. A folyamat,
illetve a hozz4a tartozé intenzitds trajektoridjanak egy realizacidja a 3.3. dbran lathato.

Legyen X = X (azaz Ag = 0, A; = 1). A Laplace-transzformalt (3.13) formulgjat,

illetve ezen keresztiil a (3.17) kifejezést meghatarozo6 differencidlegyenletek a kovetkezd
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alakdra egyszer(isodnek:

Oif(t) = v+ k() — (1 —¥(u))(0(56(t)) — 1)
Ora(t) = —ref(t)
B(T)=—-z oT)=0

3.4 A transzformalt invertalasa

Az els6dleges célunkat természetesen nem értilk el az 4ltaldnositott Laplace-
transzformalt meghatdarozasdval, hiszen végsd soron L, illetve N feltételes eloszldsira
vagyunk kivdncsiak. Mint az els$ alfejezetben mdr utaltunk ra, erre két lehetdségiink van.
Vagy a transzfomralt — In(v) helyen vett sorba fejtésével és a v-vel valé nulldba tartassal,
vagy pedig az inverz Fourier-transzformalttal. Mi a mdsodik utat fogjuk kovetni, hiszen
ekkor haszndlhat6v4 vélik a hatékony FFT algoritmus (Fast Fourier Transform). Am els6-
ként még tisztdznunk kell, hogy milyen eljarast kell kovetniink, ha L helyett IV feltételes

eloszlasara vagyunk kivancsiak.

Az N folyamat transzformaltja

A korabbi fejezet minden levezetése érvényben marad, ha az éltalanositott Laplace-

transzformalt (3.4) egyenlete helyett a kovetkezd kifejezésbdl indulunk ki:

T
or(u, z,w, T) = E (exp (—w/ T ds) e_ZY_“(NT_Nt)Ht) , (3.19)
t

Ekkor a korreldciésemleges mértékre vald attérés a

= exp(P(u) Ay — ulNy),  P(u) =1 — exp(—u) (3.20)

Radon—Nikodym-derivéltak folyamata alapjdn torténik. Tovédbbra is érvényben marad,

hogy
ou(u, z,w, T) = Ly (Y(u), z,w, T). (3.21)

Vegyiik észre, hogy formdlisan e kifejezéseket megkaphatjuk, ha a v eloszldsat
egyre koncentraltnak vdlasztjuk, hiszen ekkor minden ugrds egységnyi, tovabba 1 —
I e* dv(z) = 1—exp(—u-1). De hangsiilyoznunk kell, hogy ez valéban csak formalis
Osszefiiggés, hiszen NV intenzitasdra tovabbra is egy nemdegeneralt v eloszlasu ugrasukkal
rendelkezd L folyamat hat. A korabbi levezetések viszont minimélis modositdssal alkal-

mazhatéak maradnak erre az esetre is. Ha NV eloszldsat mar meghatdroztuk, akkor nem
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sziikséges L novekményeinek Laplace-transzformadltjara is kiilon megoldanunk a diffe-

rencidlegyenletek. Az ugrasok fiiggetlen és azonos eloszldsu volta miatt ugyanis:

E(e = t|F) = f*(w)P(Nr — Ny = K|T) (3.22)

k>0

ahol f(u) az ugrdsok Laplace-transzformaltja.

Fourier-modszer

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
Gi(z,2,T) Z E(e" M X1y 1.<a}| Ft), (3.23)
Gi(x,2,T) = E(e ™ xny—ny<a} | F2).- (3.24)

A Fourier—Stieltjes-traszformaci6 alapjan:

/ piuT th(l‘, z, T) — E(eiu(LTth)*z)\T’g't) = gpt<—iu, z, T),

o0

illetve hasonl6 Osszefiiggés lathaté be G és o kozott. Erdemes megemliteniink, hogy G
szakaszonként konstans, igy a ét(x, z,T) értékeket elég x egész értékeire visszaszamita-

nunk. A késobbiek sordn sziikségiink lesz a kovetkezd G-bdl szdrmazd kifejezésre is:
EArX(Lr—1i<a}|Ft) = —0.Gi(z, 2, T)| =0,

melyet az el6z6ekhez hasonléan az
E(/\Teiu(LT_Lt)Ht) = —0.0¢(—iu, 2,T)|.—0

kifejezésbdl kaphatunk Fourier-inverzidval. Vegyiik észre, hogy a kordbbiak alapjin

—0,p1(—iu, z,T)| .= is megkaptd, mint kozonséges differencidlegyenletek megoldasa:

8290t(_2.u7 2, T) |Z:0 - th(—Z.U, 07 T) (O[Z (U, t) + /Bz(uv t))\t)a
ahol o, (u, t) = d,a(—iu, z, Y (—iu),t,T)|,=o
és B, (u,t) = 0,0(—iu, z,p(—iu), t,T)|,=o-

A késbbbiek soran nem magéra a G fliggvényre lesz sziikségiink, hanem a @t(:v, z,T)
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egész x értékek mellett vett ugrisaira:
Hi(z,2,T) = E(e ™ X{Np—N,=2}| F2)

(vO. a késdbbi (4.10) fiiggvénnyel). A gyakorlati alkalmazds sordn egy tovdbbi aprobb
kellemetlenség adddik, nevezetesen, hogy a portfélié mérete korldtozott és NV helyett az
N A n folyamat lesz a vizsgdlodasunk targya. Ekkor azonban annyit kell figyelembe ven-
niink, hogy a ﬁt(n, z,T) értéket a @t(m, z,T') minden m > n ugrdsast 6sszeadva kapjuk.
H parcidlis derivaltja ismét csak G parcidlis derivaltjdnak ugrdasaibol adédik az el6bbi —

véges portfolidnagysagrol sz616 — megjegyzés figyelembevételével.
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Hitelderivativak arazasa és fedezése

4.1 Portfolio hitelderivativak

Az pénziigyi valsag utdébbi néhany éve ravildgitott arra, hogy a vilag cégei ezer szal-
lal kotddnek egymdshoz, hiszen kozos gazdasagi faktorok mozgatjdk teljesitményiiket,
mikoézben maguk is alakitoi e gazdasagi kornyezetnek. A Lehman Brothers bukdsa féj-
dalmasan érzékeltette a visszacsatolds hatdsanak jelenlétét a pénziigyi rendszerben. E be-
fektetései bank ugyanis kozponti helyet foglalt el a pénziigyi kozvetitérendszer komplex
haléjaban, hatalmas mennyiségben vett €s adott el kiillonboz6 cégekre vonatkozd hitelter-
mékeket, mikézben maga is szdmtalan biztositdsi megallapodas referencidjaul szolgalt.
Bukasa kifizetési kotelezettségek sorat valtotta ki, cs6dbe taszitva védelem eladoként sze-
repld vallalatok sorat, akik igy nem tudtdk teljesiteni kotelezettségeiket a szerzddéseik
masik oldaldn all6 — védelmet vasarl6 — partnereik felé.

A jelenség azonban nem csak az utébbi néhdny évre jellemzd, ahogy err6l a 4.1. dbrara
tekintve megbizonyosodhatunk, mely a Moody’s dltal mindsitett amerikai cégek kozott
bekovetkez6 cs6dok alakuldsat mutatja 1970 és 2008 kozott. Egy portfélid hitelderiva-
tiva redukélt formdji modellezése sordn a nehézséget tehat a klaszterezddés jelenségének
reprodukaldsa jelenti, mikdzben fenntartjuk a szdmitdsok hatékonysdgat (tobbek kozott
épp az alternativ modellek tilzott szamitdsigénye €s problémds implementalhatésaga in-
dokolta a kopula modell iparagi sztenderdként valé rogziilését). A modellezési filozdfia
alapjan a redukalt modellek két csoportra oszthatok.

A alulrol felfelé épitkezd (bottom-up) megkozelités esetén a portfdlié elemei képezik
a modellezés alapegységeit. Ekkor minden egyes i alkotorészre specifikdlunk egy N (7)
szamldlo folyamatot A(7) intenzitdssal, ahol az elsG ugras reprezentdlja a cs6d bekovetke-
z€sét. A nehézséget a koztiik szerepld kapcsolat hatékony modellezése jelenti, mikézben
a paraméterek szempontjabol takarékos specifikaciok esetén is a dimenzionalitds atkdval

szembesiiliink (hiszen a paraméterbecslés pl. a sztenderidizalt termékek esetén egy tobb
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Annual Default Counts and Volumes, 1970-2008
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4.1. dbra. A Moody’s dltal mindsitett amerikai cégek kozott bekovetkezd cs6dok szdma
és volumene 1970 és 2008 kozott. Forrds: Moody’s [2009].

szaz valtozds nemlinedris optimalizdcids feladat megoldésat jelenti). Elonyként emlithetd
meg azonban, hogy a fedezési stratégia konnyen meghatarozhat6 egy ilyen modell alap-
jén.

A masik lehet6ség a fentrdl lefelé épithez6 (top-down) megkozelités, ahol a portf6-
li6 veszteségfolyamata a kiindulasi alapunk. Mint a korabbi fejezetek alapjén sejthetd, a
tovdbbiakban ezt az utat kovetjiik. E filoz6fidval szemben gyakori ellenvetés, hogy nem
ad nyilvanvalé valaszt a fedezés kérdésére. A kés6bbiekben azonban ismertetiink egy el-
jérast, mely lehet&vé teszi, hogy a portfélié veszteségfolyamatdnak A intenzitdsa alapjin
hatékonyan visszaszamitsuk az alkotéelemek () intenzitdsait, lehet&vé téve ezzel a fe-
dezésen keresztiili megfeleld kockazatkezelési statégiat.

A kovetkezOkben a két legnépszer(ibb portf6lié hitelderivativa, az index, illetve
tranche swap drazdsi alapelvét ismertetjiik. A szokdsos terminoldgia szerint az azonos
portfolidra vonatkozé (csatlakozasi pontokban kiilonb6z0) tranche swap-ok Osszességét
CDO-nak (Collateralized Debt Obligation) nevezziik. A dolgozatban csak a szintetikus
CDO-k érazasaval foglalkozunk, melyek jellemz&je, hogy a portféliét alkotd termékek
mar maguk is hitelderivativdk, nevezetesen CDS-ek. Ezzel a szemben szokds cash CDO-
krdl is beszélni, melyek kozvetlen hitelkockdzattal rendelkezd termékekre (pl. kotvé-
nyekre, jelzaloghitelekre) épiilnek. Miikodési elviik ugyan hasonlé a szintetikus CDO-
kéhoz, az alapul szolgald portfélidba keriilé termékek azonban sok modellezést megne-
hezit$ tulajdonsiaggal rendelkeznek, hiszen pl. a jelzdloghitelek esetén szamolnunk kell a
lejarat elotti torlesztés lehet6ségével is. Ebbdl adéddan e termékek esetén szinte mindig

szamitdsigényes szimulacios technikdkat vagyunk kénytelenek igénybe venni.
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4.2 Az arazas alapelve

4.2.1. Index swap

Az index swap-ok a leglikvidebb portf6li6 hitelderivativak. Jellemzdjiik, hogy egy n
elem, azonos (1-re normalt) névértékkel, azonos 7' lejdrattal és azonos t,,, prémiumfize-
tési datumokkal rendelkez6 CDS-ekbdl all6 portf6lio képezi az alapjukat. A portfélioban
bekovetkez6 csddésemények N szdma €s cs6dok sordn bekovetkezd veszteségek kumu-

14lt L nagyséaga’ kozvetlen kapcsolatban 4ll a szerz6désbdl szdrmazo pénzaramldssal:

e A védelem eladéja fedezi a portfélioban bekdvetkez6 veszteségeket (azaz L ndvek-
ményeit) a bekovetkezés pillanatdban mindaddig, amig a lejarat be nem kovetke-
zik, vagy az 6sszes CDS csédbe nem jut. E kifizetéseket nevezziik az index swap
csodagéanak (Default Leg, DL).

e A védelem vevGje a cs6desemények atvéllaldsaért cserébe a prémiumfizetések ¢,,
1ddpontjaiban az adott idépontban fennallé névértékkel ardnyos (az éves szintre ve-
titett S nagysdgu spread dltal kifejezett) dijat fizet a védelem eladéjanak: SC,, (n —
N,,,), ahol C,, a két prémiumfizetés kozott eltelt idS (a gyakorlatban erre negyed-
évente keriil sor, igy C,,, ~ 1/4). E kifizetéseket nevezziik az index swap prémium

aganak (Premium Leg, PL).

Vegyiik észre, hogy a védelem eladdja a tényleges veszteségeket tériti, mig a prémi-
umfizetések alapjdul a cs6desemények szdma szolgdl. A szerzddéskotéskor a felek célja
egy igazsdgos S spread meghatarozdsa, amihez kiilonb6z6 idépontokban adott veszteség-
értékek €s a csddszdmok (mint specidlis termékek) igazsdgos arét kellene ismerniink. A
szokdsos gyakorlat a martingdlmértékre épiilé drazds technikdjanak felhasznéldsa. Azaz
tegyiik fel, hogy fenndlnak a P-vel ekvivalens (de nem feltétleniil egyértelmii) QQ martin-
galmérték 1étezésének feltételei (a piac teljesiti az arbitrdzsmentesség bizonyos fogalmat).

Ekkor mind a cs6ddg, mind a prémium 4g ¢-beli értéke megkaphato a kifizetések diszkon-

Mint emlitettiik az egyes termékek névértéke 1-re normdlt, cséd esetén pedig a névérték jelenti a
veszteség felsd hatdrat, igy jelen esetben az ugrasok nagysagat jellemzd ¢; valészintiségi valtozok értéke 0
és 1 kozé esik, tehdt a v eloszlds a [0, 1] intervallumra koncentrilt.
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talt értékének varhato értékeként:

T
DL, = E® (/ B(t,s) dLS|3"t) —
t
T
— Bt T)EQ(Ls|5,) — L, +r/ Bt s)EQ(LJT)ds (4.1
t

PL(S) =8 B(t,t)Crn(n — E}(N,,|5,)), (4.2)

tm >t

ahol az els6 egyenletben felhasznéltuk a parcidlis integralds formuldjét és a Fubini-tételt.
A kifejezésekben B(t,s) = exp(—r(s — t)) a diszkontfaktor. A ¢ idSpontbeli igazsdgos
S = S(T) spread a DL, = PL,(S) egyenlet megolddsaként kaphato.

4.2.2. Tranche swap

Az index swap esetében a védelem eladdja az egész portf6lidt érint6 kockdzattal szem-
besiil. Az alacsonyabb kockdzati termékeket keresé befektetok szamadra a tranche swap
nyujthat megoldas, mivel ebben az esetben a portf6liét érintd veszteségeknek csak egy
bizonyos részét véllaljak at.

A tranche swap-okat az alsé K € [0,1) és fels6é K € (K, 1] csatlakozdsi pontok
(attachment & detachment points) hatdrozzdk meg, a termék névértéke pedig Kn, ahol
K £ K — K. A védelem eladéja a rendszeres S nagysagi spread-fizetések mellett a
prémium egy részét a szerzddéskotéskor eldleg formjdban is megkaphatja, ezt nevezziik
upfront fee-nek, mely kordbban els6sorban a legalsé (jellemzden 0 és 3% kozé esd equity-
nek nevezett) tranche-ot értintette. Az upfront fee-t G-vel jeloljiik, s a spread-hez hason-
16an a névértékre vetitve éves szinten adjuk meg. A termék pénzaramldsa a résztvevd

felek szerint:

e A védelem eladéja fedezi a portfélioban bekovetkezd veszteségeket a bekovetkezés
pillanatdban, de csak abban az esetben, ha a kumulativ veszteség (L) az alsé és felsd
csatlakozdasi pontok altal meghatarozott intervallumba esik. A védelem eladdjanak
szemszogébdl tehdt az U, = (L, — Kn)T — (L, — Kn)* veszteségfolyamat ugrasai

a mérvadoak.

e A védelem vevgje a szerz6déskotéskor kifizeti a G K'n nagysagu upfront fee-t, majd
a prémiumfizetések t,,, id6pontjaiban a tranche fennallé névértére vonatkoz6 spread
osszegét: SC,,(Kn — Uy,,).

Az index swap-tdl eltéré mdédon tehdt ebben az esetben a védelem eladdja csak a beko-
vetkezd veszteségek egy szeletét véllalja at. Minél magasabb az alsé K csatlakozdsi pont,

az elad6 anndl kisebb kockdzatot vallal, s ebbdl kovetkezéen anndl kisebb prémiumra
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szamithat. Ennek oka, hogy elsdként az alsébb tranche-ok fogjak fel a veszteségeket,
biztonsagi halét nydjtva a magasabb csatalkozdsi ponton beszallé eladonak. A legalso,
equity-nek nevezett K = 0 csatlakozasi pontu tranche a legkockdzatosabb, hiszen min-
den felmeriild veszteséget tériteni koteles, amig névértéke teljesen fel nem emésztodik.
Epp e kockdzatos voltabdl fakad, hogy a sztenderdizalt kereskedése az upfront-ja alap-
jan torténik rogzitett spread mellett, mikozben a magasabb sdvok esetében a spreadeket
jegyezték rogzitett G = 0 upfront mellett. A valsdg hatdsara az utobbi években a koc-
kazatossdg megugrdsa miatt mir a magasabb tranche-ok jegyzése is az upfront alapjan
tortént.

A korabbiakkal analég mddon a csdd- €s prémium ag értéke a ¢ idSpontban:

T
DL(K,K) = B(t,T)EQ(Uy|F,) — U, +7~/ Bt s)EQ(U.[F,)ds  (43)
t

PL(K,K,G,S)=GEn+ 8> B(t,t,,)Cp(Kn — E}(U,,|F,)). (4.4)

tm >t

Rogzitett G upfront fee mellett a ¢ idSpontbeli igazsdgos S = S;(K, K, G, T) spread a
DL,(K,K) = PL(K,K,G,S) egyenlet megolddsaként kaphaté. Hasonlé6 megfonto-
lasok alapjan rogzitett S spread mellett a ¢ id6pontbeli igazsagos G = G (K, K, S, T)
upfront fee-ta DL,(K, K) = PL,(K, K, G, S) egyenlet megolddsa adja.

Figyeljiikk meg, hogy az igazsdgos spread €s upfront fee meghatarozasakor valgjaban
call spread-ek értékét kell megéllapitanunk, ahol alaptermékiil most nem egy részvény,

hanem az L veszteségfolyamat szolgal:

B(t,s) E(U|F:) = B(t, s)(EX((Ly — Kn)*|F,) — (BY((L, — Kn)*|5).

4.2.3. Credit swap

A credit swap, vagy kozismert nevén CDS ugyan egy kibocsatora vonatkoz6 (single-
name), s nem portf6lié hitelderivativa, mégis sziikséges attekinteniink az arazdsi alapel-
vét. Ennek oka, hogy a szintetikus CDO-k épitéelemeként fedezési stratégiat csak akkor
vagyunk képesek kialakitani, ha ismerjiik a paraméterekben bekovetkezd valtozasok ha-
tasdt az alkotoelemiil szolgalo CDS-ek értékére.

Az eldzbektdl eltérben itt a védelem eladdja egy adott vallalat csédje esetén véllalja
a veszteség téritését. A védelem vevdje ezért a csdd bekovetkezéséig a prémiumfizetések
elére meghatarozott ¢,, id6pontjaiban a swap névértékre vetitett S nagysagua spread-et fi-
zet. Ha feltessziik, hogy a swap névértéke egységnyi, a 7 megéllasi id6 sordn bekdvetkezd

cs6deseménykor keletkezd veszteség az ¢ valdszintiségi valtozo 4ltal adott, akkor a csdd-
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¢és prémium 4g értéke a ¢ id6pontban:

DL, =ER(F) D Bt tm)Qtmr < T < tn|F2) (4.5)
tm >t
PLi(S) =S > B(t,ty)CnQ(7 > t|F). (4.6)
tm >t

7 s

A csd6ddg meghatdrozdsakor azzal az egyszer(sitd feltevéssel éltiink, hogy a veszteség
kifizetésére a csdd bekovetkezését kovetd elsé prémiumfizetési idGpontban keriil sor. Erre
a4.5. alfejezet kalibracios eljarasa szoran lesz sziikségiink.

A t idSpontbeli igazsagos S = S;(T") spread a DL, = PL;(S) egyenlet megoldasa-
ként kaphato.

4.3 A valos és a martingal mérték

Egy bank kockazatkezelési osztilydnak, a szabdlyozo6i hatésagnak, vagy a gazdasag-
politikai dontéshozonak az elsédleges célja a portf6liot (mely a sztenderdizalt termékek
esetén a gazdasdg bizonyos szegmenseit reprezentdljak) érd cs6dok valés P mérték alatti
intenzitdsdnak feltdrdsa. A modellvdlasztds ebben az esetben a historikus adatok alapjan
indokolhatd, mint arrdl az el6z6 bevezetd részben is volt sz6. A probléma viszont, hogy a
modelliink paramétereinek becslésére egyediil épp e multbeli cs6dok szolgalnak kiindu-
l4si alapul. A cs6dok viszont természetiikbdl adéddan ritka események, a sztenderdizalt
portf6liok (mindenek el6tt az iTraxx és a CDX) csak néhdny éves miltra tekint vissza, igy
pl. a CDX IG (azaz befektetésre ajanlott cégek CDS-ei alkotta portf6lid) esetében 2004
és 2008 kozott osszesen 4 csdd bekovetkezésébdl kellene visszaszdmitanunk az intenzi-
tdsmodelliink paramétereit.

s

A probléma egyik lehetséges megolddsa a hitelmindsitok évtizedekre visszamend-
leg rendelkezésre all6 cs6dadatainak felhasznéldsa, mely a mindsitd cégek kiterjedt mi-
kodésének koszonhetden j6 kozelitéssel tekinthetd a teljes gazdasdg reprezentdnsdnak.
A szabvanyositott portf6liok osszetétele természetesen ettdl eltér, amire pl. Azizpour és
szerzGtarsai [2010] ismertetnek egy lehetséges megoldasi médot. Ok a 4.4.1. alfejezetben
altalunk is ismertetett véletlen ritkitdsnak nevezett modszerrel generdlnak mesterséges
cs6dmintdkat, majd ezek alapjan becslik statisztikai eszkdzokkel a Hawkes-folyamat for-
madjéban felirt intenzitdsmodelljiiket.

Egy alternativ lehetGséget ismertet Berndt és szerzdtarsainak [2004] cikke, mely a
Moody’s EDF adatait tekintik a valds csddintenzitds kiindulasi alapjaul. Az EDF mutat6-
szam az egyes cég feltételes csddvaldszintiségét adjak meg kiilonboz6 id6tavokra vetitve.

Ertékét nemparamterikus illesztéssel dllapitjak meg a vizsgélt céghez hasonlé Distance-
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to-Default (DD) értékkel rendelkezd historikus csédadataibdl.

Alapjaiban mds a probléma, ha drazasi és fedezési kérdések megvalaszoldsa a célunk.
A nagy mennyiségben rendelkezésre all6 piaci adatok alapjan az el6zbeg ismertett drazasi
el alapjan, a 4.5. alfejezetben ismertetendé modon becsiilhetjitk a modell paramétereit. A
piac azonban nem teljes, a (Q marintdl mérték igy nem egyértelmi. Az drakban realizal6do
mérték egyarant tiikkrozi a valés csddvaldszintiséget €s a piaci szereplok preferencidit (bs-
vebben 1d. Medvegyev [2009, 2010]), s ez utébbiak dllanddsagat semmi sem garantélja.
Mi alapjan specifikdlhatjuk a modelliinket, ha a naprél napra visszaszamitott A? értékek
egyarant lehetnek egy adott — bizonyos iddintervallumon fix — mérték mellett ad6dé tra-
jektoria pontjai, vagy mértékvaltas kovetkeztében kiilonb6zd mértékekhez tartozé trajek-
toridk id6ben egymast kovet6 pontjai. Cont €s Minca [2008] nemparametrikus algoritmu-
suk alapjan a kockdzatsemleges mérték alatt is a visszacsatolds megjelenését talaltik, ez
el6z6ek alapjan viszont nem nyilvdvald, hogy e jelenség kialakitidsaban mekkora szerep
jut a A9 intenzitdsnak és mekkora a viltozo preferencidnak. Sajnos a kérdés megnyugtatd
megvalaszoldsara nincs modunk. Ugyan kovethetnénk Cont €s Minca [2009] példdjét, és a
nemparametrikus algoritmusuk haszndlataval elkeriilhetnénk a hibds modellvalasztasbol
adodo tévedés lehetdségét, ekkor azonban nem tudndnk vélaszolni a fedezés kérdésére.
Reményeink szerint az affin pontfolyamatok kell6 flexibilitassal rendelkeznek a dinamika
reprodukdldsidhoz, s az alkalmazasukbol ered6 kockazatot feliilmilja a fedezés altali koc-
kazatkezelés elonye.

Az drazds és a fedezés kérdése napi feladat, a fedezési stratégia kialakitdsa mindossze
a mérték kovetkezd napra vonatkozo viszonylagos dllandésagét tételezi fel. EbbdI kovet-
kezben bar a preferencidk véltoznak, a paraméterek naprdl napra torténd becslése alapjan
stratégidnkat hozzdigazithatjuk a valtozé piaci kornyezethez, feltéve természetesen, hogy

nem szembesiiliink olyan extrém helyzettel, mint az elmdlt évek legsotétebb napjaiban.

4.4 A portfolicelemek intenzitasa

Mint kordbban emlitettiik a fentr6l lefelé épitkezd, a portf6li6 intenzitasat vizsgalod
modellek szdmitdsigény szempontjabdl hatékonyak, paramétereik kozgazdasagi jelentés-
sel birnak és képesek reprodukdlni az empirikus tényeket (ciklikussag, visszacsatolds,
atlaghoz valé visszahuzas, stb.). E modellek viszont kozvetleniil nem alkalmazhatdak, ha
a portfdlié hitelderivativa drdnak érzékenységére vagyunk kivancsiak az 6t felépit6 keres-
kedett derivativ termékek 4rdra vonatkozdan. Jellemzden ez a helyzet, ha fedezni kivanjuk
kitettségiinket, pl. szintetikus CDO esetén a (pozicionkkal ellentétes irdnyu) alkotéelem-
ként szolgdlé CDS-ek vételével/eladdsaval.

E fejezet kozéppontjdban a véletlen ritkitdsnak (random thinning) nevezett technika
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ismertetése 4ll, mellyel a portf6lid szintd intenzitdst felbontjuk az alkotéelemek intenzité-
sara. A modell kidolgozasa Giesecke és szerz6tarsai [2010] nevéhez fliz6dik, targyaldsunk
elsésorban az &6 munkdjukon alapul. A korabbi fejezetek affin modelljei esetében megis-

mert formuldkkal val6 kapcsolat lehet6vé teszi majd, hogy a szdmitdsi hatékonysagot az

alkotéelemek szintjére is kiterjeszthessiik.

Jelolések és feltevések

Az eddigiek sordn a szamldl6 folyamat 7; ugrdsai a bekovetkezd cs6dok rendezett
szamét jelentették, azaz nem azonositottdk a cs6dot elszenvedd alkotéelemet. Az elem-
z€s folytatasdhoz igy be kell vezetniink megdllasi 1dok egy ujabb halmazat. Jelolje ezért
¥y a k-adik alkotéelem cs6djét, mig legyen NF = X{v,<t} & hozza tartozé egy ugrast
tartalmazé szamldlé folyamat \* intenzitdssal. A cséd esetén bekovetkezd vesztesége-
ket tovédbbra is azonos v eloszldsu €s fiiggetlen, Fy, -mérthetd ¢* valdszintiségi valtozok
szolgaltatjdk. Ekkor a portféliéra vonatkozo veszteségfolyamat L = >~ (*N* mig a
cs6doket szamldlo folyamat N = Y | N*. Ha N intenzitdsét tovéabbra is A-val jeldljiik,

akkor konnyen lathat6, hogy A = A! + ... + \™.

4.4.1. Véletlen ritkitas

A korabbiakhoz hasonléan e fejezetben sincs sziikségiink a valdszintiségi mérték spe-
cifikdldsdra — hiszen a technika mind a val6s, mind a kockdzatsemleges mérték alatt hasz-
nalhat6 —, igy a szdmitdsokat egy adott P referencia valészintiségi mérték alatt végezziik.
Legyen tovabbra is IV a csddoket szamlél6 folyamat A intenzitdssal, a portf6lié pedig all-
jon n elembdl. Kiiduldsként a lehetd legb6vebb T filtarciét tekintjiik, melyre nézve az

alkotéelemek csddidejei is megdllasi idok. Definidljuk a

Pt <. <t
Ztk(w)%lim (t < O <t +e|F)

e\0 E(Nt+€ - Nt|gjt) (w) (47)

folyamatot azon (w,t) € € x (0, 00| pontokban, ahol a hatdrérték 1étezik, azzal a fel-
tevéssel, hogy a jobb oldali kifejezés zérus, ha a nevezd nulla. A Z* folyamatot ritkito
Sfolyamatnak nevezziik, és a definiciobol adéddan értéke annak a feltételes valoszintsége-
ként értelmezhetd, hogy a kovetkezd cs6desemény a k-adik alkotdelemet érinti, ha tudjuk,
hogy a portféliéban ¢ és t + ¢ kozott csdd kdvetkezik be.

A fenti folyamat tulajdonsagainak feltarasdhoz egy tjabb mértéket kell bevezetniink.
Vegyiik ugyanis észre, hogy adott ¢-re az azonnali cs6d bekovetkezésének esélye nulla
(a kovetkez6kben definidland6 1 mérték alatt ez egy pozitiv mértékli esemény), igy a

folyamat rosszul definidlt lenne, ha Vi-re P-m.m. 1étezést dllitandnk. Legyen ezért a p
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4.1

4.2

4.3

mérték az (2 x (0, co| tér el6rejelezhetd halmazai altal generdlt o-algebran pu( B X (t, oo]) =

E((n — Ny)xB), B € F; alapjan meghatarozott. Ekkor beldthat6 a kovetkez6 tétel.

Allitas
Tetszbleges k alkotéelem esetén a Z* ritkité folyamat egyértelmiien létezik ji-m.m., el6-

rejelezhetd, tovabba ji-m.m. fenndl, hogy
A= ZFA. (4.8)

A ritkité folyamat szerepe intuitivan a kovetkezd. Az események A intenzitdssal ko-
vetkeznek be a portfélidban, egy cs6d 7; id6pontud el6forduldsakor pedig véletlenszer(ien,
Zfi feltételes valdszintiséggel kivalasztodik egy k alkotéelem a még cs6dbe nem ment
alkotéelemek koziil. E feltételes valészintiség — Z* elérejelezhetd voltdval dsszhangban —
a 7; id6pontot tetszOlegesen megkozelitd, de el nem érhetd 1dOpontig fegyiilemlett infor-
m4cid dltal meghatarozott.

A modellezés sorén a ritkité folyamat specifikdldsa az alkalmazé feladata, a lehetdsé-

27 2

geket azonban a kovetkez0 éllitds konnyen belédthat6 korlatai sztkitik.

Allitas
A Z" ritkit6 folyamat yi-m.m rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) z* >0,
() > ZF =1a{(w,t)|t < 7,,(w)} halmazon,
(3) ZF =0a{(w,t)|t > Jx(w)} halmazon.

Az 1. tulajdonsdg alapjan nemnegativ intenzitdsokat kapunk, a 2. tulajdonsag garantilja,
hogy a kapott \* intenzitdsok sszege megegyezik a portf6lié \ intenzitdsaval, mig a 3.
tulajdonsdg biztositja, hogy \* nulldva valik, ha a k-adik alkotéelem csddbe jut.

A ritkité folyamat ismeretében jogos elvards, hogy kapcsolatot tudjunk teremteni az
egyes alkotéelemek csédvaldsziniisége, illetve Z* és \ kozott, hiszen ha az alkotdele-
mek kereskedett derivativdk, akkor a piaci druk (mely mint lattuk a cs6dvaldsziniiség
4ltal meghatdrozott) lehetséget nytjthat a Z* folyamatok becslésére. Ebben a kovetkezd

allitas lesz segitségiinkre.
Allitas
Az alkotoelemek feltételes csddvaldsziniisége a kovetkezo dsszetiiggés altal meghataro-

zott:
T
Pt < ¥, < T|F,) / E(\Z"|F,) ds). 4.9)
t
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4.1

A (4.9) egyenlet egyenes kovetkezménye a 4.1. allitdsnak, felhaszndlva N} — fot M ds
martingaltulajdonsdgét €s a Fubini-tételt. A technika illusztraldsdra tekintsiink egy egy-

szer( példat.

Példa
Legyen egy két termékbdl all6 portfélionk, ahol a csédoket szamldlé N folyamat egy 7o-
ben (a masodik cs6d bekovetkezésekor) megallitott sztenderd Poisson-folyamat. Ekkor NV

intenzitdsa A{;<.,}, eloszldsa pedig a kovetkezOképp alakul:

e, han =20
P(Np=n)= 1 Te T, han =1
1—(1+T)e T, han=2.

Nemnegativ ¢*! konstansok (k = 1, 2) mellett a ritkit6 folyamat legyen

¢*', hat<n
Ztké Xok2, ham <t<m

0, ham <t,

ahol Q%" = {¥,, = 7,,} € F... A ¢*! paraméterek annak a feltételes valdszintiségét adjak
meg, hogy a ¢t < 7y id6pontban a kovetkez6 cséd a k terméket fogja érni. 7-ben bekd-
vetkezik a csdd, felfedve a cs6dot elszenvedd termék azonossdgat, a 4.2. allitas 3. pontja
alapjan pedig ekkor a cs6dbe ment termékhez tartozo ritkitd folyamat nulldva valik, s ez-
zel egy id6ben a tdlél6 termék ritkitd folyamata egyre valtozik. Az egyes alkotéelemek
intenzitdsa tehdt megkaphaté \f = ZF) alapjén. A (4.9) kifejezés kovetkeztében — fel-
haszndlva, hogy a csddesemények kozott eltelt id6 sztenderd exponencidlis eloszlasi —

kapjuk, hogy:
T
P, <T)= / E\ZM)ds=1—eT - (1 —¢"Te .
0

A fenti egyenl6ség mutatja, hogy az egyes 1, megéllasi id6k fiiggetlen exponencidlis
eloszlasu valészintiségi véaltozok keverékei. Ha ¢*' = 1, akkor ¥, = 7, m.m., tehat 9,
exponenciilis eloszl4si, ha pedig ¢*! = 0, akkor 9, = 7, m.m., azaz vJ;, gamma eloszl4su.

A 199, megéllasi id6k fiigg6ségi struktirdka a ¢*! paraméterek 4ltal meghatérozott. U

A szamitési hatékonysag megdrzése céljabol célszerd a fenti egyenlet és a kordbban
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4.4

mar Y = )\, valasztas mellett elemezett
Hi(k,z,5,Y) =E(e ™ X(N,—N=k}) (4.10)

kifejezés kozotti kapcesolatot feltarnunk, igy ugyanis felhaszndlhatéva valnak a kordbbi

fejezetek furmuldi.

Allitas
Tegyiik fel (a korabbi példa dltal motivalva), hogy a ritkité folyamat

ZF = Z MFX o <t<my 4.11)

=1

alakban adott, ahol k = 1,...,n és M* olyan nemnegativ, el6rejelezheté folyamatok,
melyekre teljesiil, hogy M + ...+ M =1mm. 7, <t <7 ési=1,...,n esetén.
Ekkor a cs6dvaldszintiségekre teljesiil, hogy

T
Pt<0, <T|F)=- > O.H,(i — 1 — Ny, z, 5, MFI)\,)| .o ds.

i=Ne+171t

Az 4llitdas M} val6szintiségi véltozokra vonatkozd Osszegzési feltétele a 4.2. 4lli-
tds 2. pontjanak kozvetlen kovetkezménye. E tétel 3. pontja viszont megkdveteli, hogy
M* = QF(1 — N*) alakban dlljon el6 i = 2,...,n esetén, valamilyen eldrejelez-
hetd Q" folyamat mellett. E feltétel miatt tehat M* fiigg N*-t6l, megnehezitve ezzel
a Hy(k, z, s, MF\,) kifejezések szdmitdsat (mint l4ttuk, a H;(k, z, s, Y') kifejezésre csak
Y = ), esetén adhat6 szemianalitikus formula). A kovetkezd alfejezet e kérdés megolda-

sat ismerteti.

4.4.2. A ritkito folyamat simitasa

7

Az el6z6ekben feltettiik, hogy az J filtracié elég b6 ahhoz, hogy a ¥, valtozok megal-
lasi id6k lehessenek. Egy masik sz€ls6 eset, ha I az N folyamat dltal generdlt. E filtracié
alapjan a cs6d megfigyelhets, 7; F-megallasi id6, am a cs6d bekovetkezésekor nem valik
ismertté a cs6dot elszenvedd alkotéelem identitdsa. Ebben az esetben a ritkit6 folyamat
sem vdalhat nulldvé a cs6d esetén, mivel a cs6dbe jutott termék nem azonosithaté. E feje-
zetben a kordbbi vizsgaloddsunkat altaldnositjuk erre az esetre, mely lehetové teszi a rit-
kit6 folyamat flexibilisebb specifikdlast és egy szamitdsokat megkonnyitd kovetkezmény
kihasznalasat.

Legyen J a kiindulési filtracié és legyen F C TJ egy részfiltracid, melyre nézve a
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J, valtozok nem feltétleniil megalldsi id6k (de F nem is feltétleniil az N 4ltal generdlt
filtracid), ahhoz viszont elég bd, hogy N ?-adaptélt maradjon. Legyen NV intenzitdsa F
F,)
m.m., tovdbbd A = \ teljesiil, ha A g’—adaptélt, azaz ha )\ dinamikdja figyelmen kiviil

alatt \. Mint lattuk, ekkor létezik egy (X, §‘) intenzitdsfolyamat, melyre \; = E()\

hagyja a cs6dot elszenvedd termék identitdsat. Erdemes megjegyezniink, hogy a jelenleg
hasznélatos intenzitdsmodellek kivétel nélkiil ilyenek.

E feltételek mellett az alkot6elemek intenzitasa természetesen nem feltétleniil 1étezik
(hiszen N* F -adaptéltsdga nem garantalt), igy tisztaznunk kell, hogy mit értiink az alkoto-
elemek F -adaptélt intenzitdsdn. Ehhez legyen N* az N* folyamat 7 filtraciéra vonatkoz6
kockdzatos vetiilete. A vetiilet tulajdonsagai alapjan ekkor N* = E(NF|F,) = P(9), <
t|§'“t) m.m. Ha v, ?—megéllési id6, akkor N* = N* és az el6z6 fejezet levezetései ma-
radnak érvényben. N* tovdbbra is teljesiti a Doob—Meyer-felbontas kordbban ismertetett
specidlis valtozatanak feltételeit, igy 1étezik az (]T/' k)P el6rejelezhetd kompenzator, hogy
N* — (N*)? martingdl. (N*)? abszoliit folytonos voltdbol (tehdt a A* intenzitds 16tébol)
kovetkezben 1étezik egy nemnegativ, el6rejelezhetd PL folyamat, hogy (]Vtk)p = fg X’; ds.

A kordbbiakhoz hasonléan most is megmutathat6, hogy ) felbonthaté a \¥ folyamatok

Osszegére. Ehhez legyen

~ P < T
Ztk(w) é llm (t < 19]g -~ t _'_E‘gjt)
N0 E(Nige — N Fy)

(w). (4.12)

A 4.1. allitas altalanositdsaként megmutathato, hogy Z* p-m.m. egyértelmien 1étezik és

elérejelezhetS (ahol fi a kordabban definidlt 1 mérték analég valtozata), tovabba pi-m.m.
Mo — ZFX. (4.13)

E Z* ritkit6 folyamat nem més, mint a Z* F-ritkit6 folyamat F filtréciéra vonatkoz6

eldrejelezhetd vetiilete. A Zk folyamat pi-m.m. kielégiti a kovetkezd tulajdonsdgokat:

(@) Z*F >0,
(b) p ., ZF =1a{(w,t)|t < 7,(w)} halmazon,

() ZF =0a{(w,t)|t> 7(w)} halmazon.

Vessiik Ossze a fenti tulajdonsdgokat a 4.2. éllitds eredményével. Az (a) és (b) pon-
tok az eredeti 1. és 2. tulajdonsdg tiikérképei. A (c) pont viszont elér a 4.2. allitas 3.
megéllapitdsatol. A (c) feltétel szerint egy F-ritkité folyamat akkor vélik nullav4, ha a
portf6lié minden alkotéeleme csddbe jutott. Ezzel szemben a 4.2. éllitas 3. pontja alapjan
egy JF-ritkité folyamat nulldva vélik, ha a neki megfelel$ alkotéelem csédbe jut. Ebbdl a

szempontbdl tehdt az F-ritkito folyamatok simdbbak, mint az JF-ritkité folyamatok.
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A (4.9) egyenlet szintén altaldnosithatd, hogy meghatdrozhassuk a csdd feltételes va-

16szintiségét az 7 filtrdciéra vonatkozéan:
~ T ~ ~ ~
Pt < 9, < T|F,) = / E(Z4(F,) ds). 4.14)
t

Mivel F, = Fy, igy E(A\,Z%) = E(\,Z%), tehdt a P(0), < T) feltétel nélkiili val6szini-
ség (A, F) intenzitasbdl torténd meghatdrozdsara két modszer is rendelkezésiinkre all. A
gyakorlatban pedig csak e feltétel nélkiili valészinlis€ég megaddsa sziikséges a modellezés
szempontjabol. Ha Z* F-mérhetd, azaz U, ?—megéllési 1d6, akkor mint mar kordbban em-
litettiik, az el6z6 fejezet Osszefiiggései is érvényben maradnak, igy a (c) tulajdonsagnal
szigorubb, a 4.2. 4llitds 3. pontjdban szerepld tulajdonsdgnak is teljesiilnie kell. Azonban
A dinamikdjat a jelenleg elterjedt modellek alapjan nem befolydsolja a cs6dot elszenvedd
termék identitdsa, ebbdl kovetkezben a szamitdsok sordn becsiilhetjiik kozvetleniil a 7k
elérejelezhetd vetiiletet (impliciten egy megfeleléen sziik 7F filtrdciot hasznélva, hogy a
modellspecifikdcionak csak a gyengébb (a)-(c) feltételeknek kelljen megfelelnie, mikoz-
ben A F-adaptdlt marad), majd (4.14) alapjdn kiszdmithatjuk a P(¥, < T) értékeket.
Ekkor természetesen adésak maradunk a \* intenzitdsokkal, &m modellezési szempont-
bodl ezekre nincs is sziikségiink.

A fejezetben ismertetett eljards jelentette elonyok kiakndzdsa érdekében tekintsiik a

= Z MtkiX{Ti_1<t§Ti}7 (415)

i=1

specifikaciot, mely analég a (4.11) formuléaval. Az ]\Z’“Z folyamatok jelen esetben is nem-
negativak és elorejelezhetéek. A (b) tulajdonsdg alapjan sziikséges, hogy ]\Z” + ..+
]\A/[;"i =1lmm. 7 <t<T7é1=1,...,nesetén teljesiiljon. A (c) tulajdonsidg azonnal
adddik a (4.15) meghatarozasbdl. Lathatjuk tehat, hogy a ritkité folyamat paraméterezése
ekkor sokkal szabadabb, mint amit az eredeti 4.4. éllitas feltételrendszere megkovetel.

Megmutathatd, hogy

P, <T) = Z/ O.H (i — 1,25 MF,)|._ods, (4.16)

ahol H (i, z, s, ]\Z’“AS) a (4.10) kifejezés H, fiiggvényének értéke at = O helyen, elhagyva
az alsé indexet. H(i — 1, z, s, ]\Z’“AS) értékének meghatarozasa joval egyszerilibb, mint az
analg H (i—1, z, s, M¥),) kifejezésé, hiszen M* az M"'-vel szemben nem lehet N*-t6l

fliggetlen. Ebben az esetben megtehetjiik, hogy az J\Aﬂ“ értékeket konstansnak tekintsiik,
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mikdzben M mellett erre nem lenne lehetSségiink. Ekkor
O.H (i, z, 5, MFA,).co = MFO.H(i, 2,5, \s) 0. (4.17)

Kovetkezésképp a ritkité folyamat szamitasdhoz egyediil a H (7, z, s, \;) kifejezést sziik-

séges ismerniink, amelyet a korabbi fejezetek alapjan hatékonyan tudunk meghatarozni.

4.5 A modell kalibralasa

A matematikai eszkozok attekintése utdn immar lehet6ségiink van egy kétlépéses elja-
ras soran a portf6lié \ intenzitdsdnak, illetve az egyes alkotéelemekhez tartozé Z* ritkit6
folyamatok piaci adatokbdl torténd becslésére.

Jelolje 6 a modelliink paramétervektorat, mig Mid(j) és Model(7, ) legyen rendre a
J index vagy tranche swap piacon jegyzett spread-jének kozépértéke (a bid és ask spread-
ek szdmtani kozepe), és a 6 paraméterek mellett a modellbdl szdmitott spread-je. A A
intenzitds becslése egy nemlinedris optimalizalasi feladat megolddsat igényli, ahol a cél-

fliggvényiink
. . - . 2
i § (Mid() Model(w)) |
0€0 4= Mid(j)

J

(4.18)

ahol O a lehetséges paraméterek tere, j pedig befutja a piacon elérhetd index, illetve
tranche swap-okat.

Az optimaliz4cié nemlindris voltabol kovetkezéen célszerli néhany szdz vagy ezer —
a paramétertérbdl véletlenszertien valasztott — kiinduldsi pontbdl lefuttatni a keresését,
majd ezek koziil kivdlasztani a legkisebb hibédval jaré megoldast. A kdzonséges differen-
cidlegyenletek megoldadsdra rendelkezésre all6 hatékony algoritmusok miatt a kalibracié
1ddigénye is elfogadhaté szintd.

A ritkité folyamatot a (4.15) egyenlet alapjan specifikaljuk, az MF folyamatokat
konstansnak vélasztjuk (legyen tehat Mk = q™), az altaluk felépitett n x n-es méreti
matrixot (ahol n tovabbra is a portfoliét alkotd termékek szama) pedig jeldlje M. ACDS
arazds alapelvének kovetkeztében a portfolié k£ termékének modellbdl szarmazd ¢ = 0

idépontbeli S* spread-je az

SEW =3 M (ViS* + XS EQ(Y) (4.19)

=1
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egyenlet alapjan szamolhatd, ahol

W=> e, (4.20)
tm
Vei = _Ze—Tthm O.H(i—1,2,8 \s)|,—0ds (4.21)
m 0
tTVL
Xj=— Y e / OH (i — 1, 2,5, \,)|e— ds. (4.22)
m tm—1

A (4.19) egyenlet alapjan a kalibraciot a kovetkezd (regularizalt) kvadratikus programo-

zasi feladat megolddsaval végezhetjiik el:

n n 2 n n
min > @M (ViMid(k) + X EQ(R)) — WMid(k) | + )0 (¢F)? 4.23)
(@*eD i \iT k=1 i=1
ahol D a duplan sztochasztikus matrixok halmaza (azaz mind soraik, mind oszlopaik
Osszege egységnyi), 6* pedig az el6zbek soran kapott optimalis 6 paramétervektor. A cél-
fiiggvény masodik Y 7 S (¢*)? tagja a megoldas egyértelmiiségét és a kisebb nor-

maju matrixok irdnti igényt szolgélja.

4.6 A fedezési statégia kialakitasa

A kitettségiink fedezéséhez sziikséges megéllapitanunk, hogy az alkotéelemek érté-
kében bekovetkezd kis véltozas milyen mértékben valtoztatja meg az index vagy tranche
swap értékét. Az igy kapott mennyiségben kell ugyanis a kitettségiink névértékre vetitve
vasarolni vagy eladni a megfelel6 alkotéelemet, semlegesitve ezdltal az értékében beko-
vetkezd kismértékl ingadozas hatdsat a portfdlio hitelderivativankra.

Tegyiik fel, hogy a k alkotéelem spread-je egy rogzitett, kismértékli elmozdulast szen-
ved el. Jelolje ekkor az elmozdulds hatdsara bekovetkezd értékvéltozdst a j index vagy
tranche swap esetében AC7*, mig legyen AC* ugyanezen elmozdulds hatdsdra bekovet-
kez6 értékvaltozas a k alaptermék esetében. Ekkor a j index vagy tranch swap k termékre
vonatkoz6 érzékenységét a kovetkez6képp szamithatjuk:

ACT*

Jk
A = T (4.24)

A megfelel értékvaltozasok becslésére a kovetkezd algoritmust haszndlhatjuk:

(1) Kalibraljuk a modelliinket \ és Z* becslésére a 0 és M paramétervektor, illetve

-métrix megfelel6 megvalasztasaval.
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(2) Mddositsuk a k alkotéelem Mid(k) spread-jét 0.1 szazalékponttal. Becsiiljiik tjra
a 0 paramétervektort valamilyen kozgazdasagilag indokolhaté megkotéssel. A ko-
rabbi Hawkes-folyamat esetén pl. legyen 6° = (A, k, €c¢, d, a) alakban adott, ahol
csak e szabad paraméter, (Ao, K, ¢, 0, a) és M azl. pont alapjin rogzitett. A célfiigg-

vényiink ekkor:

n n 2

min (Z ¢ (VEMid(k) + Xi. EQ(0F)) — WMid(k)) . (4.25)

3

k=1 \i=1

(3) Mind az alkotéelemek, mind a tranch és index swapok esetén szdmitsuk ki az uj
(67, M ) paraméterek és az eredeti spread-ek haszndlatdval a prémiumok és kifi-
zetések jelenértékének kiilonbségét. Mivel a szerzodéskotéskor mindhdrom tipusu

termék esetén a kifizetések és prémiumok jelenértéke megegyezik (a swap ratdk

igazsdgosak), igy e kiilonbségek adjak rendre a keresett AC* és AC7* értékeket.

Lathatjuk, hogy becslési eljarasunk feltételezi az M paramétermatrix dllandésédgat,
mely az egyes alkotéelemek egymashoz viszonyitott relativ kockdzatossiagat reprezen-
talja. Ezzel szemben feltessziik, hogy egy alkotéelem spread-jének ndvekedése a portfolio
intenzitdsdnak dinamikdjit befolydsolja, mégpedig megnodvelve a hosszitava egyenstly
c értékét. A valasztds kozgazdasagilag indokolhatd, szdmitdsi szempontbdl hatékony, de
természetesen nem kizarélagos lehetdség. Egy adott modell esetén mds paramétermeg-
kotésekkel is élhetiink, melyek természetesen mas fedezési stratégidhoz vezetnek. A kii-
16nb6z6 modellek teljesitményének Osszehasonlitisa még varat magéra, a fenti vélasztas
azonban Giesecke €s szerz6tarsai [2010] munkdja nyomdn jéval kedvezdbb eredményre

vezet, mint az ipardgi sztenderd Gauss-kopula hasznélataval kapott stratégia.
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Osszefoglalds

A dolgozatban attekintettiik a hitelderivativak redukélt formdji modelljeiben kdzponti
szerepet jatszé pont- és szamlalo folyamatok, illetve a hozzdjuk kapcsolddé intenzitas
legfontosabb jellemzdit. Megvizsgéltuk az ekvivalens mértékcsere néhany kérdését és
kapcsolatot teremtettiink a veszteségfolyamatok Laplace-transzformaltja és intenzitasuk
Laplace-transzformaltja kozott. Ez lehet&seget teremtett szamunkra, hogy felhasznédlhas-
suk a kamatldbmodellek széleskori irodalmat. Egy példaként bemutattuk az affin ugro-
diffiziok modelljét, amikor a kérdéses transzformalt meghatdrozdsa kozonséges differen-
cidlegyenletek megolddsara vezethetd vissza. Végiil foglalkoztunk az drazas €s a fedezés
kérdésével. Rovid attekintésiink alapjan is lathat6, hogy egy alapvetd, gyakorlati kérdés
megvdlaszoldsa a matematika tobb, 6nmagdban is mély teriiletének felhasznalasat igényli,
megnehezitve ezen modellek elterjedését, illetve megfeleld haszndlatat.

Mialatt a valsag hatdsara a hitelderivativak értéke drasztikus csokkenésen ment ke-
resztiil, s piacaik likviditdsa minden kordbban elképzelhetd szint al4 siillyedt, a termékek
mogott meghizodo kdzgazdasagi racionalitds tovabbra is érvényben marad. A hiteleket
folydsitd bankok példaul tovébbra is kénytelenek lesznek fedezni kitettségeiket. Ebbdl ko-
vetkezGen a hitelderivativak piaca varhat6an tovabb fog élni egy tisztabb, atlathatobb, job-
ban szabdlyozottabb formadban. Egy ilyen piacon a kereskedés sordn minden valdszintiség
szerint az eddigieknél nagyobb szerep jut majd a kockdzatkezelésnek. A minGsitd cége-
ket is tévedéseik val6sziniileg modelljeik feliilvizsgalatdra késztetik majd. Osszefoglalva,
habar egyes kordbban elképzelhetetlen méretii 6sszegben kereskedett termékek (mint pl.
a CDO-k) val6dszintileg a feledés homdlydba meriilnek, a hitelderivativdk miikodési me-
chanizmusainak feltdrasa a kés6bbiekben is fontos (sot, az eddigieknél talan fontosabb)

feladatdva valik a kvantitativ pénziigyes kozosségnek.
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