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1. fejezet

Bevezetés

A jatékelmélet célja alapvetGen a dontési szituaciok modellezése, illetve ezen szitua-
ciok "optimalis" megoldasainak megkeresése. Az elmult évtizedekben szamos modell
sziiletett, amelyek adott dontési szituaciok lefrasara, és a megfelels dontések kiva-
lasztésara szolgéltak. Azonban a szamottevs eredmények ellenére ezen a teriileten
még mindig rengeteg a kérdGjel, a megvalaszolatlan kérdés.

Ezen dolgozatomban a nem tokéletes informacios jatékokkal, szokasos elnevezé-
siikon Bayesi-jatékokkal foglalkozom. A modszertant, amelyre a munkam alapozom
Harsanyi [1967-68| dolgozta ki, emiatt az utokor Harsanyi Programnak is nevezi. Ez
a program ugy oldja fel a nem teljes informécios problémat, hogy a jatékot vissza-
vezeti egy gy nevezett stratégiai formara, amelyet a szakirodalom maéar jol ismer.
A straégiai jatékok esetében tobbféle egyenstly-koncepcid is létezik, amelyek igy a
stratégiai formaban felirt Bayesi-jatékok esetében is alkalmazhatoak lesznek.

Azonban, ahogy mar maga Harsanyi [1967-68| is ramutatott, t6bbféle modon
is felirhato a Bayesi-jaték stratégiai formaja. A szakirodalom (pl.: Battigalli et al.
[2011]) kétféle atirast kiilonoztet meg, a Bayesi-jaték interim és ex-ante stratégiai
forméjat. A két stratégiai forma azonban nem egyezik meg egymaéssal, az egyes
megoldéas-koncepciok eltérd egyensilyokat eredményezhetnek.

Az alabbiakban csupan a legalapvetGbb egyensilyfogalomnak tekintheté Nash-
egyenstlyrdl lesz sz6, azonban mint hamarosan latni fogjuk a Bayesi-jatékok két-
féle megkozelitése itt is problémakhoz vezet. Mas-Colell et al. [1995] bebizonyitot-
ta, hogy ezen két stratégiai forma Nash-egyenstulya bizonyos feltételek teljesiilése
mellett megegyezik egymassal. Azonban ezek a feltételek a jatékok egy igen sziik
hanyadara érvényesek, igy ezeket feloldva érdekes eredményre juthatunk. Ebben a
dolgozatban megmutatom, hogy az ex-ante stratégiai formaban felirt Bayesi-jaték
Nash-egyensilyi stratégiaprofiljainak halmaza tartalmazza a Bayesi-jaték interim

stratégiai formajanak Nash-egyenstlyi stratégiaprofiljait, illetve adok egy sziikséges



feltételt arra vonatkozoan, hogy mikor kiilonb&zhet ez a két halmaz egyméstol.

A dolgozatot egy példaval kezdem (persze a bevezetdn til). Ez harmas célt szol-
gal. Egyrészt igyekszem szemléletesen bemutatni az altalam hasznalt esetenként ne-
hezen értelmezhets, absztrakt fogalmakat, mésrészt szeretném felhivni a figyelmet a
Bayesi-jatékok két felirasi modjanak kiilonbségére, harmadrészt pedig egy egyszerd
példan szeretném szemléltetni, hogy a Bayesi-Nash-egyensiily fogalma nem is olyan
egyértelmi, hiszen a két felirasban kiilonb6z6 eredményeket kaphatunk.

A masodik fejezetben ratérek az altalam hasznalt fogalmak bemutatasara. Elsé
lépésként ismertetem az altalam hasznalt tipustér koncepciot, a Heifetz and Samet
[1998] altal konstrualt tisztan mérhetd tipusteret. Erre a tipustérre alapozva felirom
a Bayesi-jatékot, amely a legtébb elemében megegyezik a szakirodalombol ismerhet6,
szintén nem egységes definicioival. A definiciok kozti kiilonbség abbol adédik, hogy
az egyes esetekben mas-mas tipustérre épitik a Bayesi-jatékot (pl.: |Osborne and
Rubinstein| [1994], Battigalli et al. [2011]).

A harmadik fejezetben a Bayesi-jaték stratégiai formakba torténé felirasat készi-
tem el8, majd hajtom végre. Els§ 1épésként a tisztan mérhetd tipustérben "elveszd"
tipusokat definidlom tjra, majd bemutatom a Bayesi-jaték interim és ex-ante stra-
tégiai forma egyik leglényegesebb eltérését: az altaluk alkalmazott vélekedéseket. A
Bayesi-jaték interim stratégiai formajaban az tigy nevezett elsérendi vélekedést, mig
az ex-ante stratégiai formajaban a prior vélekedést hasznaljak a jatékosok.

Ezek kozott a vélekedések kozott azonban osszefiiggést kell feltételezniink. A ket-
t6 kozti kapcsolatot a feltételes valoszintiség fogalma fejezi ki, ami viszont a mérhe-
t6 tipustér esetében némileg bonyolultabb, mint a véges tipusterek esetében. Ezen
elkésziiletek utan méar képes vagyok felirni a Bayesi-jaték interim illetve ex-ante
stratégiai formajat.

A negyedik fejezetben térek ra a Bayesi-Nash-egyensily vizsgalatara. ElGszor
definidlom a Nash-egyensilyt a stratégiai jatékok esetén, majd megmutatom, hogy
a széles korben elterjedt Bayesi-Nash-egyensiily fogalma, amely az ex-ante stratégiai
forméra épiil, minden esetben egy bévebb halmaz lesz, mint az interim Bayesi-Nash-
egyenstly. Végezetiil felirom a Mas-Colell et al. [1995] fent mar emlitett tételével
analog allitast, amely elsGsorban azt hivatott megmutatni, hogy az altalam hasznélt

fogalmak hogyan viszonyulnak az &ltaluk hasznaltakhoz.



1.1. Példak a Bayesi-jaték ex-ante és interim Nash-
egyensulyara

Az aldbbiakban targyalt Battigalli et al.|[2011]-t6] szarmazo példa remek lehetdséget
nyujt arra, hogy viszonylag egyszertien felfoghato modon mutassam be a tipusteret,
a ra épitett Bayesi-jatékot, és az interim és ex-ante stratégiai formakban felirt Nash-

egyensilyokat.

1.1.1. példa. Két jdatékosunk van, az eqyiket Anndnak, a mdsikat Béldnak hivjdk.
Eqgy olyan jatékot jdatszanak, ahol a két jatékos eqymdstol fiiggetlendl hoz eqy diontést:
Anna az alult, a kézepet vagy a fentet vilaszthatja, Béla pedig a balt vagy a jobbat.
A jatékosok kifizetése kétféle lehet. Ezen kifizetéseket az[1.1] tabldzatbdl olvashatjuk
ki, ahol az elsd szam adja Anna, a mdsodik Béla kifizetését. Azt hogy melyik lesz a
kifizetésiik pénzfeldobdssal dontik el, amelynek az eredményét csak Anna tudja (kiz-
tudott, hogy Anna tudja). Kiegészitd feltételként feltessziik, hogy a jatékosok nem
kommunikdlnak, és kdztudott, hogy Béla 1/2 valdsziniiséget tulajdonit a pénzfeldobds

mindkél eredményének.

b | j b | j
6,6 | 0,4 f16,0]04
k| 4,0 | 4,4 k| 4,0 | 4,4
0,0 | 6,4 1106 6,4

1.1. tablazat. Az jaték kifizetései fej, illetve iras esetén

A jatéknak alapvetGen két lehetséges verzidja van. Az egyik, hogy az els6 tab-
lazat alapjan torténnek a kifizetések, ezt jelolje hi, mig a méasodik tablazat esetét
jeldlje hy. Igy a paramétertér H = {hy, ho}. Erdemes itt megjegyezni, hogy ebben a
példaban a természet dontése egy pénzfeldobas formajaban ,testet 6lt”, azonban ez
a leggyakrabban nem jelenik meg ilyen formaban.

A tipustér, amelyet hasznalok, a H paramétertéren tul tartalmazza a jatékosok
vélekedéseit a paramétertérrél. Anna pontosan tisztdban van a természet valaszta-
séval (a pénzfeldobas eredményével), igy hi bekivetkezése esetén uly € A(H), uly =
Ony, ho esetén p € A(H),p% = 6n, (0, a Dirac-delta). Béla azonban nem ké-
pes megkiilonboztetni a természet allapotait, igy neki csak egyetlen vélekedése van:
pup € A(H), ahol pug(hy) =1/2 és pup(hy) = 1/2.

Mivel feltettiik, hogy a vélekedések koztudottak, igy a vilagallapotok halmaza
Q = {(h1, 1Yy, pB), (ho, %, p5)} két vilagallapotot tartalmaz. Erdemes megfigyelni,



hogy a vilagallapotok tartalmazzak a relevans paraméterek realizaciojat, és az Gsszes
jatékos vélekedését egyszerre. Fzeket a vilagallapotokat innentdél a rovidség kedvéért
wi-nek és wo-nek fogom nevezni. Az -t a gyakorlatban nem sziikséges (sokszor nem
is lehet) igy felirni, ennek célja csupan annyi, hogy az olvasé szaméra kénnyebben
elképzelhetd legyen a tipustér.

A jatékosok informaltsagat a My = {@,Q, {w:}, {wa}}, illetve a Mp = {@,Q}
halmazrendszer reprezentalja. Lathato, hogy Anna informéciés halmazai k6zott ott
szerepel {wy} és {ws}, ami azt jelenti, hogy & ezeket meg tudja kiilonboztetni egy-
méastol. Mindez Bélara nem igaz. Az 6 informacios halmaza a lehets legsziikebb, ami
a gyakorlatban azt jelenti, hogy a vilagallapotok koziil semmit sem tud megkiilon-
boztetni a tobbitdl.

A vilagallapotok kezelésére a tipustérben definialt fiiggvények szolgalnak. Legyen
g =pr: Q — H akoordinata projekcio, és fa(w;) = p4, fe(w;) = up (i € {1,2}).
Tehat a g fliggvény mutatja meg nekiink, hogy mit valasztott a természet, vagyis
hogy fejet vagy irast dobtunk. Az f; mutatja meg, hogy Anna és Béla mit gondol az
adott vilagallapotban.

A prior, vagy el6zetes vélekedéseket pa-val és pp jelolojiik. Ezek azt mondjak
meg, hogy az egyes jatékosok, hogyan vélekednek az egyes vilagallapotokrol még a
pénzfeldobas el6tt. Ezuttal mindkét jatékos egyarant egyketted valdszintséget tu-
lajdonit minden vilagallapotnak.

A Bayesi-jaték definidlasdhoz sziikségiink van még a cselekvéshalmazokra. Anna
cselekvéshalmaza: Ay = {f, k,l}, mig Bélaé: Ap = {b,j}. A kifizetsfiiggvényeket
pedig a az tablazat foglalja magéba.

A jaték felirhato agynevezett fa forméaban, amelyet az abra szemléltet. Itt jol
latszik, hogy a Természetnek két valasztasa van, a két vilagallapot egyikét valasztja.
A jatékosok sorrendje tetszéleges, itt csak az dbra atlathatosiga végett vettem elGre
Bélat. Szokasos modon (bekarikdzassal) jeldltem az informéacios halmazokat, vagyis,
hogy mely allapotokat nem tudjak megkiilonboztetni a jatékosok. Latszik, hogy Béla
egyaltalan nem tud kiilonbséget tenni az allapotok kozott, igy neki csak egyetlen
halmaza van, mig Annanak kett6. Anna bizonytalansiga emiatt nem a tipustérbdl
adodik, hanem hogy nem tudja, hogy Béla mit fog valasztani.

A jaték fa formajanak segitségével mar konnyedén fel lehet irni a jaték ugy neve-
zett interim stratégiai formajat. Ebben az elgondolasban a jatékosok Anna és Béla
informacios halmazai lesznek. Tehat Annabol két jatékos (A; és As), mig Bélabol
egy (B) ,keletkezik”. Ezek valojaban nem masok, mint a jatékosok tipusai.

Az igy keletkezett jatékosok cselekvéshalmazai megegyeznek azon jatékos cse-

lekvéshalmazaval, akib6l létrejottek. Példaul A, és Ao cselekvéshalmaza megegyezik



Termeészet

B
b \J b / j
A1 A2
I /k \ / k f | /& \ / k f
(0,0) (4,00 (66) (64) 44) (04 (0,6) (4,00 (8,0) 6,4) @44 (049

1.1. abra. A jaték fa formaja

Anna cselekvéshalmazaval, tehat mindketts {f, k,[}. Ay és A, kifizetése nem fiigg-
het egymastol, csak a sajat és a Béla altal valasztott cselekvéstol, igy a kifizetéseiket
minden esetben konnyen megtalalhatjuk. Azonban B-vel mas a helyzet, mivel neki
magatol, A;-t6l és Ao-t6l is fiigg a kifizetése. B nem tudja, hogy kivel fog valoja-
ban jatszani, viszont van egy vélekedése rola, igy ezt felhasznalva tud szamolni egy
varhato értéket a kifizetésekbdl.

Az interim stratégiai forma kifizetéseit az tablazatbol lehet kiolvasni. A
megszokottol némiképp eltérden, az elsé szam jeloli Ay, a masodik A, és a harmadik
B kifizetését. A tablazatbol az is jol kittinik, hogy A; és A, kifizetése fiiggetlen

egymastol.

Ay=f| b i |l As=k| b il A=1] b j
f 16,6,3)0,04 f 1643044 f 16,06 064
k |460]404| k |440|444 4,0,3 | 4,6,4
1 ]06,0]6,04 1 04,0644 1 [003]6,6.4

-

1.2. tablazat. Kifizetések az interim stratégiai formaban

A jaték felirhato egy tigy nevezett ex-ante stratégiai formaba is. Ebben az eset-
ben a jatékosok megegyeznek az eredeti Bayesi-jatékban szereplékkel, igy a jaték
most Anna és Béla kozott zajlik. Anna ezuttal készit egy s stratégiat, amely minden
lehetséges eshetdség (wy és wy) esetén megmondja, hogy mit tegyen. Bélanak nin-

csen ilyen problémaja, neki csak egyféle informéacioja van, ezért a cselekvése lesz a



stratégiaja.

Az ex-ante szemléletben a kifizetéseket a prior vélekedés alapjan szamoljuk, vagy-
is még a pénzfeldobas el6ttrél. Ekkor még mindketten azonos esélyt tulajdonitanak
annak, hogy melyik tablazat jeloli a kifizetésiiket. Igy ha Anna példaul az elsé vi-
lagallapotban fentet, mig a masodikban lentet jatszik, Béla pedig balt, akkor Anna
kifizetését a

1 1

WE((£.0).8) = Jua(f.b) + Suallb) = 36+ 20 =3

modon lehet kiszamolni. Az igy kapott kifizetési matrixot az tablazat mutatja.

b |
(f,f) 6,304
(fk) | 5,3 | 2,4
(fl) | 3,6 | 3,4
(k,f) | 5,0 | 24
(k.k) | 4,0 | 4,4
(k1) 2,3 5,4
(Lf) 13,0134
(Lk) | 2,0 | 5,4
(L,1) 10,3164

1.3. tablazat. Kifizetések az ex-ante stratégiai formaban

Tehat a Bayesi—jatékot kétféle szemszogbdl is fel lehet irni. Emiatt rengetek
kérdés meriil fel, mint példaul, hogy ekvivalensnek tekinthetG-e a két atirds. Ha
jatékelméletben legelterjedtebb Nash-egyenstlyt alkalmazom a fent felirt esetekre, a
valasz nyugtatolag hat, hiszen ennek az ex-ante Nash-egyensilya ((1,1),j), illetve az
interim Nash-egyensilya (1,1,j) megegyezének tekinthetd.

A két felirdsi mod Nash-egyenstlyat ez esetben ugyanannak talaltuk, és a jatékok
egy bizonyos osztalyara (elsGsorban az egyszeriibbekre) ez mindig igaz lesz, azonban
a kovetkezd példa ravilagit arra, hogy ez nem feltétleniil igaz, s6t majd latni fogjuk,
hogy az altalanosabb, Osszetettebb jatékoknal szinte kivétel nélkiil megbukik ez az

egyez(seg.

1.1.2. példa. Vegyiik az el6zd példdt! Modositsuk a jatékosok vélekedéseit gy, hogy
Anna, dgy gondolja magdrdl (eldzetes vélekedése), hogy fel tudja dobni gy a pénz-
érmét, hogy az mindig fej legyen (pa(w) = 6., (w)), mig Béla nem hisz az efféle

trikkokben, igy & tovdbbra is azonos valdsziniséget tulajdonit a két vildgadllapotnak.



Csupan Anna prior vélekedését valtoztattam meg, amely csak a jaték ex-ante
stratégiai formajaban kap szerepet, igy a fenti képlet Anna kifizetéseinek kiszamo-

lasara a kovetkezSképpen alakul:

uG ((f,0),0) = Lxua(f,b) +0xua(l,b) = 6.

b | ]
(f.£) 16304
(tk) | 6,3 | 2,4
(£l) | 6,6 | 3.4
(kf) | 4,0 | 2,4
(kk) [ 4,0 | 4,4
(k1) | 4,3 |54
(1Lf) | 0,0 |34
(Lk) | 0,0 | 5,4
L) | 03164

1.4. tablazat. Az 1j jaték ex-ante stratégiai forméaja

Az tablazatbol kiolvashatok az igy megkapott kifizetések. Fontos észrevétel,
hogy Anna masodik vilagallapotbeli cselekvése nem befolyasolja Anna kifizetéseit,
csak Bélaét. Az igy bekovetkezett valtozas miatt az ex-ante stratégiai formajanak
ezuttal két Nash-egyensilya lesz: az ((f|1),b), illetve az ((L1),j).

Az interim stratégiai forma ezzel szemben nem véaltozik, igy a Nash-egyenstlya
sem valtozik. Jol lathato ezittal, hogy az ex-ante stratégiai forménak van olyan
Nash-egyensiilya, amely az interimnél nem az.

Az eddigiekbdl lathato, hogy a Nash-egyensuly valojaban egy stratégiai forma-
bol eredeztethets fogalom. Emiatt rogton adodik a kérdés, hogy a két feliras koziil
melyiket tarsithatjuk inkabb a Bayesi-jatékhoz. Ennek a megvalaszolasahoz elGszor
meg kell vizsgalni, hogy mi okozza a ketts kozotti kiilonbséget.

A kovetkez két fejezetben a fent bemutatott fogalmakat fogom pontosan defini-

alni, majd ezt kovetGen térek ra a Nash-egyensuly problémajara.



2. fejezet
Alapfogalmak

Jelblések:

e Legyen N a jatékosok véges halmaza, és tegyiik fel, hogy 0 ¢ N, és legyen
Ny = N U {0}, ahol a 0-val jelolt jatékos a természet.

o (X, M) mérhets tér esetén jelolje A(X, M) a rajta értelmezett valoszintségi

mértékek halmazat.

o Jatékelméleti zsargonban gyakran haszndlt kifejezés i € N esetén a -i jelolés,

ami N\{i} -vel egyenértékd, vagyis az i jatékoson kiviili sszes jatékost jeldli.

2.1. Tipustér

A bayesi megkozelitésben a jatékosok ha nem tudnak valamit pontosan, akkor is van
egy ugy nevezett véleményiik rola. Ez a vélemény egy valdszin(iségi eloszlast jelent,
tehat a jatékosok egy bizonyos valészintiséget rendelnek minden altaluk lehetséges-
nek vélt esemény bekovetkezéséhez.

A jatékosok vélekedését a vilagallapotokrol, vélekedésiiket a vélekedésekrol, véle-
kedésiiket a vélekedésekrol valo vélekedésekrdl stb. roviden (végtelen) véleményrang-
sornak szokas nevezni. Ezeknek altalaban fontos szerepe van a jaték kimenetelének
szempontjabol, amelyre Allen and Morris| [1998] és [Ely and Peski| [2006] is egy na-
gyon szemléletes példaval ra is mutat. Ugyanakkor a véleményrangsorok hiaba fon-
tosak a probléma szempontjabol, a vizsgalatuk elég nehézkes, az adott formajukban
megvalosithatatlan.

Harsanyi [1967-68| ezek miatt vezette be a tipus fogalmat, és a jatékosok lehetsé-
ges véleményrangsorait ezekkel az objektumokkal helyettesitette. Azonban Harsanyi

nem definidlta pontosan a tipusokat, azokat minden jaték esetén kiilsG adottsagnak



tekintette. A kés6bbiekben viszont felvet6dott annak a kérdése, hogy ezeket a lehet-
séges véleményrangsorokat bele lehet-e foglalni egy matematikai strukttraba, és ha
igen, akkor milyenbe. Az ilyen célokat szolgalo struturakat nevezi a szakirodalom
tipustérnek.

Az alapvet6 problémak targyalasanal gyakran nem sziikséges egy Osszetett, min-
den véleményrangsort tartalmazo tipustér alkalmazésa, néhany egyszerisits feltétel
(példaul, hogy csak véges sok tipus lehetséges) egy konnyen alkalmazhato tipustérhez
vezet, amelyen a problémék ugyanigy bemutathatéak. Azonban ezen feltételekbsl
adddoan ezek a modellek csak bizonyos jatékok esetén alkalmazhatok, igy a Bayesi-
jatékok altalanosabb vizsgalatara kevésbé alkalmasak.

A véleményrangsorok matematikai forméaba valé atirasara tébbféle modot is is-
mer a szakirodalom. Ezek koziil kett6t emelhetiink ki, a topologikus tipusteret, il-
letve a tisztan mérhetd tipusteret. Ezek azonban 1ényegesen kiilonb6znek egyméstol,
amibdl latszik, hogy még nem létezik egy olyan definicidja a tipustérnek, amelyet
maradéktalanul elfogadhatonak tekinthetiink.

A két tipustér egy fontos kiilonbsége az univerzalis tipustér létezésének kérdésé-
bél fakad. Az univerzalis tipustér egyszeriien fogalmazva egy olyan tipustér, amely
magaban foglalja az Gsszes tobbit, tehat amelyben minden lehetséges tipus megtalal-
hato. Heifetz and Samet| [1998] megmutatta, hogy a tisztan mérhetd tipustér esetén
létezik ilyen, azonban [Pintér [2010] bebizonyitotta, hogy a topologikus tipustéren a
trivialison kiviil nem 1étezhet univerzalis tipustér.

Ez utobbi tulajdonsaga miatt dontéttem a tisztdn mérhetd tipustér hasznalata
mellett, bar mint majd latni fogjuk, az altalam vizsgalt probléma sajatsaga miatt
némi megszoritassal kell élnem a tipusteret illetGen.

Ebben a dolgozatban [Pintér |[2008] alapjan fogom alkalmazni a tisztan mérhetd
tipusteret, jeloléseim szinte egy az egyben megegyeznek vele, azonban a fent emli-

tettek miatt egy ponton eltérek téle.

2.1.1. definicio. Legyen (X, M) mérhetd tér, és jelolje A(X, M) a rajta értelme-
zett valdszintségi mértékek halmazdt. Ekkor jelolje A* a A(X, M)-n az alabbi mddon

értelmezett o-algebrdt:
A" =o({p e AX, M)|u(A) = p}, A e M,p e [0,1]).

Ez az alabbi definici6 kiemelkedd fontossagi, hiszen ez mondja meg nekiink,
hogy mirél is beszélhetiink a Bayesi jatékok kapcsan. A definici6 azt az elméleti ko-
vetelményt teljesiti (lasd |Aumann [1999b]), hogy a probléma vizsgélata soran olyan

kijelentéseket tehessiink, hogy az egyik jatékos legalabb p valészintiséggel gondol va-



lamit. A tovdbbiakban minden valészintiségi mértékeket tartalmaz6 halmazhoz ezt
a szigmaalgebrat fogom rendelni.

Ezzel neki is lathatunk a tipustér definidlasanak. Megkonstruélasahoz el6szor is
sziikségiink van egy paramétertérre. A paramétertér, mint a neve is mutatja, mind-
azokat a tényezbket foglalja magaba, amelyek befolyasolhatjak az egyes jatékosok

kifizetéseit és a jatékosok nem donthetnek roluk.
2.1.2. feltevés. Az (H,A) paramétertér eqy tetszdleges mérheld tér.

A vilagallapotok halmaza, bar elsére kdnnyen Osszetéveszthet§ a paramétertér-
rel, nagyban kiilénbozik téle. Ugyanis a vilagallapotok nem csak a paramétereket
foglaljak magukba, hanem a jatékosok vélekedéseit is, amelyek nem hatnak kozvet-
leniil a kifizetésiikre. Igy egy vilagallapot tartalmazza mind a paramétereket, mind a
jatékosok vélekedéseit. Egyszertibb esetekben, ahol a jatékosoknak csupén egyetlen
vélekedésiik van, a paramétertér azonosithato a vilagallapotok halmazéaval. Bonyo-
lultabb esetekben azonban eléfordulhat az is, hogy a jaték parameéterei ugyanazok,
de a jatékosok kiilonbozéképpen vélekednek. Ekkor minden vélekedéshez kiilon vi-
lagallapot fog tartozni fiiggetleniil a paraméterek egyez&ségétil.

A vildgallapotok mellett minden jatékoshoz tartozik egy M;-vel jel6lt halmaz-
rendszer, amely az i jatékos informaltsdgat jeleniti meg. Véges modellek esetén ezt
a halmazrendszert az informacios particiok helyettesitik. A ketté kiilonbségérsl bo-
vebben a[3.2] alfejezetben olvashatunk.

2.1.3. definicié. Jeldlje a wvildgdllapotok osszességét ) és leqgyen Vi € Ny esetén
M; o-algebra Q-n. Ekkor M, jeleniti meg az i-edik jatékos informadltsdgat, és My
jeloli a természet dltal birtokolt informdcidot, amit az A Q-ra vald kiterjesztésének is

tekinthetink. Legyen M = o( U M,).

1€ Np

2.1.4. definici6. Legyen (Q, M) a vildgdllapotok tere. Ekkor a

(H, {(€, M) bieny, 9, { fitien)
strukturdt tipustérnek nevezziik, ha
1. g:Q — H My-mérhetd,
2. Vi € N esetén f; : Q — A(Q, M_;) M;-mérhetd,

3. Vie NyweQ,Aec M_; esetén ha létezik A’ € M;,w € A" és A’ C A, akkor
fiw)(A) =1, ahol M_;=o( | ] M;).

JENo\{i}
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2.1.5. megjegyzés. Az dltalam vizsgdlt problémdhoz szikség van ezen kivil a p;-vel

jelolt prior vélekedésre, amely Vi € N jdtékos esetén p; € A(Q, M).

A tipustér a vildgallapotokbol és a vilagéllapotokat kezels fiiggvényekbdl, tgy-
nevezett tipusfiiggvényekbdl all. Ez utobbiak koziil a g (a természet tipusfiiggvénye)
mondja meg, hogy az egyes vilagallapotokban mik a paraméterek, mig az f; tipus-
fiiggvények jelolik a jatékosok vélekedését. A harmas pontban felirt feltétel pedig
annak a kritériumnak a matematikai formaja, hogy a jatékosok tudjak a sajat véle-
kedéseiket.

Fontos megjegyezni, hogy a[2.1.5] pontban szerepld prior vélekedések nem szere-
pelnek a tisztan mérhets koncepcioban, azonban az ex-ante megkozelités targyala-
sanal sziikség van ra. Ez a prior vélekedés nem fiiggetlen az f; tipusfiiggvényektsl,
koztiik kapcsolatot kell feltételezni, amelyet a [3.3] részben targyalok. Ezentul, ha
a tipustérrdl lesz szo, akkor a prioros tipusteret értem alatta. Az igy megkonstru-
alt tipustér tehat egy elég altalanos struktira, amelyben a jatékosok vélekedéseit a

feltett prior vélekedés némiképp azért behatarol.

2.2. A Bayesi-jaték

A nem teljes informacios jatékok legelterjedtebb megkdzelitési moédja a bayesi meg-
kozelités, ahol az informéciés hiany valdszintiségi valtozoként jelenik meg. Vagyis,
ha egy jatékos nem tudja eldonteni, hogy egy adott esemény bekdvetkezik-e vagy
sem, azt ugy irja le a modell, hogy a jatékos egy adott valosziniiséget tulajdonit az
esemény bekovetkezésének, ezt nevezziik a jatékos (szubjektiv) vélekedésének. A ja-
tékosok szubjektiv vélekedései azonban barmilyen valészintiségi eloszlasok lehetnek,
nem feltétlen kell megegyezniiik sem egymassal, sem pedig a "valdsagra jellemzd va-
losziniiségi eloszlassal". Annél is inkdbb, mivel ez utébbinak a legtobb esetben nincs
is értelme, hiszen a vildgallapotok koziil valojaban csak egy fog bekdvetkezni, amely
sokszor a jatékbol elérhets informaciok alapjan elére meghatarozott.

Az alabbiakban kicsit pontatlanul alkalmaztam a vélekedés kifejezést, hiszen vé-
lekedés alatt tobbféle dolgot is érthetiink. Prior vélekedésnek nevezziik a jatékosok
vélekedését a vilagallapotokrol miel6tt még megismernék a tipusukat (néha magyaro-
sitva elGzetes vélekedésként utalnak ré). A jatékos elsérendii vélekedésének nevezziik
a jatékosok vélekedését a vilagallapotokrol, miutan megismerték a sajat tipusukat.
Masodrendii vélekedésnek hivjuk a jatékos vélekedéseit a tobbi jatékos elsérendi
vélekedésérdl és a vilagallapotokrol, és igy tovabb.

A fenti pontatlansagot azért engedtem meg magamnak, hiszen a fenti megal-

lapitasok allnak a vélekedések Osszes fajtajara. Azonban a kiilonbo6zé vélekedések
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nem fiiggetlenek egyméstol, fontos, hogy egymassal konzisztensek legyenek. A prior
és az els6rendi vélekedés konzisztenciajat bévebben a |3.3 pontban targyalom, mig
az n-ed rendd vélekedések konzisztenciajarol példaul Pintér| [2008]-ban lehet tobbet
megtudni.

A Bayesi-jatékok esetében fel szokés tenni, hogy koztudott, hogy a jatékosok
ismerik a jatékot. A koztudottsig egy igen bonyolult fogalom, bévebben Aumann
[1999a| cikkében lehet utana jarni, itt alljon rola csupan annyi, hogy ez nem csak
azt jelenti, hogy minden jatékos ismeri a jatékot beleértve a tipusteret is, hanem azt
is tudja, hogy a tobbiek ismerik a jatékot és hogy a tobbiek tudjik, hogy 6 tudja,
hogy ismerik a jatékot, és igy tovabb a végtelenségig.

Az alabbi definiciot Osborne and Rubinstein| [1994] alapjan dolgoztam ki, azon-
ban mig 6k nem definidlnak tipusteret, helyette tipushalmazokat hasznalnak, addig
az alabbi definicioban némileg altaldnosabban egy tipustér szerepel. A kiilonbség
abbdl adodik, hogy mig 6k felteszik, hogy a jatékosoknak véges sok "tipusuk" van,

addig a fenti tipustér nem él ilyen feltétellel.

2.2.1. definici6. Egy G = (N, T,{Ai}ien, {uitien) struktirdt Bayesi-jatéknak ne-

veziink, ahol

e N a jatékosok nemires halmaza, ahol 0 ¢ N,

o T = (H {(Q M)}tieny, 9. {fi}ien) al2.1.4 definicidban emlitett tipustér,

e A; az i jdtékos nemiires cselekvéshalmaza (akcidhalmaza). Jeldlje ekkor A =

XenA; a cselekvésteret,
o u;: Q2 x A— R azijdtékos kifizetdfigguényét jeloli, ahol u;q M;-mérhetd.

2.2.2. megjegyzés. A G Bayesi-jaték stratégiai formdba toérténd dtirdsdhoz prak-

tikus okokbdl fel kell tenniink még, hogy u;q pi-integrdlhato.

A definiciobol jol latszik, hogy mig a vildgallapotok és a tipusfiiggvények meg-
jelennek a tipustérben (az elbbieket € reprezentéalja, mig az utobbiakat az f; és
g fliggvények), addig a tipusokat kozvetleniil ebben a definicibban nem talalhatjuk
meg. Ez abbdl adodik, hogy ha nem tessziik fel, hogy a jatékosoknak csak véges
sok tipusa lehetséges, akkor az {2 szdmunkra megfelel§ informéacios particiokra vald
felbontasa nem feltétleniil lehetséges. Ezt a problémat a kévetkezd fejezetben fogom

bévebben targyalni.

12



3. fejezet
A Bayesi-jaték stratégiai formajai

Az alabbiakban a fent definialt Bayesi-jatékot annak kezelhet&sége érdekében vissza
fogom vezetni egy a szakirodalomban mar jol ismert jatékra, az gy nevezett straté-
giai formaban felirhat6 jatékra. Ez a forma sokkal egyszertibben kezelhetd, és pont
emiatt tobbféle egyensulyfogalmat is alaposan koriiljartak mar rajta. Ezen tulajdon-

sdgai miatt szeretnénk atalakitani a Bayesi-jatékokat is ebbe a formaba.

3.0.3. definici6 (Jaték stratégiai forméaja). Fgy G = (N,,{A;}ien, {ti}ien) md-

don felirt jatékot stratégiai formdban felirt jatéknak neveziink, ahol

o N a jdtékosok nemiires véges halmazdt,
o A, nemiires halmaz a jatékosok cselekvéshalmazdt,
o u;: Q)X (XienA;) = R a jdtékosok kifizetdfiigguényét jeloli.

A szakirodalom addig egyet is ért, hogy a jatékot fel kell irni stratégiai formaba,
azonban a felirds modja egyaltalan nem trivialis. Mas-Colell et al. [1995] és sok més
cikk az ex-ante stratégiai format, mig masok, koztiik (Osborne and Rubinstein [1994]
az interim stratégiai format alkalmazza. Battigalli et al. [2011] ezen felirdsi modok
egyenstlyait vizsgalja, és egy egyszert példaval ravilagit arra, hogy a két felirasi
mod nem ekvivalens egymassal, tobbek kézottl az interim racionalizalhato stratégiak
halmaza sziikebb az ex-ante racionalizalhatokénal. Azonban Battigalli et al.| [2011]
és Mas-Colell et al.|[1995] is kimondja, hogy bizonyos esetekben a Nash-egyenstly a
két felirasi médban megegyezik.

Az altalam hasznalt tipustér altalanos volta miatt ezek a feltételek nem teljesiil-
nek, igy két kiilonb6z6 definicié is adodik a Bayesi-Nash-egyensulyra. Err6l b6vebben
a[dl fejezetben lesz sz0.

13



3.1. Ex-ante és interim megkozelités

Mint arra mar tobbszor is utaltam a nem teljes informacios jatékok egyensilyanak
keresésekor visszavezetjiik az adott jatékot stratégiai formaba, amelynek révén az
alapvetd jatékelméleti fogalmakat hasznalhatova tessziik (altalanositjuk) a Bayesi-
jatékokra is. A szakirodalom (példaul Battigalli et al. [2011]) kétféle visszavezetési
modot (elvet) kiilonit el egymastol, az interim illetve az ex-ante megkozelitésmodot.

Erdekesség, hogy mar Harsanyi [1967-68] is emlitette a Bayesi-jatékok vissza-
vezetésének mindkét modjat, igy a két visszavezetési mod gyakorlatilag egy idés a
Bayesi-jatékkal.

Az ex-ante megkozelitésmod lényege, hogy a jatékosok minden altaluk megkii-
lonboztethets vilagallapot esetére készitenek egy stratégiat, amely a jatékos min-
den tipusdhoz hozzarendel egy cselekvést. Ezen stratégiak Osszessége lesz az ex-ante
stratégiai forméban a jatékos cselekvéshalmaza. A jatékosok ezen stratégidk koziil
valogathatnak. Tehat egy jatékos stratégidi megmutatjak, hogy a jatékos az Gsszes
altala megkiilonboztethets szituacioban, hogyan fog viselkedni.

A stratégiaprofilok a jatékosok adott stratégidinak egyiittesei, tehat egy adott
stratégiaprofil megmondja, hogy mit jatszanak a jatékosok az egyes vilagallapotok-
ban. A jatékosok az egyes stratégiaprofilokhoz tartozo kifizetései a prior vélekedés
alapjan hatarozodnak meg, vagyis az adott stratégiaprofil mellett a jatékosok Kkifi-
zetéseinek varhato értéke lesz.

Az ex-ante stratégiai formaban tehat a jatékosok még mielGtt barmilyen infor-
mécidhoz jutnanak, eldontik, hogy milyen esetben mit lépnek, majd csak ezutan
figyelik meg a tipusukat.

Az interim megkozelitésmod esetében azonban a természet Jép” elGszor. A ja-
tékosok azutan dontenek a vélekedésiikrél, hogy megkapjik az informaciot, amit a
természet ,szan” nekik (vagyis miutdn megtudjak a sajat tipusukat). A természet
gyakorlatilag meghatarozza a jatékost az altala kiildott jelzéssel, tehat minden ja-
tékosnak annyi fajtdja lesz, ahény féle jelzést kaphat, vagy mas szoval ahany féle
tipusa van.

Miutan megtudta a jatékos, hogy mi is a tipusa, beleépiti a vélekedésébe, igy
kapja meg a fent emlitett elsérendd vélekedését. Ebbdl adodik, hogy a kiilonbo6zé
tipusokban a jatékosok vélekedése kiilonbozik. Egy adott tipusa jatékos csak egyféle
cselekvést valaszthat (hiszen a tipusok azonosak az informaltsaggal), azonban nem
tudja pontosan, hogy az ellenfeleinek mi a tipusa, ezért egy "csonka stratégiaprofilt"
képzel a jatékos, amely tartalmazza az 6 tipusit, és a tobbi jatékos Gsszes tipuséat.
Ezt a fajta megkdzelitést tekinthetjiik tgy is, mintha a fenti stratégiaprofilokat le-

sziikitenénk oly mdédon, hogy rogzitjiik az egyik jatékos tipuséat.
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A kifizetések ezen "csonka stratégiaprofilokhoz" rendelédnek hozza, de az interim
stratégiai forma esetén az egyes tipusokban a prioroknal t6bb informéaciot tartalmazo
els6rendii vélekedések is rendelkezésre allnak, igy ez alapjan kaphatjuk meg az egyes
tipusokhoz tartozo interim kifizetéseket. Igy az egyes tipusokban a jatékosunk min-
den "csonka cselekvésprofilhoz" szamit egy varhato értéket az els6rendi vélekedései
alapjan.

Ebbél adodoan a kiilonbozé jatékosok kiilénbo6zé tipusai eltérhetnek mind a ki-
fizetésekben, mind a tobbi jatékos tipusarol valod vélekedésben, igy egész mas ered-
ményt kaphatunk, ha ugyanazon feltételek mellett més tipusi jatékosok taldlkoznak.
Ezt az egyensilykeresésnél figyelembe kell venni. Ennek a problémanak az interim
megoldésa, hogy egy olyan jatékot konstrudlunk, ahol minden tipus talalkozik min-
den tipussal, igy egyetlen féle interakciot sem hagyunk figyelmen kiviil. Ugyesen
meghatarozott kifizet6fiiggvényekkel pedig azt is el lehet érni, hogy az egyes jatéko-
sok sajat tipusai indifferensek legyenek egymasra (vagyis a jatékos egyik tipusanak
dontésének valtozasa ne zavarja a masik kifizetését.)

Igy végss soron egy olyan jatékhoz jutunk, ahol minden jatékos tipusa egy kiilon

jatékos, akinek sajat vélekedése és sajat kifizetGfiiggvénye van.

3.2. Tipusok megjelentetése a modellben

3.2.1. megjegyzés. Ebben az alfejezetben dltalanossdgban tdrgyalom a tipus meg-

jelenésének problémdjdt, igy itt nem sziikséges feltenni a prior vélekedéseket.

A tipusok, mint mér t6bbszor is utaltam ra, nem masok, mint az egyes jatéko-
sok informaltsaga. Véges esetekben ezt leginkabb a vilagallapotok 2 halmazanak
particiokra valé bontasaval lehet jol szemléltetni, ahol az egyes particiok jeldlik a
tipusokat.

Az altalam hasznalt tipustérben nem jelennek meg kozvetleniil a tipusok, ennek
oka, hogy €)-t nem feltétleniil lehet olyan particidkra bontani, ahol a particiok benne
vannak az i jatékos informaltsagat reprezentalé M, halmazrendszerben. Azonban a

Bayesi-jaték stratégiai formajanak felirasahoz sziikségiink van a tipusokra.

3.2.2. definici6 (Tipusrelacio). Legyen (H,{(2, M;)}ieng, 9, {[i}ien) egy tipus-
tér. Tekintsiik az R; : Q X Q reldciot, ahol wi,wy € ) esetén wy R;wo azt jelense, hogy

VAe M, :wi € A= wy € A. Ext a relaciot a Q) tipusreldcidjanak nevezzik.

A tipusrelacio "Osszekapcsolja" azokat a vilagallapotokat, amelyeket az adott
jatékos nem tud megkiilonboztetni egymastol. A célom vele az, hogy a vilagéllapo-

tokat a tipusoknak megfelel6 csoportokba soroljuk. Azonban hogy a fenti definicié
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valoban garantalja azt, hogy a tipusrelacid szét képes valasztani az egyes tipusokat
egymastol, még nem latszik. A kovetkezd allitas segitségével viszont megmutatjuk,

hogy val6ban csoportokba sorolja a vilagallapotokat.
3.2.3. allitas. A T tipustéren értelmezett R; tipusreldciok ekvivalencia reldciok.
Bizonyitas:
1. Reflexivitas: Definiciobol azonnal adodik.

2. Szimmetria: Indirekt tegyiik fel, hogy wi,ws € Q,VA € M, esetén w; € A =
wy € A (w1 Rjws), de 3B € M, hogy we € B és wy ¢ B (wyRSwy). Vegyiink egy
tetszéleges C' € M; halmazt, amelyre wy € C. llyen biztosan létezik, hiszen
) € M,. Vegyiik észre, hogy C\ B € M,, mivel M; komplementumzart. Ekkor
wy € C\B és wy ¢ C\ B, ami pedig ellentmondas.

3. Tranzitivitas: Legyen tetszéleges wy, ws, w3 € ), amelyekre wy Rjws, ws R;ws. A

definiciot felhasznélva lathatjuk, hogy
VAe M;:wi €A=w, € A= w;3 € A
Amibél kévetkezik, hogy wy R;ws.
O

Ez pontosan azt jelenti, hogy a relacioban 1évé vilagallapotok olyan ekvialencia-
osztalyokat hoznak létre, amelyek elemeit az adott jatékos nem képes megkiilonboz-

tetni egymastol. Ebbdl adodik a kdvetkezs definicio.

3.2.4. definici6 (Tipushalmaz). Legyen T egy tipustér és R; az i jdtékos tipusre-
lacidja, ekkor jelolje T; = (2, R;) az R; Q2-n vett hdanyadosterét. A T; halmazt ezutdn

az 1 jatékos tipushalmazdnak nevezziik.

A tipushalmazok tartalmazzak a jatékosok lehetséges tipusait, azaz a t; ekvi-
valenciaosztalyokat. Azonban még nincs kész, hiszen a kovetkezékben erGteljesen
szeretnék tamaszkodni arra, hogy azonos tipusba tartozo vilagallapotokban ne kii-
lonbo6zhessen a jatékos vélekedése. Ez egy elég logikus kévetelmény, hiszen ha két
vildgéllapotban mast gondol a jatékos akkor azt a két allapotot meg kellene, hogy
tudja kiilonboztetni. Ezt a kdvetelményt latjuk be az alabbiakban.

3.2.5. allitas. Legyen T = (H,{(, M) ieny, 9, {fi}ien) egy tipustér és {T;}ien
a rajta értelmezett tipushalmazok. Ekkor tetszdleges t; € T; esetén, ha wi,ws € t;,
akkor fi(w1) = fi(wa).
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Bizonyitas: Legyen fi(wi) = p1 és fi(ws) = po (p1, pe € A(Q, M_,)).
Ekkor py = pe pontosan akkor, ha VA € M _; esetén pu; = po.

Indirekt tegyiik fel, hogy w1 # uo. Ez a fenti miatt azt jelenti, hogy 3A € M _,,
amelyre 113 (A) < p2(A). (Forditott relacié esetén atindexeléssel ugyanezt kapjuk.)
Ekkor dp € [0, 1], amelyre p1(A) < p < pa(A).

Az A(Q, M_;)-n értelmezett a definicioban szereplé A* o-algebra definici-
6ja miatt AU € A*, amelyre us € U, de py ¢ U.

Ez pontosan azt jelenti, hogy wy € f;'(U) és wy ¢ f;, '(U). Viszont f; M;-
mérhetd, tehat f;'(U) € M;. Ez pedig ellentmondas.

O

Az alabbiakban az informaltsagra alapozva definidltuk a tipusokat, és megmu-
tattuk, hogy egy tipusban a jatékos csak egyféleképp vélekedhet. Azonban miel6tt
nekilatnank a stratégiai formak felirasanak, még meg kell ismerkedniink a vélekedé-

sek mogott meghizodod matematikai problémékkal.

3.3. A prior és az elsérendii vélekedés konzisztenciaja

A Bayesi-jaték ex-ante és az interim megkozelités egy fontos kiilonbsége az altaluk
alkalmazott vélekedésekben rejlik. Az els6 esetben a prior vélekedés alapjan hoz-
zuk meg a dontéseinket, valasztjuk ki a megfelel6 stratégiat, mig a masodikban az
els6rendii vélekedéseinket alkalmazzuk. Egyszertibb esetekben az els6rendi véleke-
dés nem mas, mint a mar jol ismert feltételes valoszintiség, azonban ez az ut ilyen
formaban nem mindig jarhat6. Ugyanis a feltételes valoszintiség naiv definicioja fel-
tételezi, hogy a tipusunk mérheté halmaz, raadasul nem nulla valoszintiségt. Ezek
a feltételek azonban ritkadn teljesiilnek ilyen formaban, igy ez a megkozelités nem
vezet eredményre.

Emiatt a feltételes valoszintiség naiv definicidja helyett egy altalanosabb, mér-
hetd struktirakra jol alkalmazhato megkozelitést fogok alkalmazni. Az aldbbiakban
Medvegyev| [2002| alapjan réviden bemutatom a fenti probléma feloldésahoz sziik-

séges matematikai hatteret, illetve ravilagitok a témaval valo kapcsolatéara.

3.3.1. definici6. Legyenek (X, A) és (Y, B) tetszdleges mérhetd terek. A
P:XxB—|0,1]

fiigguényt datmenetvaldszindségnek mondunk, ha

1. minden régzitett B € B halmazra az v — P(x, B) figgvény A-mérhetd,

17



2. minden rogzitett v € X-re a B — P(x, B) valdszintiségi mérték az (Y, B) téren.

3.3.2. megjegyzés. Tetszileges T tipustér esetén az f; tipusfiggvények valdjdban

datmenetvalosziniségek.

3.3.3. definicio. Legyen (2, A, P) egy tetszdleges valdsziniségi mezd, & : Q — R
valoszindségi vdltozd, valamint a B eqy telszdleges o-algebra, amelyre B C A. Ek-
kor az M(&, B)-fel jelolt kiterjesztett valds szam értékd figgvényt feltételes vdrhato

értéknek nevezziik, ha minden B € B esetén

/ ¢dP = / M(&, B)dP.

Specidisan, ha & = xa, akkor ezt a feltételes vdrhato értéket P(A|B) mddon
jelolyiik és feltételes valoszintiségnek nevezzik. Ekkor a fenti definidlo egqyenldség az
alabbinak adodik:

P(ANB) = / P(AB)dP VB eB.
B
3.3.4. megjegyzés. A Radon-Nikodym tétel kivetkeztében P(-|B) P-majdnem min-

dentitt eqyértelmiien meghatdrozott.

3.3.5. definicié. Egy tetszileges Bayesi-jdaték esetén a prior és az elsdrendid véle-

kedés eqgymdssal konzisztens, ha az f; M;-mérhetd, és

. | pi(IMy) , haVA € M, w € A esetén p;(A) > 0,

fi(w) 7.
v eqyébként,

ahol p;({|M;) a pi-bdl szdrmazo feltételes valdsziniiség, v pedig egy tetszdleges valo-

szintdségi mérték A(Q, M_;)-bdl.

Az alabbiakban megismerhettiik a prior és az elsérendi vélekedést meghatarozo
fi tipusfiiggvények kapcsolatat. Jol lathato, hogy a kettd szoros kapcsolatban all
egymassal, ami nem mond ellent a logikanak, hiszen azzal, hogy kap a jatékos egy
1j informaciot, az eddigi vélekedéseit nem dobja sutba. Kivétel akkor, ha egy olyan
informacio birtokaba jut, amelyre nem szamitott, ilyenkor egy teljesen ) vélekedést

kell felallitania.

3.4. Interim és ex-ante megkozelités a modellben

Miel6tt még felirnam a Bayesi-jaték interim és ex-ante stratégiai formajat, még

egy fontos lépést be kell iktatni. A stratégiai formakban cselekvés gyanant hasznalt
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stratégiak meghatarozasanél tobb szempontot is figyelembe kell venni. A fentiek-
ben emlitett "csonka stratégiat" nem definidlom, bar az interim stratégiai forma az
elmondottak alapjan indokolna. Viszont mindjart latni fogjuk, hogy az alabb be-
mutatott stratégia definicié az interim stratégiai forma esetében is hasznéalhato, s6t

egyszeriibb format kolcsénoz neki.

3.4.1. definici6 (Stratégia, stratégiahalmaz). Legyen G egy tetszdleges Bayesi-
jaték. Vegyiink ekkor eqy s; - Q — A; M-mérhetd figguényt. Ekkor az s; fiigguényt az
1 jdtékos stratégidjinak nevezziik. Ezen stratégidk dsszességét tartalmazo S; halmazt
pedig az 1 jatékos stratégiahalmazdnak, valamint a X;enS; elemeit stratégiaprofilok-

nak nevezzik.

Amint lathato, ez a stratégia definici6 nem a stratégiai formakhoz, hanem a
Bayesi-jatékhoz van konstrudlva, igy nem kell két kiilonb6z6 (ex-ante és interim)
stratégiat bevezetni. Ennek a kényelmi szempontokon til az a szerepe, hogy az

egyensilyi stratégidk igy kozvetleniil 6sszehasonlithatoak lesznek.

3.4.2. definici6 (Bayesi-jaték interim stratégiai formaja). A |2.2.1. definici-
dban szerepld G = (N, T,{A;}ien, {uwi}ien) Bayesi-jaték interim stratégiai formdgd-
nak nevezziik a G™ = (T,{ Ay, }.er, {us, h.er) jdtékot, ahol

o I'= | T;, ahol T; az i jdtékos tipushalmaza,
ieN

[ ] At7éA“Z€N,tz€E7

o u, S — R, u,(s) = /ui(w,s(w))d,ut“ ahol p, = fi(w'), ha ' eleme t;

Q
ekvivalenciaosztalynak, és s € S egy tetszdleges stratégiaprofil.

A fenti egyszeriisités miatt az interim stratégiai forma nem pontosan egyezik
meg a definiciéban szerepl§ stratégiai formaval. A jatékosok halmaza itt is
ugyanazt a szerepet tolti be, csak ez esetben az Osszes jatékos Osszes tipusa (T) lesz
az. Az "interim jatékosok", vagyis a tipusok akcidi szintén hasonlo szerephez jutnak,
mint a stratégiai forma definicioban. Ez esetben az egyes tipusok cselekvéshalmaza
meg fog egyezni a hozza tartozo jatékos cselekvéshalmazaval, ugyanis a jatékosok
minden vildgéllapotban ugyanazon cselekvések koziil valaszthatnak.

Eddig ez teljes mértékben megegyezik a stratégiai formara felirt definicioval,
azonban hamar szemet sztrhat, hogy a kifizet6fiigvények ezittal nem a cselekvés-
profilokhoz rendelédnek hozza, hanem a Bayesi-jatékbol "segitségiil hivott" straté-

giaprofilhoz. A cselekvéshalmazos hozzarendelést azért vetettem el, mivel rogzitett
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vilagallapotok esetén minden jatékos tipusa adott, igy az u; fliggvények csupan ezen
tipusok akcioitol fiiggnek. Fzt csak feleslegesen bonyolult jel6lésekkel lehetett volna
megoldani, aminek pusztan annyi elénye lett volna, hogy igy megkapjuk az egzakt
definiciot.

Az s fliggvény valdjaban nem tartalmaz kiilonb6z6 informéciot, mint az inte-
rim cselekvésprofil, hiszen az s;-k mérhet&sége biztositja szimunkra, hogy egy adott
tipuson beliil a jatékos ne alkalmazhasson tobb kiilonbozé cselekvést. Igy az s pon-
tosan azt hatarozza meg, hogy melyik jatékos mely tipusa esetén mit jatszik. Tehat
valojaban csak latszolagos a kiilonbség, ezért az igy elGallt jaték forméja valoban
stratégiai forma.

Erdemes még megjegyezni, hogy az interim stratégiai formaban az "interim ja-
tékosok" mindegyike rendelkezik egy 6nallo vélekedéssel (ez a jatékosok elsdrendid
vélekedése az adott tipusban), amely alapjan szamoljak ki a varhato kifizetéseket.
Megfigyelhetd tovabba, hogy nem hasznaltuk a p; prior vélekedéseket, helyettiik a ti-
pustérbdl szarmazo els6rendi vélekedésekkel dolgoztunk. Ebbdl adodoan az interim
feliras esetén nincsen sziikség prior vélekedésekre, igy az interim formaban tipustér

p; nélkiil, altaldnosabban hasznalhato.

3.4.3. definici6 (Bayesi-jaték ex-ante stratégiai formaja). A definicid-
ban szerepld G = (N, T, {Ai ien, {uwi }ien) Bayesi jdaték ex-ante stratégiai formdjdnak
nevezziik a G = (N, {S; }ien, {us* }ien) jdtékot, ahol

e N a jdtékosok halmaza,

e S; az i jdtékos stratégiahalmaza,

o uf”(s) = /ui(w,s(w))dpi, ahol s € X;enS;.
Q

Az ex-ante stratégiai forma felirdsa esetén pontosan visszakaptuk a stratégiai
format, amit el6zetesen definialtunk. Az N tovabbra is maradt a jatékosok halmaza, a
jatékosok cselekvései azonban a Bayesi-jaték stratégiai lettek. Itt fontos megjegyezni,
hogy a stratégia és a cselekvés kozott 1ényegi kiilonbség van, azonban ebben az
esetben a kett6 némiképp 6sszemosodik. Figyelni kell arra, hogy ha ex-ante formarol
beszéliink, akkor a Bayesi-jaték stratégiait cselekvéseknek kell nevezniink, egyébként
ragaszkodnunk kell a stratégia elnevezéshez.

Lathato tovabba, hogy itt a prior vélekedések fontos szerepet kapnak a kifize-
t6fiiggvények kiszamolasanal, igy azok semmiképp nem hagyhatoak el. Ezen véle-
kedések alapjan szamoljuk ki ugyanis a varhato kifizetésiinket. Ez utobbi az egyik

legfontosabb kiilonbség az interim és az ex-ante stratégiai forma kozott.

20



4. fejezet

A Bayesi-Nash-egyenstly

4.1. Az ex-ante és az interim Bayesi-Nash-egyenstly

Az alabbi fejezetben a stratégiai formaban felirt jatékoknal méar jol ismert Nash-
egyenstuly fogalmat fogom megvizsgalni a Bayesi-jatékok interim illetve ex-ante stra-
tégiai formai esetében. A szakirodalom mar régota alkalmazza az ex-ante stratégiai
format, igy Mas-Colell et al.| [1995] is ennek a formanak a segitségével definidlta a
Bayesi-Nash-egyenstlyt. Osborne and Rubinstein| [1994] viszont az interim stratégiai
forméat részesitette elényben, igy 6k erre épitették az egyensilyfogalmukat.

Ahhoz, hogy a két felirdsi mod kiilonbozségének nem tulajdonitottak igazan fon-
tos szerepet, nagyban hozzajarult a kétféle Bayesi-Nash-egyensily latszolagos egy-
beesése, mint ezt az[I.1.1] pontban szerepld példa is jol mutatja. Azt, hogy bizonyos
koriilmények kozott egy Bayesi-jaték mindkét forméban felirva azonos Bayesi-Nash-
egyenstlyi stratégiaprofillal rendelkezik mar Mas-Colell et al. [1995] is megmutatta,
de Battigalli et al. [2011] is hivatkozik ra.

Azonban 6k tobb olyan feltétételt is szabtak a Bayesi-jatékhoz, amelyek az alta-
lam definialt jatékban nincsenek benne. Ezek koziil egyet kell kiemelni, nevezetesen
azt, hogy a jatékosok prior vélekedései olyanok, hogy az Gsszes tipusuknak pozitiv
valészintiséget tulajdonitanak. Ennek a feltételnek a sériilése elegendd arra, hogy
létezhessen olyan stratégia, amely csak az ex-ante stratégiai forma esetén lesz Nash-
egyenstlyi, ahogy ezt a az [I.1.2] pontban szerepld példa is mutatja.

Tehat a két felirasi forméhoz tartoz6 Bayesi-Nash-egyenstlyok eltérhetnek egy-
méstol. Ennek oka az ex-ante megkozelitésben rejlik. Ekkor ugyanis a jatékosok
el6zetes p; vélekedésiik alapjan hatarozzak meg a varhato kifizetésiiket, igy azon
tipusaik cselekvését, amelyek bekovetkezésére ,nem szamitanak”, vagyis pontosab-
ban kifejezve 0 valosziniiséget tulajdonitanak, gyakorlatilag figyelmen kiviil hagyjak.

(Mértékelméleti megfontolasokkal élve a fiiggvény nullmértékd halmazon val6 meg-
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valtoztatasa nem valtoztatja meg az integral értékeét).

4.1.1. definicié (Nash-egyensily). Egy (N, (A;),u;) stratégiai formdban felirt jd-
ték esetén eqy a* € A cselevésprofilt Nash-egyensilyi profilnak, vagy réviden Nash-
egyensilynak neveziink, ha tetszdleges i esetén minden a; € A;-re

wi(a”;, a;) < w(a”,, al)

teljestil.

A Nash-egyensuly az interim stratégiai forméaban felirt Bayesi-jaték esetén min-
den jdatékos minden tipusdhoz hozzarendel egy cselekvést, amelytSl ha eltér, akkor
az adott tipus kifizetése biztosan nem lesz magasabb, mint az egyensiilyi cselekvés
esetén.

A Nash-egyensuly az ex-ante stratégiai forméban felirt Bayesi-jaték esetén min-
den jdtékoshoz hozzarendel egy fliggvényt, amely meghatarozza, hogy melyik tipusa
esetén melyik cselekvést valassza. Barmely jatékos egyoldalu eltérése az adott fiigg-

vényt6l nem novelheti az adott jatékos varhato kifizetését.

4.1.2. allitas. Az ex-ante stratégiai formdban felirt Bayesi-jaték esetén az i jatékos

kifizetése nem vdltozik, ha a stratégiaprofil p;-nullmértékd halmazon meqgudltozik.

Bizonyitas: Legyen G°* jaték esetén M € M; p;-nullmértékd halmaz,
s,s" € S a G jatékhoz tartozd cselekvésprofilok, hogy Yw € Q\M esetén s(w) =

S/(WE))‘kkor
w(s) = [utors@)dn = [ wlws@)dn+ [uilo,sw))dn
Q Q\M M
w(s) = [, s @)dpi = [ wlors@dp+ [ @)y
Azonban ) o h

[ wtestidn = [ e sw)n

Q\M Q\M
[ witos@nn=0= [ (w5 @)
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4.1.3. megjegyzés. Mivel az i jatékos t; tipusai nem feltétleniil elemei a M infor-
mdacids halmazrendszernek, igy ha t; ¢ M, akkor p;(t;) nem értelmezhetd, tehdt a
nulla valdszindségd tipus sem értelmezhetd ekkor. Azonban a[3.3.5. definicidt alapul
véve eqy kis pontatlansdgal nevezhetjik azokat a tipusokat nulla valosziniséginek,

amelyekre w € t; esetén létezik olyan A € M, hogy w € A és p;(A) = 0.

4.1.4. kovetkezmeény. Nulla valosziniséqid tipus esetén az i jatékos ex-ante kifize-

tése nem vdltozik, ha az adott tipus esetén mdst jatszik.

Az alabbiakbol az kévetkezik, hogy az ex-ante stratégiai forméaban, ha egy jatékos
nem szamit egy esemény bekdvetkezésére, akkor teljesen mindegy szamaéra, hogy a
tobbi jatékos vagy akidr 6 maga milyen stratégiat dolgoz ki arra az esetre, ha ez
kovetkezne be. Az pontban talalhat6 példa esetén ez annyit jelent, hogy Anna
meggy&z6dése arrol, hogy fejet dob gyakorlatilag érdektelenné teszi 6t affel6l, hogy
mi torténik akkor, ha mégis irds lesz. Ez amiatt érezheté probléméasnak, mert a
valésdgban, ha netdan Anna mégis irast dobna, akkor biztosan nem lenne szdmara
mindegy, hogy mit valaszt.

A[4.2.7] példaban egy olyan jatékot vazolok fel, amikor is a jatékosoknak végtelen
sok tipusa van, és mindegyik bekdvetkezésének valoszintisége 0. Ekkor, amint majd
kés6bb latni fogjuk, az ex-ante Bayesi-Nash-egyenstly megengedi szamunkra, hogy

az egyes vilagallapotokban barmit jatszunk, feltéve hogy a "vilagallapotok tobbsé-
gében jol jatszunk". Ez a nagyfoku szabadsag szintén az el6bb leirtak miatt érezheté
kissé zavaronak.

Azonban a két forma Bayesi-Nash-egyenstlya kozott mégis megfigyelhetiink némi

kapcsolatot, amelyet az alabbi tétel mond ki.

4.1.5. tétel. Egy G Bayesi-jaték esetén az interim Bayesi-Nash-egyensily ex-ante
Bayesi-Nash-egyensiily is egyben.

Bizonyitas: El6szor lassuk be, hogy az u;(w, s(w)) f;(w)(£2) valojaban nem
més, mint a definici6ban szerepl§ feltételes varhaté érték. Tetszbleges B € M,
és tetszOleges, de rogzitett A € M esetén

/ i (w0, 5()) fi (@) (A)dps = / wi(w, 5(@))d(fi(-) (A)ps)

de mivel tetszdleges C' € M; esetén (f;(-)(A)p:)(C) = [, fi(w)(A)dp; = pi(ANC),
igy ha p(C) = p;(C'N A), akkor

/ i, 5())A(f()(A)ps) = / i, 5(w))dp

B B
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Ha viszont A = Q, akkor p#t = p;, tehat tetszSleges B € M esetén fenndll a

/mwammwmmm:/mwamm% (+)

B B
Ebbél mar adodik, hogy ha s interim Bayesi-Nash-egyensilyi stratégiaprofil, ak-

kor minden ¢ € N, minden w € € és minden s’ € S stratégiaprofil esetén

ui(w, 5(w)) fi(w) (@) = ui(w, s'(w)) fi(w)(2),

Ekkor természetesen

[ s N )i > [t @ i) (D
B B
Ekkor felhasznalva a [¥ot mar kovetkezik az allitas.

O

Az alabbi tétel utdn megvizsgalva a példainkat arra juthatunk, hogy az interim
Bayesi-Nash-egyensuly szigorubb definicié. Ha a jatékosunk "alkalmazkodik" a be-
kovetkezett vilagallapothoz (pontosabban szolva a tipuséhoz), akkor mindenképp
az interim megkozelités a megfelels. Az én véleményem igy az, hogy az interim
Bayesi-Nash-egyenstly inkdbb magaban hordozza a Nash-egyenstlytol elvarhato ko-
vetelményeket, igy ennek a hasznalatat javaslom, azonban ez nem jelenti azt, hogy
nem létezhet olyan szituacio, amelyet az ex-ante Bayesi-Nash-egyensily magyaréaz
meg jobban.

A gyakorlatban el6fordulhat, hogy az ex-ante Bayesi-Nash-egyensily kénnyebben
kiszdmolhato, mint az interim. Ilyen esetekben érdemes tudni, hogy milyen feltételek

mellett egyezik meg egymaéssal a kettd.

4.1.6. tétel. Az interim és az ex-ante Bayesi-Nash-eqyensilyi stratégiaprofilok hal-

mazdnak egyezdségének elégséges feltétele, hogy pi(A) = 0 esetén A = ().

Bizonyitas: Konnyen belathato, hogy az ilyen tipustér csak véges sok ti-
pust tartalmazhat. Ezt belatva a feltételek mar egybecsengenek Mas-Colell et al.
[1995]-ben kidolgozott tételével.

O

A bizonyitasbol jol lathato, hogy ez az altalam hasznélt tipustérre valo atfogalma-
zésa a [Mas-Colell et al. [1995] altal alkalmazott "ne legyenek nullmértéki tipusok"
feltételnek.

Végezetiil lassunk egy konkrét példat a Bayesi-Nash-egyensilyra végtelen sok
tipust tartalmazo tipustér esetén. A példa azt a célt szolgélja, hogy érzékeltesse az
olvasoval az ex-ante "pontatlansiagat", és bemutassa a fenti allitdsok gyakorlatban

val6 megvaldsulasat.
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4.2. Példa a Bayesi-Nash-egyensiilyra végtelen sok

tipus esetén

4.2.1. példa. Két jdtékos jdatszik eqy jatékot. Mindkét jatékosnak van eqy kedvenc
szama 0 és 1 kbzott, amelyet kizdrolag az adott jatékos ismer. Ezutdn mindketten
felirnak egy szdmot szintén 0 és 1 kizitt, és megmutatjik egymdasnak. A [xx}-ban sze-
repld fligguény megmondja, hogy ha az elsd jdatékos kedvenc szdma, hy és x1 az dltala
felirt szam, a mdsodik jatékosé pedig hs illetve x4, akkor mennyi az eqyes jdtékosok
kifizetése. A jdtékosok prior vélekedése a kedvenc szimok alakuldsdrdl egyenletes el-
oszldst kdvet, illetve minden jatékos gy véli, hogy az & kedvenc szdmdtol nem figg

a masik jdatékos kedvenc szima.

Ui(hl, hQ,ZEl,Ig) =1 (leg — h1h2)2 1 € {1, 2} (**)

Miel6tt a jaték egyensulyat vizsgalnank érdemes néhény szot ejteni a tipustérrdl.
Els6 lépésként vessiink egy pillantast a természet lehetséges allapotainak halmazara:
H =10,1] x [0,1]. Ez természetesen nem mas, mint a sikbeli egységnégyzet. Ennek
egy tetszlleges eleme (hy, he) € H esetén jelolje hy az els6 jatékos kedvenc szamat,
mig ho értelemszertien a masodik jatékos kedvenc szamat. Az egyszertiség kedvéért
ebben a példiban a természet minden &allapotdban a jatékosok vélekedése a masik
jatékos kedvenc szaméarol egyenletes eloszlast kovet, tehat a H azonosithato az €2-val.

Lathato tovabba, hogy az els6 jatékos altal nem megkiilonboztethetd vilagalla-
potokat az alabbi M, = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : © = a} tipust halmazok jelenitik
meg. Szavakban kifejezve ez annyit tesz, hogy amennyiben az els6 jatékos kedvenc
szama a, akkor 6 nem tud még semmit mondani a masik jatékos kedvenc szaméa-
rol. Igy az elsG jatékos informaltsagat megjelenit halmazrendszer mar egyértelmien
adodik: My = o({M,}, Ya € [0,1]). Ezzel szimmetrikusan hatarozhat6 meg a ma-
sodik jatékos informéaltsagat megjelenitd My halmazrendszer. A természet, mint 0.
jatékos" szerepe ebben az esetben nem jelentds, hiszen nem birtokol olyan jelentds
informaciot, amelyet a tobbi jatékos valamelyike nem. Emiatt ez esetben nem kell
vele kiilon foglalkozni.

A tipustér tovabbi elengedhetetlen tartozékai az ezen halmazok kozti kapcsola-
tot megjelenits fiiggvények. FEzek egyike a vildgallapotokbol a természet allapotait
megallapito g : Q0 — H fliggvény, ami a fentiek alapjan nem mas, mint az identitas
fliggvény, ugyanis ez a két halmaz ez esetben megegyezonek tekinthetd.

Azt, hogy mint gondol az egyes vilagallapotokban az adott jatékos az f; tipus-
fiiggvények segitségével lehet meghatarozni, igy az f; : Q — A(Q, M), fi((hi, h3)) =

i, ahol p folytonos valoszintiségi valtozo, melynek f, : 2 — R stirtségfiiggvénye:
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0 ha h; # h?

Ez pusztan annak a feladatbeli feltételnek a matematikai megnyilvanulésa, hogy

fu(hy, he) = {

az egyes jatékosok egyenletes eloszlast tulajdonitanak egymas kedvenc szamainak.

A Bayesi-jaték meghatarozasahoz a tipustéren tul sziikség van még a jatékosok
cselekvéshalmazaira is. Az eddigi példakkal ellentétben itt minden jatékos A;-val
jelolt cselekvéshalmaza végtelen elemi (rdadasul kontinuum szamossagi). A jaté-
kosok &ltal valasztott szdmok az adott intervallumon beliil barhol el6fordulhatnak
(A; = [0,1]). Igy a [+ pontban mar felirt kifizetsfiiggvénnyel egyiitt mar rendelke-
zésiinkre is 4ll a Bayesi-jaték.

Ebben a jatékban a jatékosok stratégiit az s; : Q — [0, 1] jelenti, feltéve, hogy
ez M;-mérthets. Ez a két feltétel dsszefoghato, és s; : [0, 1] — [0, 1] forméban irhato,
ahol az i jatékos lehetséges kedvenc szaméahoz rendeljiik hozzé az egyes szamokat. Ez
azért lehetséges, mert a jatékosok informacioshalmazait reprezentalhatjuk a kedvenc
szamukkal.

A jaték interim stratégiai forméjaban ebbdl adédoan a jatékosokat megjelenits
T halmaz elemei a jatékosok kedvenc szamai lesznek (T = N x [0, 1]). Az igy képzett
"interim jatékosok" cselekvéshalmaza tovabbra is a [0,1] lesz. A kifizetsfiiggvényeket

minden ¢; € T-re az

1 1
ug, (8) = /ui(hl, ha, s(hy, he))dh_; = /1 — (235_i(h_;) — hihy)*dh_;,
0 0
ahol 7 € {1,2} és h_; a masik jatékos lehetséges kedvenc szamat jeloli.
A jaték ex-ante stratégiai formajaban a jatékosok halmaza tovabbra is az {1, 2}
marad, mig a cselekvéshalmazuk a fentebb definialt stratégidk lesznek. Ehhez a

felirashoz tartozo kifizetSfiiggvény pedig a kovetkezd lesz:

1 1 1 1
é //UZ hl,hg, (hl,hz) dhldhg //1 81 h1 82<h2> hlhz)zdhlth.
0 0 0

Vegyiik az sf(h;) = h; stratégiat mindkét jatékos esetében. Ekkor az ezekbdl
alkotott stratégiaprofil a Bayesi-jaték interim stratégiai formajanak Nash-egyenstlya

lesz. Ugyanis tetszGleges t; € T esetén és tetszGleges s € S stratégiaprofil esetén:

1 1

Uy, (S*) — Uy, (S) = / 1-— (hlhz — hlhg)zdh_i — / 1-— (ZL‘Z'S_Z‘(h_Z‘) — h1h2)2dh_i ==
0 0
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1
= /(xzsl(hz) — h1h2>2dh,i 2 Odh,Z =0
0

S — _

Megjegyzendd, hogy a fentib6l a Bayesi-Nash-egyenstulynal tobb kévetkezik, ne-
vezetesen, hogy s* valasztasa esetén minden jatékos kifizetése maximaélis lesz.

A[T1.5 tételbol kovetkezik, hogy az s* az ex-ante stratégiai forma esetén is Nash-
egyenstly lesz. Véltoztassuk meg valamely j jatékos esetén s} cselekvést az alabbi

modon: Rogzitsiink két d, h* € [0, 1] egymastol kiilonb6z6 szamot, és legyen

s;(h) =

h hah#d
d hah=h*

Ekkor, ha tekintjiik s" € S cselekvésprofilt, ahol a j jatékos ezt az s’ cselekvést,
mig a mésik jatékos tovabbra is az s*; cselekvést hasznilja. Ekkor s* és s’ csak
azon a halmazon fog kiilonbozni egymaéastol, ahol j jatékos kedvenc szama h*. Ez
az egységnégyzeten egy szakaszt jelent. Nevezziik ezt a halmazt M-nek. Konnyen
belathato, hogy p;(M) = 0, igy a allitds miatt minden i-re u;(s*) = wu;(s'),
amibdl kovetkezik, hogy s’ is Nash-egyensiily az ex-ante stratégiai formaban.

Az interim stratégiai formaban a j jatékos h* tipusanak (jelolje ezt ¢;) kifizetése

a két cselekvés esetén viszont kiilonbo6zé:

1

Utj (S*) — Utj (SI> =1- /1 — (h,jd — h1h2)2dh—j =
0

=1- [h_j —(d— hﬁ@}: = (d — h;)* > 0.

Ebbdl adodik, hogy a j jatékosnak megéri inkadbb s

*

j
stratégiaprofil nem lehet Bayesi-Nash-egyensily az interim stratégiai formaban.

stratégiat valasztani, tehat s’
Innen lathato, hogy ha a jatékosok megszamlalhatoan sok esetben eltérnek az s*

stratégiaprofiltol, akkor az ex-ante megkozelités esetén tovabbra is Nash-egyenstlyhoz

jutunk, azonban az interim esetben nem.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat megirasakor arra probaltam tigyelni, hogy a csak limitalt jatékelméleti
ismerettel rendelkez6 olvasé is megérthesse a mondandém f6bb tartalmat (minimalis
jatékelméleti képzettség azonban attol tartok elengedhetetlen), igy alaposan kidol-
gozott példakkal igyekeztem segiteni az olvasot az alapvets fogalmak és problémak
megértésében, amelyek taldn elGsegithetik a téma irdant érdekl6dének az absztrakt
fogalmak némileg vilagosabb megértését.

Az aldbbi dolgozatban elsésorban a Bayesi-jaték ex-ante és interim stratégiai for-
majatval szerettem volna megismertetni az olvaso, illetve felhivni a figyelmet ennek a
két felirasi modnak a kiilonbozGségére, kiilonos tekintettel a Bayesi-Nash-egyenstly
két kiilonbo6z6 definiciojara. Mindezt a lehets legaltaldnosabb keretek kozott igye-
keztem megtenni, ugyanis a bonyolultabb modellek esetében jon ki els6sorban az
altalam targyalt kiilonbség. Emellett a Bayesi-jaték interim és ex-ante stratégiai
formajara egy széles korben alkalmazhato definiciot akartam kredlni, amely segit-
séget nyijt mind nekem, mind a tobbi a téma irdnt érdekl§dd szamara a tovabbi
alkalmazasban.

A Bayesi-jaték interim stratégiai formajanak felirasahoz bevezettem a tipusok
fogalmat a tisztan mérhetd tipustérben. Az igy megalkotott interim stratégiai forma
definiciobm még az univerzalis tipustér esetén is megallja a helyét.

A Bayesi-jaték ex-ante stratégiai forméaja azonban sokkal kevésbé tiinik megfele-
16nek az ilyen altalanos struktiran torténé meghatarozésra, igy hogy a két stratégiai
format Osszehasonlithassam némiképp sztikitenem kellett a vizsgalhaté tipusterek

halmazat.

Az ex-ante és az interim stratégiai forma kiilonbségének targyalasat elsGsorban
a Bayesi-Nash-egyensilyra hegyeztem ki. Mindenekel6tt bemutattam, hogy milyen
"problémék" meriilnek fel az ex-ante stratégiai forma esetén, ha nulla valoszintiségi

tipussal is rendelkezik a tipustér. Ezutan megmutattam, hogy az interim Bayesi-
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Nash-egyensily szigoribb, mint az ex-ante, és ez utdbbi két tulajdonsaga miatt
ugy vélem, hogy az interim Bayesi-Nash-egyenstly inkabb kifejezi a Nash-egyenstly

mondanivalojat.
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