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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban egy koltségelosztasi problémat szeretnénk megoldani. A koltségelosztési
problémak a gazdasagi élet szamos teriiletén felmeriilnek. Ahol egy adott szolgaltatast
egyiittesen tobb ember vesz igénybe, rogton felmeriil a kérdés, hogy az adott szolgaltatés
koltségét milyen aranyban osszék el az igénybevevk kozott. A koltségelosztasi probléma
indukal egy koltségjatékot. Ha az egyes jatékosok Osszefogasabol megsziiletd koalicio kolt-
sége az 6t alkotod jatékosok koltségének maximuma, akkor airport jatékrol beszélhetiink.
Dolgozatunk kézéppontjaban az airport jatékok osztalya all.

A dolgozatot egy elméleti attekintéssel kezdjiik, amelyben bemutatjuk az atruhézhato
hasznossagi kooperativ jatékokat, roviden TU jatékokat. Ebben a fejezetben a késGbbi
vizsgalatokhoz elengedhetetleniil sziikséges fogalmakat, allitasokat targyaljuk. Bemutatés-
ra keriil egy fontos fogalom, a Shapley-érték és ehhez kapcsolodoan a Shapley-megoldas.
A koltségek elosztasanak kérdésekor fontos szerep jut a Shapley-megoldasnak. Valamint
igyeksziink gyakorlati példaval ravilagitani arra, hogy a koltségek elosztésanal hasznalt
axiomak jogosan elvart tulajdonsagokat fogalmaznak meg az elosztésra nézve.

Ezutan részletesen bemutatasra keriilnek az airport jatékok, valamint ezen jatékok
fontosabb tulajdonsagai. Majd igazoljuk, hogy a Shapley| (1953) és Young| (1985) tételek
teljesiilnek az airport jatékok osztélyan is. A Shapley-érték Young-féle axiomatizélasanak
igazolasahoz az eredeti Young-féle bizonyitast alkalmazzuk. Az allitast, hogy a fent emli-
tett tételek teljesiilnek az airport jatékok osztalyan, elGszor Dubey (1982) illetve [Moulin
és Shenker| (1992) igazoltéak.

A Thomson (2007)) cikk egy attekintést ad az airport jatékok osztalyan elért eredmé-
nyekrsl. Dolgozatunkban feldolgozzuk az emlitett cikk egyes fejezeteit. A cikkre tdmasz-
kodva igazoljuk Dubey| (1982) illetve [Moulin és Shenker]| (1992)) eredményeit. A bizonyitas
menete soran megmutatjuk, hogy a|Thomson| (2007)) cikk axiomai megfeleltethetsk a szo-
kasos jatékelméleti axioméknak és mivel a Shapley-érték eredeti Shapley-féle és Young-féle

axiomatizaciojat belatjuk airport jatékokra az eléz6 fejezetben, igy Dubey illetve Moulin



és Shenker eredményei konnyen igazolhatdak. Ezzel a bizonyitassal 1j igazolast adunk a
Dubey| (1982) illetve Moulin és Shenker| (1992) eredményekre.

A témakorben tobb alkalmazas, eredmény megtaladlhaté magyar nyelven is a kdvetkezs
munkakban: |Csoka) (2003), Balog et al. (2010)), Pintér| (2009), [Pintér (2007) és [Solymosi
(2007).

A [Forgo és Olajos (1991) cikk eredménye latszolagos ellentmondasban van jelen dolgo-
zat eredményével az axiomatizacié terén. Ezen ellentmondas vizsgéilata és feloldasa még

tovabbi kutatas targyat képezi.



2. fejezet
TU jatékok

Ebben a fejezetben célunk a TU jatékok bemutatasa, a dolgozat késébbi fejezeteiben els-
fordul6 fogalmak bevezetése és a fontosabb eredmények attekintése. Ebben segitségiinkre
volt a Peleg és Sudholter| (2003)) konyv, valamint a kovetkezd cikk és elektronikus jegyzet:
Pintér (2009)) és Solymosi| (2007))

Legyen N a jatékosok egy nemiires, véges halmaza. A jatékosok egy S C N részhal-
mazat koalicibnak nevezziik. Specidlisan, az N a nagykoalicio, az () pedig az iires koalicio.

Az N halmaz Gsszes részhalmazainak osztalyat P(N) jeloli.

2.1. Definici6. Legyen N # ), |[N| < oo a jatékosok egy halmaza. Legyen v : P(N) — R
olyan fiiggvény, melyre v(0) = 0. Ekkor a v-t dtruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jdatéknak
( coalitional game with transferable utility, roviden TU game) nevezzik. Valamint jelilje

GY az N jdtékoshalmazzal rendelkezd TU jdtékok osztdlydt.

Az atruhézhato hasznossagi jatékok leggyakoribb reprezentacidja a kovetkezd: a koa-
liciok emberek csoportjat jelentik, a kifizetések pedig pénzben értenddk, amit a koalicio
tagjai tetszélegesen feloszthatnak maguk kozott. A definicioban szerepls v fiiggvény a
kiilonboz6 koaliciokhoz rendel mas-més kifizetést. (A kifizetést mérhetjiik pénzben vagy

barmilyen tetszdleges mértékegységhen, vagy pedig jelenthet hasznossagot is.)

2.2. Definicié. Eqy v € GV jdték dudlisa az a v € GN jdték, amelyre teljesil minden
S C N koalicid esetén, hogy v(S) =v(N) —v(N \ S).

2.3. Definici6. Eqy v € GV jdték monoton, ha S C T = v(S) < v(T) teljesiil minden
S,T C N koalicio esetén.

2.4. Példa. Legyen N = {1,2,3} és legyen v a kovetkezs: v({1}) = 1, v({2}) = 2,
v({3}) = 1, v({1,2}) =3, v({1,3}) = 3, v({2,3}) = 4, v({1,2,3}) = 4. Lathato, hogy
a nagykoalicio értékénél (4) nem nagyobb az egyes jatékosok kifizetése (rendre 1,2,1),

valamint a kétszemélyes koaliciok kifizetése (rendre 3,3,4) is kisebb vagy egyenld, mint
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a nagykoalicio kifizetése. Valamint a kétszemélyes koaliciok kifizetése (rendre 3,3,4) nem

kisebb, mint az egy f6s koaliciok értéke (rendre 1,2,1).

2.5. Definicié. Egy v € GV jdték szubadditiv, ha minden S, T C N koaliciéra, amire
SNT =0 igaz, teljesil, hogy v(S) +v(T) >v(SUT).

2.6. Példa. Legyen N = {1,2,3} és legyen v a kovetkezd: v({1}) = 1, v({2}) = 2,
v({3}) = 1, v({1,2}) = 3, v({1,3}) = 2, v({2,3}) = 2, v({1,2,3}) = 3. Itt hat esetet
kell vizsgalni (az iires halmaz esetében mindig teljesiil a feltétel), ugyanis az S, T részhal-
mazok metszetének iiresnek kell lennie, ami az {1}-{2, 3}, {2}-{1, 3}, {3}-{1, 2}, {1}-{2},
{1}-{3} és {2}-{3} részhalmazparokra teljesiil. Az els6 harom részhalmazpéar esetében
az uni6 a nagykoalicio. Az egyéni kifizetés (rendre 1,2,1) és a hozzatartozd kétszemélyes
koalicio kifizetésének (rendre 3,2,2) dsszege mindegyik esetben nem kisebb a nagykoalicio
kifizetésénél (3). Az elsé két esetben szigoru egyenlGtlenséggel, az utolso esetben egyen-
16séggel teljesiil a megadott feltétel. A méasodik harom halmazpar esetében az uni6é a
kétszemélyes koaliciokat jelenti. A két fGs koaliciok értéke (rendre 3,2,2) nem nagyobb a
hozzatartozo két egy f6s koalicio kifizetéseinek Osszegénél (rendre 3,2,3). Lathato, hogy
az els6 két esetben egyenlGséggel, az utolsé esetben szigoru egyenl6tlenséggel teljesiil a

megadott feltétel.

2.7. Definicié. Egy v € GV jdték konkdv, ha minden S, T C N koalicidra teljesiil, hogy
v(S)+o(T)>v(SUT)+v(SNT).

2.8. Allitas. Minden konkdv jdték szubadditiv.

Bizonyitds. Szubadditiv jatékok esetén csak S NT = () halmazokat kell nézni, viszont ez
esetben v(S NT) =0, amibdl az allitas adodik. O

2.9. Definicié. Egy c € GV jdték kéltségjdték, ha nemnegativ, monoton és szubadditiv.
(A nemnegativ tulajdonsdg azt jelenti, hogy ¢ : P(N) — Rt U {0})

Tehat koltségjaték alatt egy olyan c fiiggvényt értiink, ami a kiilonb6z6 koaliciokhoz
nemnegativ értéket rendel. Ez az érték szimbolizalja, hogy az egyes koalicioknak mennyibe
keriil egy adott szolgaltatast igénybe venni. Beszélhetiink még koltségelosztasi problémérol
is (cost allocation problem), amikor adottak az egyes jatékosok koltségei és ekkor a feladat

a nagykoalicio koltségének, vagyis az 0sszkoltségnek a elosztésa a jatékosok kozott.

2.10. Definicié. 4 ¢ : A = RV fiiggvényt, ahol A C GV, az A halmazon értelmezett

megolddsnak nevezzik.

Megjegyzés: A = jelolést halmazértéki fiiggvény megadésara alkalmazom.



2.11. Definicié (Gillies (1959)). Legyen N = {1,2,...,n} a jdtékosok egy halmaza, a
jatékosok eqy S C N részhalmaza pedig koalicio. A kéltségfiigguényt jelélje c. Ekkor az
c € GV kiltségjdték magjdn a kovetkez6t értjiik:

Core(c) = {a: eR": le = ¢(N), minden S —reri < c(S)}
i=1 ies
2.12. Példa. Legyen N = {1,2,3} és legyen c a kovetkezs: c¢({1}) = 1, ¢({2}) = 2,
c({3}) =3, c({1,2}) = 2, c({1,3}) =3, ¢({2,3}) =4, ¢({1,2,3}) = 5. Ekkor a kdvetkezs
egyenlgségnek és egyenlGtlenségeknek kell teljesiilni ahhoz, hogy az x vektor a jaték magja
legyen: (1) zy <1, (2) 22 <2, (3) 23 <3, (4) x14+22 <2, (5) x1+2x3 < 3, (6) xo+2x3 < 4,
(7) 1 + xo + x3 = 5. (6) és (7) alapjan az kovetkezik, hogy x; > 1. Ezt dsszevetve (1)-
gyel adodik, hogy x; = 1. (5)-bdl és (7)-bdl kiovetkezik, hogy xo > 2. Viszont (2) szerint
To < 2, tehdt xo = 2. (4) és (7) alapjan adodik, hogy z3 > 3, viszont (3) szerint z3 < 3,
tehat z3 = 3. Vagyis az x = (1, 2,3) vektor kielégiti az Gsszes feltételt; a vektor magbeli.
Lathato, hogy a példaban szerepld jaték magja nemiires, egy eleme van, a fent emlitett x

vektor.

Megjegyzés: El6fordulhat, hogy egyetlen vektor sem elégiti ki a feltételeket, vagyis

olyankor a mag iires.

2.13. Definicié. Tekintsiink eqy v € GV jdtékot és leqgyen i € N tetszblegesen rigzitett.
Ekkor az v jdtékos v jatékbeli hatdrhozzajaruldsi fiigguényét a kovetkezdképpen definidlhat-
juk: minden S C N-re legyen v;/(S) := v(S U{i}) — v(95).

Vagyis v;/(S) az i jatékos a v jatékbeli hatarhozzajarulasa az S koalicibhoz.

2.14. Definici6 (Shapley| (1953)). Legyen v € GV tetszblegesen rigzitett, és minden i €
N-re legyen
_ ey SN\ S —1)!
$i(v) = Y v/(5) i .

SCN\{d}

Ekkor ¢;(v)-t az i jdtékos v jdtékbeli Shapley-értékének nevezzik. A tovdbbiakban jeldlje
d(v) = (¢5(v))ien € RN a Shapley-megolddst.

Az Osszegzésben azért csak azok az S koaliciok szerepelnek, amiben az i jatékos nem
szerepel, mert a v;/(S) hatarhozzajarulas 0 azokban az esetekben, amikor az i jatékos tag-
ja az S koalicionak, valamint mert S = IV esetén -1 faktorialis jelenne meg a szamlaloéban.
Ha az i jatékos nem tagja az S koalicionak, akkor az i jatékos a koalicioba valo belépéssel
v/ (S) toblettel jarul hozza a koalicio értékéhez ceteris paribus. Tegytik fel, hogy a koali-

ciok az egyes jatékosok véletlenszert (példaul érkezési) sorrendjébdl alakulnak ki, vagyis



az azonos szamu koaliciok bekdvetkezésének valoszintisége megegyezik. Az Gsszes jatékos
|N|! feleképpen érkezhet. Legyen S egy tetszileges koalicio. Az i el6tt megérkezd S koali-
ci6 tagjainak |S|!-féle érkezési sorrendje van, mig az i-t kovets N \ (S U i)-beli jatékosok
(IN '\ S| — 1)!-feleképpen érkezhetnek. Ekkor ha i ¢ S, akkor az S koalicio megalakulasa-

ISIHIN\S|=1)!
]!

nak valdszintisége . Igy az i jatékos hozzajarulasa az S koalicibhoz varhatoan

vi’(S)w, vagyis a ¢;(v) Shapley-érték valojaban nem mas, mint varhatoérték.
2.15. Példa. Legyen N = {1,2,3} és legyen ¢ a kovetkezs: c¢({1}) = 1, ¢({2}) = 2,

c({31) = 3, e({1,2)) = 2, c({1,3}) = 3, ¢({2,3}) = 4, ¢({1,2,3}) = 5.

A harom jatékos Osszes lehetséges sorrendje:

—_
N}
w
w

1. jatékos
2. jatékos 2 3 1 3 1 2
3.jatékos 3 2 3 1 2 1

Jatékosonkénti hatarhozzajarulésok:

1.jatékos 1 1 0 0 1 1
2. jatékos
3. jatékos 3 2 3 3 2 3

A Shapley-értékek:

1
¢ﬂ@:6u+1+0+0+1+nz

1
¢ﬂ®=5ﬂ+2+2+2+2+ﬂz

Wl oo W|lut Wl

1
¢4@:6@+2+3+3+2+$:

Lathato, hogy a Shapley-érték egyenld silyt rendel minden jatékoshoz, ezt nevezziik

a Shapley-érték normativ tulajdonsaganak.
2.16. Allitas. A konkdv kéltségjatékok magja tartalmazza a Shapley-megolddst.

Bizonyitds. Az [Ichiishi| (1981)) és |Shapley| (1971) tételek szerint konvex jatékok magja
tartalmazza a Shapley-megoldast. A jaték magjanak illetve a koltségjaték magjanak de-

finiciojabol és az el6bb emlitett tételekbdl kivetkezik az allités. O]

2.17. Definicié. Legyen a v € GV jdték tetszbleges régzitett. Ekkor azi,7 € N jdtékosok
ekvivalensek a v jatékban, ha minden S C N-re, amelyre i,j ¢ S teljesiil, igaz, hogy
vi'(S) = v,/(9). Jeldlés: i ~* j. Valamint, ha S C N olyan, hogy minden i,j € S-re i és

j ekvivalensek a v jatékban (i ~Y j), akkor az S ekvivalenciahalmaz a v jdtékban.

2.18. Definicié. v, az A C GV jdtékosztdlyon értelmezett megoldds
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e Pareto-optimdlis (Pareto optimal, réviden PO), ha minden v € A jdtékra teljesiil,
hogy > ey Yi(v) = v(N),

e nulla jatékos tulajdonsdgi (null player property, réviden NP), ha tetszdleges v € A
jatékra és i € N jdtékosra teljesil, hogy (v;' = 0) = (¥;(v) = 0),

e cgyenlden kezeld (equal treatment property, réviden ETP ), ha minden v € A jdtékra
teljesiil, hogy (i ~* j) = (¢i(v) = ¥;(v)),

e additiv (additive, réviden ADD), ha minden v,w € A jatékra, amelyre
v+weA:Ylv+w) =)+ Y(w),

e margindlis (marginal, réviden M ), ha minden i € N jatékosra és v,w € A jdtékra
teljesiil, hogy (v = wi') = (Yi(v) = i(w)).

Vagyis a definicibban emlitett ) megoldds PO, ha minden jaték esetén teljesiil az,
hogy a megoldas altal az egyes jatékosokhoz rendelt értékek osszege kiadja a nagykoalicio
értékét. A ¢ megoldas NP, ha minden jatékban minden olyan jatékos esetén, akinek a
jatékban a hatarhozzajarulasa 0, a megoldas ehhez a jatékoshoz 0 kifizetést rendel. A
megoldas ET P, ha minden jatékban az ekvivalens jatékosokhoz ugyanakkora értéket ren-
del. A v megoldas ADD, ha két olyan jaték esetén, melyek dsszege is benne van a megoldés
értelmezési tartomanyaban, a két jaték osszegének megoldasa megegyezik a két jaték meg-
oldésanak 6sszegével. A 1) megoldas M, ha minden jatékosra, akinek a hatarhozzajarulasa
megegyezik két jatékban, a megoldas egyenls értéket rendel mindkét jatékban az adott
jatékoshoz. A fenti tulajdonsagok kozil a PO, NP és az ETP tulajdonsidgok egy adott
jatékon beliil a jatékosok kozotti viszonyt irjak le, mig az ADD és a M tulajdonségok két
jaték kozott teremtenek Osszefiiggést.

Az aldbbiakban egy gyakorlati példan keresztiil igyeksziink ravilagitani arra, hogy
mennyire jogos elvaras, hogy egy koltségelosztasi problémara épiils koltségjaték megoldasa

rendelkezzen a fenti tulajdonsagokkal.

2.19. Példa. Egy tarsashaz rendezni szeretné egy adott idGszaki szamlajat, amit a szol-
galtatd a szemét elszallitasdért szamolt fel, és a szemétszallitas dijat fel szeretné osztani
a tulajdonosok kozott. Tegyiik fel, hogy az elszéllitott hulladék mennyisége utan kell a

haznak fizetnie.

e PO tulajdonsag: A lakoktol beszedett pénz nem lehet kevesebb, mint a szamla
értéke, mert akkor nem tudjak azt kiegyenliteni. Viszont a szdmla 6sszegénél tobbet
nem szednek be, mert csak ennek az adott szolgaltatasnak a koltségét osztjak szét

ebben a szituaciéban.



e NP tulajdonsig: Tegyiik fel, hogy az el6bbi tarsashaznak van olyan lakastulajdono-
sa, akinek a lakésa iiresen all az adott idészakban. Ekkor feltehetjiik, hogy a tulaj-
donosnak nem is keletkezett elszallitando szemete a vizsgalt idGszakban. A koltségek
elosztasanal ez esetben jogos elvaras, hogy ennek a tulajdonosnak ne kelljen fizetnie,

ugyanis nem vesz igénybe szolgaltatast.

e ETP tulajdonsag: A szemétszallitas koltségeinek elosztasanal vannak ekvivalensnek
tekinthetd jatékosok, akik nagyjabol azonos mennyiségi szemetet ,termelnek”. Egy
lakasban keletkezd szemét mennyiségét befolyésolja, hogy hanyan laknak az ingat-
lanban, milyen kortiak az egy haztartdsban él6k, milyen gyakran van naluk nagyobb
Osszejovetel és ehhez hasonld szempontok. Ennek megfelelGen, ha lakik a hdzban két
fiatal hazaspar egy-egy csecsemdvel, ahol a hazaspéarok ritkan fogadnak vendégeket,
akkor ez a két hazaspar tekinthetd ekvivalens jatékosoknak. Ez esetben elvarhato,

hogy a két csalad ugyanannyit fizessen a szemétszallitasért.

e ADD tulajdonsig: Tegyiik fel, hogy a szemétszallitas koltségeinek elosztasi problé-
majat két idGszakon keresztiil vizsgéljuk. Ha az egyes tulajdonosok altal fizetendd
Osszegeket Osszeadjuk a két idGszakra, jogosan varhato el, hogy igy ugyanannyit

kelljen fizetniiik, mintha egy id&szakként vizsgaltuk volna a két idGtartamot.

e M tulajdonsag: Az el6z6ekhez hasonloan tekintsiik a szemétszallitas koltségeinek
elosztasat két idGszakra és egy adott tulajdonosra nézve. Ha azt tapasztaljuk, hogy
a lako a két idGszakban ugyanannyival jarult hozza a héaz altal felhalmozott hulla-
dék mennyiségéhez, akkor jogos elvaras, hogy a tulajdonosnak ugyanannyit kelljen

fizetnie mindkét idGszakban.

A kovetkezd eredmény jol ismert az irodalomban, igy igazolasatol eltekintiink.
2.20. Allitas. A Shapley-megoldds PO, NP, ETP, ADD és M.
2.21. Definici6é. Legyen N, T C N, T # | tetszdlegesen rogzitett, és minden S C N-re

1 haT C S
urp(S) = ’ -
1) { 0 kilonben

Az ur jatékot a T koalicion értelmezett eqyetértési jatéknak nevezzik.

A definici6 szemléletesen: ha példaul a T' koalicié tagjai koziil van olyan tag, aki nem
ért valamivel egyet egy szavazasi szitudcioban, akkor nem lehet megval6sitani a tervet; a

T tagjainak mintegy vétojoga van a kérdésben.

2.22. Lemma. Az {ur : 0 # T C N} halmaz egy bdzisa G~ -nek, az N jdtékoshalmazzal
rendelkezd TU jatékok osztdlydnak.



Bizonyitds. Ha N = {1,2,...,n} a jatékosok halmaza, akkor 2" — 1 egyetértési ja-
ték van. Az n jatékos koziil mindegyik jatékos vagy benne van a T koalicioban, vagy
nincs, ez 2" lehetGség. Ebbdl levonva az iires koaliciot, adodik az egyetértési jatékok
szamara a 2" — 1. A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy ez a 2" — 1 egyetértési ja-
téek linearisan fiiggetlen, vagyis az {ur}, 2p €gy linedrisan fiiggetlen vektorrendszert al-
kot. Indirekt tegyiik fel, hogy > g pcyarur = 0 & {T': ar # 0} # (), azaz nem min-
den ar € R egyenld nullaval. Legyen Ty a {7 : ar # 0} halmaz egy minimalis eleme.
Ekkor azonban (3 rcyarur)(To) = az, # 0, ami ellentmond a feltevésnek. Tehat
dozrey arur # 0, azaz az {ur},y valoban egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.
(A (X gsrcn arur)(To) = ar, egyenldség teljesiil, mert az ur egyetértési jaték minden

esetben nullat vesz fel, kivéve, ha T'= T a Ty minimélis tulajdonséga miatt.) O]

A kovetkez6 két tétel a Shapley-érték egy-egy axiomatizalasat adja. Az els6 az eredeti
Shapley-féle axiomatizacié 1953-bol, mig a mésodik Young 1985-6s eredménye a Shapley-

érték axiomatizalasara.

2.23. Tétel (Shapley| (1953)). Legyen ¢ egy G -en értelmezett megoldds. Ekkor ¢ pon-
tosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ¢ = ¢, azaz ha ¢ a Shapley-megoldds.

2.24. Tétel (Young (1985)). Legyen v eqy G -en értelmezett megoldds. Ekkor ) pontosan
akkor PO, ETP és M, ha ) = ¢, azaz ha 1 a Shapley-megoldds.



3. fejezet
Az airport jatékok osztalya

Az airport jatékok reprezentacioja a kovetkezs: adott egy repiiltér egyetlen kifutoval.
A repiil6tér kifutéjat m db kiilonb6zd tipusu repiil6gép veszi igénybe leszéllas céljabol.
Jelolje ¢, (1 < k < m) a k tipusu repiilsgépnek megfelels kifuto épitésének koltségét.
Példaul lehet m tipus az alapjan, hogy milyen hosszt kifutéra van sziiksége az adott

tipusi repiil6gépnek.

3.1. Definicié. Legyen Ty egy adott iddszakban landolo k tipusi gépek halmaza, ekkor

az 0sszes repildgépet magdban foglald halmaz: N = \J Ty. Az S koalicid kéltségfiigguénye
k=1

pedig a kovetkezéképpen alakul: c,(S) = max{cy : SNT, # 0}y és c(0) = 0. Valamint

jelolie GN az N jdtékoshalmazzal rendelkezd airport jdtékok osztdlydt.

3.2. Példa. Tegyiik fel, hogy a repiilGteret hdrom tipusi repiil6gép veszi igénybe, ahol
a tipusok koltsége rendre 2, 5 és 10 (¢ = 2,co = 5 és c3 = 10). Ha egy koalicioban
mindharom géptipusbol szerepelnek repiil6gépek, akkor sziikség van a leghosszabb kifu-
tora, vagyis a koalicio koltsége 10 egység lesz. Viszont ha egy koalicioban csak az elsd és
méasodik tipusd gépek halmazaba tartozo6 repiilégépek vesznek részt, akkor a leghosszabb
kifutora nincs sziikség, tehat a koalicio koltsége a kozepes kifuto épitésének koltségével

egyezik meg, vagyis 5 egység lesz.

Az airport jatékok tovabbi targyalasaban fontos szerepet jatszik az egyetértési jaték
duéalisa. Az egyetértési jaték és egy jaték dualisanak a fogalméabol adodik a kdvetkezs

definicio:

3.3. Definici6. Legyen N, T C N, T # () tetszélegesen rigzitett, és minden S C N-re

0 kilonben

{ 1, ha SNT #10)
Az ur jatékot a T koalicion értelmezett eqyetértési jaték dudlisdnak nevezziik.

10



A definici6 szemléletesen: tekintsiik egy vallalatnél a szerz6dések alairasara jogosul-
takat a T" koalici6 tagjainak. Ekkor ha feltételezziik, hogy egyetlen alairés is elegendd az
iratok érvényesitésére, akkor csak azok az S koaliciok tudnak érvényes szerz6déseket ktni

a cég nevében, amelyben legalabb egy alairasra jogosult személy is szerepel.
3.4. Allitas. Az Gr,, Uy, . .., Uy, jdtékok airport jdtékok.

Bizonyitds. Egy adott i-re teljesiil a kovetkez6: T; C N, valamint feltehets, hogy T; nem-
iires halmaz, azaz van ¢ tipusu gép. Az egyetértési jaték dualisanak definicidja szerint,
ha az S koalicionak van ¢ tipusu tagja, akkor ur,(S) = 1, ha nincs, akkor ur,(S) = 0.
Ez egy olyan airport jaték, ahol az i tipusa jatékosoknak 1 a koltsége (¢; = 1), minden
mas tipusi jatékosnak pedig 0 (¢; = 0, ha j # 7). Airport jaték esetén minden koalicio
koltsége a kiilonboz6 tipust tagjai koltségének a maximuma. Jelen esetben ez azt jelenti,
hogy ha egy koalicionak van ¢ tipusiu tagja is, akkor ezen koalici6 koltsége 1 lesz, mert
max {0,1} = 1 (ha kizarolag ¢ tipust tagokbol all a koalicié, akkor minden tag koltsége
1, igy a koalicioé is). O

3.5. Allitas. GV, vagyis az N jdtékoshalmazzal rendelkezd airport jatékok osztdlya kip.

a ’

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy ha ¢, airport jaték, akkor ac, is airport jaték minden
a > 0 esetén. Mivel az ac, jaték abban kiillonbozik a ¢, airport jatéktol, hogy egy pozitiv
a szammal meg van szorozva minden koltség, ezért az ac, jaték is airport jaték. Mégpedig
olyan airport jaték, amelyben minden koltség a-szorosa a c, airport jatékbeli koltségeknek.

O

3.6. Allitas. Az {ur}pcy jdtékok dltal kifeszitett konvex kip tartalmazza az N jdtékos-

halmazzal rendelkezd airport jatékok osztdlydt, vagyis GY C cone({tir}pcy)-

Bizonyitds. A bizonyitashoz tekintsiik az airport jatékok egy masik felirasat, amely ha-
sonlit az ontozési jatékokra. A konstrukcié a kovetkezGképpen néz ki: a jatékosokat egy
lancra fiizziik fel aszerint, hogy mekkora a koltségiik. A koltségeket tipusunként névekvs
sorrendbe allithatjuk; 0 < ¢; < ¢ < ¢3 < --- < ¢, amennyiben m db tipusi jatékos
szerepel a jatékban.

A lanc egy gyokérbdl indul, ezutan az elsé cstcs a legkisebb koltségii tipusbol jelent
egy tetszbleges jatékost. Ekkor a gyokér és az elsé csics kozotti szakasz koltsége ¢y, ami
a két csics koltségének kiilonbségeként adodik: ¢; — 0 = ¢;. A kovetkezd csticsok azok
koziil a jatékosok koziil keriilnek ki, akik szintén a c¢; koltségu tipusba tartoznak. Két c;
koltségii jatékos altal képviselt cstics kozotti szakasz koltsége 0 lesz (¢; — ¢; = 0). Ezutén
a lanc kovetkezd csticsa a co koltségi jatékosok valamelyike lesz. A kdzte és a lanchan

6t kozvetleniil megel6z6 cstics kozotti szakasz koltsége co — ¢1 lesz. Ezutan a ¢y koltségi
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jatékosok kovetkeznek tetszGleges sorrendben, mely cstiicsok kozotti szakaszok koltsége 0
lesz, ahogyan azt lathattuk a c; koltségi jatékosok esetében is.

A leirt logika szerint folytatjuk a lanc épitését, mig el nem érkeziink a c,, koltséggel
rendelkez6 jatékosokig. A lancban jelenleg az utolsé helyen a ¢, 1 koltséggel rendelkezs
tipusbdl szerepel egy jatékos, majd utana kovetkezik egy tetszéleges c,, koltségil jatékos.
A két jatékos altal reprezentalt két csics kozotti szakasz koltsége ebben az esetben is gy
alakul, mint az el6z6ekben, vagyis a koltség ¢, — ¢,,—1. A lanc soron kiévetkezd tagjai a
cm koltségt jatékosok, akik altal reprezentalt csticsok kozotti szakaszok koltsége szintén O
lesz.

Ekkor az airport jaték felirhato a kovetkezd alakban a definici6 jeloléseivel :

Cq = CLUN + (CQ — Cl>ﬂN\T1 -+ (Cg — 02>ﬂN\(T1UT2) + ...+ (31)

+ (Cm—l - Cm—?)ﬂ(Tm,ﬂJTm) + (Cm - Cm—l)ﬂTm~

Ez a feliras akalmas a jaték leirdsara. Ugyanis nézziik meg, hogy az ilyen formaban
adott airport jaték milyen koltségeket rendel az egyes koalicidkhoz! Az Osszeg els6 tagja
alapjan mindenkinek kell fizetni ¢; nagysagu Osszeget. A kizarolag T; tagjaibol all6 koali-
ciok esetében a fenti Gsszeg tobbi tagja 0 lesz, mert az egyetértési jatékok dudlisai nullat
vesznek fel, igy az ilyen koaliciok koltsége c;. Azon koaliciok esetében, amelynek tagjai ko-
zOtt szerepelnek T, tipusi jatékosok is, az Osszeg els6 és masodik tagja kivételével a tobbi
tag nullat vesz fel. Vagyis ezekhez a koaliciokhoz rendelt koltség ¢y + (¢ — ¢1) = ¢o. Azon
koaliciok esetében, amiben szerepelnek T3 tipust jatékosok, az Osszeg elsG harom tagja
lesz nullatol kiillonb6z6. Minden ilyen koalicio koltsége tehat ¢ + (co — 1) + (c3 — ¢a) = ¢3
lesz.

Kovetkezésképpen az eddig vizsgalt esetekben a csak 77, csak T, illetve a csak T3
tipusa tagokbol allo koaliciok koltsége rendre ¢, co és c3. A Ty és Ty tipusu tagokat egy-
arant tartalmazoé koaliciok koltsége co, vagyis a két koltség maximuma. Ehhez hasonléan
adodik, hogy a T} és T3, valamint a T és T3 tipusa tagokat tartalmaz6 koaliciok koltsége
egyarant cs. Annak a koalicibnak az esetében, amelyben szerepelnek 77,7, és T3 tipusu
jatékosok is, szintén c3 lesz a koalicié koltsége.

A gondolatmenetet folytatva a 14,75, ..., T, tipust jatékosokra, lathato, hogy a fenti
feliras valéban airport jatékot ad. Ugyanis egy koalicio koltsége a benne szerepld jatékosok
koltségeinek maximumaként adodik, ami definicié szerint airport jaték. A ¢, fenti felirasa
egyértelmien meghataroz egy airport jatékot.

Az allitas igazolasara azt kell megmutatni, hogy minden airport jaték el6all egyetértési
jatékok dualisainak kiip kombinéci¢jaként. Vagyis minden airport jatékhoz taldlhato olyan
a,B, ..., w, hogy

Cq = Q{ﬁTlgN + ﬁaTQQN + ...+ wﬂTng.
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Ha stlyoknak a ¢1, co — ¢y, c3— o, . .., ¢ — ¢ stlyokat, koalicioknak pedig a N, N\ 17,
N\ (ThUTy), ..., (T,,—1UTy,), T,, koaliciokat valasztjuk és a c, jatékot a fenti modon irjuk
fel, akkor minden airport jatékot egyértelmtien felirhatunk egy ilyen formaban adott c,
jatékként. Ha a felirand6 airport jatékban megnézziik az egyes tipust jatékosok koltségét,
és erre megkonstrualjuk a fenti Gsszegképlet segitségével c,-t, akkor a fenti feliras c,-ra
egyértelmi lesz. Vagyis minden airport jaték felirhato egyetértési jatékok dualisainak kip
kombinaciojaként. (Mégpedig ha m kiilonboz6 tipusa jatékos van, akkor m db egyetértési
jaték dualisanak kap kombinéciojakent.) O
3.7. Példa. A fenti allitas illusztralasara:

A d jatékban négy jatékos vesz részt (A, B, C, D) és a jatékosok harom tipusba
sorolhatoak a kovetkez6képpen: cq = cp = ¢1, cc = ¢ és cp = c3. Legyen a := ¢ U4, B,c,p}

, b= (ca — c1)Uge,py és ¢ := (c3 — c2)Ugpy-

b c a+b a+c b+c a+b+c
0 0 0 0 0 0 0
{A} C1 0 0 C1 C1 0 &1
{B} c1 0 0 c1 c1 0 C1
{C} Ci C—(C1 0 (&) C1 Cy — C1 (&)
{D} cp Ca—C C3—C Cy C3—Co+cC Cc3—C C3
{A7 B} C1 0 0 C1 C1 0 (&1
{A,C} c1 Cy—Cp 0 Co c1 Cy — C1 Co
{A,D} €1 Cp—C C3—Cy Cy C3—Co+c C3—0C C3
{B,C} ¢ Co—Cp 0 Co c1 Co — C1 Co
{B, D} Ci Cy—Cp C3— Co Co C3 — Cy + C3 — C1 C3
{C, D} Cl Cp—C4 C3— Co Co C3—C+c Cc3—cC C3
{A,B,C} ¢ c—¢ 0 Co c1 Cy — €1 Co
{A,B,D} ¢ ca—c1 cz—ca ¢ c3—catc 53— C3
{A,C;D} ¢ ca—cy cg—ca o c3—Cote 3—¢ Cs
{B,C,D} Cl Cp—C4 C3— Co Co C3—Co+c1 c3—cC C3
{A,B,C,D} ¢ co—c1 cz—cy ¢ c3—cCoatc 3—0 C3

Lathato, hogy mindegyik oszlop airport jaték, vagyis barmely airport jaték elGall
egyetértési jatékok dudlisainak kap kombinaciojaként. Az utolsé oszlop adja meg a pél-
da elején bemutatott d jatékot, amely a kovetkezé alakban all el6: d = a + b+ ¢ =
c1tiga,B,c,p} + (c2 — ¢1)Ugc,py + (3 — ¢2)Uypy. De ehhez hasonléan a t6bbi oszlop is megad
egy-egy airport jatékot. Nézziik példaul az utolséd el6tti oszlop altal megadott e jatékot.

A kévetkez6 formaban 4ll el6 az e jaték: e = b+ ¢ = (ca — c1)Uge,py + (c3 — c2)Ugpy. A d
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jatékhoz hasonloan az e jatékban is négy jatékos vesz részt (A, B, C, D) és a jatékosok
harom tipusba sorolhatoak a kévetkez&képpen: cy =cg =0, cc =9 —c¢1 és cp = c3 — 4.
Tehat a d és az e jatékok abban kiilonboznek csak egymastol, hogy mas az egyes tipusok

koltsége a két jatékban.

3.8. Lemma. Ha tekintink egy (3.1) alakban adott c, airport jatékot és az osszeq tagjai
kézil letorlink tetszdleges szama jdtékot, akkor az igy kapott jdaték szintén airport jaték

lesz.

Bizonyitds. Vegyiik példaul azt a jatékot, ami a (co—c1)un\ 7, jaték letorlésével keletkezik:

611 = Cciun + (Cg - CQ)aN\(TlLJTQ) + ...+ (32)
+ (Cm—1 — Cm—2)ﬂ(Tm,1uTm) + (¢ — 1)U, -
Ha a (c; — c1)un\r, jatékot letoroljiik, akkor ez megfelel annak, hogy az un\7, egyet-

értési jaték dualisanak egyiitthatoja 0, vagyis co = c;. Ez pedig azt jelenti, hogy a T5

tipusu jatékosok ugyanolyan koltséggel rendelkeznek mint a 77 tipust jatékosok. Tehat a

Cq jatékban mar nincsenek 75 tipusia jatékosok, csak Ty, Ts, Ty, ..., T, tipustak, amely
tipusi jatekosok koltsége rendre ¢y, cs, ¢4, ..., ¢n. Vagyis (3.2) egyenletet alakitva a é,

szebb alakban is irhato:

éa = Cciun + (63 - Cl)ﬂN\Tl + (C4 - 03)ﬂN\(T1uT3) + ...+ (33)

+ (Cm-1 = Cm—2)U(1,,_,UTy) T+ (Cm — Cm—1)Trs,,-

Lathatjuk, hogy a egyenlet pontosan olyan alaku, mint a egyenlet, tehat a ¢,
jaték is airport jaték. Ugyanez a gondolatmenet miikddik arra az esetre is, amikor tobb
jatékot torliink le. Ha példaul k szamu jatékot torliink le, akkor k-val kevesebb tipust
jatékos lesz, de ugyanugy airport jatékot kapunk. Ezzel igazoltuk, hogy alakban
adott airport jatékbol torléssel is airport jatékot kapunk.

O
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4. fejezet
A Shapley-érték két axiomatizalasa

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a [2.23] és a tételek teljesiilnek az airport
jatékok osztalyan. A kovetkez6kben az emlitett tételek airport jatékokra vald kimondasa,

majd a tételek bizonyitasa szerepel.

4.1. Tétel. Legyen 1 eqy GN-en értelmezett pontértéki megoldds. Ekkor ) pontosan akkor
PO, NP, ETP és ADD, ha ¢ = ¢, azaz ha ¢ a Shapley-megoldds.

Bizonyitds. Ha a v megoldas megegyezik a ¢ Shapley-megoldéassal, akkor a ¢ megoldas
PO, NP, ETP és ADD. Ez teljesiil a allitas miatt.

Ha a v megoldasra teljesiil, hogy PO, NP, ETP és ADD tulajdonsagu, akkor a v
megoldas megegyezik a ¢ Shapley-megoldassal. Ezt az allitast bizonyitom az alabbiakban.

Tekintsiik a T" koalicion értelmezett egyetértési jaték dualisat, az ur jatékot.

Ha i ¢ T, akkor ez az i jatékos nulla jatékos, ugyanis az ur jatékban a hatarhozzaja-
rulasa 0 ((ar); = 0). Az ¢ jatékos barmilyen koalicibhoz csatlakozik is, nem tudja névelni
annak értékét. Hiszen ha olyan S koalicidhoz csatlakozik, amelyre S N'T # ) teljesiil,
akkor az S értéke i csatlakozasa el6tt és utan is 1 lesz. Ha pedig olyan S koalicidhoz
csatlakozik, amelyre igaz az, hogy S NT = (), akkor mivel i ¢ T, az S koalici6 értéke
© csatlakozésa utan is 0 lesz. Mivel ¢ nulla jatékos, ezért a megoldas az NP tulajdonsag

alapjan a kovetkezé6 értéket rendeli hozza:

i(ur) = 0. (4.1)

Ha i,j € T, akkor ez a két jatékos ekvivalens a jatékban, vagyis ¢ ~“T j. Vizsgaljunk
egy tetsz6leges S koaliciot, amelyre 7,5 ¢ S teljesiil. Ez esetben ¢ és j hatarhozzajaru-
lasa az S koalicibhoz megegyezik, hiszen barmelyikiik csatlakozik is, legalabb egy T-beli
tag szerepel a koalicioban a csatlakozas utan, vagyis ha eddig S N'T = (), akkor ezutan
SNT # (), tehat a koalicié értéke 0-r6l 1-re emelkedett. Viszont ha a csatlakozas el6tt
SNT # (), akkor egy T-beli jatékos csatlakozasa nem noveli a koalicio értékét: S értéke
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ugyanagy 1 lesz, tehat a hatarhozzajarulasok is nullaval egyenlGek mindkét jatékos ese-
tében ((ur);(S) = (ur);(S) = 0, ha a csatlakozas el6tt a kovetkezs teljesiilt: S NT # ().
Az ETP tulajdonsag alapjan a jatékban a két jatékoshoz ugyanakkora értéket rendel a

megoldés:
Vi(tr) = ¥;(ur). (4.2)

A nagykoalicio értéke ebben a jatékban 1, vagyis up(N) = 1. Ha a megoldas PO

tulajdonsagu, akkor teljesiil a kovetkez6 az ur jatékban:

> hilur) = ir(N) = 1. (4.3)
ieN

A egyenletbdl sszesen | N\ T'| darab van, ami ugy adodik, hogy az Gsszes nem T-
beli jatékosra felirjuk az adott Osszefiiggést. A Osszefiiggés alkalmazasabol Osszesen
|T'| — 1 lineérisan fiiggetlen egyenlet adodik a kévetkezGképpen: a T' tagjai koziil kivalasz-
tunk egy tetszoleges ¢ jatékost és a egyenletet felirjuk az ¢ jatékos és minden T-beli
tag kozotti Osszefiiggésre. (Ebbdl a |T'| — 1 szamu egyenleth6l kideriil, hogy barmely két
T-beli jatékos ekvivalens egymassal.) Veégiil felirhatjuk a egyenletet is. Tehat Gssze-
sen [N\ T|+ (|| —1)+1 = |N| darab lineéarisan fiiggetlen egyenlet és | V| szamu jatékos
van. Ebbd6l kovetkezik, hogy egyetlen 1) megoldas van, ami kielégiti az Osszes egyenletet.
Mivel a[2.20] allitas alapjan a Shapley-értek N P,ET P és PO tulajdonsagokkal rendelkezs
megoldas, ezért tetszéleges ur jatékra teljesiil, hogy ¥ (ur) = ¢(ur).

A allitas alapjan az up jaték airport jaték. Emellett az arur (ar > 0) jaték is
airport jaték a(3.o| allitas alapjan. Ez a jaték csak a koaliciok értékében kiilonbdzik az up
jatektol: Azon S koaliciok esetében, melyekre S NT # ) teljesiil, a koalici6 értéke ar, a
tobbi koalicio értéke pedig 0. Ebben az esetben is teljesiilnek a kovetkezdsk:

e Ha i ¢ T, akkor ¢ nulla jatékos. Ekkor a megoldas az NP tulajdonsag és a (4.1)

egyenlet szerint a kovetkezd értéket rendeli az i jatékoshoz: i;(apur) = 0.

e Hai,j € T, akkor ez a két jatékos ekvivalens a jatékban, tehat 1 ~°7%7 j. Ekkor a

megoldas egyforma értéket rendel a két jatékoshoz az ET P tulajdonsag miatt. Ez
az érték a (4.2)) Gsszefiiggés alapjan: ¢;(arur) = ¥j(arur).

e A nagykoalicio értéke ebben a jatékban ar, vagyis artur(N) = ar. Ha a megol-
das PO tulajdonsagu, akkor a (4.3]) egyenlet alapjan teljesiil a kovetkez6 az arir
jétékban: ZieN wi(aTﬂT) = OéTﬂT(N) = Q.

Ekkor az ur jatékhoz hasonloan az arur jatékban is teljesiil, hogy | N| darab linearisan
fiiggetlen egyenlet és | N| szamu jatékos van. Ebbdl kovetkezik, hogy egyetlen 1) megoldas
van, ami kielégiti az Osszes egyenletet. Mivel a [2.20] allitas alapjan a Shapley-megoldés

16



NP ETP és PO tulajdonsagokkal rendelkez6 megoldas, ezért tetszbleges artur jatékra
teljesiil, hogy ¥(arur) = ¢(arur).

Legyen a c jaték a kovetkezSképpen adott: ¢ := ZTQN arur, ahol ap > 0. A éllités
szerint c is airport jaték. Valamint mivel minden airport jaték felirhato egyetértési jaté-
kok duéalisainak kip kombindaciojaként, ezért a c jaték tekinthetd egy tetszéleges airport
jatéknak. Tehat a tétel bizonyitasdhoz még azt kell megmutatni, hogy ¥ (c) = ¢(c).

Minden T C N koalicidra az artr jatékban a ¢ megoldas megegyezik a Shapley-
megoldassal és mivel a 1 megoldasrél tudjuk, hogy ADD tulajdonsagu is, ezért a ¢ =

ZTQN arur jatékban is teljesiil az emlitett egyenlGség. Ezzel belattuk a tételt. O]

4.2. Tétel. Legyen 1 eqy GN-en értelmezett pontértéki megoldds. Ekkor ) pontosan akkor
PO, ETP és M, ha v = ¢, azaz ha 1 a Shapley-megoldds.

Bizonyitds. Ha a ¢ megoldas megegyezik a ¢ Shapley-megoldéassal, akkor a ¢ megoldas
PO, ETP és M. Ez teljesiil a[2.20] allitds miatt.

Ha a ¢ megoldas PO, ETP és M tulajdonsagi, akkor a ¢ megoldas megegyezik a ¢
Shapley-megoldassal. Ezt az allitast igazoljuk az alabbiakban [Young| (1985) bizonyitéasat
alkalmazva.

Minden ¢ € GV airport jaték egyértelmtien elgall {tr}pcy jatékok kip kombinacioja-
ként a|3.6|allitas alapjan. Az egyértelmtiséget biztositja, hogy az ur vektorok fiiggetlenek.

Definialjuk a c airport jatékhoz D(c)-t a kovetkez&képpen:

D(c) == |[{ar:c= Y rcn artr és ap # 0} |. Vagyis ha a c airport jatékot felirjuk az
{tr} ey jatékok kip kombinaciojaként, akkor D(c) azt a szamot jeloli, amennyi ar stly
pozitiv a kombinécioban.

A bizonyitas menete a tovabbiakban D(c)-re vonatkozo indukcio lesz.

Ha D(c) = 0, akkor nulla jatékot kapunk. A PO tulajdonsag alapjan a nagykoalicio
értékeét kell szétosztani, ami a nulla jatékban 0. Minden jatékos hatarhozzéjarulésa a nulla
jatékban 0, tehat minden jatékos nulla jatékos. Mivel minden jatékos hatarhozzajarulasa
megegyezik, ezért 6k ekvivalens jatékosok, tehét a megoldas ugyanakkora értéket rendel
mindenkihez az ET P tulajdonsag alapjan. Mivel 0 koltséget kell szétosztani és minden-
kihez ugyanakkora Osszeget kell rendelni, ezért a megoldds minden jatékoshoz 0 koltséget
rendel.

Tegyiik fel, hogy tetszsleges ¢ jatékra, melyre igaz, hogy D(c) < n — 1, teljesiil, hogy
a jaték 1) megoldasa egyértelmi és megegyezik a ¢ Shapley-megoldassal, ha a v megoldés
PO, ETP és M tulajdonséagn.

Tekintsiik a D(c) = n esetet!

Ha van olyan i jatékos, hogy valamelyik T-re, ahol ay > 0, ¢ nulla jatékos az ur

jatékban, akkor tordljiik le ezt a jatékot, majd vizsgaljuk az igy kapott d jatékot, amire
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D(d) = n — 1 teljesiil. Az egyik komponens letorlésével is airport jatékot kapunk a
lemma alapjan, vagyis d is airport jaték.

Ha vizsgaljuk az 7 jatékos hatarhozzajarulasait az egyes jatékokban, akkor a kévet-
kezbre jutunk: ¢, = d} + (ur);. Az i jatékos nulla jatékos volta miatt (ur), =0, ezért
¢, = d;. A 1 megoldas M tulajdonsaga miatt az i jatékosra rott koltség megegyezik a c¢
és a d jatékban, tehat egyértelmiien meghatarozott az az érték, amelyet a megoldas az ¢
jatékoshoz rendel. Ez igaz minden olyan jatékosra, aki valamelyik @ jatékban nulla jaté-
kos. (Ha valamely jatékos egynél tobb ilyen ar jatékban is nulla jatékos, akkor az adott
jatékok letorlésével kapott e jatékra igaz, hogy D(e) < n — 1, de erre az esetre ugyanigy
alkalmazhato az indukcios feltétel.)

Most tekintsiink azokat a jatékosokat, akik egyik olyan up jatékban sem nulla jaté-
kosok, ahol ay > 0. Ha csak egy ilyen ¢ jatékos van, akkor az az érték, amit a megoldés
ehhez az 1 jatékoshoz rendel, egyértelmiien meghatarozott. Ugyanis az ¢ jatékos kivételé-
vel minden jatékosra igaz, hogy valamelyik jatékban nulla jatékosok, tehat a fentebb leirt
modszerrel meghatarozhato a hozzajuk rendelt 6sszeg. Mivel a nagykoalicié 6sszege adott
és a ¥ PO tulajdonsidga miatt a nagykoalicio értékét kell szétosztani a jatékosok kozott,
a megoldas altal az ¢ jatékoshoz rendelt érték egyértelmien meghatarozhato.

Ha tobb olyan jatékos is van, aki egyik olyan up jatékban sem nulla jatékos, ahol
ar > 0, akkor ezek minden up jatékban ekvivalens jatékosok. Mivel ezek a jatékosok
minden ur jatékban ekvivalensek, ezért ezek kup kombinaciojaban, vagyis a ¢ jatékban
is ekvivalens jatékosok. A ¢ megoldas ET P tulajdonsaga alapjan minden ekvivalens ja-
tékoshoz ugyanakkora értéket rendel a megoldas. A nulla jatékosokrol mar tudjuk, hogy
mekkora értéket rendel hozzajuk a megoldas, a nagykoalicio értéke adott és a PO tulaj-
donsag alapjan ezt az értéket kell szétosztani a jatékosok kozott, az ekvivalens jatékosokrol
pedig tudjuk, hogy egyenl6 Osszeget rendel hozzajuk a megoldas. Ebbdl kévetkezik, hogy
a 1) megoldas egyértelm.

Mivel a Shapley-megoldasra igaz a [2.20] allitas alapjan, hogy PO, ETP és M tulaj-
donséagu, ezért a D(c) = n esetben is teljesiil, hogy a 1 megoldas megegyezik a Shapley-
megoldéssal, vagyis ¥ = ¢. Ezzel a végére értiink az indukcids bizonyitasnak, igazoltuk a
tételt. ]
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5. fejezet
Airport probléma és airport jaték

Az ebben a fejezetben bemutatasra keriil6 modellt, fogalmakat és eredményeket a Thom-
son| (2007) cikk alapjan targyaljuk. Jelolésekben alapvetéen a cikket kovetjiik, viszont

néhol valtoztatasokat eszkozoliink az ott leirtakhoz képest.

5.1. A modell

Legyen N a jatékosok egy halmaza, akik igénybe szeretnének venni egy adott szolgaltatast,
de azt elgbb ki kell épiteni. (Példaul egy adott utcaban lakok szeretnék a kabeltévé szol-
galtatast igénybe venni, de ahhoz el6bb be kell vezetni az utcaba a kabeltévéhez sziikséges
vezetékeket.) Minden jatékosnak kiilonbozé sziikséglete van a szolgaltatasra nézve. Ugy
kell kiépiteni a szolgaltatdshoz sziikséges rendszert, hogy az minden jatékos sziikségletét
kielégitse.

Minden ¢ € N jatékos jellemezhets egy c; koltséggel. A ¢; az a koltség, amennyibe
keriil az 7 jatékosnak, ha egyediil épiti ki a szolgaltatashoz sziikséges rendszert. Ha olyan
rendszer épiilt ki, amely kielégiti az i jatékos sziikségletét, akkor ebbdl kévetkezik, hogy
ez a rendszer kielégiti mindazon j jatékosok sziikségletét, akiknek a c; koltsége legfeljebb
akkora, mint az ¢ jatékos ¢; koltsége. Olyan rendszer kiépitése, amely minden jatékos
sziikségletét kielégiti, max;cn c; koltségl. A kérdés az, hogy ehhez az egyes jatékosoknak
mennyivel kell hozzajarulni.

A dolgozat elsddleges alkalmazasaban a jatékosok repiilégépek és a ¢; koltség az a
koltség, amely annak a kifutonak az épitési koltsége, amelyre az ¢ jatékosnak sziiksége
van. Airport probléma alatt egy ¢ € Rﬂ\r’ vektort értiink. Jeldlje CV az Osszes airport

probléma halmazat.

5.1. Definici6. Egy elosztdsi szabdly (réviden szabdly) olyan leképezés, amely az dsszes
probléma halmazdn van definidlva és minden ¢ € C problémdhoz hozzdrendel egy x € RY

vektort. A szabdlyt jeléljiik x-vel. Ekkor a x szabdlyra a kévetkezd igaz: x : CV — RN,
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Megjegyzés: Az igy definialt szabalyok pontértékiek.

5.2. Definicio. Az eqymdst kovetd eqyenld hozzdjdarulds szabdalydn (sequential equal cont-
ributions rule, jeldljik &-vel) a kivetkezdt értjiik: minden ¢ € CN problémdra és minden
1 € N jdtékosra legyen

C2 —C Ci — Ci—1

4 U
&= n+ n—1 e n—i+1

Nézziink egy példat a & szabaly alkalmazésara!

5.3. Példa. Legyen a jatékosok halmaza a kovetkez6: N = {1, 2, 3} és legyen a ¢ probléma,
a kovetkezs R3-beli vektor: ¢ = (5,6, 10). Ekkor a definicié alapjan a kivetkezs értékeket
rendeli a ¢ szabaly az egyes jatékosokhoz: & = g = %0, & = %4—% = % és &3 = g+%—|—% =
%. Az airport probléma definici6ja alapjan a nagykoalicié koltsége az egyes jatékosok
koltségeinek maximuma (¢(N) = max;en ¢;). A példdban szerepld ¢ probléméaban ¢(N) =
c({1,2,3}) = 10. Ha Osszeadjuk azokat az értékeket, amit a szabaly rendelt az egyes a
jatékosokhoz, azt kapjuk, hogy az 6sszeg megegyezik a nagykoalicio értékével: Z?:1 & =
10. Ezt a tulajdonsagot elvarjuk egy szabalytdl, hiszen a szabdly segitségével szeretnénk

szétosztani a nagykoalicid koltségét az egyes jatékosok kozott.
A kévetkezSkben definidlom a |Thomson (2007) cikkben szerepld tulajdonsagokat.
5.4. Definicié. A x szabdly, ami az dsszes airport probléma halmazdn van értelmezve

e nemnegativ (non-negativity, réviden NN ), ha minden ¢ € C problémdra teljesiil,
hogy 0 < x(c),

e korldtos kiltségii (cost boundedness, rividen CB), ha minden ¢ € CN problémdra

teljesiil, hogy x(c) < ¢,

e hatékony (efficiency, roviden E ), ha minden ¢ € CN problémdra teljesiil, hogy >, v Xi =

maXx;en C;,

o cgyforma jdtékosokat egyformdn kezeld (equal treatment of equals, réviden ETE),
ha minden ¢ € CN problémdra és minden {i,j} C N jdtékospdrra teljesiil, hogy ha

¢ = ¢, akkor x;(c) = x;(c),

o feltételesen koltség additiv (conditional cost additivity, réviden CCA), ha minden
{c,é} € CN problémapdrra, amelyre a jdtékosok azonos sorrendben szerepelnek a c

és ¢ problémaban, teljesil, hogy x(c+ ¢) = x(c) + x(¢),

o rendelkezik a ,legaldbb akkora kiltségek” figgetlenségének tulajdonsdgdval (indepen-
dence of at-least-as-large costs, rividen [ALC'), ha minden {c,c} € CV probléma-

pdrra €és minden 1 jatékosra teljesil, hogy ha
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(i) Ez = G,
(ii) minden olyan j € N\ {i} jdtékosra, amelyre c; < ¢;, teljesil, hogy ¢; = c¢; és

iii) minden olyan 5 € N \ {i} jdtékosra, amelyre c; > c¢;, teljesiil, hogy ¢; > c¢;,
] = J = =]
akkor x;(c) = x:(¢).

A kévetkezSkben a [2.19] példahoz hasonlé illusztracio segitségével igyeksziink megmu-
tatni, hogy mennyire jogos elvaras, hogy egy koltségelosztéasi probléma szabélya a defini-

cibban emlitett tulajdonsidgokkal rendelkezzen.

5.5. Példa. Egy tarsashiz rendezni szeretné egy adott idGszaki szamlajat, amit a szol-
galtatd a szemét elszallitasdért szamolt fel, és a szemétszallitas dijat fel szeretné osztani
a tulajdonosok kozott. Minden lakohoz tartozik egy kéltség, ami azt mutatja meg, hogy

mennyit kéne fizetnie az adott lakonak, ha a hazbol egyediil venné igénybe a szolgaltatast.

e NN tulajdonsag: Egyetlen lako altal befizetendd 6sszeg sem lehet negativ. Valakinek
vagy kell fizetnie egy pozitiv nagysagu Osszeget, vagy semmit nem kell fizetnie, de
egyetlen lakonak sem fizetiink a tobbi lako altal befizetett 0sszeghdl a koltségelosztas

soran.

e (B tulajdonsag: Egy lakonak sem kell tobbet fizetnie a koltségeltosztés sordn az
egyéni koltségénél. Ugyanis ha ez el6fordulna, akkor a lak6 nem a hézon keresztiil

intézné a szemét elszallitisat, hanem egyénileg.

e F tulajdonsag: A lakoktol beszedett pénz nem lehet kevesebb, mint a szamla értéke,
mert akkor nem tudjak azt kiegyenliteni. Viszont a szamla 6sszegénél tobbet nem
szednek be, mert csak ennek az adott szolgaltatdsnak a koltségét osztjak szét ezen

koltségelosztéasi probléméban.

e 'TE tulajdonsag: Ha két lakastulajdonosnak megegyezik az egyéni koltsége, akkor
jogosan varhato el, hogy ugyanannyit kelljen fizetniiik, amikor a haz szemétszallitasi
koltségét osztjak fel a lakok. Hiszen a szolgaltatast azonos modon veszik igénybe,

mivel az egyéni koltségiik megegyezik.

e C'C A tulajdonséag: Tegyiik fel, hogy a szemétszallitas koltségeinek elosztasi problé-
majat két idészakon keresztiil vizsgaljuk. Ha az egyes tulajdonosok altal fizetendd
Osszegeket Osszeadjuk a két idGszakra, jogosan varhato el, hogy igy ugyanannyit

kelljen fizetniiik, mintha egy idészakként vizsgaltuk volna a két idGtartamot.

e JALC tulajdonsag: Az I ALC tulajdonsag szemléltetésére tekintsiink egy mésik szi-

tudciot! Néhany vasarlo egy aruhéz raktardhoz szeretne egy gépjarmiibedllot épiteni,

21



hogy egyszertibb legyen az aru rakodasa. A vasarlok kozott van, aki kis tételben va-
sarol, 6 személygépkocsit haszndl, valaki kisteherautoval szeretné igénybevenni a
beallot, mig a nagytételben vasarlok teherautéval érkeznek. A kiilonb6z6 méretd
jarmiiveknek kiilénb6z6 hosszisagn bedllo kell, emiatt a bealld megépitésének egyé-
ni koltségei is eltérGek. Mivel van a jarmiivek kozott teherauto, igy a bedllot ennek
megfelel6 nagysagira kell épiteni. A vasarlok kozott ezt a koltséget szeretnénk el-

osztani.

Ugyanezek a vasarlok szeretnének a szomszéd aruhazhoz is egy beallot épiteni. (A
két esetben az egyéni koltségek eltérhetnek, hiszen mas teriileten, més koriilmények
kozott, esetleg méas kivitelezGvel épitkeznek.) Tekintsiik az épités koltségének elosz-

tasat a két épitkezésre, valamint egy adott ¢ vasarlora nézve. Ha azt tapasztaljuk,

hogy
— az 1 vasarlo egyéni koltsége a két épités esetében azonos,

— minden olyan j vasarlo esetében, akinek az elsG bedllo épitésekor kisebb az
egyéni koltsége az ¢ vasarloénal, teljesiil, hogy a j vasarlo egyéni koltsége meg-
egyezik mindkét esetben, (Ez a feltétel azért varhato el, mert tegyiik fel, hogy
kezdetben csak a j vasarlo igényli a beall6 megépitését, majd csatlakozik hozza
az 1 vasarlo is. Ekkor ha az 7 vasarlo egyéni koltsége megegyezik a két vizsgalt
esetben, és a 7 vasarlo egyéni koltsége is azonos mindkét épitési szituicioban,
akkor mondhatjuk, hogy az i vasarld ugyanannyival jarult hozza mindkét épit-

kezés koltségeihez.)

— minden olyan j vasarlo esetében, akinek az elsé bedllo épitésekor nem kisebb az
egyéni koltsége az ¢ vasarloénal, teljesiil, hogy a j vasarlo egyéni koltsége nem
kisebb a masodik beallo épitésekor, mint az els§ beallo épitésekor, (Ez a feltétel
azért varhato el, mert ha feltessziik, hogy kezdetben csak a j vasarlo igényli a
bedlld6 megépitését, majd csatlakozik hozza az ¢ vasarlo is, akkor az ¢ vasarld
csatlakozasa nem jelent tobbletkoltséget. Viszont ha az i vasarlo egyéni koltsége
mindkét épitkezés esetében ugyanannyi, de a j vasarlo esetében a mésodik
beall6 épitésekor kisebb, mint az els6 beallo épitésekor, akkor el6fordulhatna,
hogy a masodik gépjarmiibedllo épitésekor a j vasarld koltsége kisebb, mint az
1 vasarloé. De ez nem lehetséges, mivel példaul egy kisteherauté egyéni koltsége

barmely bealld épitésekor nagyobb egy személygépkocsi egyéni koltségénél.)

akkor jogos elvaras, hogy a vasarlonak ugyanannyit kelljen fizetnie mindkét beallo

épitésekor.
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5.2. Tulajdonsagok megfeleltetése

A kovetkezGkben jeldlje ¢ a ¢, airport jaték mogotti airport problémat. Ha y a ¢
problémén értelmezett szabaly és ¢ a ¢, jatékon értelmezett megoldas, akkor legyen 1)

olyan megoldas, amelyre a kovetkez§ teljesiil: ¥(c,) := x(c).

5.6. Allitas. Ha a ¢ € CN airport problémdn értelmezett y szabily NN és CB, akkor a
ca € GN airport jdtékon értelmezett 1) megoldds N P.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges ¢ € N nulla jatékost. Ekkor az i jatékoshoz tartozo
komponense a koltségvektornak 0, vagyis ¢; = 0. Az NN tulajdonsag alapjan a y szabaly
az i jatékoshoz nemnegativ értéket rendel. A C'B tulajdonsidg miatt a y szabaly &ltal
az i jatékoshoz rendelt érték nem nagyobb, mint a koltségvektor ¢ jatékoshoz tartozo
komponense, vagyis ¢;, ami 0. Tehat az ¢ jatékoshoz nullat rendel a y szabaly a c airport
problémaban: x;(c) = 0. Mivel ¥(c,) := x(c¢), ezért ¢;(c,) = 0. Lathato, hogy a 1) megoldas
a nulla jatékoshoz 0-t rendel a ¢, airport jatékban, tehat ¢» NP tulajdonsagi. O

5.7. Allitas. Ha a c € CN airport problémdn értelmezett x szabdly E, akkor a ¢, € Gy
airport jatékon értelmezett 1 megoldds PO.

Bizonyitds. Y .y i(ca) = D ;en Xi(c) = maxien ¢; = cq(N). Tehét a ¢ megoldas PO. Az
elsé egyenldség a 1(c,) := x(c) Osszefiiggésbdl, a méasodik egyenlség az F tulajdonsagbol
kovetkezik. A max;en ¢; = co(N) Osszefiiggés pedig amiatt teljesiil, hogy a ¢, airport
jatékban és a ¢, mogotti ¢ airport probléméaban ugyanazok a koltségek tartoznak az egyes
jatékosokhoz. O

Megjegyzés: Az allitas megforditasa is teljesiil, tehat ha a ¢, € GV airport jatékon
értelmezett 1) megoldas PO, akkor a ¢ € CV airport probléman értelmezett x szabdly

rendelkezik az F tulajdonsaggal.

5.8. Allitas. Ha a c € CV airport problémdn értelmezett x szabdly ETE, akkor a c, € Gy
airport jatékon értelmezett v megoldias E'TP.

Bizonyitds. Tekintsiink két ekvivalens jatékost: ¢ ~“ j, ahol i,7 € N. Airport jatékok
esetén az ekvivalens jatékosokhoz ugyanakkora koltség tartozik: (c,); = (cq);. Ebb6I ko-
vetkezik, hogy ¢; = c¢;. Mivel a x szabdly ETFE tulajdonsagu, ezért a szabdly ugyan-
akkora értéket rendel az i és j jatékosokhoz: x;(c) = x;(c). Mivel ¥(c,) := x(c), ezért
Yi(cq) = ¥;(cq). Tehat a ¢ megoldas rendelkezik az ET P tulajdonsaggal. O

5.9. Allitas. Ha a ¢ € CV airport problémdn értelmezett x szabdly CCA, akkor a ¢, € gy
airport jatékon értelmezett 1 megoldds ADD.
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Bizonyitds. (ca+¢,) = x(c+¢) = x(c)+x(¢) = ¥(ca) +1(é,). Tehat a 1p megoldas ADD.
Az els6 és a harmadik egyenldség a 1(c,) := x(c) Osszefiiggés miatt teljesiil, mig a masodik
egyenlGség a C'C A tulajdonsagbol kivetkezik. A CC A tulajdonsag csak azokra a c,é € CV
airport problémapérokra teljesiil, amikben a jatékosok azonos sorrendben szerepelnek. A

Ca,Ca € GY airport jatékokban is azonos sorrendben szerepelnek a jatékosok, ugyanis a

N

o, az N jatékoshalmazzal rendelkez§ airport jatékok osztilya egyértelmien

sorrendet G

meghatarozza. O]

5.10. Allitas. Ha a ¢ € CV airport problémdn értelmezett x szabdly IALC, akkor a

ca € GN airport jdatékon értelmezett b megoldds M.

Bizonyitds. Vegyiink két tetsz6leges c,, ¢, € GY airport jatékot és egy tetszbleges i jaté-
kost, melyre teljesiil a kovetkezd: (c,); = (G,);. Ha az i jatékosnak két airport jatékban
megegyezik a hatarhozzajarulasa, akkor igaz, hogy (c,); = (Co):- (Itt azt figyeljiik, amikor
az 1 jatékos az ires koaliciohoz csatlakozik mindkét jatékban.) Ebbdl kovetkezik, hogy
az 1 jatékoshoz tartozd komponense a koltségvektornak a két airport jaték mogotti két
airport problémaban megegyezik: ¢; = ¢;.

Valamint ha az i jatékosnak két airport jatékban megegyezik a hatarhozzajarulasa,
akkor igaz az is, hogy minden olyan j € N \ {i} jatékosra, amelyre (c,); < (cq); teljesil,
igaz a kovetkezs: (¢,); = (Gq);. (Itt azt figyeljiik, amikor az i jatékos az egyszemélyes j
koaliciohoz csatlakozik mindkét jatékban.) Ebbél kovetkezGen teljesiil, hogy ¢; = ¢;.

Emellett ha az ¢ jatékosnak két airport jatékban megegyezik a hatarhozzajarulasa,
akkor teljesiil az is, hogy minden olyan j € N\ {i} jatékosra, amelyre (c,); > (cq); teljesil,
igaz a kovetkezs: (G,); > (cq);. (Ugyanis ha ¢ csatlakozik a j jatékoshoz a ¢, jatékban,
akkor a hatarhozzajarulasa 0, mert a koalici6 koltsége a tagok koltségének maximuma.
Viszont ekkor a j jatékos koltsége nem lehet kisebb a ¢, jatékban mint a ¢, jatékban,
mert ekkor el6fordulhatna, hogy a j jatékoshoz valo csatlakozaskor ¢ hatarhozzajarulasa
nagyobb lesz nullanal a ¢, jatékban.) Ebbdl kovetkezGen teljesiil, hogy ¢; > ;.

Ekkor teljesiil az TALC tulajdonsag hérom feltétele, emiatt a x szabaly ugyanakkora
értéket rendel az i jatékoshoz mindkét airport problémaban: y;(c) = x;(¢). Mivel ¥(c,) :=
x(c), ezért ¥;(c,) = ¥;(¢,). Tehat a ¢ megoldas M tulajdonsagu. O

5.11. Allitas. A ¢ € CN airport problémdn értelmezett x szabdly megegyezik az eqymdst
kévetd egyenld hozzdjdrulds szabdlydval, vagyis x(c) = &(c), pontosan akkor, ha a c, € G~

airport jatékon értelmezett 1 meqgoldds megegyezik a Shapley-megolddssal, azaz 1 = ¢.

Az allitas bizonyitasatol eltekintiink, az allitas igazolasa megtalalhato a |Littlechild és
Owen| (1973) cikkben.
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5.3. Dubey(1982) valamint Moulin és Shenker(1992) ered-
meénye

5.12. Tétel (Dubey| (1982)). Legyen x egy ¢ € CN airport problémdn értelmezett szabdly.
Ekkor x pontosan akkor NN, CB, E, ETE és CCA, ha x = &, azaz ha x az eqgymdst

kovetd eqyenld hozzdjdrulds szabdlya.

Bizonyitds. Ha a x szabdly megegyezik a & egymaést kovetd egyenld hozzajarulds szabé-
lyéval, akkor a x szabdly NN, CB, E, ETE és CCA. Ez az allitas igazolasra keriilt a
Thomson| (2007) cikkben.

Ha a x szabalyra teljesiil, hogy NN, CB, E, ETE és CCA tulajdonsagu, akkor a y
szabaly megegyezik a £-vel, az egymast kévet§ egyenls hozzajarulas szabalyaval. Ezt az
allitast igazoljuk az aldbbiakban.

Mivel y szabaly a fenti tulajdonsigokkal bir, ezért az 5.7 és allitasok
alapjan a ¢ € CV airport probléma altal generalt ¢, € GV airport jaték 1 megoldasa
NP, PO, ETP ¢és ADD tulajdonsagokkal rendelkezik. Ha viszont a ¢, jaték ¢ megoldésa
NP, PO, ETP és ADD, akkor a[4.1] tétel szerint a ¢ megoldas megegyezik a ¢ Shapley-
megoldassal. Az allitas szerint pedig, ha a c airport probléma altal generalt ¢, airport
jaték ¢ megoldasa megegyezik a ¢ Shapley-megoldassal, akkor a c airport probléméan
értelmezett x szabaly megegyezik az egymast kovets egyenls hozzajarulas & szabalyaval.

Ezzel igazoltuk a tételt. [l

5.13. Tétel (Moulin és Shenker (1992)). Legyen x egy ¢ € CN airport problémdn értelme-
zett szabdly. Ekkor x pontosan akkor E, E'TE és IALC, ha x = &, azaz ha x az eqymdst

kovetd eqyenld hozzdjdrulds szabdlya.
A tétel bizonyitasa a tétel bizonyitasdnak analogidjara torténik.

Bizonyitds. Ha a y szabdaly megegyezik a & egymaést kovets egyenlé hozzajarulas szabé-
lyaval, akkor a y szabaly E, ETE és [ALC. Ez az allitas igazolasra keriilt a 'Thomson
(2007)) cikkben.

Ha a x szabalyra teljesiil, hogy E, ETFE és IALC tulajdonsagi, akkor a x szabaly
megegyezik a &-vel, az egymast kovetd egyenld hozzajarulas szabalyaval. Ezt az allitast
igazoljuk az aldbbiakban.

Mivel x szabély a fenti tulajdonsagokkal bir, ezért az[5.7] [5.8] és allitasok alapjan a
c € CN airport probléma altal generélt ¢, € GV airport jaték 1) megoldasa PO, ETP és M
tulajdonsagokkal rendelkezik. Ha viszont a ¢, jaték ) megoldasa PO, ET P és M, akkor a
tétel szerint a ¢ megoldas megegyezik a ¢ Shapley-megoldassal. Az allitas szerint
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pedig, ha a c airport probléma altal generalt c, airport jaték 1 megoldasa megegyezik a
¢ Shapley-megoldassal, akkor a c airport probléman értelmezett x szabaly megegyezik az

egymast kdvetd egyenls hozzajarulas € szabalyaval. Ezzel igazoltuk a tételt. O]

A fenti bizonyitasokkal 1j igazolasat adtuk a Dubey (1982) és a [Moulin és Shenker
(1992) tételeknek, valamint Gsszekapcsoltuk az airport jatékok esetében és az airport

problémék teriiletén elért eredményeket.
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