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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat téméja, amennyire ezt Gssze lehet foglalni egy kifejezésben, a nem teljes informacios ja-
tékok alkalmazasa a gazdasagi élet modellezésében. A tarszerzével irt dolgozatok sajatossaga, hogy
ir6i nem teljesen ugyanolyan hangsilyt helyeznek annak kiilonb6z6 részeire. Igyekeztiink e termé-
szetes jelenséget javunkra forditani, és a ,kecske is jollakik, kaposzta is megmarad" elvét kovetni a
dolgozat felépitésekor. Ennek szerencsés kovetkezménye, hogy az egyetemes, absztrakt matematikai

kovetkeztetések megfelel§ aranyban keverednek a kreativ, szigortan gyakorlati alkalmazéasokkal.

1.1. A szerkezetrdl

Az ezt kovets fejezetben, els6 lépésként attekintjiik a jatékelméleti apparatust, megismerjiik a dol-
gozatban hasznalt jelolésrendszert, kisebb példdkon is bemutatva. Ezutan a harmadik fejezetben
egy adott gazdasagi helyzetre mutatunk meg egy lehetséges modellezést, a hangsilyt az episztemolé-
giai fogalmak alkalmazasara, és az ebbdl fakad6 gazdaséagi kovetkezményekre helyezve. Megvizsgaljuk,
van-e hatésa az episztemologiai jellemz6k mozgatdsanak a raciondlis jatékosok dontéseire. A negyedik
fejezet ennek a modellnek a bévitése, ennek lehet a legnagyobb kozgazdasagi relevancidja dolgozatunk-
ban. Megvizsgaljuk egy modellszerii bank betéti kamatképzését a jatékosok informéacios helyzetének
megfelelGen, latni fogjuk, hogy jol megvalasztott modellben a t6bb informécié nagyobb tarsadalmi
Osszhasznossaggal jar. Az 6todik fejezetben visszatériink az absztrakt matematikdhoz és bevezetiink
egy Uj mutatészamot, mely szigortan episztemoldgiai fogalmakat kapcsol Ossze szigoruan gazdasagi
paraméterekkel. Az utols6 harom fejezet donts tobbsége sajat eredmény, de az eredeti Gtlet, a jaték
paramétereirél alkotott vélekedések egymaéasra épiilése nélkiil egy tapodtat sem mozdult volna elére a
kutatés. Az itt kihozott tételek bizonyitasanak némelyike technikailag rendkiviil egyszert, ismertetése
azonban hosszadalmas és megtdrné a dolgozat {6 gondolatmenetét, ezért ezek a fiiggelékbe keriiltek.

A roviden belathaté tételeket igyekeztiink helyben bizonyitani.

1.2. Az irodalomroél

Az altalunk hasznalt irodalmat harom nagyobb kategoriaba lehet sorolni. Az els§ kategoria a jaték-
elméleti alapfogalmakhoz hasznalt forrasok, hogy el tudjuk helyezni kutatadsunkat a tudoméanyterii-
letek kozott és keretet adjunk modelljeinknek. A mésodik kategoria a nem teljes informécios jatékok
megértéséhez és megragadasahoz hasznalt irodalom, melyeket elengedhetetlenek voltak a modellek

specifikdlasdhoz. A harmadik, a modellek alapotletéiil szolgélo irodalmak, munkank csirdja, mely a



dolgozat témajat segitett megadni.

A maésodik fejezetben, a jatékelméleti alapfogalmak targyalasahoz igyekeztiink kévetni a
land Rubinstein| [1994] és a [Forgo et al.| [2005] szerint megadott fogalmakat, jeloléseket. A Nash-
egyensuly koncepciéjanak megértéséhez cikkét hasznaltuk. Itt a jelolésrendszer nagyrészt
megegyezik a felhasznalt irodalmakkal. A nem teljes informéacios jatékokat [Harsanyi| [1967-68| alapjan
kezeltiik, az informécios helyzeteket szerint, a véleményrangsorokat
szerint specifikdltuk. A természeti apriori eloszlasokat egyik specialis eseteként tekin-
tettiik. A modell alapjaként [Allen and Morris| [1998] modellje szolgalt, az egymésra épiils vélekedések

koncepci6ja innen fakad dolgozatunkban. Végezetiil, az informécios helyzetek és a gazdasig Gsszefiig-

géseinek Gtlete [Mas-Colell et al.|[1995] és |Gomori| [2001] alapjan fogalmazodott meg.




2. fejezet

Alapok

Az aldbbiakban bevezetjiik azokat a fogalmakat és jeloléseket, melyeket az egész dolgozatban hasznélni
fogunk. Mind a régi, beagyazodott, mind a frissebb teriileteken igyekeztiik kévetni a bevett, illetve
eredeti jelolésrendszert és definicidkat, apré eltérések el6fordulhatnak. Ennek f6 oka, hogy egyel6re
nem célunk a végsskig altalanositani az itt kapott kovetkezményeket, ezért a kiindulaskor sem tesziink

olyan sok feltételt.

2.1. Jatékelméleti alapfogalmak

A jatékelmélet legalapvetobb absztrakt fogalma maga a jaték, amirdl a teriilet az elnevezését kapta.
Anélkiil, hogy belemennénk az elnevezés pontossigiba vagy filozofiai kérdésekbe, szamunkra a ja-
ték |Osborne and Rubinstein| [1994] alapjan egy olyan rendszer lesz, melyet szerepl6k alkotnak, akik
kiilonbozd akciok koziil valogathatnak. Attél fiiggéen, hogy az egyes szereplék hogyan dontottek, a
jatékosok kapnak valamilyen kifizetést. A jatékosokat az fogja 6sszekotni a jatékban, hogy kifizetésiik
fiigg a tobbi jatékos dontésétdl. Jatékosbol és akciobol is barmilyen szamossidgu lehet a jatékban,
nekiink az els6 modellben véges sok jatékosunk és akcionk lesz, a kés6bbi bévitésben majd belép még
egy szerepld, aki kontinuum sok akci6 koziil valogathat. A kifizetés minden jatékos esetében egy valos

szam lesz. Formélisan a kovetkezd jeloléseket vezetjiik be [Forgo et al.| [2005] szerint.

e A jatekosok halmazat N-el jeldljiik agy, hogy 0 ¢ N. 0-val a ,, Természetet" fogjuk jel6lni, ennek

csak késébb, a nem tokéletes informaécios jatékoknal lesz jelentGsége.

o A; fogja jeldlni egy ¢ € N jatékos valaszthaté akcidinak halmazat, Ay a természet akcibit.

Legyen tovabba A := X;c(nuo)Ai akcioprofilok halmaza.

e u; fogja jelolni egy i € N jatékos kifizetSfiiggvényét. u;: A — R, tehat minden jatékosra min-
den lehetséges akcioprofilhoz egy valos szamot fog rendelni. Hasonléan w-val jel6ljiik a x;cnu;

szorzatot.

Igy egy G-vel jelolt jatékot meghataroz a G = {N, A, u} felirds. Ezt az alakot nevezziik a G jaték
stratégiai forméjanak. A felsorolasban megadott tulajdonsagokat a jaték paramétereinek nevezziik.

Példaként mutassuk ezt be az egyik legismertebb jatékon, a Fogolydilemman. Itt két jatékos
talalhato, a két fogoly, akiket nevezziink Els6 fogolynak és Méasodik fogolynak. Mindketten két akcio
koziil valogathatnak, vagy Vall-t, vagy Nem vall-t jatszanak. A kifizetéseket a[2.1|tablazat tartalmazza.
A bal oldalon 1év6 szamok az Els6, a jobb oldalon lévsk a Masodik jatékos kifizetéseit abrazoljak.

Tehat a jaték paraméterei a kovetkezdk:



Masodik fogoly

Vall Nem vall
Els6 fogoly Vall =55 | —-1;-9
Nem vall | —9; -1 —2;-2

2.1. tablazat. A fogolydilemma kifizetGméatrixa

e N = {Els¢ fogoly, Masodik fogoly}
o A; = {Vall, Nem vall} i € N-re.
e u-t matrix formaban adtuk meg, ahogy a késébbiekben is tenni fogjuk.

2.1.1. definicié (Racionalitas). Egy i jdtékost raciondlisnak nevezink, amennyiben mazimalizdlja
kifizetését.

A tovabbiakban feltessziik, hogy minden jatékos racionélis.

2.1.2. definicié (Koztudott). Egy G jdték p paramétere kéztudott, amennyiben minden jdtékos
tudja p-t, minden jatékos tudja, hogy minden jdtékos tudja p-t, €s igy tovabb a végtelenségig.

Tegyiik fel, hogy a fogolydilemmaban minden paraméter kéztudott és a jatékosok racionalitésa is
koztudott. Ekkor vegyiik észre, hogy ha egy fogoly Vall-t jatszik, az mindenképp nagyobb kifizetést
hoz neki, mintha Nem vall-t jatszana, fiiggetleniil attol, hogy a mésik jatékos milyen akcidt valaszt. Ezt
szigoria dominancidnak nevezziik. Egy jatékos, aki maximalizélni akarja kifizetését, nem jatszik szi-
hogy a fogolydilemma-szerti jatékok, mind a (Vall, Vall) akcioprofillal érnek véget. Erdekes kovet-
kezmény, hogy amennyiben mindketten Nem vall-t jatszottak volna, mindketten magasabb kifizetést
kaptak volna ((—2,—2) a (=5, —5) helyett).

Ebben az esetben a tudés kifejezést a sz koznapi értelmében hasznaltuk, késébb azonban kiilonb-
séget fogunk tenni vélemény, tudas, informécié és egyéb episztemologiai kifejezések kozott. Ebben az

A kévetkezd definicioban i jatékos (kevert) stratégiahalmazanak neveztiik azt az S; halmazt, amely

tartalmazza az Gsszes valészintiségi mértéket A; {6lott.

2.1.8. definici6 (Nash-egyensily). Egy G jditék Nash-egyensilya az az s* = X;en s stratégiapro-
fil, amire teljesiil, hogy egyik i € N jatékosnak sincs olyan s; € S; stratégidja, amelyre u;(sf x s*,) <

ui(s; X ;).

Megjegyzends, hogy e definicié szerint egy jatéknak lehet t6bb Nash-egyensilya is, de legalabb
egy biztosan van [Nash| [1950] alapjan. A fogolydilemmanak csak egy van, ez a (Vall, Vall) tiszta
stratégiaprofil. Stratégiak is lehetnek szigorian dominéltak, s6t stratégiak is dominalhatnak akciokat,

ugyanolyan kdvetkezményekkel, mint amit az akcidkrél mondtunk.

2.1.4. definici6é (Teljes informaciés jaték). Egy G jdték teljes informdcids, amennyiben minden

paramétere koztudott.

Ezen fogalmak ismeretében kijelenthetjiik, hogy a fentebb leirt fogolydilemma jaték teljes infor-

macios jaték, és racionalis szereplSk esetén (Vall, Vall)-t fognak jatszani. Természetesen, ha barmelyik



feltételt gyengitjiik, mas eredménnyel fogunk szembesiilni. A racionalitdssal ebben a dolgozatban nem
fogunk kiterjedten foglalkozni, helyette ratériink azokra a jatékokra, amik nem teljes informéciosak,

ugyanis elsGsorban ezeket tudjuk felhasznalni a pénziigyi élet modellezéséhez.

2.2. Nem teljes informacids jatékok

A nem teljes informécios jatékok egyik problémaja, hogy még ha a paraméterek szdma nem is olyan
nagy, akkor is bonyolult és hosszadalmas lehet specifikalni magat a jatékot. Aumann kétféle megkoze-
litést javasolt a tudas leirdsara|Aumann|[1999a] alapjan. Az egyik, a szemantikai leiras, mely az infor-
macios helyzeteket halmazokként irja le, majd a halmaz elemein helyez el valoszintiségi mértékeket a
vélekedések leirasara. A méasik megoldas, a szintaktikai megkdzelités, mely logikai allitasokkal és ope-
ratorokkal dolgozik, értelmes mondatokkal leirva a jatékosok informéacios helyzetét. Ertelemszertien
a kett6 Osszhangban van egymassal, minden helyzetet egyértelmden le lehet irni mindkét médszerrel.
Dolgozatunk nem foglal allast a ketté kozott, azonban igyekszik kihasznalni mindkét leiras elényeit.
Szemantikai leirdast fogunk hasznalni a tételek kimondasdhoz, viszont a példakban igyeksziink vila-
gosan mondatokba foglalni a jatékosok informaltsagat. Most bevezetjiik azokat a fogalmakat, amik a
szemantikai leirashoz sziikségesek.

A nem teljes informacios jatékok kezelésére Harsanyi adta meg az atmutatast. A kiindulé koncepcié
az, hogy minden jatékosnak vannak tulajdonsigai, amik befolyasoljak a jaték paramétereit (pl. a
kifizetéseket). A fogolydilemméban ilyen példa lehet, ha egy fogoly ,lelkiismeretes". Egy lelkiismeretes
fogolynak negativ hasznossdgot hoz, ha elarulja tarsat, esetleg nem is jatszhatna Vall-t. A feltétel
az, hogy minden jatékos tudja magérol, hogy milyen tulajdonségai vannak (a fogoly tudja, hogy &

lelkiismeretes-e vagy sem), azonban nem ismeri a tobbi jatékos tulajdonsagait.

2.2.1. definicié (Vilagallapot). Vildgdllapotnak nevezzik a természet és a jdatékosok dsszes lehet-

P

jeléljiik, halmazukat Q-val.

A lelkiismerettel kibgvitett fogolydilemméban az egyes w-k nem csak azt tartalmaznak, hogy
melyik fogoly lelkiismeretes és melyik nem, hanem azt is, hogy mit gondolnak egymasrol. Amennyiben
a két fogoly nem tud egymésrdl semmit, és elképzelésiik sincs a maésik lelkiismeretességérsl", ez
az Q) egy négyelemd halmaz, elemei az w; =[Lelkiismeretes, Lelkiismeretes], wo =[Lelkiismeretes,
Nem lelkiismeretes], ws =[Nem lelkiismeretes, Lelkiismeretes] és az ws = [Nem lelkiismeretes, Nem
lelkiismeretes|. A foglyok tudjak magukrol, hogy lelkiismeretesek-e, de nem tudjak azt masik fogolyrol.
Azaz, Els6 fogoly meg tudja mondani, hogy {w;, ws}-ben vagyunk-e vagy {ws, w4 }-ben, de hogy azon

beliil melyik vildgallapot kovetkezett be, azt nem tudja.

2.2.2. definicié (Informaécidés particid). Legyen Pqo az dsszes lehetséges particio Q-n. Ekkor I;-t j

I-vel kapcsolatban a kovetkezs$ elnevezéseket vezetjiik be:

e Ha Ij(wy) = Ij(ws), akkor azt mondjuk, hogy j jatékos nem tud kiilonbséget tenni w; és wo

vilagallapotok kozott.

e Ha I;(w1) # Ij(w2). akkor j jatékos meg tudja kiilonboztetni wq és wo vilagallapotokat.



Részletesebben kifejtve a vildgallapotok megkiilonboztetésének elvét, a kovetkezdt mondhatjuk:
tegyik fel, hogy a vilag helyzetét épp egy w vilagallapot irja le. Az informaciés particio j jatékosra
azt fogja megadni ebben az esetben, hogy j mely vilagallapotokrél tudja, hogy bekovetkezhettek, és
melyekrél tudja, hogy azok biztosan nem kovetkezhettek be. Az I;(w) particié adja meg, hogy ez a
jatékos ebben a vilagallapotban milyen eseteket tart elképzelhetének. Minden, ami ezen kiviil esik,

az nem kovetkezhetett be j szerint.

2.2.3. kovetkezmény. Minden j € N-re és w € Q-ra igaz, hogy j jdtékos sosem tartja lehetetlennek

w vildgdllapotot, amennyiben az bekdvetkezett.

Mivel definici6 szerint w € I;(w), a jatékosok tudasa ily modon nem lehet félrevezetd.

Ezek alapjan, amennyiben egy jatékos nem tudja megkiilonboztetni wy és we vilagallapotokat,
azt fogja jelenteni, hogy barmely vildgallapotban vagyunk, j jatékos soha nem fogja pontosan tudni,
hogy ez biztosan w; vagy ws. Azt viszont esetleg tudhatja, hogy ezek biztos nem kovetkezhettek
be. Vegyiik a lelkiismerettel bévitett fogolydilemmat példaként. Itt Els§ fogoly nem tudja meg-
kiilonboztetni azokat a vilagallapotokat, amikben & lelkiismeretes, ahogyan azokat sem, amiben &
nem lelkiismeretes, mivel ¢ csak a sajat tulajdonsdgait ismeri. Ebben az esetben az ¢ informa-
ci6s particioja a kovetkezs lesz: Ipiqs fogoly = {{w1, w2 }{ws, w4 }}. Hasonléan Masodik fogolyra:
I\asodik fogoly = {{wr, wsHws, wat}.

Ahhoz, hogy a particidkat 6sszekapcsoljuk a jatékosok lehetséges tulajdonsagaival, bevezetiink egy

4j fogalmat, a jatékosok tipusat.

2.2.4. definicié (Tipus). Minden j jatékosra az I; particiondlt halmaz elemeit j kélcsondsen egy-

értelmien megfeleltetjik egy T; tipushalmazzal. Az eddigiekhez hasonléan T := X jenTj.

A tipusok mogotti Harsanyil [1967-68] altal felvetett alapkoncepcié a kiovetkezs: racionélis jaté-
kosok, akik szimmetrikusak kifizetéseikben és valaszthaté akcidkban, és ugyanolyan informacioval
rendelkeznek, ugyantgy fognak jatszani is. Igy, amennyiben megadjuk egy jatékosra, hogy mely vi-
lagallapotokat tartja elképzelhetének, kovetkezmény miatt megadtuk minden tulajdonsigat is,
ami relevans lehet a jatékban. Ezeket az informécids helyzeteket tipusoknak fogjuk mostantél nevezni,
a jatékos tipusa tehat elmond mindent a jatékosrol. A tipushalmaz elemeit akarhogy elnevezhetjiik, de
altalaban Gsszhangban lesznek a vizsgalt jatékos lehetséges tulajdonsagaival (példaul: lelkiismeretes
- nem lelkiismeretes).

Harséanyi ugy kezeli a nem teljes informaciés jatékokat, hogy bevezet egy 4j jatékost, ezt nevezziik
természetnek, aki az Gsszes tObbi jatékos lépése el6tt , kiosztja" a jatékosoknak, hogy milyen tipustak
egy természeti prior eloszlas alapjan. A jatékosok a sajat tipusuk ismeretében doéntenek ezutan.
Amennyiben a természet prior eloszlasa koztudott, a jatékosok a Bayes-szabaly alapjéan ki tudjak
szamolni az Osszes elképzelhetének tartott vildgallapot valdszintiségét, ezért a nem teljes informacios

Fontos, hogy a nem teljes informécios jatékok ilyen atirasakor a jaték paramétereinek egyértelmii-
sége megsziinik, azaz minden vilagallapotra meg kell adnunk a jatékosok akcidit és kifizetéseit. Az 1]

jeloléseink a kovetkezdk:
o (C; C A; x T jelzi i jatékos T; tipusban elérhets akcidinak halmazat, C := X;envC;
e A kifizet6fiiggvényt mostantol vilagallapotokra adjuk meg, a tovabbiakban u;: Q@ x A - R

e A jatékosoktol fiiggetlen, jaték szempontjabol relevans allapotokat a természet &llapotainak

nevezzik és H-val jeloljik. Ez alapjan Q = H X (X;enT})-



e A természet prior eloszlisa egy valoszintiségi mérték Q) f616tt, és Ag-al jeldljiik.

Mostanra sikeriilt megadnunk a jatékot ugy, hogy a jatékosokat beosztottuk tipusokba és atirtuk
a meglévs paramétereket az Gj fogalmaknak megfelelGen. Azonban az informaltsdgbol még hianyzik
valami, mégpedig az, hogy hogyan vélekednek egymaés és a természet allapotairdl, az egyes tipusokban.

Ezt a tulajdonsagot vezetjiik be most, [Aumann|[1999b|-nek megfelelGen.

2.2.5. definici6 (Elsérendi Vélekedés). Jelolje A(S2) a vildgdllapotokon vett dsszes valdsziniségi
mérték halmazdt. Ekkor az fl: T, — A(Q) fiigguényt nevezziik i jdtékos elsérendi vélekedésének. Az

eddigiekhez hasonléan f1 := x;cnf}.

Ez a fliggvény minden jatékosra megadja, hogy milyen valészintséggel hiszi az egyes vilagallapo-
tokrol, hogy azok bekdvetkeztek. A vélekedés lehet egy kutatis eredménye, egy megérzés, minden,
amit a jatékosok felhasznalhattak, hogy kovetkeztessenek a t&bbi jatékos és a természet tulajdonsaga-
ira. Vegyiik azonban észre, hogy ezzel nem adtunk meg minden informaciét a jatékosokrol. Behoztunk
a jatékba egy kovetkeztetési modszert, hogy a jatékosoknak legyen elképzelése a tipusokrol, hiszen ez
dontSen befolyasolja a racionalis jatékosok lépéseit. Azonban igy mar az is befolyasolja a jatékosok
lépéseit, hogy mit gondolnak egymas vélekedéseirsl, hiszen ha a vélekedés hatassal van egy jatékosra,
akkor hatassal van az Osszes tobbire is. Ezért aztan vizsgaljuk a jatékosok vélekedését a tobbi jateé-
kos vélekedésérdl is. A vélekedés nem mondhat ellen annak, amit a jatékos az informécios particiok
alapjan tud mondani, tehat ha w vilagallapot kdvetkezett be, 7 jatékos minden olyan F halmazhoz,

amire E C Q de ENI;j(w) = 0 0 valoszintséget fog rendelni.

2.2.6. definici6 (Masodrendi vélekedés). fZ: T; — A(A(Q)), ahol A(A(R)) a vildgdllapotokon

értelmezett valdsziniségi mértékek folott értelmezett valdsziniségi mértékek halmaza. f% := x;en f7.

Hasonloképp definidlhaté a harmadrendd, negyedrendi, stb. vélekedés. Barmilyen nagy véges egész
n-re igaz, hogy ha az n-edrendd vélekedés hatassal van a jatékra, akkor az n + 1-edrendi is, igy nincs

olyan magas rendd vélekedés, mely ne lenne hatassal a jatékosok dontésére.

2.2.7. definicié (Véleményrangsor). Egy i jdtékos vélekedéseinek dsszességét, az f; = X2 fI

szorzatot a jdatékos véleményrangsorinak nevezzik. Tovdbbd legyen f := X;en fi-

A magasabb rendii vélekedések itt szerepls definicioja nem tokéletesen vag egybe a bevett fo-
galmakkal, didaktikai okokbdl azonban nem pontositjuk ket tovabb, a dolgozatban lévé hasznalatuk
ugyanis nem kovetel meg jobb leirast (a pontosabb definicié tobb, itt nem hasznalt fogalmat kovetelne
meg). Ertelemszertien a pontosabb definiciok is miikodnének a dolgozatban.

Ekkor formélisan G nem teljes informécios jaték felirhato T' = (N, A,u, I, H,C, f) alakban. Az
ilyen, vagy ezzel ekvivalens alakokat nevezziik Bayesi-jatéknak. Az elnevezés mogotti alapkoncepcio
az, hogy minden jatékosnak van egy kiindul6 apriori vélekedése a vildgallapotok folott, és ennek
fliggvényében lesz egy poszteriori vélekedése, miutan megkapta a tipusat. A mi felirAsunkban nem
szerepel a jatékosok apriori vélekedése, de a véleményrangsorokban megadtunk minden lehetséges
poszteriori vélekedést. A vildgallapotok csak a természet és a jatékosok tulajdonsagaitdl fiiggnek,
ezért nem kell 6ket kiilon megadni Bayesi-jaték forméjaban. Vegyiik észre, hogy a Bayesi-jaték teljes
informécids.

Egy I Bayesi-jaték normalizalt formajanak nevezziik azt a G = (N, S, u) jatékot, melyben a nor-
malizalt jaték stratégiaprofiljaira igaz, hogy SA‘Z : T; x S, azaz minden tipusra megadunk egy stratégiat

az eredeti jaték szerint.



2.2.8. definicié (Bayesi-Nash-egyensulypont). I' Bayesi-jdték Bayesi-Nash-egyensilya az az S

stratégiaprofil, mely G normalizdlt formdji jdatékban Nash-egyensily.

Ilyen mindig létezik, Nash|[1950] alapjan.



3. fejezet

Az Allen-Morris jaték egy formaja

3.1. Az alapjaték

A kovetkezGkben stilizalt gazdasagi szereplSk eszkozkezelését fogjuk dbrazolni. Kezdeti modelliink-
ben, mely a Allen and Morris| [1998|-beli modell diszkrét és korlatos valtozata, két jatékos lesz, ezek
a illetve b vallalatok, akik mindketten egyazon bankban tartjdk minden befektethet$ vagyonukat. A
két jatékosnak két akcio koziil kell dontenie: egy kérdéses idGszakban vagy kiveszik minden pénziiket
a bankbol (W) vagy bennhagyjak (R). Legyen a betétek nagysaga mindkét vallalatnak 10000 dollar.
Amennyiben mindkét vallalat tgy dont, hogy a bankban hagyjak a pénziiket, az idGszak végén a bank
mindkettejiiknek fizet kamatot, ennek mértéke legyen most 35%. A bank betétbiztositast kotott mind-
két tigyfelére, a biztosité a bank helyett kifizeti a betéteseket, amennyiben a bank fizetésképtelenné
valik. A banknak csak ez a két ligyfele van, és ezek egyesével is olyan nagy erét képviselnek a bank
eszkozoldalan, hogy amennyiben barmelyikiik kiveszi a pénzét, a bank cs6dbe megy, és az a betétes,
aki kivette a pénzét (tehat W-t jatszott), a szerz6dés értelmében 10000 dollarral tavozhat. Ez akkor
is igaz, ha csak az egyik betétes akarta kivenni a pénzét, és akkor is, ha mindketts. Ha azonban csak
egy vallalat jatszott W stratégiat, a biztositd - latva a bank cs6dhelyzetét - sietve felbontja a bankkal
kotott szerzédését, és annak a betétesnek, aki R stratégiat valasztott, mar nem fog fizetni, mivel a
bank is fizetésképtelen, ez a vallalat hoppon marad, és elveszti minden pénzét. A jaték paraméterei

tehat:
e N ={a,b}.
o A, =Ay,={R,W}.
o A jatékosok kifizetéseit a [3.1] tablazat mutatja.
b jatékos
R w

]
a jatékos R | 13500; 13500 0; 10000
w 10000; 0 10000; 10000

3.1. tablazat. Az alapjaték kifizetGmaéatrixa

A bal oldalon az a vallalat (sorjatékos), a jobb oldalon a b vallalat (oszlopjatékos) kifizetései

lathatok, eddigi modelliinkben minden paraméter, valamint a jatékosok racionalitasa is koéztudott.



Ebben a jatékban mindkét vallalat szabadon valaszthatja, hogy kiveszi vagy bennhagyja a pénzét,
mindkét stratégidnak vannak kockazatai, (ha R-t jatszik, elveszitheti minden pénzét, ha W-t, akkor
nem kaphat kamatokat) azonban érezziik, hogy a valdésagban egy vallalat nem mindig &ll olyan jol,
hogy hosszu tavia betétet helyezhet el. El6fordulhat, hogy a vallalatnak likvid eszkozokre van sziiksége,
ami azonnal hozzaférhetd, és nincs befektethetd vagyona.

A valosaghoz lehetgleg kozelitve azzal az alapfeltevéssel fogunk élni, hogy az egyes szereplSk (ma-
ganszemeélyek, vallalatok) befektetési viselkedései két dologtol fiiggnek: az aktualis vagyoni helyzetiik-
t6l, és a tobbiek viselkedésérdl valo vélekedésiiktSl. Az elébbi leirdsara minden szereplénél bevezetiink
egy szignalfiiggvényt (L,, illetve L), mely a [0, 7] intervallumba esd egész szamokon mozog, és minden
id@szakban jelzi, hogy az adott véllalatnak van-e likviditasi igénye. A fiiggvény id6 szerinti dinami-
kaja nem képezi a dolgozat témajat, minddssze annyit mondunk réla, hogy dontés el6tt a véllalatnak
figyelembe kell vennie, a szignal pillanatnyi allasat, és amennyiben az adott idészakban L € {0, 1}, az
illet6 szerepl§ elért egy kritikus likviditasi pontot, és mindenképp ki kell vennie a pénzét a bankbdl.
Amennyiben L € {2,3,4,5,6,7}, a szerepld jol all anyagilag, és barmit donthet a vagyonarol.

A véllalatok azonos gazdasagi kornyezetben miikédnek, ezért feltételezziik, hogy likviditasuk ha-
sonldéan fog alakulni, azaz, ha egy idGszakban az egyik vallalatnak éppen jol megy az iizlet, felté-
telezziik, hogy a masik sem teljesit rosszul, és forditva, ha az egyik véllalat cs6dkozeli allapotban
van, a masik sem allhat tul jol. Ezt a modellben gy jeldljiik, hogy a szignalfiiggvényekre kikotjiik a
|L, — Lp| < 1 Osszefiiggest, azaz azonos idgszakban a két likviditasmutatéd kozti kiilonbség nem lehet
nagyobb 1-nél. A likviditasi mutatok nem kozismertek, ezért a jatékot nem tudjuk teljes informécios
jatékként kezelni.

A Harsanyi| [1967-68]-féle transzformacionak megfelelen bevezetjiikk a természet nevd jatékost,
aki a jaték kezdetekor kisorsolja a jatékosok &llapotait. A példaban a vallalatoknak egyetlen tulaj-
donséaga van, ez pedig a likviditasi mutatojuk, ezek lesznek tehat a vallalatok tipusai. Igy T, = T}, =
{0,1,2,3,4,5,6,7}. A természetnek ezen feliil nincs szerepe, egyetlen allapotot vehet fel, igy allapo-
tai semmilyen forméban nem hatnak a jatékra, ezért H-t nem érdemes a modellben szerepeltetni.
Q =T, x T, miatt tehat osszesen 64 vilagallapotunk lesz, a két jatékos nyolc-nyolc tipusa miatt. A

természet apriori eloszlasat (ami alapjan a vildgallapotok koziil sorsol) a [3.2) tablézat mutatja.

Agw) | O 1 2 3 4 5 6 7|2
0 L &% 0 0 0 0 0 0] %
1 % w0 0 0 0 0] %
2 0 55 = 2 0 0 0 0|4
3 0 0 &% % 3 0 0 0] %
4 0 0 0 3 37 35 0 0] %
5 0 0 0 0 & &% = 0%
6 0 0 0 0 0 o = 551 4%
7 0 0 0 0 0 0 = &%
X |s 5 5 5 § 5 8 §/|!

3.2. tablazat. A természet apriori eloszlasa

A tablazatot a kovetkezGképp értelmezziik. A 4. sor 5. eleme (a szamozasok 0-val kezdGdnek)

megmutatja, hogy a természet i valészintiséggel oszt a jatékosnak 4-es, b jatékosnak pedig 5-0s

tipust. A tablazatban lathatjuk, hogy noha a vilagallapotok kozott megjelennek az eddig lehetetlennek

tartott esetek (|L, — Lp| > 1), ezeknek igy méar 0 valoszintiséget adunk. Az utolso sor és az utolsd
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oszlop jelzi, hogy a jatékosok kiilon-kiilon milyen valésziniiséggel lesznek beosztva az egyes tipusokba.
Ez minden esetben % lesz.
Igy az episztemolégiai jellemzékon kiviil 6ssszeszedtiink minden paramétert, kivéve a C-t, ami a

vilagéllapotokban mutatja a jatékosok akciohalmazat. Az eddigieknek megfelelGen:

[ {RW} haT,>1
¢ {W} kiilonben

Ugyanez b jatékosra:

O — {R,W}, ha Ty, > 1
’ {W} kiilonben

Miel6tt a jatékosok episztemoldgiai tulajdonsagaival kezdenénk foglalkozni, vegyilink egy pillantést
a jatékra. Ha a jatékos bérébe bujunk, és azt hissziik, hogy b jatékos R-t fog jatszani, ha megtehet-
jiik, mi is R-t fogunk jatszani, hiszen akkor kamatos kifizetést kapunk, nem pedig csak a betétiink
Osszegét. Amennyiben azt hissziik, hogy b jatékos W-t jatszik, mi is ki akarjuk venni a pénzt, kiilon-
ben 0 kifizetéssel tavozunk 10000 helyett. Lathatjuk, hogy az elsérendii vélekedések fontos szerepet
fognak kapni. Amennyiben azonban mi azt hissziik, hogy b azt hiszi rolunk, hogy ki akarjuk venni a
pénzt (vagy ki kell venniink a pénzt), 6 is W-t fog jatszani, mely esetben nekiink is azt kell. Igy a
méasodrendd vélekedéseknek is szerepet fognak kapni és igy tovabb. Tehét a véleményrangsorokat kell
majd vizsgalnunk.

A fejezet és a dolgozat téméaja a kiilonb6z6 informéacios esetek Osszehasonlitdsa. Ennek elérése ér-
dekében megvizsgaljuk, mi térténik a példaban, ha a Bayesi jatékban tokéletes informaltsdgot tesziink
fel, azaz nem lesz bizonytalansag a jatékosok vélekedéseiben. Kiszamoljuk, hogyan érdemes donteni
a vallalatok vagyonarol, és ennek megfelelGen milyenek lesznek az atlagos kifizetések. Ezutan a tobbi
paraméter valtozatlanul hagyasa mellett megvaltoztatjuk az episztemologiai jellemzsket (informéacios
particio, vélekedés), és megnézziik, milyen hatast értiink el. Megmutatjuk tovabbéa azt is, hogy a

Bayesi Nash-egyensily milyen probléméakba iitkdzik a racionalitds definicioja szerint.

3.2. A tokéletes informacios eset

A kovetkezskben a tokéletes informécios esetet vizsgaljuk meg. A tokéletes informacios jatékok tulaj-
donsaga, hogy minden paraméter teljes bizonyossaggal ismert, ez pedig mar elérevetiti az informacios
helyzeteket, hiszen a vélekedések mar egyfajta bizonytalansagot tartalmaznak.

Ennek megfelelGen két alapfeltevéssel éliink. Az els6, hogy mind a két jatékos ismeri a sajat tipusat,
vagyis a sajat likviditasi mutatdjat. A maésik, hogy pontosan ismerik a méasik jatékos tipusat is. Ez
informacios particiokra leforditva I,(w) = {w}, és I(w) = {w} format jelenti, azaz minden particio
egyelemii lesz, a jatékosok tudni fogjak melyik vildgallapotban van a jaték.

Itt tehat két dolgot kell az a jatékosnak megvizsgalni. Ha az & likviditasi mutatéja a kritikus
tartomanyban van, akkor ki kell vennie a pénzét (mar csak azért is, mert ezt b is tudja és ezért & is
kiveszi a sajatjat). Ha pedig b likviditasi mutatojarol tudja, hogy a kritikus tartomanyban van, akkor
szintén ki kell vennie a pénzét, hiszen ha masképp dont, rosszabbul jar. Innen tehat lathato, hogy
ha legalabb az egyik vallalat likviditasi mutatéja a kritikus tartomanyban van, a jaték pénzkivétellel
fog véget érni mindkét jatékos részér6l. Ha mind a két véallalat mutatdja egyszerre a biztonsdgos

tartomanyban van, akkor bent hagyjik a pénziiket a bankban. Ez azért fog teljesiilni, mivel ha a
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racionalitas koztudott, és az (R, R) akcioprofil nyilvan nagyobb kifizetést hoz, mint a (W, W), igy ha
nincs oka a jatékosoknak kivenni a pénziiket, tokéletes informacioban nem is veszik ki.

Igy a jatékosok dontési fiiggvényei a és b sorrendben a kovetkezok:

W, haT, € {0,1}, vagy T, € {0,1}

D, (T,,Ty) =
( b) { R egyébként

Tovabba,

Dy Ty) = { W, ha T, {0,1}, vagy Ty € {0,1}
R egyébként

Ez alapjan szamoljuk ki a jatékosok atlagos kifizetéseit. A atlagos kifizetés az az érték, amit a
jatékosok varhatéan kapnak, ha nem ismernek semmit, csupén a természet apriori eloszlasat és a jaték
szabalyait. Ezt tgy szamoljuk ki, hogy az Gsszes lehetséges allapotparra meghatarozzuk a jaték kime-
netelét, és az ekkori kifizetés értékeket mindkét jatékosra az el6fordulasi valoszintiségeikkel silyozva
atlagoljuk. A dontési fliggvény miatt, csupan a (W, W) és az (R, R) stratégiaparok fordulhatnak eld.
Ha példaul T, = 2 és T, = 1, akkor olyan vildgallapotban vagyunk, melyre mindkét jatékos W-t fog
jatszani (b nem is jatszhat mast, a pedig ezt tudja rola). Ennek a vilagallapotnak a valoszintisége a
természet apriori eloszlasa alapjan i, a kifizetések pedig u, = u, = 10000. A tablazat mutatja
a lehetséges kimeneteleket. A nem 0 valoszinidségi vilagéllapotok koziil kiemeltiik azokat, amikor

pénzkivétellel végzodik a jaték, a tébbinél mindkét jatékos benntart.
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3.3. tablazat. A jaték kimenetele

Mivel a tablazatban kijelolt hat esemény fiiggetlen, a valosziniiségeik Gsszeadhatok, ez %. Ez azt
jelenti, hogy a természet ﬁ valoészintiséggel sorsol agy, hogy a jaték kimenetele pénzkivétel lesz, mig é—z
valosziniséggel Ggy, hogy az eredmény a pénz bent tartasa lesz. Vagyis a jatékosok varhato kifizetése
a jaték kezdete el6tti informéaciokkal %10000 + %13500 = 12479, 167 lesz. Ez az érték alkalmas arra,
hogy 6sszehasonlitsuk a hasonlé tartalmi, nem tokéletes informarciok mellet szamitott értékkel.

Most vonatkoztassunk el néhany kikotéstdl. Legyen mindkét jatékosnak | € ZT darab kiilonbozd
lehetséges allapota, vagyis t — a és t, € [0,n — 1]. Tovabbra is feltessziik, hogy a gazdasagi kornyezet
egyezsége miatt, a likviditasi mutato értékek legfeljebb eggyel térnek el egymastol, vagyis |t, —ts| < 1.
Természetesen a szereplSk informécios particioi tovabbra is a tokéletes informaciot tiikrozik, minden
vildgallapotot meg tudnak kiilonboztetni.

A vilagéllapotok természetben eléforduld eloszlasat a [3-4] tablazat mutatja.

Legyen K az az intervallum, ami Osszes pontja azt jelenti, hogy a jatékos csédhelyzetben van,

vagyis ki kell vennie pénzét a bakbol. Hatérozzuk meg k € Z* szémot, ami a legmagasabb még
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Ay 01| 2 E—=2|k—-1] k n—2|n—-1][>
2 1 1

0 | & |40 0 i

1 1 1 1

1 | 3| 30| 3m 0 m

1 1 1

2 0|+ | = 0 i

1 1 1

k—21] 0 0 = += |0 0 0 i
1 1 1 1

1 1 1

k 010 0 = | = 0 0 i

1 1 1

n—1[01]0]0 0 0 0 = Z |3
SRR 1 1 1 1 1 1

3.4. tablazat. A lehetséges allapotok és azok el6fordulési valoszintségei

cs6dhelyzetnek itélt allapotot jelenti. Kénnyen belathat6, hogy k < [, hiszen a maximalis likviditasi
mutatoszamnal nagyobb értékek nem léteznek. Ekkor tehat K = [0,k — 1], vagyis k darab olyan
likviditasi értéke lehet a jatékosoknak, ami csGdhelyzetet jelent.

A kovetkezkben meghatarozzuk ebben az altalanosabb jatékban a varhatoé kifizetést. Itt is ha-
sonléan kell eljarnunk, mint a konkrétabb esetben, meg kell hatarozni a kivétellel végz6ds jatékok
el6fordulasi valoszintiségét, majd a jatékosok kifizetéseivel varhaté értéket szamolni bel6le. A termé-
szeti eloszlas alapjan, ha k darab cs6dhelyzetet jelz6 érték van, akkor annak a valésziniisége, hogy
mindkét vallalat a pénzkivétel mellett dont k4 + 4, mig a komplementer eseményé (I — k)7 — 3
Ekkor tehét az eddigi jel6léseket alkalmazva a véllalatok varhato kifizetése a D3EEL + D (14-r)3=3r=1
Osszefiigéssel szamolhatd, ahol D jeldli a betétek nagysigat, r pedig a betéti kamatlabat.

Az k = [ eset azt jelenti, hogy az Osszes lehetséges tipus csGdhelyzetet jelent, vagyis a pénz
bent tartasanak valoszintisége pontosan nulla. Ebbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy a komplementer
esemény valosziniisége pontosan egy, hiszen ekkor mindkét vallalat biztosan kiveszi pénzét a bankbol.

Igy a vallalatok varhato kifizetése pontosan D.

3.3. A nem tokéletes informacios eset

Vizsgéaljuk meg mi torténik, amennyiben a két vallalat nem rendelkezik tokéletes informaciokkal. A
jatékosok ismerik a sajat szignalfiiggvényiik alakuldsat, azonban semmilyen idészakban nem tudjak
biztosan megmondani a masik vallalat likviditési igényét, sem azt, hogy kritikus pont alatti-e, sem a
pontos értéket. Helyette kikotjiik, a kiilonféle vallalatok (apriori) eloszlasa a természetben koztudott.

Az, hogy egy jatékos ismeri a sajat likviditasat, informéacios particidkban a kovetkez6képp irhato fel:

Ia(La:x):{{La:xaLb:O}a{La:xaLbzl}a-~-a{La:1’7Lb:7}

minden z € {0,1,...,7}-re. Ugyanez b jatékosra:

Ily=y)={{Le=0,Ly =y},{La =1Ly =y},....,{La =7,Ly = y}

pontosan egyszer. Ugy adtuk meg az informaltsagot, hogy a particiék pont azt fogjak mondani, hogy
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a két vallalat meg tudja kiilonboztetni azokat a vilagallapotokat, a likviditasa szerint, de azok kozott,
amikben a likviditdas megegyezik, mar nem tudnak kiilénbséget tenni. A tipusfiiggvényiink legyen
egyszertien a T, = L, és a T, = L, fliggvény, azaz példaul, ha egy jatékosnak 4 a likviditési szignalja,
akkor 4-es tipusba soroljuk. Ezek alapjan mar Ossze tudjuk rakni a és b jatékos véleményrangsorat,
és ezzel megadtuk az egész jatékot. Vegyiik az els6rendd vélekedéseket.

A jatékosok els6rendii (poszteriori) vélekedését a feltételes valosziniiségekre vonatkozo szabalyok
alapjan szamolhatjuk. Legyen a tipusanak értéke t,, b-é pedig tp. Jelolje Ag(t,) annak a valoszind-
ségét, hogy a jatékosnak a természet ¢, tipust sorsol és Ag(tp) azt, hogy b-nek t,-t. Ekkor a jatékos

elsérendti vélekedése minden w € 2 vilagallapotrol:

A
) = 52
ugyanez b jatékosra:
A
0 = 320

Azaz egy w vilagallapotrol a két jatékos ugy fog vélekedni, ahogyan a természet, de mivel ismerik a sa-
jat tipustkat, lenormaljék a tipusuk valdsziniiségével. Amennyiben T, = 3, a jatékos a koévetkezSképp

fog vélekedni a (T, = 3,T, = 4) vilagallapotrol:

fbl(Ta:Ova:O): Ao(Tb:O) =

AT, =0,T,=0) 15 2

1

8
Utols6 példaként nézziink meg egy ,lehetetlen" vilagallapotot (itt a lehetetlen a 0 valdszintdséget
fogja jelenteni, ami természetesen messze 4ll a lehetetlen esemény fogalmatol). Ha a tipusa 5, akkor

a kovetkezSképp vélekedik a (T, = 5,7, = 1) allapotrol:

=0

Ao(T, =5Ty=1) 0
=71

1 _ _ _
fa(Ta_5va_1)_ AO(TLL:5)

8
Az els6rendi vélekedés definicidja szerint azokroél a vilagallapotokrol, melyben a jatékosok tipusa

nem egyezik meg a tapasztalttal, a jatékosok vélekedése O lesz. Példaul, ha T; = 4, akkor:

AT, =4,T,=5)=0

mivel a (T, = 4,T, = 5) vilagallapot kiviil esik (T, = 4)-en. Fontos még megjegyezni, hogy ezek
a definiciok nem miikddnek abban az esetben, amikor egy tipust a természet 0 valoszintséggel oszt ki.
Mivel a modelliinkben ilyen nincs, ezért nem vettiik bele ezt az esetet szintén didaktikai okokbol, de
esetiinkben hasznélhatok a feltételes valoszintiségekre vonatkozo feltevések is. A tablazat mutatja
az els6rendd vélekedéseket minden relevans vildgéallapotra (amikor a jatékosok olyan vilagallapotrol
vélekednek, melyben a tipusuk eltér a tapasztalttol, nem szerepeltettiik a tablazatban).

Mivel az elsérendii vélekedések megegyeznek a két jatékosra, egy tablazatba siritettiik Gket. A
tablazat értelmezése a kovetkezd: Amennyiben T, = 3, a harmadik sor mutatja a jatékos (relevans)
véleményeloszlasat b jatékos tipusarol. Lathato, hogy % valészintiséggel fogja hinni b-rél, hogy a tipusa,

2, 3 illetve 4, minden mas esethez 0 valdészintiséget rendel.
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3.5. tablazat. Az elsérendd vélekedések matrixa

A magasabb rendii vélekedéseket a jaték megolddsa sordan fogjuk megadni, a jobb érthetGség
kedvéért. Egyeltre oldjuk meg az alapjatékot, szamoljuk ki az egyes akciok varhaté hasznossagat
elGszor az a jatékosra. Ehhez jeloljiik p-vel azt a valdszintséget, hogy b jatékos R akciot valaszt.
Ekkor 1—p valészintiséget rendel a W stratégidhoz, tehat a varhato kifizetéseit pedig a kovetkezéképp
irhatjuk fel:

uq(R) = 13500p + 0(1 — p) = 13500p
ug (W) = 10000p + 10000(1 — p) = 10000

Ekkor a racionalis jatékos akkor hagyja benn a pénzét, ha u,(R) > u.(W), azaz:

13500p > 10000

20
>7
P =57

b jatékosra analog a levezetés. Ezek alapjan 0ssze tudjuk rakni a és b jatékosok dontési fliggvényeit:

Duly) R, hap> 22
p =
¢ W  egyébként.

Illetve:

Dy(p) = R, hap> g—g
P W egyébként.

Mivel a jaték szimmetrikus, a két fliggvény argumentumaként ugyanazt a p-t hasznaljuk, mely sza-
vakban kifejezve annak az eseménynek a valoszintiségét jelenti, hogy egy jatékos befekteti a pénzét. A
tovabbiakban arra vagyunk kivancsiak, hogy ez a valdsziniség hogyan fiigg a pillanatnyi likviditastol,
azaz L, és Ly szignalfiiggvények helyzetétdl.

Becsiiljiikk meg p-t, azzal a modellbeli és feltételezéssel élve, hogy a jatékosok viselkedése kizarolag
a sajat likviditasuktol, valamint a tobbiek viselkedésérsl valo vélekedéstdl fiigg. Igy p-re kaphatunk
egy értéket és van esélyiink megjosolni, hogy az egyes gazdasagi helyzetekben milyen esélye van a
bank cs6djének. Tegyiik fel, hogy a vallalat igazgatdja helyében vagyunk, és azt jelentették pénziigyi
osztalyrol, hogy a likviditasi mutaténk 3. Megéri-e nekiink kilépni a bankbol?

Nulladik 1épés: Latjuk, hogy a jaték szabdlyai szerint nincs akadédlya az R stratégianak, hiszen
3 > 1, tehat likviditasunk megengedi a maradést, de nem biztos, hogy megéri.

Els6 1épés: Tudjuk, hogy ha b jatékos W-t jatszik, nekiink nagyon nem éri meg bennmaradnunk,

hiszen nulla lesz a kifizetésiink. Azt is tudjuk tovabbéa, hogy b jatékosnak W-t kell jatszania, ha 2-nél
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kisebb a likviditasa. f' matrixbol le tudjuk olvasni, hogy b-nek csak 2, 3 vagy 4 lehet a likviditdsa
(tipusa), mindegyik % valoészintiséggel. Ez alapjan azt 1atjuk, hogy b-nek sem koételez6 kivenni a pénzét,
tehét els6 becslésiink a dontési fliggvény p véltozdjara a p; = 1 lesz. Ez esetben pedig a racionalis
véalasztasunk az R stratégia, tehat egyel6re maradunk.

Masodik 1épés: Természetesen itt még nem ér véget a szamolas, hiszen az, hogy b-nek nem
kell kivennie a pénzét a bankbol, nem jelenti azt, hogy esetleg nem érheti meg neki. Mivel ha az
egyik jatékos kiveszi a pénzét, a mésik pedig nem, ez utébbi 0 kifizetést kap, igaz lesz az is, hogy
amennyiben b jatékos azt gondolja rélunk, hogy kivessziik a pénzt, & is W stratégiat fog jatszani,
amennyiben erre képes. Tudjuk, hogy b jatékos % valosziniiséggel 2-es tipusii. Amennyiben 6 tényleg
2-es, 6 % valosziniiséget fog ahhoz rendelni, hogy mi, az a jatékos, 1-es tipustiak vagyunk. Tehét, amikor
6 dont, minimum % valoszintiséget rendel ahhoz, hogy kiveszi-e a pénzt és ezt fogja behelyettesiteni
a dontési. Mi ugyan tudjuk, hogy a mi tipusunk 3, de 6§ nem, és nekiink csak ez szamit. Tehat ezen
a szinten az az esemény, hogy ki akarjuk venni a pénzt megegyezik azzal, hogy mi azt hissziik b-r6l,
hogy szerinte T, < 1. Ez jelen esetben akkor fordulhat el§, ha mi azt hissziik, hogy T, = 2, b pedig
azt, hogy T, = 1. Vegyiik észre, hogy itt keriilnek el a masodrendi vélekedések. A jatékosok ismerik
egymés elsérendii vélekedéseit, hiszen azt a természeti eloszlasbol vezettiik le, ami koztudott volt.

Ezért, tovabba |Aumann| [1976] alapjan a szereplSkre igaz lesz, hogy:

fi=faxfy
és
fi =ty < fa
Ez szintén koztudott, hiszen koztudott volt a természeti eloszléds, koztudottak az elsérendi veé-
lekedések is, a jatékosok masodrendi vélekedése nem lehet mds, mint ez. Tudjuk, hogy fl = fl,
mert minden szimmetrikus a két jatékosra. Amennyiben az elsérendd vélekedések [3.5] tablazatban

szerepl$ alakjat elnevezziik M-nek, és alkalmazzuk a fliggetlen eseményekre vonatkozé szabélyokat,

a kovetkez6t kapjuk mindkét jatékosra.

f2= 5=
Itt mar az M? alak a matrix masodik hatvanyat jelenti, nem pedig indexet. Nevezziik M;-nek a matrix
i-edik oszlopvektorat (sorvektor is lehet, hiszen M = M7T). Ekkor az eddigiek alapjan:
fA(T,=3)=Msx M

Ahol a szorzas matrixszorzast jelent. A példaban a baloldal (a mésodrendii vélekedés) leirhato egy
vektorként, hiszen véges sok vilagallapotunk van, a jobboldal pedig egy vektor és egy matrix szorzata,

szintén egy vektort kapunk eredményiil. Szamoljuk ki a vélekedési vektort.

MgXM:

O O O wrww- O O
O O O O O O w=w
O O O O O w= w= wi=
S O O O wWkrww= O
S O O wrwrkw- O O
O O wWrwrrwer O O O
S Wk wRwer O O O O
W W= W= O O O O O

wo w= ©O O O O O O
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0-2+40-3+35-0+5-0+5-0+0-0+0-0+0-0 0
0-240-2+2-242.042-040-04+0-0+0-0 i
0-0+0- 2 +2-24+%-244.040-040-0+0-0 2
0:0+0-0+3-3+3-3+%-540-0+0-0+0-0 [ | 3
0-040-0+%-0+4-241.140.240.0+0-0 [ | 2
0-0+0-0+%-0+%-0+2-24+0-2+0-2+0-0 i
0-0+0-0+%-0+%-0+2-0+0-240-3+0-% 0
0-0+0-0+2-0+2-0+3-0+0-0+0-5+0-2 0

Amit eredményiil kaptunk, az éppen az M2 vektor. Ennek jelentését a tablazatban foglaltuk

ossze.
M2 | T
0 [0
11
2 |2
: 3
2 |4
515
0 |6
0 |7

3.6. tablazat. A masodrend vélekedések T, = 3 esetén

Azaz, ha t, = 3, 6 azt fogja hinni b-r6l, hogy 6 é valészintiséggel hiszi rélunk, hogy 1-es tipusba
tartozunk, %—el, hogy 2-esbe és igy tovabb. Kiemeltiik az 1-es tipushoz tartozé értéket, mivel az
mutatja, hogy milyen valészintiséget rendeliink legaldbb ahhoz, hogy b azt hiszi rélunk, hogy cs6d6sck

vagyunk. Ebben az esetben legalabb ennyi valoszintiséget kell rendelniink ahhoz, hogy kiveszi a pénzt,

hiszen csak a masodik lépés alapjan ez é valészintség (kevesebb nem lehet, mert ellentmondana a

koztudott racionalitasnak), de t6bb lehet a magasabb rendd vélekedések alapjan. Azaz, tudjuk, hogy
1—-p> %, tehat p < %. Tehat p, = % > g—g, azaz. még nem kell kivenniink a pénzt.

Harmadik lépés: Most tartunk ott, hogy szadmba vettiik a sajat helyzetiinket, a sajat vélekedé-
siinket b vallalatrol, és a vélekedésiinket b véallalat vélekedésérdl. Ezzel azonban nem zartunk ki minden
esetet, amikor ki kell venniink a pénziinket a bankbodl. A kovetkezs lépéshez meg kell vizsgalnunk,
mi a vélekedésiink arrél, hogyan vélekedik b vallalat a mi vélekedésiinkrél. Hiszen, amennyiben a mi
szignalmutatonk 4 lenne, hihetnénk azt, hogy b-¢ 3. O ekkor hihetné, hogy a miénk 2, ami még nem
lenne gond, azonban, ha § azt hiszi rélunk, hogy a miénk 2, mi (szerinte) hihetjiik, hogy az 6vé 1.
Mely esetben ismét mindkét jatékos ki akarnd venni a pénzét.

Ez a folyamat a kovetkezGképp néz ki t, = 3 esetén:

a szignédlja a vélekedése b vélekedése a szerint b vélekedése a vélekedésérdl, a szerint

3 3 2 1
3 2 2 1
3 2 1 1
3 2 1 0
A t6bbi esetben nincs gond a likviditassal egyik jatékos szerint sem.
Ez 4 lehet6ség, mindegyik valészintisége egyenként (%)3 = 5-, a valoszintségi mértékek tulaj-
donsaga alapjan, tehat minddsszesen 2%. Ekkor p3 = 1 — 2% = g—g, tehat toviabbra is maradunk a
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bankban.

A lépéseket akarmeddig folytathatjuk. Kénnyen beldthato, hogy barmilyen nagy n-re létezik olyan
n rendd 4ll6 egymasra épiils vélekedéssorozat (a azt hiszi b-rél, hogy & azt hiszi a-rél, hogy 6 azt hiszi
b-r6l...), aminek a végén, ha az az esemény bekovetkezik, a-nak jobban megérné kivenni a pénzét
a bankbol, mint benttartani. Amennyiben a vélekedéseket megfeleltetjiik egy Markov-folymatnak,
ahol a kiilénb6z6 tipusok az egyes allapotokat jelentik, mig a (szimmetrikus) poszterior vélekedések
matrixa a folyamat atmenetmétrixanak felel meg, az n-ed rendd vélekedésre vonatkozd vélekedéseket
az M™ matrix irja le. Erre a jatékra a negyedik lépéshez az M* matrix tartozik, amit atablazatban

foglaltunk Gssze.

M4 0 1 2 3 4 5 6 7
0 | 0,4321 | 0,321 | 0,1728 | 0,0617 | 0,0123 | 0 0 0
1 | 0,321 | 0,284 | 0,2099 | 0,1235 | 0,0494 | 0,0123 | 0 0
2 10,1728 | 0,2099 | 0,2346 | 0,1975 | 0,1235 | 0,0494 | 0,0123 | 0
3 | 0,0617 | 0,1235 | 0,1975 | 0,2346 | 0,1975 | 0,1235 | 0,0494 | 0,0123
4 | 0,0123 | 0,0494 | 0,1235 | 0,1975 | 0,2346 | 0,1975 | 0,1235 | 0,0617
5 0 0,0123 | 0,0494 | 0,1235 | 0,1975 | 0,2346 | 0,2099 | 0,1728
6 0 0 0,0123 | 0,0494 | 0,1235 | 0,2099 | 0,284 | 0,321
7 0 0 0 [0,0123 | 0,0617 | 0,1728 | 0,321 | 0,4321

3.7. tablazat. A negyedrendii vélekedések

A tablazat alapjan azt mondhatjuk, hogy amennyiben tudjuk, hogy a jatékos i tipusi, akkor M;lj
valoszintiséggel hiszi b jatékosrdl, hogy 6 azt hiszi a jatékosrol, hogy & azt hiszi b jatékosrodl, hogy 6
azt hiszi a jatékosrol, hogy a tipusa j.

A tablazatban félkdvérrel vannak jeldlve az Mg, és az M3, elemek. Ezek Osszege mutatja, hogy
amennyiben a kizdrélag a negyedrendd vélekedése alapjan dontene, milyen valészintséget rendelne
ahhoz, hogy b-nek ki kell vennie (vagy megéri neki kivenni) a pénzt. Ez alapjan py = 1 — 0,0823 —
0,1276 = 0,7901. Tehat tovabbra se vessziik ki a pénzt a bankbol.

Ahelyett, hogy tovabb szamolnank, prébaljuk meg meghatarozni a p,, = 1 — M3, — M3, sorozat
viselkedését. Azért lesz sziikségiink éppen erre, mivel mindig a 3-as tipusbol indulunk és mindig arra
lesziink kivancsiak, hogy milyen valoszintiséggel érjiik el a 0-s vagy az 1-es éllapotot. Sejtjiik, hogy
minél tovabb lépiink a vélekedésekkel, annal kevesebb informécionk marad a méasik jatékos tipusarol,
elébb-utobb el kell jutnunk oda, hogy az ujabb vélekedés bevonasa a jatékba nem fog valtoztatni a
viselkedésiinkon.

Legyen M* = lim, o, M™. Ilyennek léteznie kell, mert M métrix irreducibilis és a sorok és az
oszlopok Osszege 1. Ezt nevezziik a jaték egyensulyi vélekedésének. Ebbédl az kdvetkezik, hogy p,
sorozat konvergens, tehat van alsé korlatja. Szamoljuk ki az egyensulyi vélekedést ebben a jatékban.

M szimmetrikus, ezért M* is az lesz. Tudjuk tovabbé, hogy M*M = M™* definiciészeriien. Ezért

aztén felirhatjuk a nulladik oszlop elemeit a kivetkezs egyenletrendszerrel:

1

* 2 *
Mgy = 5 Mgy + 3

My, = gMoo + §M01 + §M02

Mg, = 3Mo1 + §M02 + §M03
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M03:§ 02+§ 03“‘5 04

My, = §M03+§M04+§M05

Mgs = §M04 + §M05 + §M06
My = §M05 + §M06 + ng
My, = §M06 + §M07
7
> =1
i=0
Ennek egyetlen megoldasa az Mgy, = Mg, = ... = %. Ha ezt minden oszlopra felirjuk, megkapjuk

az egyensulyi vélekedés matrixat, melynek minden sordnak mindegyik elemében % fog allni. Azaz,
barhonnan is induljunk, ha végtelen messze vagyunk kivancsiak a feltételes vélekedésre, akkor vissza-
jutunk az egyenletes eloszlashoz, ami azt jelenti esetiinkben, hogy semmit sem tudunk a masik jatékos
tipusardl. Ez alapjan mondhatjuk, hogy a végtelenben annak a valészintisége, hogy a azt hiszi b-rél,
hogy b azt hiszi a-rol... hogy a tipusa 0 vagy 1, az M3, + M3, = % + é = %

Amennyiben a lépéseket folytatjuk, egy konvergens sorozatot fogunk kapni p becslésére, melynek
hatarértéke 1 — % = % lesz. Esetiinkben a p,, sorozat alakulasat n = 20-ig a tablazat mutatja.

Pn a, |10 0,7323 | 0,2677
1 0 11 | 0,7281 | 0,2719
1 0 12 | 0,7251 | 0,2749

0,8889 | 0,1111 | 13 | 0,7231 | 0,2769
0,8519 | 0,1481 | 14 | 0,7218 | 0,2782
0,8148 | 0,1852 | 15 | 0,7212 | 0,2788
0,7901 | 0,2099 | 16 | 0,7209 | 0,2791
0,7709 | 0,2291 | 17 | 0,7211 | 0,2789
0,7567 | 0,2433 | 18 | 0,7214 | 0,2786
0,7461 | 0,2539 | 19 | 0,722 | 0,278
0,7381 | 0,2619 | 20 | 0,7227 | 0,2773

olo|lvNjlolua|ls|lw|vw|~R|o|B

A tablazatban g,-nel jeloltiik az 1 — p,, sorozatot, illetve kiemeltiik p;g-ot, ahol p,-nek minimuma,
gn-nek pedig maximuma van. Innentél a két sorozat monoton noévekvs illetve csékkend modon tart
0, 75-hoz és 0,25-hoz, a végtelenben vett vélekedésekhez. Ennek bizonyitasa részletesen a fiiggelékben
olvashato, itt nem targyaljuk. Vizsgaljuk most a 16. rendii vélekedést.

Lathatjuk, hogy ez esetben a jatékos legaldabb 0,2791 valdszintiséggel hiszi b-r6l, hogy 6 hiszi a-
rol... hogy kiveszi a pénzt. Ez alapjan szigorian a 16. rendii vélekedés szerint a varhato kifizetések a

kovetkezSképp alakulnak:
uq(R) = 0,7209 * 13500 4+ 0,2719 x 0 = 9732, 15

ua(W) = 0,7209 % 10000 + 0, 2719 * 10000 = 10000

Ebben az esetben a dontés természetesen az, hogy kivessziik a pénziinket, hiszen 10000 > 9732, 15.
Ha nem igy tennénk, sértenénk a racionalitési feltételeket, hiszen az biztos, hogy p < pig, mi pedig

még p1g esetén sem tudnank benntartani a pénziinket.
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n T 0 1 2 3 4 5 6 7
% 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0

0

@ 0 0 0,3333 | 0,3333 [ 0,3333 | 0
¢ | 0,1111 0 0,1111 | 0,2222 | 0,3333 | 0,2222 | 0,1111 0
¢ | 0,1481 | 0,037 | 0,1111 | 0,2222 | 0,2593 | 0,2222 | 0,1111 | 0,037 0

g1 | 0,1852 | 0,0617 | 0,1235 | 0,1975 | 0,2346 | 0,1975 | 0,1235 | 0,0494 | 0,0123

qi6 | 0,2791 | 0,1392 | 0,1399 | 0,1395 | 0,1358 | 0,1275 | 0,1159 | 0,1046 | 0,0976

¢ | 0,25 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125

A tablazatban megmutatjuk, milyen szdmolasok utan jutottunk az egyes p,,, g, értékekhez.

A téblazatban minden elem a kozvetlen f6lotte 1évé harom elem (a folotte 1évs és annak két
szomszédja) atlaga. A széls6 elemeknél kozvetlen f6lotte 16vs elemek kétszeres sulyt kaptak.

Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy amennyiben a tipusunk 3, kivessziik a pénziinket a bank-
bol. A jaték szimmetrikus jatékosaiban, tehat ha ¢, = 3, szintén kéztudott racionalitids miatt ugyanezt
varjuk b jatékostol is, ha 3-as a likviditasa. Most nézziik meg a t, = 4 esetet. A szamolast nem ve-
zetjik ilyen részletesen végig, a p, sorozat 1-bél indul és szigortan monoton csékkenve fog tartani
0, 75-hoz, és igy g, 0-bol indul és szigurian monoton néve tart 0, 25-h6z. Ennek bizonyitasa szintén a
fiiggelékben talalhat6. Ez alapjan pi,y = 0,75, lesz p,, sorozat legkisebb fels§ korlatja és ggup = 0,25

lesz ¢, legnagyobb als6 korlatja. A varhato kifizetések ebben az esetben:
uq(R) = 0,75 % 13500 4+ 0,25 « 0 = 10125

uq (W) = 0,75 % 10000 + 0, 25 * 10000 = 10000

Ebbol kovetkezik, hogy minden rendd vélekedésre uy(R) > up(W), hiszen a t6bbi esetben annak
a valoszintsége, hogy b jatékos bennmarad a bankban csak ennél nagyobb lehet, mely még toviabb
novelné u,(R)-t. Amennyiben nincs olyan rendd vélekedés, melyre W-t kellene jatszani, a racionalis
jatékos bennhagyja a pénzét a bankban.

Noha ebben az esetben a minden esetben megegyezik a kiilénb6z6 rendid vélekedésekbdl kapott
optimalis akci6, mégis itt tessziik a nagyobb feltételeket, hiszen azt mondtuk, hogy p < pins, nem
azt, hogy p = pinp. Mégis, amennyiben az egész véleményrangsor azt mondja, hogy nem kell félniink
attol, hogy b esetleg azt hiszi, hogy mi azt hissziik, hogy s.i.t., akkor a koztudott racionalitds miatt b
sem fél ettdl, tehat bennhagyhatjuk a pénzt.

Abban az esetben, amikor a kiilonb6z6 vélekedések ellentmondanak egymésnak (példaul a t, = 3
esetben az els par vélekedés azt mondta, R stratégia a jobb, a 16. rendd pedig azt, hogy W, majd
késébb és a végtelenben is R), a dontésiink az ellentmondés ellenére tisztabb, hiszen p < p,, minden
n-re, és ha mar van olyan n, amire ki kell venniink a pénzt, akkor nem lenne racionalis bennhagyni.
Igy a tablazatban kozolt dontések nem mondanak ellent a racionalitasi feltételeknek, s6t, akdrmi mast
dontenénk a jatékos helyében, sértenénk a feltételt.

A tobbi lehetséges tipusra ezt a szamolast nem vezetjiik végig, csak az egyes ¢, sorozatok maxi-
mumait, illetve szuprémumait kozoljiik. Ugyanezt a dontési szabalyt hasznalva minden més tipusra,
a tablazatban olvashat6, hogy milyen tipusra milyen akci6t kell kdvetni.

Egy pillanatra vizsgaljuk paraméteresen a jatékot. Legyen az intervallum legkisebb eleme 0, a

legnagyobb [ — 1, igy a hossza I (a példaban ez [ = 8 volt), a kritikus tartomany (ahol ki kell venni a
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TA 0 1 2 3 4 5 6 7
Qsup 1 10,3937 | 0,2791 | 0,25 | 0,25 | 0,25 | 0,25
Dontés | W | W w w R R R R

3.8. tablazat. Az egyes tipusokhoz tartoz6 dontések

pénzt) legnagyobb eleme k — 1, ennek hossza pedig k (a példaban k = 2). Tegyiik fel tovabba, hogy

a kritikus tartomény révidebb, mint az intervallum hosszanak fele.

3.3.1. Tétel. A sorozatokra és a dontésekre vonatkozoan az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek paramé-

terektdl fiiggden:

1. Hai> %, akkor qsup = %

2. Hai> j, és j tipusban R a raciondlis dontés, akkor i tipusban is R.

3. Ha i > j, ést tipusban W a raciondlis dontés, akkor j tipusban is W.

BizoNyiTAs: Ld. fiiggelék. A 2. és a 3. pont bizonyitasénal az alapkoncepcié az, hogy egy ilyen
formaban megadott Markov-folyamatnal minél tavolabbrdl indulunk, annal kisebb valészintiséggel
ériink el egy allapotba.

Ahhoz, hogy egy jatékosnak megadjuk a racionalis dontését, a Bayesi-jaték koncepcidinak megfe-
lelve meg kell adnunk minden tipusara, hogy milyen stratégiat kovet. tétel miatt élhetiink azzal
az egyszerisitéssel, hogy amikor megadjuk a és b jatékosra az optimélis S* stratégidkat, csak azt
adjuk meg, hogy melyik lesz az a tipus, amire els6ként R akciot jatszanak. Ami ennél nagyobb tipus,
arra is R-t fognak jatszani, ami kisebb, arra W-t. Ez a példaban szerepld jatékra S; = Sy = R4 volt
a[3-8 tablazat alapjan. Azt a stratégiat, mely minden tipusban W-t jatszik Wp-al jeloljiik. Tekintsiik

meg mi torténik az egyes vilagallapotokban, ha mindkét jatékos az itt kiszamolt S* = R, stratégiat

jatsza.
Ug 0 1 213 4 ) 6 7
0 10 | 10
1 10 | 10 | 10
2 10 | 10 | 10
3 10 | 10 0
4 10 | 13,5 | 13,5
5 13,5 | 13,5 | 13,5
6 13,5 | 13,5 | 13,5
7 13,5 | 13,5
U, = 11,1875 | 10 | 10 | 10 | 10 9 13,5 | 13,5 | 13,5

3.9. tablazat. A jaték lejatszasa (R4, R4) stratégiapar esetén

Az oszlopokban a jatékos lehetséges tipusat jeloltiik, a sorokban b jatékosét. Azokat a vilagalla-
potokat, amiknek 0 a valdszintisége, nem tiintettiik fel. A legalso sorban szerepld @, atlagos varhato
kifizetést a természeti apriori eloszlas alapjan szdmoltuk az. Vegyiik észre, hogy t, = 4-re a varhato
kifizetés ezzel a stratégiaval 9000. Azonban, ha ebben a tipusban is W-t jatszanank, biztosan 10000
kifizetéshez jutunk. Ez alapjan lathatjuk, hogy a most kapott lejatszas nem Bayesi-Nash-egyensily,
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megéri téle egyoldalaan eltérni (példaul Rs-re, ha b tovdbbra is Rs-et jatszik, jobb kifizetést kapunk,
hiszen sose kapnank 0-t). Amennyiben azonban mindkét jatékos eltér ebbe az irdnyba, az mindket-
tejiikknek rontja a varhato kifizetését és tovabbra sem kapunk Nash-egyenstlyt. (Rs, R5)-t6l megérni
egyoldaltian eltérni Rg-al, és igy tovabb.

Az egyetlen egyensiilyi stratégia, amitél nem érdemes egyoldalian eltérni, az a Wy, amikor mindig
kivessziik a pénzt, ami egységesen 10000 — 10000 atlagos varhato kifizetést juttat a jatékosoknak,
tehat mindketten rosszabbul jarnédnak. A probléma kicsit emlékeztet a fogolydilemménél latottakra.
Itt, amennyiben 4-es tipusiak vagyunk, van csabitas, hogy eltérjiink, hiszen méar a természeti eloszlas
miatt is 9000 varhato kifizetésiink van biztos 10000 helyett. A félelem is nagy, hiszen ezt a masik
jatékos is tudja. De, ellentétben a fogolydilemmaval, itt kaptunk egy olyan stratégiapart az (R4, Ry)-
et, melyrdl belattuk, hogy nincs mas raciondlis stratégia a véleményrangsor szerint.

Kovetkezd észrevételiink, hogy a varhato kifizetést tudjuk novelni dgy is, hogy mindkét jatékos
eltér, mégpedig ugyanugy, ez pedig az lenne, ha (R3, R3) stratégiat jatszananak. Ekkor, a 4-es tipusnak
is 13500 lenne a varhato kifizetése, a 3-asnak lenne 9000, minden més valtozatlan, tehat egy 10000-
et cseréltiink 13500-ra, az atlagos varhato kifizetés 11625-re néne. Ez bar mar a véleményrangsorok
szerint sem lenne racionélis 1épés, felveti a kérdést: ha mar athagjuk a racionalitas fogalmat valahol
(vagy a Bayesi-Nash-egyensullyal, vagy az altalunk levezetett megoldassal), akkor d&thaghatnank olyan
formaban, hogy az novelje a jatékosok kifizetését, hiszen ez lenne a racionalitas lényege. S6t, még az
(R2, R2) stratégiaparral ezt is tovabb javithatnank, egészen 12062, 5-ig.

Megmutattuk, hogy ha mozgatjuk az informéciés helyzeteket, az nagyban befolyésolja a jatékosok
atlagos varhato kifizetését, azt a kifizetést, amire a jaték megkezdése, azaz a természet sorsolasa el6tt
szamithatnanak. A tokéletes informacios esetben ez biztosan 12479,167 volt. Ha az informaltsig
nem tokéletes, csak a természet apriori eloszlasat ismerik a jatékosok, akkor mar tébb megoldas
is elképzelhets. Bayesi-Nash-egyensulyban biztosan 10000, (R4, R4) esetén 11187,5, (Rg, R2) esetén
12062, 5. Minél jobban ragaszkodunk a teljes racionalitashoz (mar (R4, R4)-nél is kissé szabadabban
kezeltiik), annal nagyobb varhat6é hasznossagot veszit a két jatékos, de az biztos, hogy veszitiink a
hasznossaghol, durvan fogalmazva azért, mert ha kevesebb vilagallapotot tudunk megkiilonbo6ztetni,
kisebb a két jatékos mozgastere.

Harséanyi szerint a véleményrangsorokkal foglalkozni til hosszadalmas és felesleges, hiszen a vég-
telenben vett vélekedések tartalmaznak minden informéaciot, amit a jatékosok felhasznélnak dontés-
hozéashoz. Ez akkor lenne igaz, ha a kiillonb6z6 akciokrol vett vélekedések (itt a kételez6 W) monoton
moédon valtozndnak. Azonban lathattuk t, = 3 esetén, hogy ha elég kozelrdl indulunk a kritikus
tartomanyhoz, a vélekedés nem monoton médon valtozik, igy kizarélag a végtelenben vett vélekedés
szerint donteni nem lenne racionélis.

A kovetkezd fejezetben életre keltjiik a bankot, aki a betéti kamatlabakrol fog donteni. Azt akar-
juk megmutatni, hogy egy hasznossagmaximalizalé bank kamatképzése nagyban fiigg a betéteseinek

informacids helyzetétdl.
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4. fejezet

A bank jatéka

4.1. A bank, mint Gj jatékos

Ebben a fejezetben a fentebb megismertetett, |Allen and Morris|[1998] alapjan felirt jatékot vizsgaljuk
meg egy, az eddigiektdl kissé eltérs szemszoghdl. A fejezet arra szolgél, hogy a mar megismertetett
jatékelméleti modell egy lehetséges pénziigyi alkalmazéisat bemutassuk. A jaték megoldasa kozben, el-
tekintve a jatékosok rendelkezésére &ll6 informacioktol, felmeriil a kérdés, hogy a jaték sorédn adottnak
vett r, betéti kamatlab milyen keretek kozott lehet dontési valtozo. Természetesen a betéti kamatlab
a betétesekre, vagyis a jaték eddigi szereplSire nézve sziikségszerten kiilsleg adott, hiszen ennek
ellenkezGjének feltétele kdzgazdasagilag nem megalapozott. Ebbdl a gondolatmenetbdl egyértelmiien
kovetkezik, hogy egy 0j jatékos, a bank bevezetésével a felirt modell alkalmas lehet a betéti kamat-
lab optimalis értékének meghatarozasara. A modellbdl szamitott értékek alapjan Gsszehasonlithatok
kiilénb6z6 informécios helyzetek is. A fejezetben két informaciods helyzet Gsszevetése szerepel, majd
ebbdl vonunk le fontosabb kivetkeztetéseket. A fejezet célja, hogy megallapitsa milyen kapcsolat van
a betétesek informaltsidga és a bank kamatképzése kozott. A fentebb leirt jaték alapjai nem valtoznak
meg, ott ahol mégis eltérnénk attol, kiilon felhivjuk erre a figyelmet.

A banknak, mint Gj jatékosnak természetesen sziikséges megadni a tulajdonsagait, illetve a kere-
teit, amikben mozoghat. Mostantol a bank a ¢ jeld jatékos. A legalapvet&bb feltevés, hogy a bank
egy raciondlis jatékos, minden rendelkezésére allo informéciot felhasznéal dontése meghozatalahoz. A
bank tisztdban van a jatékkal, ismeri a jatékosokat (N = {a,b,c}), tudja a jatszhato cselekvéseket
(A, ={R,W} Ay = {R, W}, A. =r € {RTUO0}), ismeri a kifizetéseket és tisztaban van a két betétes
tipusainak a priori eloszlasaval. Jatéka egyetlen valtozo értékének valtoztatgatasa, a betéti kamat-
labnak. Ezt ugy kell érteni, hogy a bank sajat ismereteit felhasznalva hoz egy kamatdontést, vagyis
kozli a jatékosokkal, hogy mekkora a betéti kamatlab értéke. A két betétes csupan ez utan hozza meg
dontését a pénziiket illetGen. A bank racionalitdsa és minden egyéb ismerete a jatékrol koztudott.

Az alapjaték egyik fontos eleme az, hogy feltettiik, a bank cs6dbe megy, ha legalabb egy betétese
kiveszi a pénzét. Ennek a kitételnek értelemszertien a bankban 1év6 pénz mennyiségére van kihatéasa,
hiszen abban az esetben, ha mindkét jatékos a pénze bent tartdsa mellett dont, ez az érték a két
betét nagysidginak Osszege, minden mas esetben ez az érték nulla. Jelolje e a bankban 1év6 pénz
mennyiségét, ekkor (a régi jeloléseket megtartva) e = 2D, ha mindkét jatékos R-t jatszik, e = 0
kiilénben.

Feltessziik, hogy a bank szdmara csak és kizardlag a pénzpiaci miveletei utdn kapott bevételei

jelentenek hasznossagot. Ekkor az itt definidlt hasznossagi fiiggvény gyakorlatilag meg fog egyezni a
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jatékelméletben hasznalt kifizetSfiiggvénnyel. A hasznossagi fiiggvényben a dontési véltozd a betéti
kamatlab r, hiszen a bank csak és kizarolag ezt képes valtoztatni. A betéti kamatlab a bank szamaéara
elsG sorban egy olyan tényezs, ami a kiadasait jeleniti meg. Minden a bankban elhelyezett pénzegység
utdn a bank pontosan r pénzegység kamatot fizet. Bevételt, vagyis hasznossagot a banknak a néala
elhelyezett pénzek toviabbhitelezése jelent. Ez gy képzelhets el, hogy a bank egy fix, szdméra exogén
kamatlabon példaul hiteleket nytjt. Erre minden nala levé betétet felhasznal. Kénnyen belathato,
hogy a raciondlis bank minden forrésat tovabbhitelezi, hiszen ha nem igy tenne ceteris paribus keve-
sebb bevétele lenne. Itt fontos megjegyezni, hogy a bank a fizikailag nala jelen 1év6 pénzmennyiség
nagysagatol fliggetleniil cs6dbe megy, ha valamely jatékos kiveszi a pénzét, tovabbéa szerepel a modell-
ben a betétbiztositas is, ami még inkdbb ebbe az irdnyba tereli a bankot. Jeldlje r* a bank szidmara
exogén tovabbhitelezési kamatlabat. Igy a bank hasznossagi fiiggvénye altalanosan a kovetkezd alakot
olti.
ue(r) = flesryr”)

Feltessziik, hogy a hasznossagi fliggvény minden pontjaban differencidlhato, és az r valtozd szerinti

w < 0 teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a hasznosségi fiiggvény r-ben csékkend,

parciélis derivaltjara
vagyis a bank kamatemelése lecsokkenti a fliggvény értékét. Nagyon fontos megjegyezni, hogy az itt
szerepld kitétel csak arra az esetre vonatkozik, amikor a bank szamara e értéke is konstans, vagyis
nem filigg r-t6l. A fiiggvénytdl elvart, hogy valos szamba képezzen valos, nemnegativ kamatszintekbdl.

A kovetkez6kben a hasznosségi fiiggvény specifikalt alakjat fogjuk hasznélni, természetesen erre
az alakra minden elvaras és kitétel teljesiil, amit a bank hasznossagi fliggvényétdl elvartunk. A hasz-

nossagi fiiggvény mostantol a u.(r) = e(r* — r) alakot 6lti a fejezet minden alfejezetében.

4.2. A bank és a betétesek sem tokéletesen informaltak

Ebben a részben az el6bb targyalt kitételek mellett ujabbak bevonasaval vizsgalédunk. Most a
bank nem ismer semmit a jatékosok tipusairdl, csupan a tipusok a priori eloszlasat. Ez azt je-
lenti, hogy pontosan tudja, hogy a két betétes milyen tipust lehet és minden tipusparhoz tud mon-
dani egy valészintiséget, amivel az bekovetkezhet. A két betétes az alapjaték szerinti tulajdonsa-
gokkal rendelkezik, a fontosabbakat itt is kiemeltiik. A két betétes jelen esetben szintén bizonyta-
lansadgban van, ugyanis 6k csupan sajat tipusukat ismerik, mig a mésik tipusarél csupén egy va-
loszintiségeloszlast ismernek. A betétesek véleményrangsorai jelen esetben kiemelt szerepben van-
nak, hiszen az azok alapjan becsiilt p;,s valoszintiség alapjan dontenek. A bank minden tulajdon-
saga és ismerete a jatékrol tovabbra is koztudott. Az informaciés particidk felirhatéak altalanosan,
I,(Ly = 2) = {{Ly = z,Lpy = 0},{Ly =z, Ly = 1},...,{L, = x,Lp, = I}} minden = € {0,l}-re,
IlLy = y)b = {{La = 0,Ly = y},{La = 1, Ly = y},...,{La = I,Ly = y}} minden y € {0,[}-re,
I(w) = {Q}.

Az alfejezetben kiszdmitjuk a bank altal adott optimalis betéti kamatlabat és az e melletti varhato
hasznossagat. ElGszor ezt egy konkrét szampéldan keresztiil mutatjuk be, majd pedig megadjuk az
altalanos megoldas 1épéseit.

Vegyiink egy olyan jatékot, ahol a és b jatékosok lehetséges tipusai a [0,7] intervallum egész
elemei lehetnek és a kritikus tartomany, ahol a jatékosok cs6dhelyzetben vannak K = [0,1]. Legyen
tovabbé a betétesek altal Osszesen elhelyezett pénz mennyisége e = 2D = 20000, a kiils6leg adott
tovabbhitelezési kamatlab pedig r* = 0,65. A szampélda végén, az Gsszehasonlitas kedvéért tobb r*

értékkel is meg van oldva a feladat.
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A bank legelst feladata, hogy meghatarozza, a betétesei hogyan reagalnak az egyes betéti kama-
tokra. Nyilvanvald, hogy mivel a bank bizonytalan helyzetben van, ezért a hasznossagi fliggvényében
szerepld rendelkezésre 4ll6 pénzmennyiség (e), a kamatdontés meghozatalakor nem biztos. Kicsit at-
fogalmazva ez azt jelenti, hogy e értékére nézve a dontés pillanataban csupéan egy véarakozasa (jelolje
E(e)) van, hiszen tul alacsony kamatszint esetén a betétesek nagyobb valoszintséggel fognak a ta-
vozas mellett donteni. Kijelenthetd tehat, hogy mig e értéke nem, F(e) értéke mar fiiggeni fog r-t6l
érezhetGen pozitiv irdnyban. A bank tehat el6szor egy olyan fiiggvényt keres, ami minden kamatszint
mellett megadja a varhaté rendelkezésre 4ll6 pénzmennyiséget (E(e)).

A bank az alapjaték felirasabol indul ki, amit a [£.] tablazat mutat. A tablazat a két betétes

kifizetéseit is mutatja.

b jatékos
R W
a jatékos | R | D(14+7);D(1+7r) | 0;D
W D:;0 D; D

4.1. tablazat. Az alapjaték paraméteresen felirva

A [T tablazat alapjan szamithat6 mind a két jatékosra a kiilonbz6 akeioik esetén kapott varhato
kifizetés, vagyis az az érték, ami az R, illetve a W cselekvések esetén kaphatd. Ezek Osszevetésébsl
kapjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget. Fontos megjegyezni, hogy ebben az esetben az alabbi egyenl6t-

lenséget az r valtozora rendezve alkalmazzuk.

D(1+r)p>D
1
r>--—1
p

A jatékosok véleményrangsorabol szamitott p;, ¢ értékeket, amik azt mutatjak meg, hogy a jatéko-
sok tipusaiktol fiiggden mekkora valoszintséget tulajdonitanak annak, hogy a masik betétes tovabbra

is bent hagyja a pénzét a bankban, hasznalja fel a bank az el6z§ egyenlGtlenség rendezéséhez.

t o] 1 2 3 4 5 6 7
ping | 0| 0 |0,6063 | 0,7209 | 0,75 | 0,75 | 0,75 | 0,75
r> | oo | oo | 0,6493 | 0,3872 | 0,3333 | 0,3333 | 0,3333 | 0,3333

4.2. tablazat. A vélekedésekbdl szarmazd valoszintségek

A tablazat alapjan a bank altal adhaté Gsszes kamatot, amirdl gyakorlatilag csupan annyi a
kikotésiink, hogy pozitiv legyen, négy kiilonbozé kategéridba sorolhatjuk. Jol lathaté, hogy az utolsé
négy tipushoz tartozé valoszintiségek megegyeznek, a fliggelékben szerepel a megfigyelés pontosabb
leirdsa. A kategoridkat g;-k jelolik.

g1: 0,6493 < r

go: 0,3872 < r < 0,6493
gs: 0,3333 < r < 0,3872
g4: 0 < r < 0,3333

Erdemes meggondolni, hogy az egyes kategoridkon beliil milyen kamatszintet éri meg a banknak

valasztani. Eszrevehetd, hogy a négy kategoriat pontosan tgy allitottuk Ossze, hogy az azon beliili
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Osszes értékre a betétesek valasza ne valtozzék. Vagyis példaul, ha a kamat, r = 0,4, ami a g, kategéria
eleme, akkor a jatékosok tipusaitol fiiggetleniil ugyanazt dontik, mint példaul r = 0, 3872 esetén, ami
szintén ugyanezen kategoéria eleme. Tovabba, ha t, = 3 és t;, = 2, akkor mindkét esetben az a jatékos
az R akciét valasztja, a b pedig W-t. Ezek alapjan levonhato az a kdvetkeztetés, hogy mivel a banknak
a betétek utdn fizetett kamat dnmagéiban negativ hasznossagot jelent, ezért minden kategoria esetén
a kategoria als6 hataraval fog szamolni.

A kovetkez§ 1épés, hogy megvizsgaljuk, a bank ismeretei mellett hogyan reagélnak a jatékosok
a kiillonbo6z6é kamatszintekre. Mar tudjuk, hogy a kiillonbo6z6 kategéridkon belill a dontésiik semmi
esetben sem véaltozik. A jatékosok négy eltér6 modon reagélhatnak, mind a ketten maradhatnak a
bankndl, mind a ketten kiléphetnek, vagy cselekedhetnek ellentétesen. A banknak a harom utobbi azt
jelenti, hogy e = 0 felhasznélhaté pénze marad, hiszen feltettiik, hogy cs6dbe megy. Ha mind a két
jatékos bent kivanja tartani a pénzét, akkor a bankban Gsszesen a két betét Osszege, e = 2D pénz
halmozodik fel. Tehat a banknak meg kell vizsgalni, hogy a kiilénb6z§ kamatszintek mellett mekkora
E(e) érhetsel. A téblézat mutatja meg, hogy a négy kategéria kamatjaira mekkora valészintiséggel

érkezik a négy kiillonbo6z§ valasz.

Wiw) | (WiR) | (B W) | (R; R)
5 1 1 17
91 24 24 24 24
8 1 1 14
92 24 24 24 24
11 1 1 11
93 24 24 24 24
94 1 0 0 0

4.3. tablazat. A jatékosok egyes kategoridkra adott vélaszai

Innen mar szamolhat6 a varhat6é pénzmennyiség mind a négy kategoridban. A kiilénb6z6 valaszok
mellett elért betétnagysagokat stulyozzuk a vélaszok el6fordulési valoszintiségével. A téblazat alapjan
felirhat6 a varhato pénzmennyiség és a kamat kozotti Osszefiiggés. A bank ezt az Gsszefliggést kivanja

felhasznalni a hasznossagi fiiggvényének optimalizélasahoz.

2D3%, ha 0,6493 <r
Ee) 2D, ha 0,3872 < r < 0,6493
e) =
2D ha 0,3333 < r < 0,3872

0 egyébként

Jol lathato, hogy a két valtozo, r és E(e) kozotti kapcsolat megfelel az eldzetes elvarasnak, pozitiv,
r csokkenésére E(e) is csokkenéssel reagél.

A bank hasznosségi fliggvénye a u.(r) = e(r* — r) alakban adhatoé meg. Innen méar a bank prob-
léméajanak megoldéasa egyszerd, hiszen csupan meg kell vizsgalnia a lehetséges kamatszintek mellet
a varhato hasznossagat, és amelyik kamat mellett az maximalis, azt a kamatot kell valasztania. A

feladat eredményét a [I4] tablazat tartalmazza.

Topt Ug(r), har* =1,9 | ws(r), ha r* = 0,65 | u.(r), har* =0,5
0,6493 17718,25 9,9167 —2115,1
0, 3872 17649, 33 3066 1316
0,3333 14361,11 2902, 8 1527,8
0 0 0 0

4.4. tablazat. A specialis eset megoldasa

26




A vastagon kiemelt értékek a maximumok. Jol latszik, hogy a végeredmény r* értékétsl nagyban
fiigg. Ha r* = 0, 65, akkor a bank r,,; = 0, 3872 kamatszintet allit be és varhat6an 3066 lesz a haszna.
Ha r* = 0,5, akkor a bank a r,,; = 0,3333 kamatszint mellett dont, mert akkor a varhat6é haszna
1527, 8.

Valtoztassuk meg most a jatékot ugy, hogy a két jatékos lehetséges tipusai a [0,! — 1] intervallum
egész elemei lehetnek, tovabba a kritikus tartomany legyen K = [0, k—1]. Ekkor [ féle tipus lehetséges
és k kiillonbo6z6 csédhelyzetet jelentd tipus 1étezik, ahol [ — 1 a lehet$ legmagasabb tipus, mig k — 1
a legmagasabb még csGdhelyzetet jelols tipus. A bank tovabbra is csak a tipusok a priori eloszlast
ismeri, és feltessziik rola, hogy racionélis. Minden, a bank altal tudott informécié kéztudott a jaték
minden szereplGjére nézve. A bank most is egy olyan r értéket keres, ami mellett virhato hasznossaga
maximalis.

Az alapjaték tovabbra sem valtozik meg, azt a [4.5] tablazat mutatja.

b jatékos

R W
a jatékos R | D(14+r);D(1+7r)| 0;D
W D:0 D; D

4.5. tablazat. Az alapjaték paraméteresen

Természetesen a tablazat alapjan szamolt egyenlGtlenség sem fog megvaltozni, az a kdvetkezs.

D(1+7r)p>D
1
r>--—1
D

Az altalanositott jatékban a jatékosok vélekedései alapjén szamolt, 6sszehasonlitdsra szant valo-
szintiségek nagyban fiiggnek [ és k értékeitdl. ElGszor feltessziik, hogy k < Léj — 1, ami azt szolgalja,
hogy a megoldas kozben r ketténél tobb kiilénb6z6 intervallumba lesz sorolhaté. Kénnyen belathato,
hogy a [0, k — 1] intervallumban talalhaté tipusokhoz tartozo valosziniiségek pontosan minden esetben
nullak lesznek, ugyanis egy cs6dhelyzetben 1évé vallalat biztosan kiveszi a pénzét a bankbol, fiiggetle-
niil a vélekedéseitsl. A fiiggelékben leirtak alapjan kijelenthetd, hogy a [k, Léj —1] intervallumban lévé
tipusoknal a valészintiség szdmolhatd, azonban mivel nem sikeriilt zart alakot talalni a kiszamitasara
(ami feltehetGen nem is létezik), csupan a piny, < % kikotés adhaté meg. A késSbbiekben csupén
Pins,-ként jelennek meg, ahol i egy tipust jeldl a [k, Léj — 1] intervallumban. A t6bbi tipusra, vagyis
az [|L],1 — 1] szakaszon a véleményrangsorokb6l szamolt valészintiség pontosan % Tehat ezeket a

valosziniiségeket a fentebbi egyenlGtlenségbe beirva a tablazatban lathato megkdtéseket kapjuk a

kamatra.
ti O] 1 |- |k=1]| &k k+1 |- | [L)—-1 | L] -2 ]1-1
= =k -k
DPinf | O 0 |- 0 Dinf), | Pinfy | pinfL%J71 - - -
rz oo |0 © Tk me || o | g 7 |

4.6. tablazat. A vélekedésekbdl szarmazd valoszintségek altalanos esetben

A fiiggelékben leirtak alapjan lathato, hogy pins, < Pinfp, < < Pinf 1, , < # Ebbdl pedig
L-
egyértelmten kovetkezik, hogy rp > rpyp1 > -+ > Tl > ﬁ Vagyis a kiilonb6z6 r; értékekbdl

lehetséges egymaést kizaro szakaszokra osztani a szdmegyenest.
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A tablazat alapjan észrevehetd, hogy legfeljebb Léj — k + 2 darab kiilénb6z6 intervallumba,
eshet bele r. Ez ugy all ssze, hogy ha a jatékosok tipusa a [0, k — 1] intervallumban van, ez r-re nem
jelent megkdtést, a [k, [ 4] — 1] intervallumba es§ tipusok esetén pontosan | %] — k darab kiilénboz6
ping értékhez ugyanennyi r érték és igy ugyanennyi felfelé nyitott félegyenes tartozik. A tipusok
megmaradt értékeinél, vagyis az [Léj ,I—1] intervallumban csupan egy pin és igy egy r érték létezik,
igy ez is egy ujabb szakaszt jelent. A le nem fedett szamok alkotjak az utolso kategoriat, hiszen ez

tartalmazza a legutolso, ﬁ—nal kisebb kamatokat. Ez Gsszeadva pontosan a megadott darabszamot

adja ki.
g1: Tk < r
ga2: Tk+1 < r < Tht2
gi: Thtricl < 1 < Tryi-2
: - < r < r
Iig)-k+10 TE = [§]-1
. k
g\_éj —k+2- 0 S T < -k

Természetesen a kiilonboz6 kategoridkra még mindig all az a megallapitas, hogy az azokon beliili
kamatvaltas nem befolyasolja a jatékosok dontését. Vagyis, ha az egyik betétes egy adott kategoria
legalacsonyabb kamatszintje mellett tgy hataroz, hogy W-t jatszik, akkor a kategéria magasabb
értékeinél is igy dontene, vagyis a raciondlis banknak, mivel r névelése koltséget jelent, csak az adott
kategoria alsé hatarat éri meg vizsgalni. A kiilonb6z6 kategoridkra a betétesek tipusaitdl fiiggSen
kiilonb6z6 reakciok érkezhetnek. A bank, mivel nem ismeri a jatékosok tipusait, az altala ismert
tipusok a priori eloszldsaval szamol és meghatarozhatja a kiilonb6z6 kamatok esetén a betétesek

kiilonbo6z6 valaszainak valészintségét.

(W; W) (Wi R) | (B; W) (R; R)
3k—1 1 1 31—3k—1
91 3 31 37 30
3k+1 1 1 31—3k+1
92 30 31 31 30
_ 3k—1+2(i—1) 1 1 31—8k—1—2(i—1)
9i 30 31 31 30
3k—1+2([ L] —Fk) 1 1 31—-3k—1-2([ L] —k)
9bj-k+1 | — 31 30 30 — &
9|L]—kt2 1 0 0 0

4.7. tablazat. A jatékosok valaszainak valdszintisége altaldnosan

A [7) tablazatot felhasznalva a bank megallapithatja, hogy milyen kapcsolat van a kiilonbozd
kamatok és a bankban varhatéan meglévé pénzmennyiség kozott. Ezt az Osszefiiggést a kovetkezs

fiiggvény irja le. Lathatéan r és E(e) kapcsolata tovabbra is pozitiv.
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2D7317§lk’1, ha r, <r

31—3k+1
2DT+’ ha Tk+1 §T<T’k

31-3k—1-2(i—1
E(e) = 2D%, ha rpii1 <r < 7rgpiio

31-3k—1-2(| L] —k)

k
2D 37 , hamST<TL%J_1

0 egyébként

A bank mindez utan optimalizalja hasznosségi fiiggvényét, felhasznalva az E(e) és r kozotti kapcso-
latot (we(r) = E(e)(r*—r)). Mivel a véleményrangsorok alapjan szamolt valoszintiségek kiszamitasara
nem lehet zart alakot megadni, az optimalizalas elvégzése matematikai korlatokba iitkozik, azonban
most altaldnosabb keretek kozott targyaljuk a bank jatékat, ezért az nem is célunk. Feltehetjiik tehat,
hogy létezik egy r,,: > 0 optimadlis betéti kamatlab, ami maximalizilja a bank hasznossagi fiiggvé-
nyét és valamely megadott 7,y -vel egyezik meg. A felirt Osszefiiggésekbdl az is latszik, hogy konkrét
szamokkal az optimalizalas elvégezhetd.

Most azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor [ > k > Léj — 1. Ez a feltétel egyrészt azt garantalja,
hogy mivel a kritikus értékek az Osszes lehetséges tipus felénél nem kevesebb tipust fednek le, ezért
csupén egy kritikus valoszintség létezik, %, mésrészt pedig azt, hogy az 6sszes tipus nem jelent
csGdhelyzetet. Ebbdl az kovetkezik, hogy r értékét pontosan két intervallumba tudjuk sorolni, nyilvan
az el6bbi valészintiség alapjan szamolt ﬁ kamatszint szolgal valasztopontként. Az a megallapitas
tovabbra is érvényes, hogy az intervallumokon beliil a bank az intervallum minimaélis kamatszintjével
optimalizél. A bank valasztasa tehat lesztikiil a 0 és az ﬁ kamatszintek kozotti dontésre. A varhatdan
a bank rendelkezésére all6 pénzmennyiség szamitisa nem véltozik, ha a bank megadja a nagyobb
kamatot, akkor E(e) = ZD%, kiilonben pedig E(e) = 0. A bank varhaté hasznossaga @ (r) =
E(e)(r* — r), amit felhasznalva kijelenthetd, hogy ha r* > 72, akkor r,p = 2, kiilénben rqpy = 0.
A maximalis varhat6 hasznosség az els§ esetben o (22=3m=4)) = 2D3=3r=1(p* — 1) a masodikban
pedig %:(0)) = 0.

Abban az esetben, amikor k = [, minden lehetséges tipus cs6dhelyzetet jelent, vagyis a betétesek
a betéti kamattol fliggetleniil a W cselekvés mellett dontenek. Ekkor a banknak teljességgel mindegy,
hogy milyen kamatszintet ajanl fel. Ezt a megéllapitast erdsiti meg az is, hogy ebben az esetben
a bankban varhatéan rendelkezésre 4ll6 pénzmennyiség értéke pontosan nulla, vagyis a maximalis

varhat6 hasznossag is ugyanennyi r értékétdl fiiggetleniil.

4.3. A betétesek tokéletesen informaltak

Ebben az alfejezetben az el6zével vald Gsszehasonlités céljabol kicsit megvaltoztatjuk a modell fel-
tevéseit. Az el6bbiektdl eltéren most a két betétes tobb informéacioval rendelkezik. Nagyon fontos
megjegyezni, hogy az el6zGekben felirt minden tulajdonsag és feltétel megmarad, kivéve azt, hogy a
betétesek nem ismerik egymaés tipusat, tovabba bevezetiink egy 4j lehetSséget is. Jelen esetben a ja-
tékosok tipusai koztudottak, tehat a betétesek ismerik a sajat és a masik betétes tipusat is, és tudjak,
hogy a maésik is ismeri azokat és igy tovabb a végtelenségig. A bankrol feltessziik, hogy kezdetben nem
ismeri a betétesek tipusait, csupan az a priori eloszlast. Ez a valoésagtol nem all tévol, hiszen elkép-
zelhetd, hogy a bank nem kér jelentést a betétesek likviditasi allapotarol, amikor azok elhelyezik nala
pénziiket, vagy akar kés¢bb. Az informécios particiok felirhatok altalanosan, I, (w) = I(w) = {w} és
I(w) = {2},
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A megviltoztatott modellt gy is lehet értelmezni, hogy a bank szamara adodik egy 1j lehetGség,
miszerint sajat koltségén megbizast ad egy cégnek, hogy deritse ki a két betétes likviditasi mutatoit
és ezeket az informéacidkat ossza is meg veliikk és a bankkal. A banknak nem feltétleniil sziikséges
ezeket az informacidkat megtudnia, ugyanis az optimalizalast még azok kideritése el6tt végzi, azonban
a késébbi eredményt ez a tobblettudis nem befolyasolja, vagyis feltehetjiik azok megszerzését. Ez
nagyjabol azt jelenti, hogy a bank a jaték kezdetekor annyit tud, hogy ha megbizza a céget, akkor
a két betétese kozott egymads tipusai koztudottak lesznek. Fontos kérdés, hogy a banknak megéri-e
ezért a szolgaltatasért fizetni és ha igen akkor mennyit. Erre a valaszt a két modell 6sszehasonlitasa
adja meg.

Ebben az alfejezetben kovetjiik az el6z6 felépitését. ElGszor egy konkrét szampéldan keresztiil mu-
tatjuk be a probléméat, majd egy altalanos megoldast is adunk, amivel szdmolva barmilyen felirasban
szamolhatéak az ilyen feladatok.

Kezdetnek tehat vegyiink egy olyan jatékot, ahol a és b jatékosok lehetséges tipusai a [0,7] in-
tervallum egész elemei lehetnek és a kritikus tartoméany, ahol a jatékosok cs&dhelyzetben vannak
K = [0,1]. Legyen tovabba a bank rendelkezésére all6 pénzmennyiség e = 2D = 20000, a kiilsSleg
adott tovabbhitelezési kamatlab pedig r* = 0,65. A banknak tovabbra is u.(r) = e(r* — r) alaku a
hasznossagi fiiggvénye, ezt kivinja maximalizalni.

Els6ként azt az észrevételt tehetjiik, hogy a betétesek dontése, miszerint R vagy W cselekvést
véalasztanak, a betéti kamatlab értékétsl fliggetlen. A két betétes akkor és csak akkor veszi ki pénzét a
bankbél, ha legalabb egyikiik csédhelyzetben van. Minden més esetben mind a ketten R-t jatszanak.
Ez azt jelenti, hogy a bank rendelkezésére &ll6 varhato elhelyezett pénzmennyiséget r értéke nem

befolyasolja. E(e) értékét a bank ismét a kozos prior eloszlas alapjan szamolni, amit ismer. Ez alapjan

meghatéarozhatja, hogy annak a valoszintisége, hogy egy betétese kiveszi a pénzét 2—77,

ezt nem teszi meg é—z. Innen folytatva a szamolést lathato, hogy F(e) = 2D2—77.

mig annak, hogy

A vérhat6 hasznossdg kiszamitasa tehét egyszertisodik, az u;(r) = 2DiI(r* — r) alakra. Ebb¢l
e = 2D és r* értéke ismert és adott, vagyis a maximalizalasi feladat trivialis, rops = 0+ ¢, ahol € \, 0.
A maximalis varhaté hasznossag pedig 9208, 33.

Valtoztassuk meg most a jatékot ugy, hogy a két jatékos lehetséges tipusai a [0,1 — 1] intervallum
egész elemei lehetnek, tovabba a kritikus tartomany legyen K = [0,k — 1]. A bank tovabbra is csak
a kozos prior eloszlast ismeri, azzal szamol tovabb. A bank most is egy olyan r értéket keres, ami
mellett varhaté hasznossaga maximalis.

Kezdetben legyen k < I. A konkrét példdhoz hasonldan, r értéke nem befolyéasolja F(e) értékét,
hiszen a jatékosok dontésiiket nem a betéti kamatlab, hanem a sajat és a masik betétes tipusa alapjan
hozzak meg. A korabbi kozds priorra vonatkozd szamitésok alapjan kijelenthetd, hogy a varhato
GSZ—glk—l(

hasznossag u.(r) = r* — r) alakban optimalizalhato. A fliggvény maximalizélasa ismét

trivialis, 7opt = 0 + € lesz, ahol € \, 0. A maximalis varhaté hasznossig ebbdl kifolydlag pedig
e%r* alakbol szamithato.

Ha k = [, akkor minden lehetséges tipus csGdhelyzetet jelent. Ekkor a betétesek a felajanlott
kamat értékétdl fiiggetleniil a W akcié mellett dontenek, vagyis a betéti kamat értéke nem hat E(e)
értékére. Mivel a betétesek pontosan egy valoszintséggel a pénzkivétel mellett dontenek, F(e) = 0
lesz, és a bank varhato hasznossaga is pontosan ugyanekkora értéket vesz fel. A betéti kamat értéke

itt sem véltoztat meg semmit, vagyis annak optimalis értéke barmi lehet.
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4.4. Altalanos megallapitasok

Ez az alfejezet arra szolgél, hogy bemutassuk az el6z6 két részben targyaltak osszehasonlitdsat. El6-
szor a konkrét szampélda Gsszevetése szerepel, majd pedig megtessziik ugyanezt a nem specifikalt
eredményekkel is. A rész szerves részét képezik a kovetkeztetések alapjan felirt tételek is, amik ter-
meészetesen igyekeznek a modell keretein beliil a lehet6 legaltalanosabbak lenni.

A konkrét szamokkal felirt két modell eredményeit a[f.8|t4blazat mutatja. Az a probléma, amikor a
bank és a betétesei sem rendelkeznek tokéletes informécioval, elss helyzet, mig az, amikor a betétesek

rendelkeznek tokéletes informéacioval masodik helyzet néven szerepel a tablazatban.

1. helyzet | 2. helyzet
Topt 0, 3872 ~0
e (Topt) 3066 9208, 33

4.8. tablazat. A specifikalt erdmények Gsszevetése

Az eredmények alapjan jol lathato, hogy a konkrét példdban a bank magasabb varhaté hasznossa-
got ért el pusztan annak kdszonhetSen, hogy a betétesei tobb informaciéval rendelkeztek egymasrol.
A tablazat valaszt ad arra a kérdésre is, hogy mennyit hajlandé azért fizetni a bank, hogy példaul egy
hitelmingsité cég megtudja és el is arulja a betéteseknek a tipusaikat. Evidens, hogy a banknak leg-
feljebb a két helyzetben varhat6 hasznossig kiilonbségét, vagyis maximum 9208, 33 — 3066 = 6142, 33
pénzegységet éri meg fizetnie.

Az eredmények alapjan megvizsgalhat6 egy olyan helyzet is, amikor a bank beéllit egy szamara
optimalis kamatszintet az els§ eset alapjan, majd csupan ez utdn tudatosul benne a lehetdség a
hitelmingsit6 cég megbizasara. Ez tomoren az jelenti, hogy a bank az els6 eset alapjan optimalizal,
majd mikor kideriil, hogy a méasodik alapjan is tehette volna, akkor mar nem képes valtoztatni
a kamaton. A betétesek tObbletinformécié szerzése tehét ceteris paribus torténik, még abban az
értelemben is, hogy a betéti kamatlab értéke sem valtozik. Ekkor a bank az els6 eset alapjan tovabbra
is 3066 varhaté hasznossagot ér el, azonban ha megbizza a hitelminGsit6 céget, akkor a 9208, 33
varhaté hasznossag helyett csupan 3723 pénzegységet kap varhatéan. Ez tehat azt jelenti, hogy ha
a banknak nincs lehetGsége a betétesek informalasa utédni kamatmodositésra, még akkor is megéri
legfeljebb 3723 — 3066 = 657 pénzegységet fizetnie a hitelmindgsité cégnek.

Az altalanositott modellek eredményeinek kozlése elGtt fontos néhiny megjegyzést tenni. Hairom
esetet sziikséges szétbontani és kiilon targyalni. Az elsd, amikor k < Léj — 1, a masodik, amikor
I >k > |L]—1 és a harmadik, amikor k = n. Ezeket az eseteket azért sziikséges szétvalasztani, mert
a fentebbiek alapjan lathato, hogy mindegyik megoldasa egyedi.

Az els6 esetben tehat k& < L%J —1. A két informacios helyzetet ismét megkiilénboztetjiik az el6z6ek-
hez hasonléan. Az els6 helyzetben, mivel feltehetGen nem létezik zart alak a véleményrangsorokbol sza-
mitott valészintiségek megadasara, altalanos megoldéast nem lehetett adni. Osszességében azonban el-
mondhaté annyi, hogy valamely 71;—1 = rop: betéti kamatldb maximalizalja a bank hasznossagi fiigg-
vényét, és erre a betéti kamatlabra a bank varhaté hasznossaga e (ropt) = QD%IQ(FU(T* —r).
A maésodik helyzetben az intervallum ezen lesziikitése nem jelentett problémaét, az optimalis kamatlab
Topt N\ 0 lett, mig a maximéalis varhat6 hasznossig az e (rep) = QD%T* alakot oltotte. A
tablazat Osszesitve tartalmazza az eredményeket.

Jol lathato, hogy az els6 helyzetben a bank varhat6 hasznossdga nem lehet nagyobb a mésodik

helyzetben szamoltnal. Mivel 0 < 7oy < 7™ és ¢ > 0, ezért 2D%T* > 2D%l_2(i_l)(r* —
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1. helyzet 2. helyzet

Topt Tk4+i—1 ~ O
— 3l—3k—1—2(i—1 3l—3k—1
To(ropr) | 2DZ=B=L20 0 (o oy [ 9 p3I=3hal

4.9. tablazat. Az altaldnos eredmények az els6 kikotés mellett

re+i—1)- Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a bank nem jarhat rosszabbul a hitelmingsité bevo-
nasaval. A banknak a két helyzet varhato hasznossdganak kiilonbségét éri meg legfeljebb kifizetni a
tobbletinformacié megszerzése és kozlése érdekében.

A maésodik eset az, amikor [ > k > Léj —1. Az els6 informacios helyzetben ekkor belattuk, hogy két
eset lehetséges. Ha r* > ﬁ, akkor ropt = %, ellenkez§ esetben 7., = 0. Az eset specialitasa miatt
itt sikeriilt altalanosan is elvégezni a maximalizalast. A mésodik informaciés helyzetben a jatékot

leiré k és | paraméterekre tett kikotés nem jelentett kiillonGsebb valtoztatést, az eset az el6z6 esettel

megegyezden szamolhat6. Az eredményeket Osszesitve a tablazat mutatja be.

1. helyzet, ha r* > % | 1. helyzet, ha r* < 2. | 2. helyzet
Topt Zr 0 ~0
Ue(ropt) | 2D3=30=L(r* — Eo) 0 2D 331y

4.10. tablazat. Az altalanos eredmények a méasodik kikotés mellett

A[T0|tablazat alapjan lesztirhetd, hogy a bank varhatoéan itt sem tehet szert alacsonyabb hasznos-
sdgra a masodik esetben, mint az els6ben, vagyis létezik egy nemnegativ haszon, vagy pénzmennyiség,
amit a bank hajlandé feldldozni, hogy a betétesei tobbletinformécioval rendelkezzenek egymésrol.

A harmadik esetben, amikor k& = [ a jaték megoldasa nagyban leegyszertisodott, hiszen ezen kiko-
tések azt garantaljak, hogy minden lehetséges tipus csGdhelyzetet, vagyis biztos pénzkivételt jelent.
Ez a megallapitds mind a két informacios helyzetben igaz volt, tehat Gsszevonhatoak a két esetbdl
lesztirt kovetkeztetések. Ekkor tehat a bank altal meghatarozott kamatszint nem képes befolyasolni a
betétesek dontését, vagyis minden egyes megadhatd kamatszint maximalizalja a varhatd hasznossa-
got, hiszen az mindig nulla. A masodik és az elsé helyzetben is nulla a maximalis varhato hasznossag,
azonban itt is elmondhat6 az, hogy a tébbletinformécié bevezetésével a bank nem jart rosszabbul,
mint az els6 helyzetben, persze csak akkor éri meg azokat bevezetni, ha a banknak nem kell érte
fizetni.

A kovetkezdkben néhany fontosabb tételt fogalmazunk meg, amik pusztan e fejezet megéllapita-

saira tdmaszkodnak és értelemszertien az itt targyalt modell keretein beliil lettek belatva.

4.4.1. Tétel. A megadott hasznossagi fiiggvény és az alapjaték dltal adott keretek kézott mindig lé-
tezni fog legaldbb egy optimdlis betéti kamatszint (rop). Az alapjdtékban o bankhoz hasonldan a beté-

tesek sem ismerik egymds tipusdt.

Bi1zoNYITAS: A bank specifikilt hasznossagi fiiggvénye r értékét névelve csokkend, mig kijelent-
hetd, hogy a varhatéan a bank rendelkezésére all6 pénzmennyiség r értékét novelve né. A két hatés
egymasnak ellentétes, vagyis biztosan létezik legalabb egy olyan r,,; érték ami a két fliggvény Ossze-

tételét, vagyis a varhaté hasznossagot maximalizalja.ll

4.4.2. Tétel. A két informdcids helyzet dsszehasonlitisakor a bank vdrhaté hasznossdga nem lehet

magasabb a kevesebb informdciot megengedd helyzet esetén.
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BI1zZONYITAS: A tétel a fentebb leirtak alapjan belathato, a fejezetben megtalalhato a két helyzet
altalanos Gsszevetése, amibdl ez egyértelmten latszik. Egy masik lehetséges bizonyitast is megadunk.
Ha a két vallalat tokéletes informéacioval rendelkezik, akkor F(e) értéke maximalis, hiszen ennél a
helyzetnél csak bizonytalanabbak léteznek, a bizonytalansag pedig csokkenti E(e) értékét. Nagyobb
bizonytalansig esetén tehat a vallalatok nem vehetik ki kisebb valészintiséggel a pénziiket a bankbdl.
Tokéletes informaltsag mellett r értéke minimalis, r ~ 0. E két allitas Osszetételébdl kovetkezik,
hogy a bank semmilyen mas informaltsag mellett nem jarhat jobban, varhaté hasznossaga nem lehet

magasabb.l

4.4.3. Tétel. Ha a két informdcios helyzet vizsgdlatdndl a mdsodik helyzetben nem az ottani optimadlis
értékkel szamol a bank, hanem az elsd helyzet szerintivel, akkor sem jdrhat rosszabbul a mdsodik

helyzetben. Ezt ugy is lehet értelmezni, hogy a ceteris paribus kikotést a kamatra is vonatkoztatjuk.

Bi1zoNyITAS: A maésodik informécios helyzetben a bank szdméara varhatéan rendelkezésre &llo
pénzmennyiség sosem kisebb az els§ helyzetben szamoltnal. Ez a tipusok a priori eloszlasabol és
a kamat és E(e) kozotti kapcsolat feltarasabol lathato. A két érték kozotti kapcesolat egy lépcsds
fiiggvény, ahol a legmagasabb kamatszint esetén jon ki a legmagasabb E(e) érték. Ez a legmagasabb
varhat6 pénzmennyiség pontosan akkora, mint a masodik informacios helyzetben szamolt. Vagyis, ha
az els6 helyzetben szamolt 7,y értéket a masodik helyzetben hasznalt varhaté hasznossag fliggvénybe
irjuk be, az nem adhat kisebb értéket az els6 helyzet varhat6 hasznossaganal. A két érték akkor egyezik
meg, ha a mind a két helyzet varhaté hasznossiga nulla, vagy ha az els helyzetben a legmagasabb

kamatszint az optimalis.H

4.4.4. Tétel. Az informdcids helyzettdl figgetlenil, ha a bank az u.(r) = a(r* —r) alaki hasznossdgi
fiigguénnyel szdmol és k # n, akkor az optimdlis kamatszint nem lehet nagyobb a tovabbhitelezési

kamatszintnél, vagyis rope < 7*.

B1zoNYITAS: A bizonyitas indirekt modon torténik. Tegyiik fel, hogy az optimaélis kamatszint
ropt > 1. Ekkor ezt behelyettesitve a hasznossagi fliggvénybe biztosan negativ értéket kapunk. A
k # n kikotés garantélja, hogy a bankban varhatoéan rendelkezésre all6 pénzmennyiség (E(e)) nem
lesz nulla. Ha azonban a bank r = 0 kamatszint mellett dontott volna, a varhat6 hasznossaga csupan
nulla lett volna, ami nagyobb, mint a szamolt optimalis értékkel kapott. Ebbdl az kdvetkezik, hogy
Topt < T* nem maximalizalja a hasznossagi fliggvényt, tehat ellentmondésra jutottunk. Ilyen tulaj-

donsagu érték tehat nem lehet a feladat optimélis megoldasa, rop < r*.1

A felirt tételek és az eredmények felhasznalaséaval mar bevezethets egy 1j fogalom, az informécios

prémium. A kovetkezd fejezetben ebben a témakorben végeztiink kutatast.
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5. fejezet
Az informaciés prémium

A kovetkez§ fejezetben bevezetiink néhany 0j fogalmat, melyek célja, hogy az episztemologiai fogal-

makat Ossze tudjuk kapcsolni a megfigyelhetd gazdasigi paraméterekkel.

5.1. A fogalom

Az eddigiekben példakat lattunk arra a jolétcsOkkents hatésra, amit az informéacié hidnya okoz a
gazdasagi életben. Ennek mértéke természetesen modellfiiggs, azon beliil pedig paraméterfiiggs, igy
pontosan olyan nehézségii a pontos kiszamitasa, mint a teljes gazdasagi élet lemodellezése. Lathattuk
azt is, hogy a tarsadalmi jolét szempontjabol lényeges, hogy az informacié melyik szerepld kezében
Osszpontosul.

Altalaban nem lesz igaz, hogy a nagyobb tudés a tarsadalomban magasabb joléthez vezet, ahogyan
az sem, hogy minden egyéb szempontboél szimmetrikus jatékosok koziil a nagyobb tudast nagyobb
kifizetést fog kapni. Noha a modellben azt kaptuk, hogy ha a vallalatoknak t6bb informaciot adunk, az
noveli a tarsadalmi 6sszhasznossagot, épithettiink volna egy olyan modellt, amiben a forditottja jott
volna ki. A célunk ebben a fejezetben csak annyi, hogy Gsszekapcsoljuk az episztemologiai fogalmakat
kozgazdasagi és pénziigyi fogalmakkal, hiszen lathattuk, hogy a kamatlabak és a jolét fiiggnek a
szereplSk informéaltsagatol.

Tekintsiink egy G nem teljes informécios jatékot, G = (N, A, u, H,C, I, f) paraméterekkel. Legyen
azonban ez az F' nem fiigg a vilagallapotoktol. F' egyfajta externalia, a jatékosok dontése hatarozza
meg, anélkiil, hogy a jatékosokat érdekelné az értéke. Amennyiben G jatékot a gazdasig egy szeg-
mensének modellezésére hasznéljuk, ez az F' megfelels fliggvényvalasztas esetén a gazdasag egy fontos
paramétere is lehet. Az eddigi példainkban a vizsgalt paraméter a betéti kamatlab volt, mely kizarolag
a bank dontésén mulott, tehat F'(S) = F(S¢) = r volt. Erre az altalanositasra azért van sziikség, mert
gyakran talalkozhatunk olyan gazdasagi paraméterekkel, amiket nem egy szerepld hataroz meg, hanem
esetleg tobb, akar kiilonbozs sillyal is. Ilyen lehet egy részvény ara, vagy valamilyen devizaarfolyam.
Jelolje tovabba @;(S) = [, ui(S,w)Ap(w) egy jatékos varhato hasznossagat adott S stratégiaprofil
mellett. A, (w)-val jelltiik egy w vilagallapot stlyat a természet apriori eloszlasdban. Amit kaptunk,
tehat megmondja, hogy ha sokszor lejatszuk a jatékot, a jatékosok mindig S stratégiaprofilt jatszak,
de a természet ujra meg ujra sorsol a vilagallapotok koziil, mekkora atlagos kifizetést kap ¢ jatékos.
Legyen U(S) = >,y Wi(S) a tarsadalom atlagos varhato kifizetése S stratégiaprofilban (itt ugyebér

nem kell integralni, véges sok jatékosunk van, mind ugyanolyan stullyal).
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Legyen S;. egy olyan Bayesi-Nash-egyensilybeli stratégia ¢ jatékosra, amire u; a legmagasabb.
Mivel a Bayesi-jatékban az azonos jatékosok kiilonb6z6 tipusai kiilon jatszanak (nem fiigg a kifizetésiik
egymastol), ez nem mond ellent a racionalitési feltevéseknek. Ekkor legyen S = Xie NS;. Legyen
U =U(S), és F = F(S).

Konstrualjunk egy G* = (N, A,u, H,C,I*, f*) jatékot, mely jatékosaiban, akcitiban, kifizetései-
ben, természeti allapotokban és tipusaiban megegyezik G jatékkal, azonban més informécios parti-
ciokkal rendelkezik, és ennek megfelel6en mas véleményrangsorokkal. Legyen I* olyan, hogy minden
j-re és minden w-ra I;(w) = {w}, azaz minden jatékos minden vilagéllapotban pontosan tudja, hogy
éppen az a vilagallapot kdvetkezett be. Vegyiik észre, hogy ebbdl a véleményrangsor definicidéja miatt
az elsérendd, masodrendd, stb. vélekedések egyértelmiien kovetkeznek, hiszen az informaciés parti-
ciok elemei egyelemtiek. A vélekedéseket a jatékosok nem is fogjak hasznélni, hiszen minden jatékos
pontosan tudja az 0sszes tobbi jatékos tipusat, pontosan tudja, hogy minden jatékos tudja minden ja-
tékos tipusat, stb. a természet paramétereire ez ugyanigy igaz lesz. G*-ot nevezziik G jaték tokéletes
informaciossé tételének.

A tdkéletes informacios atiras U és F értékét U -al és F*-al jeloljiik.

5.1.1. definicié (Informaciés prémium). Egy gazdasdgi paraméter informdcids prémiuma az a
Il € R, amire II(F, I, f) = F — F*.

5.1.2. definicié (Tarsadalmi informacios veszteség). A tdrsadalom informdcios vesztesége az a
AeR, amire A(I,f) =T —TU .

Kezdjiik a magyarazkodast a tarsadalom informécios veszteségével. Ez megmutatja, hogy a tar-
sadalom mennyi atlagos varhatd Gsszhasznossagot ,veszit" amiatt, hogy I és f irjak le a szereplSk
episztemoldgiai jellemz&it, nem pedig I* és f*, amik a tokéletes informaltsagot jeleznék. Ha gazda-
sagi kornyezetbe helyezziik a jatékot, azt mondhatjuk, hogy a tarsadalom legfeljebb A Gsszeget fizetne
azért, hogy minden szereplGje tokéletesen informalt legyen. Természetesen, A negativ is lehet, ebben
az esetben azt mondhatjuk, hogy ennyit ér meg a tarsadalomnak, hogy a szerepl6k nem tokéletesen
informéltak.

Az informécios prémiumot kicsit nehezebb megfogni, hiszen egy absztraktul definidlt gazdasagi
paraméterrél nem tudjuk megmondani, hogy milyen értéke kivanatos gazdasdgban. Nem tudjuk rané-
zésre megmondani, hogy a tarsadalomnak a 15%-0s kamatlab tesz-e jobbat, vagy a 20%-os, szemben
a hasznossaggal, amir6l tudjuk, hogy minél magasabb értéket akarunk elérni. Persze nem is ez a cé-
lunk vele, hanem az, hogy megmutassuk, a kiilonb6z6 episztemolégiai szituaciok hogyan valtoztatjak
az adott paramétert. Az a II, amit kaptunk, meg fogja mondani, hogy F' mennyivel lesz magasabb
(vagy alacsonyabb) pusztan amiatt, hogy a szereplék nem tokéletesen informéltak. Noha a prémium
nehezebben megfoghato6 jatékelméleti szempontboél, hiszen jol kell megvalasztani F-et, hogy a paramé-
terre értelmes eredményt kapjunk, mégis ez lesz nekiink a fontosabb, mivel a gazdasagi paramétereket
koénnyt megfigyelni a valosdgban. Vannak adataink a kamatlabakra, az arfolyamokra, ami egyszertibbé
teszi az informaciés prémium megbecslését a valos életben, ellentétben a szereplék hasznossagéval,
amit nehezebb megfigyelni, igy a tarsadalom informaéciés veszteségét nehezebb kiszdmolni.

Eddig nem keriilt emlitésre az, hogy mennyit érhet a jatékosoknak egyesével a tokéletes infor-
maéltsag. A tarsadalom egészének méar tudjuk, azonban létrejchet az az eset is, amikor csak a jaté-
kosok kisebb csoportja, vagy akar egyetlen jatékos tesz szert tokéletes informéaciokra. Ehhez djabb
referencia-jatékra van sziikségiink: legyen G' jaték az eddigiekhez hasonld, azaz az informacids parti-

ciokban és a véleményrangsorokon kiviil G-vel mindenben egyezé jaték, melyre kizarolag i jatékosra
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I'(w) = {w} minden w-ra, pedig I* ; = I_;, tehat a t5bbi jatékos informéltsagahoz nem nytltunk. Vé-
leményrangsorokra hasonl6 a helyzet, 7 jatékos véleményrangsora (a tokéletes informaltsaghoz képest)
semmitmondd, a tobbieké maradt ugyanaz.

Ekkor az el6zéekhez hasonléan S’ lesz G olyan Bayesi-Nash-egyensilya, amiben minden %; maxi-

malis, és S% lesz ugyanez Gi-ben. Szintén hasonléan , := u;(S") és u! == w; (S%).

5.1.3. definici6é (Informéacios veszteség). i jdtékos informdcids vesztesége az a \; € R, amire
Nl f) = w; .

A; megmondja, hogy ¢ jatékos maximum mennyit nyerne vagy vesztene azzal, ha tokéletesen
informalt lenne, ahhoz az informéciés helyzethez képest, mint amit megadtunk neki I-ben és f-ben.
Ennek természetesen szintén megvannak ugyanazok a nehézségei, mint a tarsadalom informécios

veszteségének.

5.2. Problémiak és még nyitott kérdések

Latszolag elértiik a célunkat, a jaték paramétereit rogzitettiik és csak az episztemologiai jellemzéket
mozgattuk, és megfigyeltiik, a racionélis jatékosok valaszat a kiillonbo6z6 informécios helyzetekre. Az
informéciés prémium a stratégidk mozgasat mutatja, az informécids veszteség pedig a kifizetésekét.

Azonban az el6z6 részben hasznélt definicidkkal tobb elméleti és gyakorlati gond is felmeriilhet.
Lathattuk, hogy mig az informaciés prémium megfigyelhets a gyakorlatban is, nehéz optimalizélni az
értékét a tarsadalom szempontjabol. Ezzel szemben az informacios veszteség értékét konnyi optima-
lizélni, de értékét a gyakorlatban nehéz mérni. Modelliink és elméleteink szempontjabdl ez még nem
jelent gondot, az alkalmazasnal azonban figyelniink kell ezekre.

Két elméleti probléméat sorolunk itt fel, az egyik az egyértelmiiségben, a mésik a megoldéaskon-
cepcioban keresends. Egyértelmiiség alatt azt értjiik, hogy a jaték ,megoldasanak" azt a jatékosok
szempontjabol parcidlis Bayesi-Nash-egyensilyt tekintettiik, melyben az egyes u;-k a maximalisak.
Azonban, ha ez egy jatékosnal nem egyértelmt, akkor nem tudunk tébbet mondani arrél, hogy mi fog
torténni a jatékban, igy a definiciéink csak abban az esetben fognak miikédni, amikor ez egyértelmf.
Mar a Bayesi-Nash-egyensiilyok kozotti valasztas is esetlegesnek tiinhet, azonban a kifizetésiiket ma-
ximalizal6 jatékosokra miikodsképes.

A megoldaskoncepcio probléméaja az, hogy — mint ahogy azt mar dolgozatunkban is lathattuk —
a Bayesi-Nash-egyenstily nem biztos, hogy megéllja a helyét a nem teljes informacios jatékok kozott.
Hasznéalatat azért fogadtuk el erre a fejezetre, mert a Bayesi-jatékoknak ez a legismertebb és leginkiabb
bevett megoldaskoncepcidja, igy barmi mast hasznédltunk volna, csak ndveltiik volna a felmeriils
kérdések szamét. Amig nincs olyan megoldaskoncepcid, ami pontosan megmondja minden nem teljes
informacids jatékban, hogy a racionalis szereplk mit fognak véalasztani, addig ezzel a problémaval
nem tudunk el6re haladni, de lathatéan nem ez most a célunk. A célunk az volt, hogy modellezziik
azt a hatast, amit az informacios helyzetek mozgatasa okoz a gazdasagi életben.

Az informécios prémium azon tulajdonsiga, hogy nem mutatja a jolétet, azt eredményezi, hogy
relevans gazdasagi kérdést nem lehet feltenni réla, hiszen a gazdasag a joléttel foglalkozik, ezt pedig az
informacids veszteség mutatja. Ahhoz, hogy a gyakorlatban optimalizalni tudjuk a mértékét, tovabbi
kutatas sziikséges a viselkedésével kapcsolatban. Igy dolgozatunk talan legfontosabb nyitott kérdése,
hogy milyen feltételeket kell tenniink ahhoz, hogy az informaciés veszteség pozitiv legyen, azaz a tobb

informécié valéban nagyobb jolétet eredményezzen?
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5.3. Alkalmazasi lehet&ségek

Végezetiil szeretnénk szot ejteni az imént bevezetett fogalmak esetleges jovGjérsl. Amennyiben a
vazolt problémékat &t tudjuk hidalni (mar amennyiben érdemes tovabb foglalkozni veliik) az itt
kapott modellt szamos valés gazdasagi problémara le lehet forditani.

Banki betéti kamatképzés: A 4. fejezetben megmutattuk, hogy a betéti kamatlabak emelése
helyett a banknak médja lehet ugy betéteseket csalogatni magéhoz, ha nagyobb biztonsagot garantal,
valahogy eléri, hogy a betétesek ismerjék meg egymaést és ne kelljen attél félniiik, hogy cs6dbe megy
a bank.

Kormanyzati feladat: Amennyiben a tarsadalmi informécios veszteség pozitiv, tgy a tarsadal-
mat rosszul érinti a kialakult informécios helyzet. A korméanyzat feladata lenne ennek kezelése, hogy
a veszteség kisebb legyen, és a gazdasiag hatékonyabban tudjon miikédni. Az informéciés prémium
megfigyelhets a gazdasagban, igy segitséget nytjthat azoknak a szektoroknak a megtalaldsaban, ahol
beavatkozasra van sziikség.

Pénziigyi modellek: Ismét kamatldbakra alkalmazva az informéacios prémium koncepciojat,
pontosithatéak az ezt figyelmen kiviil hagyo transzmissziés mechanizmusra épité modellek. Igy példaul
egy kozponti banki alapkamat csokkentés esetében megfelel§ informéciés helyzetben elképzelhetd,
hogy a banki betéti kamatokra ez egyaltalan nincs hatéssal, és igy a hitelkamatlabakra sem.

Véleményiink szerint a koncepcio érdemes lehet tovabbi kutatasokra, noha sorsa erGsen Gsszefiigg
néhany régota nyitott kérdéssel, igy a megoldaskoncepciok kérdésével is, hogy alkalmazhaté legyen a

gyakorlatban.
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6. fejezet
Fuggelék - bizonyitasok

A fiiggelékben olyan bizonyitasok, tételek, észrevételek és sejtések talalhatok, amik nem képezik a
kutatas f6 iranyat, azonban a célhoz valo eljutasnak szerves részét képezik. ElsGsorban a jatéko-
sok véleményrangsoraibol szarmazo6 valdszintiségekrdl tett megéllapitasok aldtamasztasat, illetve a
felhasznalt tételek kimondasat foglalja magaban ez a fejezet. Fontos el6zetesen megjegyezni, hogy
bizonyos helyeken olyan falakba iitkoztiink, amit a felhasznalt matematika nem képes atlépni.

ségét egy ugynevezett zart, egyre normélt haromirdnya Pascal-hdromszog alapjan szamolhatjuk. A
zartsdga azt jelenti, hogy a megengedett tipusok két egész szam kozott lehetnek és nem pedig a tel-
jes szamegyenesen. A haromiranyu Pascal-haromszog a matematikaban gyakran eléforduld sztenderd
Pascal-haromszog egyik specializalasa, ahol minden sor Gsszege a harom megfelel§ hatvanya és az ele-
meket ugy kapjuk, hogy azok a felettiik levé harom elem Gsszege. Zart haromiranyu Pascal-haromszog
esetén az alakzat két szélén ez a szabaly megvaltozik, a széls6 oszlopok értékei mindig a kozvetleniil
felettiik levs elem kétszeresének és az amellett taldlhato elemek Gsszege. Amennyiben a haromirdnyu
Pascal-haromszog egyre van normaélva, akkor minden sort leosztunk a sordsszeggel, igy minden sor
Osszege egy lesz.

A zart, egyre normalt haromiranyu Pascal-haromszog koncepcidja ugy feleltethetd meg az alap-
jatékban leirtaknak, hogy a zéart hdromszog pontosan annyi oszlopot tartalmaz, amennyi lehetséges
tipus van, és a két betétes a sajat tipusuknak megfelel§ helyre az els6 (formélisan a nulladik) sorban
beirnak egy egyest, minden mas tipus ala nullat. Ekkor a képzési szabaly elszabaditasaval és a sorok
szaméat megfelelGen nagyra éllitva szamolhatok a valdszintiségek. A véleményrangsorokat egyszertien
olvashatjuk ki a hdromszogbdl. Az elsG sor azt mutatja, hogy a jatékos milyen tipustinak tudja magéat.
A masodik azt, hogy milyen valdszintiséggel gondolja azt, hogy a méasik jatékos a megfelels tipust.
A harmadik azt, hogy a jatékos milyen valoszintiséggel gondolja, hogy a mésik jatékos azt gondolja,
hogy & (az els6 jatékos) valamilyen tipusi. Es ez igy megy tovabb a végtelenségig. Ennek mitikodését
részletesebben a [3.3] tablazatban lathattuk.

A jétékok megadédsat paraméteresen le lehet sziikiteni harom paraméterre. Az eddigi jeloléseket
hasznalva ezek [, a lehetséges tipusok szdma, k a cs6dds tipusok szdma és egy 1j elem, a kezd&pont,
ti vagyis a vizsgildodo jatékos altala ismert tipusa. Korabban feltettiik, hogy az [ darab lehetséges
tipus legyen mindig a [0,! — 1] intervallum egész eleme. Ez csupéan egy egyszertsités, a jatékot magat
nem valtoztatja meg.

A jaték megoldéasa kozben belattuk, hogy egyetlen cs6dos tipus esetén a racionélis jatékosok az

egyetlen cs6dos, vagyis a bal oldali szélsé oszlop elemeinek szuprémumat keresik. Ha egynél tobb
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cs6dos tipus is létezik, akkor az 6sszes cs6dos tipushoz tartozé oszlop elemeit soronként Gsszeadva, az

igy kapott 4j sorozat elemeinek keresi a szuprémumaét.

6.0.1. Tétel. Ha minden lehetséges tipus csddos, vagyis k =, akkor a vizsgdlando sorozat szupré-

muma eqy, vagyis a raciondlis jatékos kiveszi a pénzét a bankbol.

BizonyiTAs: Ha k = [, akkor a racionalis jatékos az Gsszes oszlop soronkénti 6sszeadasabol kapott
sorozat szuprémumét keresi. A felhasznalt haromirdnytu Pascal-haromszog tulajdonsigaibol egyértel-
miten kovetkezik, hogy minden sor Osszege egy. Vagyis ekkor a vizsgalt sorozat minden eleme pontosan

egy, ennek szuprémuma is ugyanennyi. ll

6.0.2. Tétel. A specializalt hdromirdnyt Pascal-hdromszdg minden oszlopdbdl kilén-kilén sorozatot
képezve a sorozatok pontosan 1/1-hez tartanak. Ezt felhaszndlva kijelenthetd, hogy k darab csédis tipus

esetén, a balrdl szamitott elsé k oszlop 0sszegébdl képzett sorozat k/l-hez tart.

B1zoNYITAS A haromiranyt Pascal-hdromszogben lejatszodé folyamat leirhaté egy Markov-lanccal,
ahol a tipusok poszterior eloszlasa az dtmenetvaloszintiség méatrix. Arrél belattuk, hogy mivel [ x I-es
méreti, ezért a végtelenségig dSnmagéval szorozgatva egy olyan matrixhoz tart, aminek minden eleme
1/1. 1

6.0.3. Tétel. A bal oldali legszélsd oszlop elemeibdl alkotott sorozat elemei addig a sorig monoton

ndnek, amig az eggyel jobbra évd oszlop megfeleld eleme nagyobb a sorozat megfeleld eleménél.

BI1zoNYITAS: A tétel a képzési szabaly egyértelmi kovetkezménye. Legyenek a legszéls6 oszlop elemei
a;-k, mig a mellette levs oszlop elemei b;-k, ahol i a megfelel§ sor szima. Ekkor minden i-re igaz,

hogy a; = %ai,l + %bi,l. a; > a;_1 akkor teljesiil, ha %ai,l + %bi,l > a;—1, vagyis bj_1 > a;—1. B

6.0.4. kovetkezmény. A jobb oldali legszélsd oszlop elemeire is igaz a tétel, hiszen a képzési szabdly

ott is ugyanez, csupdn a mellette balra lévd oszlop elemeivel kell szamolni.

6.0.5. Tétel. A nem legszélsd oszlopok elemeibdl alkotott sorozatok mindaddig monoton ndnek, amig

a mellettiik két oldalt lévd oszlopok azomos sorbeli elemeinek dtlagdndl nagyobb értékik van.

BI1zONYITAS: A bizonyitas ismét a képzési szabaly kovetkezménye. Legyenek a vizsgalt oszlop elemei
e;-k, a két oldalt mellette levéké pedig d;-k és g;-k, ahol i a megfeleld sort jeloli. Ekkor a képzési szabély
alapjan e; = %(di,l +ei—1+9gi—1). Az e; > e;_1 kitétel az el6z6 szabaly alapjan %(di,l +gi-1) > €1

esetén teljesiil.

Bevezetiink két Gj sajat fogalmat, a reguléris és irregularis szuprémum értékeket. Regularisnak
neveziink egy szdmolt szuprémumot, ha annak értéke nem egy kozbiils6 maximuma a sorozatnak,
hanem az az érték ahova az a sorozat tart. Ebbgl kifolydlag irregularis egy szuprémum, ha az a

sorozat egy kozbiils6 maximuma és nem az az érték, ahova a sorozat tart.
6.0.6. Tétel. Ha ty > Léj, akkor a szuprémum requldris. Ertéke szémolhatd, %

6.0.7. Tétel. Ha t; < Léj, akkor a szuprémum irreguldris. Ekkor a szuprémum értékére nincs dlta-

lanos képlet.

Az irreguléris szuprémumok kiszamitasara nincsen zart alak.
Ez utobbi két tétel csupan sejtés, amit az | = 20-ig az Osszes lehetséges jatékra végigszamolt

értékekbdl vontunk le.
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6.0.8. Tétel. Az dtmenetvalosziniségekre igaz, hogy ha i > j > k, akkor M, < M}’k, azaz ha

messzebbi tipusbol indulunk, kisebb lesz a valoszinisége, hogy az n. lépésben k-ba jutunk.

BizoNyiTAs: Nevezziik x-b6l y-ba vezets ttnak azoknak az allapotoknak a sorozatat, melyekbe elju-
tunk egy x allapotbol egy y allapotba. Nevezziik n-t az ut hosszanak. Vegyiik észre, hogy minden 1
hossza Ut csak szomszédos elemek kozott vezethet az dtmenetvaldsziniségek defincigja miatt. Ekkor
igaz lesz, hogy ha ¢ > j > k, akkor minden ut, ami i-b6l vezet k-ba, dtmegy j allapoton. Emiatt
létezni fog egy olyan megfeleltetés, mely az i-bdl k-ba vezet$ utakat egyértelmiien megfelelteti egy
j-bdl k-ba vezets utnak. B A bizonyitas kis n-ekre miikddik jol, mivel ha elérjiik az intervallum szélét,
nem minden it valoszintisége lesz ugyanannyi. A tétel ett6l még igaz lesz, de bizonyitasa bonyolultabb

a sok eset miatt, ami miatt ezt itt nem vezetjiik végig.

40



Irodalomjegyzék

Franklin Allen and Stephen Morris. Finance applications of game theory. Wharton Financial Insti-
tutions Center Working Paper Series 98-23-B, 1998.

Robert Aumann. Agreeing to disagree. The Annals of Statistics, 4(6):1236-1239, 1976.

Robert J. Aumann. Interacitve epistemology i: Knowledge. International Journal of Game Theory,
28:263-300, 1999a.

Robert J. Aumann. Interacitve epistemology ii: Probability. International Journal of Game Theory,
28:301-314, 1999b.

Ferenc Forgo, Miklés Pintér, Andras Simonovits, and Tamés Solymosi. Jatékelmélet (elektronikus
Jjegyzet). 2005.

Andras Gomori. Informdcid és interakcid. Typotex, 2001.

Janos Harsanyi. Games with incomplete information played by bayesian players part i., ii., iii. Ma-
nagement Science, 14:159-182, 320-334, 486-502, 1967-68.

A. Mas-Colell, M. D. Whinston, and J. R. Green. Microeconomic Theory. Oxford University Press,
Oxford, 1995.

John Nash. Equilibrium points in n-person games. Proceedings of the National Academy of Sciences,
36(1):48-49, 1950.

M. J. Osborne and A. Rubinstein. A course in game theory. MIT Press, 1994.

41



	Bevezetés (Bayer Péter)
	A szerkezetrol
	Az irodalomról
	Alapok (Bayer Péter)
	Játékelméleti alapfogalmak
	Nem teljes információs játékok
	Az Allen-Morris játék egy formája (Bayer Péter és Tóth Mánuel László)
	Az alapjáték
	A tökéletes információs eset
	A nem tökéletes információs eset
	A bank játéka (Tóth Mánuel László)
	A bank, mint új játékos
	A bank és a betétesek sem tökéletesen informáltak
	A betétesek tökéletesen informáltak
	Általános megállapítások
	Az információs prémium (Bayer Péter)
	A fogalom
	Problémák és még nyitott kérdések
	Alkalmazási lehetoségek

	Függelék - bizonyítások (Bayer Péter és Tóth Mánuel László)
	Irodalomjegyzék
















