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Ezennel kijelentem, hogy eme palyamunkat egyediil
készitettem a felsorolt irodalomra tamaszkodva,
vezetoim feliigyelete alatt.



Szeretném megkoszonni vezetdimnek segitségiiket, melyet a munka elkészitése
soran nyujtottak.



Absztrakt

Ebben a munkaban egy olyan algoritmus leirasa talalhato, amely egy adott
mésodrenddi rekurziv szamsorozat n-edik elemének kiszamitdsdhoz O(logn)
szamtani miuveletet hasznal fel. Ezen feliil tartalmazza az adott algorit-
mus helyességének bizonyitasat, valamint az algoritmus implementélasa is
a munka részét képezi. A téma megvalasztisa azért is érdekes, mivel a
rekurziv szamsorozat definicidja énmaga is egyfajta algoritmus a sorozat
n-edik elemének kiszdmitasara, mely elvégzéséhez azonban O(n) szdmtani
miiveletet kell elvégezniink. fgy tehat a munka részét képezi azon matem-
atikai Osszefiiggések levezetése is, melyek az itt bemutatott algoritmus alapjat
képezik. Az algoritmus implementaldsa bemutatja annak miikodéképességét,
és lehetOséget nyijt arra, hogy az itt leirt algoritmust 6sszehasonlitsuk mas,
ugyanezt a feladatot szolgald algoritmusokkal is.

KULCSSZAVAK: Fibonacci-sorozat, Masodrendii rekurziv szamsorozatok,
Szamsorozat n-edik elemének kiszamitasa, Effektiv algoritmusok, Dinamikus
programozas



Abstract

The main goal of this article is derivation, proof and implementation of some
fast algorithms for linear recurrent sequences. The basic problem is the eval-
uation of n-th member of given sequence. This problem is solvable in time
O(n). In this work, we are trying to create algorithms using O(logn) arith-
metic operations. The work also includes proofs of correctness of algorithms
and of all necessary mathematical statements. Implementation of these algo-
rithms also serves as a test of their correctness. Implementation of algorithms
also gives the possibility to experimentally compare the effectiveness of indi-
vidual algorithms compared to the ones that already exist.

KEYWORDS: Fibonacci sequence, Linear recurrent sequences, Evaluation
n-th number of sequence, Effective algorithms, Dynamic programming
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Bevezetés

Célok és a motivacio

Ez a munka a rekurziv szamsorozatok n-edik elemének kiszamitésaval foglalkozik.
Célja, hogy leirjon egy algoritmust a probléma megoldaséra, bizonyitsa annak
helyességét s levezesse azon matematikai Osszefiiggéseket, melyek az algorit-
mus alapjaul szolgalnak. Célunk tovabba, hogy ez az algoritmus a rekurziv
szamsorozatok lehet6 legszélesebb csoportjara alkalmazhaté legyen, legrossz-
abb esetben O(log, n) szémtani miiveletet végezzen, s ezen feltételek mellett

az algoritmus memoariaigénye is optimalis maradjon.

Az algoritmus alapdtletét Daisuke Takahashi adta, aki [16] cikkében leir
egy specidlis algoritmust a Fibonacci szamsorozat n-edik elemének kiszamitasara.
Ez az algoritmus szintén O(log, n) szamtani miivelet hajt végre, de csak a
Fibonacci szamsorozatra alkalmazhato.

Ezzel szemben az itt leirt algoritmus a rekurziv szdmsorozatok nagyobb
halmazara alkalmazhatd, mégpedig azon masodrendii rekurziv szamsorozatokra,
melyek egyiitthatéi valés szamok, mindemellett tovabbra is elégséges O(log, n)
szamtani mivelet végrehajtdsa, s nem nétt meg az algoritmus memdoriaigénye
sem. Viszont a tulzott adltalanositas miatt nem sikeriilt az algoritmus tovabbi
optimalizacidja, s ugy gondoljuk, hogy a konkrét szamsorozatok n-edik elemének
kiszamitaséara létezhet gyorsabb, specidlisan az adott szamsorozat jellegzetességein
alapulo algoritmus, mely azonban aszimptotikusan azonos mennyiségii szamtani
miiveletet végez el.

Az algoritmus létrehozasanak lépései

Els6sorban a Fibonacci szamsorozat ismert 0sszefiiggéseit kellett altalanositani,
bebizonyitani helyességiiket, levezetni azokat, hogy a rekurziv szamsorozatok
minél nagyobb csoportjara érvényesek legyenek. Ez a feladat a méar emlitett
valos egyiitthatokkal rendelkezé masodrendii rekurziv szamsorozatokra jart
sikerrel. A levezetett Osszefliggések valdjaban egy Oszd meg és uralkodj al-



goritmust irnak le, mely az adott problémat tobb hasonlé problémara os-
ztja kisebb bemenettel. Mivel azonban a dinamikus programozas idoigénye
sok esetben (ebben a konkrét esetben is) jobb, mint a klasszikus Oszd meg
és uralkodj elvii algoritmus, ezért a végsd algoritmust ez alapjan a pro-
gramozoi elv alapjan készitettiik el. Ezzel a mddszerrel sikeriilt elérni a
kivant O(logn)-es id6igényt, azonban dltalanossagban novekszik az algorit-
mus memoriaigénye. Viszont a megfelel rekurziv 6sszefiiggés kivélasztasaval,
valamint a rekurziv hivasok elemzésével sikeriilt optimalizalni a memoriaigényt.
Az itt bemutatott algoritmus ugyanis 6 valtozot hasznal a sziikséges segédvalto-
zokon (kiilonb6z6 indexek és ciklusvéltozok) kiviil.



1. fejezet

A masodrendu rekurziv
szamsorozatok

1.1. A rekurziv szamsorozatokrol roviden

Mivel ebben a munkaban olyan szamsorozatokkal foglalkozunk, melynek tag-
jai valés szamok, ezért az alabbi modon definidlhatjuk a rekurziv szamsorozatokat:

s o2 77 ’ s o0
1.1.1. Definicié. [| Azm-edrendi rekurziv szaimsorozat olyan sorozat {ri}o ,
melyre Vi € N :r; € R; ro,r1...7m—1 valos szamok,

VneNn>m:r,=F(ro_1,Tn 2, s Thom—1,M),
ahol F : R™™ — R egy fligguény.

Szabadon tehat az m-edrendii rekurziv szamsorozat olyan sorozat, melynek
minden tagjat az el6z6 m tag alapjan lehet kiszamitani. Természetesen a
sorozat elsO m tagja adott, és meghatarozza az egész sorozatot. Tehat egy
rekurziv szamsorozat pontos leirasahoz sziikségiink van a kezdeti feltételekre
(els6 m tag) és a rekurziv Osszefiiggésre, mely alapjan a sorozat tobbi tagjat
kiszamitjuk. A kovetkezokben olyan sorozatokkal fogunk foglalkozni, melyek
egyiitthatoi valés szamok, vagyis az F' fiiggvény a sorozat elézd m tagjat
ugy adja 0ssze, hogy elobb mindegyiket megszorozza a helyiiknek megfelelo
egyiitthatoval. Tobb ismert probléma is visszavezethet6 a rekurziv szamsoro-
zatokra, ilyenek példaul Hanoi tornyainak probléméja, a stk maximalis felosztasa
n egyenes segitségével. Es természetesen ide tartozik a Fibonacci szémsorozat
is, mely a viladg leghiresebb szamtani sorozata.
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1.2. Az algoritmus matematikai alapjai

Mivel az algoritmus csak a masodrendii rekurziv szamsorozatokra alkalmazhato,
szitkséges, hogy bevezessiink néhany ezzel 6sszefliggd matematikai fogalmat
s levezessiik a felhasznalando Osszefliggéseket. Ezzel foglalkozik az alabbi
fejezet.

Az eddigiekbodl lathatd, hogy a méasodrendli rekurziv szamsorozat olyan
szamsorozatot takar, melyben minden tagot az 6t megel6zo két tagbol szamitjuk
ki a rekurziv 6sszefiiggés alapjan.

1.2.1. Definicié. [] Ertelmezziik az aldbbi rekurziv szimsorozatokat:
Fob=0,Fi=1aF,=F,_1+F,

L0:2, L1 =1 aLn:Ln_1+Ln_2

ROZ(I, Rl =b aRn:Rn_l—FRn_g

PQ:O7 P1:1 aPn:CPn_1+dPn_2
Qo=a,Qi=baQ,=cQn1+dQ,

preVn € N: n>2a,b,c,d € R

Az ilyen médon definidlt F,-t Fibonacci szdmsorozatnak nevezik, vagy
csak egyszeriibben Fibonacci sorozatnak, az L,, sorozatot pedig Lucas sorozat-
nak.

Az L, = F,_1 + F,1 Osszefliggés matematikai indukciéval bizonyithato.
A tovabbiakban 4tvessziik Bedta Stupdkova munkajaban [I5] hasznalt matrixot,
mely a Fibonacci szamsorozatot irja le. Ezen matrixot altaldnositjuk a tobbi
rekurziv szdmsorozatra is. A [10] készit6i szintén dltaldnositjak a Fibonacci
szamsorozatra érvényes fontosabb 0Osszefiiggéseket. Ugyanebben a miiben
megjelenik a P, sorozatot leiré matrix is.

1.2.2. Definicié. [/

>
|
)
= =
N———

1.2.3. Lemma. []

n o__ 01 ! _ anl Fn
ve() =R )
Bizonyitas. Matematikai indukciéval az n alapjan:
n = 1 esetében érvényes:

(0 1\ (R R
a=(V)=(% &)
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Most tételezziik fel, hogy az allitasunk igaz n-re, bizonyitsuk be n + 1-re:

An+1:o1”+1:o1”01:
11 11 11
az indukcios feltevés alapjan
_ Fn—l Fn 0 1 _ Fn Fn+1 _ Fn Fn+1
N Fn Fn+1 11 N Fn—1+Fn Fn+Fn+1 B Fn+1 Fn+2
m

1.2.4. Tétel. []
Fm+n = Fan+1 +Fm—1Fn

0 1\"/0 1\"
m+n __ _
ame— (D) (V1) -

Az el6z6 lemma [1.2.3| alapjén:

_ Fm—l Fm Fn—l Fn _

"\ Fn Fun Fo For )
_ Fm—an—1+Fan Fm—an+Fan+1
B Fan—1+Fm+1Fn Fan+Fm+1Fn+1

Bizonyitas.

S mindemelett érvényes

Frin_ F,
Am+n _ ( m+n—1 m+n )
Fm+n Fm+n+1

Tehat a matrixok egyenl6ségébdl adodik: F, ., = Fin1Fn + FinFhia. O

Az el6z6 tételnek van egy fontos kovetkezménye: Tato veta ma jeden
dolezity dosledok:

1.2.5. Kovetkezmény. []
F2n = Fn(Fn+1 +anl)
Foni1 =F + F,

Bizonyitds. Az els6 esetben n-t helyettesitiink az m helyére, a masodik egyenléség
esetén pedig n + 1-et. O]



1. FEJEZET. A MASODRENDU REKURZIV SZAMSOROZATOK 6

1.2.6. Lemma. [/

anf @ D (0 1\'(a b \ [ R, Ru.n
b a+b o 11 b a+b - Rn+1 Rn+2
Bizonyitds. Matematikai indukcioval az n alapjan:
n = 0 esetében érvényes az egyenldség. n = 1 esetében:

A a b - b a+ b . Rl RQ
b a+b ) \a+b a+2b) \ Ry Rs
Most tételezziik fel, hogy az allitasunk igaz n-re, bizonyitsuk be n + 1-re:
anir(a b _ (01 01"ab:
b a+b 11 11 b a+b
az indukcios feltevés alapjan
_ 01 Rn Rn+l _ Rn—‘,—l Rn+2 _
S\11 Roy1 Ruyo ) \ R+ Rupi Rovi+Royo )
_ Rn—H Rn+2
Rn+2 Rn+3
A lemma helyességérol gy is meggy6ézédhetiink, hogy a = 0 és b = 1 behe-
lyettesitése esetén a lemmat kapjuk. n

1.2.7. Tétel. []
Rn = &Fn,1 + bFn

Bizonyitas.
R, R.,u _anf @ b | Faa a b B
Rn+1 Rn+2 o b a+b N Fn Fn+1 b a+b o
a
a

— b>Fn+1
aF, + bF, 1 bF, + (a+b)F,

A maétrixok egyenloségébdl adddik: R, = aF,_1 + bF,

1.2.8. Lemma. [|

0 1\"'/01\ (P_ P
d ¢ 1 ¢) \ P, P
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Bizonyitds. Matematikai indukcioval:
n = 1 esetén érvényes az egyenloség, n = 2 esetében nemkiilonben.
Most tételezziik fel, hogy az allitasunk igaz n-re, bizonyitsuk be n + 1-re:

01\/0 1\""/0 1)
d c d c 1 ¢ /)
az indukcios feltevés alapjan
o 01 Pnfl Pn o Pn Pn+1 _
N d c Pn Pn+1 o dPn,l—l—an dpn+CPn+1 N
o Pn PnJrl
Pn+1 Pn+2
A lemma helyességérol ugy is meggy6zodhetiink, hogy ¢ = 1 és d = 1 behe-
lyettesitése esetén a lemmat kapjuk. O
1.2.9. Tétel. |]
Pm+n = dPn—IPm + Pan—H
. 4 O ]- ’ . . —C ].
Bizonyitds. A ( 1 ¢ ) matrix inverze a ( 10 )

Ezen kiviil igaz még:

0 1\"™ /0 1\ ([ Puin Puin
d ¢ 1 ¢ ) \ Putn Popnn
Mikozben:

0 1\ o 1N _ (0 1\ (0 1\ 01
d c 1 ¢) \dc d c 1 ¢ )
/(0 1\" [0 1 — 1[0 1\"" /0 1)
\d c 1 ¢ 1 0 d c 1 ¢ )
Az el6z6 lemma alapjan:
_ Pn PnJrl —c 1 mel Pm _
N Pn+1 Pn+2 1 0 Pm Perl N

_ _Cpn+Pn+1 Pn mel Pm _
_C-Pn+1 + Pn+2 Pn—i—l Pm Pm+1
_ (_CPn+Pn+1)Pm—1+Pan (_CPn+Pn+1)Pm+Pan+l
(_CPnJrl + Pn+2)Pm71 + PnJrle (_CPnJrl + Pn+2)Pm + PnJrleJrl

A matrixok egyenl6sége alapjan: Py, = (—cP, + Pyi1) P + PP
L]
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Ennek a tételnek van egy szamunkra fontos kovetkezménye:
1.2.10. Koévetkezmény. [
Py, = —cP? +2P,P, 1
Py = —cPyPui1 + P2y + PyPoyo

Bizonyitds. Az els esetben n-t helyettesitiink az m helyére, a masodik egyenléség
esetén pedig n + 1-et. n

1.2.11. Lemma. |[]

0 1 e a b _ Qn—l Qn
d c b bc+ad | @n  Qni
Bizonyitas. Matematikai indukcié segitségével:

n =1 és n =2 esetén az egyenldség érvényes.
Most tételezziik fel, hogy az allitasunk igaz n-re, bizonyitsuk be n + 1-re:

01\/0 1\ (a b B
d c d c b be+ad |

ami az indukciods feltevés alapjan
d c Qn Qn+1 dQn—l + CQn dQn + CQn—H
— ( Qn Qn+1 )
Qni1 Qnt2

1.2.12. Tétel. []
Qn = an + adpnfl

Qn Qn+l _ 0 1 " a b .
i1 Qnee )\ d ¢ b bc+ad |

—c 1 a b

1 0 b bc+ ad

P, P, ) < —ac+b —bc—i—bc—i—ad)
a b

Bizonyitas.
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(—ac + b)Pn+1 + CLP,H_Q CLdPn+1 + an+2
A maétrixok egyenloségébdl addodik:

B ( (—ac+b)P, + aP,yq adP, + bPy, 1 )

Qn = (—ac+b)P,+aP, 1 = —acP, +bP, + acP, + adP, 1 = bP, + adP,
]

1.3. A Fibonacci szamsorozat n-edik elemének
kiszamitasa

A Fibonacci szamsorozatrol szélo tétel kovetkezménye|[1.2.5|egy kész modszert

ad a szdmsorozat n-edik elemének kiszamitasara. Ezt a mdodszert szeretnénk

a kovetkezokben hatékonyabba tenni. Mivel Fy,, a mar emlitett kovetkezmény

alapjan a sorozat n — l-edik, n-edik és n + l-edik tagjatdl fiigg, de F,.1

szintén Osszefiiggésben all F,,_i-el és Fy-el a kovetkezményben leirt
osszefiiggéseket az aldbbi modon egyszertisithetjiik:

Fo,=F,(Fy1+Fo1)=F,(F,+F, 1 +F, ) =2F,_F, +F?
Hasonlban egyszertisithetjiiuk a masik osszefiluggést is, tehat:
By, =2F, . F, + F?
Foni1 = F2 + F)

Az aldbbi séma az Fo; kiszamitasahoz sziikséges rekurziv hivasokat mutatja:

F1o7 ‘ F1os

Fsa Fs4 Fs2 Fsa Fsa

Fas Fa7 Ifzs an Far
‘ F12 ‘ F13 ‘ F14‘ ‘ F12

Fs Fs Fr Fs Fs Fr

‘ F1o7 ‘ ‘ Fios ‘

Fa Fs Fa Fa Fs Fa

Fo F1 F Fo F1 F2
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Els6sorban észlelhetjiik, hogy minimalis valtoztatassal képesek vagyunk
az Fior mellett az Fip és az Flog értékeit is kiszamitani (masodik kép). Ez
azért is fontos szdmunkra, mivel az R,, kiszamitdsdhoz a tétel alapjan
egyszerre van sziikség az F), és az F,,_; értékeire. Azt a szintet, ahol a
bemeneti index taldlhatd, nevezziik el a legmagasabbnak. Ugyanigy azon
szintet, ahol a rekurziv hivdsok abbamaradnak, nevezziik el a legalacsonyabb
szintnek. A legalacsonyabb szint tehat azon tagjait tartalmazza a sorozatnak,
melyeket ismertnek nyilvanitunk. (ha sziikséges ismertnek nyilvanithatjuk a
sorozat harmadik és negyedik tagjat is) Masodsorban észrevehetjiik, hogy
minden szint maximalisan 3 elemet tartalmaz, a sorozat 3 egymast koveto
elemét. Fokozatosan tehat bizonyitsuk be észrevételeinket.

1.3.1. Allitds. [JA rekurziv hivisok minden szintje pontosan hdarom elemet
tartalmaz, a Fibonacci szamsorozat hdrom eqymast koveto elemét.

Bizonyitds. Az allitast matematikai indukciéval igazoljuk. A legmagasabb
szint harom altalunk valasztott elemet tartalmaz, az indukcié kezdete tehat
biztositva van. A bemeneti indexet valasszuk meg a szint kozépso elemének.
A szomszédos két elemet ugy valasszuk meg, hogy az allitdsunk érvényes
maradjon, tehat a sorozat két szomszédos tagjat valasszuk meg.

Ezek utan tételezziik fel, hogy az allitas érvényes egy bizonyos szintre, s ebbol
kiindulva bizonyitsuk be, hogy az eggyel alacsonyabb szintre is érvényes lesz
az allitasunk. Tegytik fel, hogy az a szint, melyre allitasunk érvényes a sorozat
n — 1-edik, n-edik és n 4 1-edik tagjat tartalmazza. Két lehetdségiink van, n
lehet péros és paratlan.

Tegyiik fel, hogy n paros. Tehat n = 2k, vagyis az indexek a kovetkezo médon
moédosulnak 2k —1, 2k és 2k+1. A médositott rekurziv 6sszefiiggések alapjan
tehat a sorozat aldbbi tagjainak ismeretére van sziikség az adott indexek
kiszamitaséara:

Fop1 = Fyg—1y41 = F(21c—1)+1 + R =R+

ng = 2Fk,1Fk + Fk2
Fop1 = Fl?—i—l + Fl?

Ebbdl kovetkezik, hogy az eggyel alacsonyabb szint a sorozat k — 1-edik,
k-adik és k + 1-edik tagjat kell, hogy tartalmazza, s egyben semmilyen mas
elemet nem kell tartalmaznia. Ha n paratlan a bizonyitas hasonléan torténik.
Ezzel be is fejeztilk a matematikai indukcidt, s bebizonyitottuk a kivant
allitast. O

1.3.2. Allitds. [JA rekurziv hivdsok szintjeinek szama O(logyn), ahol n a
bemeneti index.
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Bizonyitas. Tekintsiink a szintek kozépso elemire, tehdt a kozépso oszlopra a
képeken. A legmagasabb szinten a kozépsé elem a bemeneti index, a legalac-
sonyabb szinten egy olyan tagja a Fibonacci sorozatnak, melynek értékét
ismerjiik, tehat az els6 vagy maésodik tag. (A legalacsonyabb szint az Fy,
F\, F, és az Fy, Fy, F3 lehet, ezen tagok értékét ugyanis ismerjik.) A
rekurziv osszefiiggésbdl lathato, hogy minden szint kézépso elemének indexe
nagysagrendben kétszer akkora, mint az eggyel alacsonyabb szint kozépso
elemének indexe. Tehat érvényes:

2% 28~ n,
ahol z vagy 1 vagy 2. k a szintek szamat jeloli n pedig a bemeneti index.

28 ~n

k ~logsn
O

1.3.3. Allitds. [JA szamsorozat n-edik elemének kiszamitdsa kéozben a sorozat
(n—1)-s6 és (n+1)-s6 eleme is kiszamithatd, mazimdlisan O(logn) rekurziv
hivds hozzdaddsdval.

Bizonyitds. Ez az allitas valojaban az eloz6 allitas kovetkezménye. A szin-
tek szdama nagysagrendben O(log, n). A rekurziv hivasokbdl kitiinik, hogy a
masodik legmagasabb szinttol az 6sszes szint tartalmaz legaldbb két elemet.
Ahhoz, hogy minden szint hdarom elemet tartalmazzon tehat elég csak egy el-
emet hozzdadnunk minden szinthez. (Természetesen a legmagasabb szinthez
kett6t.) Tehdt annyi rekurziv hivéast kell hozzatenniink, amennyi a rekurziv
hivéasok szintjének szama. O]

Ebben a fejezetben valéjaban egy egyszerti Oszd meg és uralkodj elvii
algoritmust irtunk le. A kovetkezd fejezet eme algoritmus tovabbi opti-
malizalasat tartalmazza az eddigi ismeretek alapjan. Ezt az optimalizaciét
azzal érjiik el, hogy a dinamikus programozas elvének megfelel6 algoritmust
alkotunk, mikozben az algoritmus csak allandé mennyiségli valtozora van
sziiksége.

1.3.1. Iteralé algoritmus a Fibonacci szamsorozat n-
edik elemének kiszamitasara

Most leirjuk az algoritmus végleges formajat a Fibonacci szamsorozat n-edik
elemének kiszamitasara.



1. FEJEZET. A MASODRENDU REKURZIV SZAMSOROZATOK 12

Algoritmus(n)
aktindex < getbit(n, 1) * 2 + getbit(n,2)
F[0,1,2] < [Purtindes—1, Paktinde: Paktindez-+1]
akttomb < 0
nakttomb < 1
for + = 3 to log,n do
aktindex < aktindex x 2 + getbit(n, 1)
akttomb < (akttomb + 1)mod2
inakttomb < (inakttomb + 1)mod2
if aktindex paros then
Pakttomb [0] A P’inakttomb [0]2 + P'L'nalmfz‘/omb[1]2
Pakttomb[l] — 2% Pinakttomb [0] * jjinakttomb[l] + Hnakttomb[l]z
Pakttomb [2] — -Pinathtomb[1]2 + Bnakttomb [2]2
else
Pakttomb [O] — 2% ]Dinakttomb [O] * Pinakttomb[l] + Pz’nakzttomb[l]2
Pakttomb[l] A Pinakttomb[l]2 + P’inakttomb [2]2

Pakttomb [2] — 2% Hnak:ttomb[l] * Pinakttomb[l] + -Pinakttomb [2]2
end if

14+ 1+1
end for
return P,iiromb

A getbit(x,y) funkcié az = y-dik legnagyobb bitjét adja vissza konstans
idoben. Ha az altalunk valasztott programnyelv ezt nem teszi lehetové. akkor
az algoritmus futtatdsa elott a szamot szét kell bontanunk bitekre, hogy kon-
stans idoben hozzaférhetéek legyenek. Természetesen, ha mar létezik ilyen
funkcid, hasznalhatjuk azt. A szétbontas szintén log, x operacié végrehajtasat
igényli hiszen a szadm kettes szamrendszerbeli alakja ilyen hosszusagu.

1.3.4. Allitds. [JA fenti algoritmus a Fibonacci szamsorozat n-edik elemének
kiszamitasahoz O(logy n) szamtani miveletet hajt végre, pontosabban O(log, n)
szorzast.

Bizonyitds. Az algoritmus egyetlen ciklust tartalmaz log, n-es fels6 hatarral.
Egy ciklus leforgasa alatt csak allandé mennyiségli szorzast, Osszeadast hajt
végre. Az Osszeadas id6igénye elhanyagolhatd a szorzasé mellett. O]

1.8.5. Allitds. [JAz algoritmus O(n) memdridt igényel.

Bizonyitds. A memoéridban dllandé mennyiségli valtozot kell tarolni. Mivel
azonban a szamsorozat n-edik eleme 2" nagysagu ez a szamitégépen n hosszisagu
egyesek és nulldk sorozataként szerepel. Tehét az algoritmus végeztével O(n)
memériat igényel. O
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1.3.6. Allitds. [JA bemutatott algoritmus a Fibonacci szamsorozat n-edik
elemet szamitja ki.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy megbizonyosodjunk arrél, hogy az altalunk leirt al-
goritmus valéban a [I.3] 6sszefiiggéseket implementalja, elég ha bebizonyitjuk,
hogy az aktindex nevii valtozé a ciklus minden lefutasa alatt egy bizonyos sz-
intnek a k6zépsé elemét tartalmazza (pontosabban annak sorszamét). Belathato,
hogy a

aktindex < aktindex x 2 + getbite(n, 1)

parancssor az aktuélis szint kozépsé elemébdl (indexe legyen k) 2k vagy
2k + 1 értékét veszi fel. Ez az Osszefiiggés megfelel a osszefliggések el-
lentettjének, tehat megfelel az alacsonyabb szintektdl a magasabb szintekig
valé szamitasnak. O

1.4. A tobbi szamtani sorozat n-edik elemének
kiszamitasa

A fejezet elején definidltuk az R, P és () szamsorozatokat. deﬁnicié) Az
R szamsorozat n-edik elemének kiszamitasdhoz alkalmazhatjuk az el6zo fe-
jezetben bemutatott algoritmust. A[1.2.7)tétel alapjdn ugyanis ezen szdmsorozat
n-edik elemét gy kapjuk meg, ha elvégezzik a aF),_1 + bF, miiveleteket.
Mivel F, és F,_ 1 egyidejlleg kiszamithato, a képletben haszndlt a és b
értékek allanddk, ezért nem valtozik az el6z6 algoritmus id6igénye, sem pedig
memoriaigénye.

A P szémsorozat esetében hasonléan jarhatunk el, mint a Fibonacci
szamsorozat esetén. A kovetkezmény azonos szerepet tolt be a P
sorozatnal, mint aa Fibonacci szamsorozatnal. fgy tehat apré valtoztata-
sokkal altalanosithatjuk a fenti algoritmust a P szamsorozatnak megfelelére.
Mivel ez az algoritmus szinte azonos az el6zével, tovabbi bizonyitas nélkiil
mutatjuk be az igy megvaltoztatott algoritmust:

Algoritmus(n)

aktindex < getbite(n, 1) x 2 + getbite(n, 2)

Fy[0,1,2] < [Furtindea—1, Fartindea Faktindes+1)

akttomb < 0

inakttomb < 1

for i = 3 to log,n do
aktindex < aktindex * 2 + getbite(n, 1)
akttomb < (akttomb + 1)mod2
inakttomb < (inakttomb + 1)mod2
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if aktindex paros then
Pakttomb [0] —d* Pinakttomb [0]2 + Pinakttomb[]-]2
Pakttomb[l] —2xdx* -Pinakttomb [O] * Pinakttomb[l] +c* Pinak;tton’bb[1]2
Pak’ttomb [2] —dx Pinak:ttomb[l]2 + Pinakttomb [2]2
else
Pakttomb [0] —2xdx* Pinakttomb [O] * P’inakttomb[l] + C* Pinakttamb[l]2
Pakttomb[l] —d* Pinakttomb[l]2 + Pinakttomb[2]2
Pakttomb [2] —2xdx* -Pinakttomb[]-] * Pinakttamb[l] +c* Pinakttomb[2]2
end if
14—1+1
end for
return Piiomp
A (@ szamsorozat esetén pedig hasonléan jarunk el, mint az R esetében.
A tétel alapjdn a @ sorozat n-edik elemét a P sorozat két egymést
kovetd tagjabdl szamithatjuk ki. (Melyeket az el6zé algoritmus segitségével
parhuzamosan kiszamithatunk.)

1.5. Az abszolit taggal rendelkez6 masodrendi
rekurziv szamsorozatok n-edik elemének
kiszamitasa

Definidljuk a Q, sorozatot a kovetkezé moédon: Q, = cQn_1 + dQn_o + €,

VneN: n>2aholQy=a,Q1 =0b,¢ésa,b,c,d, e € R. Az aldbbiakban bemu-

tatjuk, hogy az el6z6 alfejezetben bemutatott algoritmus segitségével képesek

vagyunk kiszamitani a @, sorozat n-edik elemét is O(logn) szamtani miivelet
végrehajtasa aran. Lathato, hogy a (), sorozat a masodrendii rekurziv

szamsorozatok egy az eddigieknél még nagyobb halmazat jeloli. Elsoként
néhany lemmat kell bebizonyitanunk:

1.5.1. Lemma. []

01\ _( —cPat+Pin Py
d c -\ —cPup1+ Poys Popa

Bizonyitds. A lemmabdl kovetkezik:

0 1\'/0 1Y\ P, Pop
d c 1 ¢) \ Py1 P
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A [1.2.9] tétel bizonyitasa soran mar kiszamitottuk a ( ? . ) matrix in-

verzét. Az egyenlet mindkét oldalat kiszorozzuk ezzel a matrixszal:

0 1\" ([ P, P — 1
d c N Py P I 0

Az egyenlett jobb oldalat is kiszorozzuk a fent emlitett matrixszal, s ezzel
meg is kapjuk a kivant egyenléséget. O

01

1.5.2. Lemma. [] Jeloljik M, =" | < d e ) Az M,, matriz zart alakja:

M, =

1 (02—C>Pn+1+(1—2C)Pn+2+Pn+3—d (1—C)Pn+1+Pn+2—]_
c+d—1 —Cdpn+1+(d—C)Pn+2+Pn+3—d an+1+Pn+2—C—d

Bizonyitas.
n

Mn:;<2 i) (1.1)
(5 1)m-$(51)

=2

A (1.2)-(1.1)) elvégzése utan az alabbiakat kapjuk:
0 1 10 0o 1\ [o01
(0o )m-(o)m=(at) ~(a2)
n+1
“1L N (0T (0
d c—1 c d c

0

d

A ( J 1) matrix inverze a ( ctd-1  ctd-l > méatrix. Az el6z6
C'_ c+d—1 ct+d-1

lemma alapjan tehat:

0 1\ [0 1\ [ —Pui+Pus Pon ) (0 1Y) _
d c d ¢ ) \ —cPyo+ Pz Poio d ¢ )
—cPoy1+ Poy2 Poyr— 1
— —CPn+2+Pn+3_d P7L+2_c

—cPop1+ Popa P —1

-1 1
( d C_l)Mn: _CPn+2+Pn+3_d Pn+2_c
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Ezt az egyenletet szorozzuk meg a mar emlitett matrix inverzével.

d—1  ofd—1
e “Hq —CPuyo+ Poyz—d Pua—c

1—c 1 —cPuy1 4+ Pogo P —1
= ( )

ctd—1 c+d—1

Szebb alakra hozva:

_ 1 (02—C>Pn+1+(1—2C)Pn+2—|—Pn+3—d (1—C)Pn+1—|—Pn+2—1
" c+d—1 —Cdpn+1+(d—C)Pn+2+Pn+3—d an+1+Pn+2—C—d

Tehat a lemma érvényes. n

Definialjunk még egy szamsorozatot: S, = ¢S,_1 + dS,_»+ e, Vn € N:
n > 2 ahol Sy =0, 51 =0, és ¢, d,e € R.

1.5.3. Tétel. || )
Qn = Qn + Sn

Bizonyitds. Matematikai indukcio segitségével. n = 0 és n = 1 esetében az
allitas trividlisan igaz. Ezek utdn tételezziiuk fel, hogy igaz n-re, s ebbdl
bizonyitsuk be, hogy igaz n + 1-re is.
Tehat Q, = cQn_1 + dQ,_o + e az indukcids feltevés alapjsn Q,, = cQ,_1 +
cSn—1 +dQn—o + dS,_2 + e, tovabba

Qn = CQn—l + dQTL—2 + CSn—]. + dSn—2 + €

Qn = Qn + S
Tehat allitasunk igaz. O

Mivel a @),, sorozat tagjait mar ki tudjuk logaritmikus idoben szamitani az
S, sorozatot kell még - szintén logaritmikus idében - kiszamitanunk. Tehat
sziikségiink van a kovetkezo tételre:

1.5.4. Tétel. |[]

APy + Pra — 1
c+d—1

Sn+2 =e€ + ePn‘H

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy

Se Spi Y _ (0 1N\"/00 0 0 0 0
(Sn+1 Sn+2)_(d c) (0 e>+Mn<e e)+<e e)
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Ezek utdn a[l.5.1|és a[1.5.2] lemmakat alkazlmazva kapjuk:

Sn Sn ) 00 0 ep,
<Sn+1 5n+2)_Mn<€ 6)+(0 €Pn+1+€)

Az M, behelyettesitése utan a matrixok egyenléségébol adodik:

dPpi1+ Poo —d —
c+d—1

Cc
Sn+2:€ +€Pn+1+6

Mely bizonyitja a tétel helyességét..

17

O

Mivel P, 14 és P, 5 értékeit képesek vagyunk logaritmikus idoben kiszdmitani,
az elozo tétel alpjan S, értékét is képesek vagyunk logaritmikus idében

kiszémitani.



2. fejezet

Néhany az adott problémat
old6 algoritmus analizise és
osszehasonlitasa

2.1. A felhasznalt algoritmusok

Ebben a fejezetben 4 algoritmust hasonlitunk oOssze, melyek a Fibonacci
szamsorozat n-edig elemét szamitjak ki. Ezek koziil harmat kiilonb6z6 pub-
likacidkbol vettiink at, negyedik pedig az itt bemutatott algoritmus.

Az els6 algoritmus a szamsorozat rekurziv Osszefiiggése alapjan szamitja ki a
Fibonacci szamsorozat n-edik elemét, nevezhetjiik ezt naiv vagy természetes
hozzaallasnak is a probléma megoldasahoz. A tobbi bemutatott algorit-
mustol tobb tekintetben is eltér. Mivel semmilyen optimalizaciét nem tartal-
maz, idoigénye linearis, tehat valoszintileg ez lesz a leglassubb itt bemutatott
algoritmus. Azonban helyességéhez nem férhet készség, mivel a Fibonacci
szamsorozat definicigjan alapul. Ugyanezért a szamsorozat harom egymast
kovetd tagjat kell elraktaroznunk a memoridban. Az elso kettébol szamitjuk
ki a harmadik értékét. Ezt az algoritmust a algoritmusl.cpp fajlban im-
plementaltuk.

A maésodik algoritmus a Daisuke Takahashi &ltal a [16] cikkben meg-
jelentetett modszere. Ezt a mddszert a algoritmus4.cpp fajlban imple-
mentaltuk.

A harmadik algoritmus neve Alternate, an integer iteration, mely - tobbek
kozt - a [§] cikkben is megtalalhaté. Ez az algoritmus hasonlit az itt bemu-
tatott algoritmushoz, hiszen ugyanazon Gsszefiiggéseken alapul - [[.2.5] Ezt
az algoritmust a algoritmus5.cpp fajlban implementaltuk.

A negyedik algoritmus az ebben a munkaban bemutatott modszer, melyet a

18
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algoritmus2.cpp fdjlban implementaltuk.

Az utolsé harom algoritmus tobb szempontbdl is hasonlit egymadsra, min-
degyik algoritmus egy O(log,n) hosszisigi ciklus segitségével szamitja ki
a sorozat ujabb és tjabb tagjait. fgy osszehasonlithato, hogy egyes algo-
ritmusok a ciklusmag egy lefolyasa alatt milyen fajta és mennyi szdmtani
miveletet végeznek el. Azon véltozdk, melyek a szamsorozat tagjait tar-
talmazzak a program futdsa soran a bemeneti indexnél nagysdgrendekkel
nagyobb értékeket is felvehetnek. (A Fibonacci szdmsorozat i-edik eleme 2°
nagysagrendii szzim.)ﬂ Ezekkel a véltozokkal haromféle miiveletet végeznek
el: kiszorozhatjak egymassal a sorozat két tagjat, négyzetre emelhetik a
sorozat tagjat, vagy osszeadhatjak a sorozat két tagjat. Ezeken a szdmtani
miiveleteken kiviil a nagysagrendekkel kisebb értékii valtozokkal, és a kon-
stans értékekkel is végeznek szamtani miveleteket. Ezeket kozos gylijtonéven
nevezziik el miveleteknek a kis szamokon. Tehat négyféle miiveletet kiillonboz-
tetiink meg:

A sorozat két tagjanak kiszorzasa

A sorozat valamely tagjanak négyzetre emelése

A sorozat két tagjanak Osszeaddsa

Muveletek a kis szamokkal

Ezen miiveleteket sorba tudjuk allitani az alapjan, hogy elvégzésiikhoz hany
bitmiiveletre van szlikség. A [10] alapjén a négyzetre emelés végrehajtasa
kevesebb bitoperaciot kovetel, mint a szorzas végrehajtasa. Ugyancsak a
[16] alapjan az Osszeadds még a négyzetre emelésnél is kevesebb bitmiiveletet
igényel. A kis szamokkal végzett miiveletek ezek mellett elhanyagolhatd
mennyiségl ideig tartanak. Tehat az emlitett miiveleteket az aldbbi modon
allithatjuk sorrendbe:

szorzas > négyzetre emelés > Osszeadds > szamtani miiveletek a kis szamokon

'A Binet-formula alapjén bebizonyithaté, hogy F, % nagysagu szam, ahol ¢ az

aranymetszés aranyat jeloli, tehat ¢ = 1+T\/g A Binet-formula példdul a [I5] bakaldrmunka
is tartalmazza, de szinte mindenhol emlitik, ahol a Fibonacci szadmsorozatrdl irnak.
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2.2. Az algoritmusok oOsszehasonlitasa a fel-
hasznalt aritmetikai operacidk, és azok
szama alapjan

Ebben a fejezetben az egy ciklus lefolyédsa alatt végrehajtott szamtani miiveletek
szama és fajtaja alapjan hasonlitjuk ossze az algoritmusokat. Ugyan a szamtani
miiveletek a kis szamokon aszimptotikusan gyorsabbak, mint a tobbi felsorolt
szamtani muvelet, a teljesség kedvéért azokat is feltlintetjiik.

] \ SZOTZAS \ négyzetre emelés \ Osszeadas \ kis szamok ‘

D. T. algoritmus 0 2 6 8
Alternate 2 0 4 — 52 0
Az 1. fejezetben leirt algoritmus | 1 — 23 5— 43 3 1-23

2.1. tablazat. Egyes miveletek mennyisége egy ciklus lefolyasa alatt

Az el6z6 tablazat alapjan képesek vagyunk felallitani egy sorrendet az algo-
ritmusok kozt. A D. Takahashi dltal bemutatott algoritmus lesz varhatéan a
leggyorsabb, utdna az Alternate, s végiil az elsé fejezetben bemutatott algo-
ritmus. Természetesen leglassibb a fejezetben elséként emlitett algoritmus
lesz, mely a definicié alapjan szamitja ki a rekurziv szamsorozatok elemeit.
Hogy meggy6ézodjink a felallitott sorrend helyességérdl, megmértiik az al-
goritmusok futdsi idejét néhany bemeneti indexre. Mindegyik algoritmust
C++ nyelvben implementéaltunk az NTL konyvtar haszndlataval. A mért
eredmények a kovetkezo fejezetben lesznek kiértékelve.

2A markOdd(j) aktualis értéke alapjan
3Az aktindex aktudlis paritdsa alapjan
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2.3. Az algoritmusok osszehasonlitasa a mért
futasi idok alapjan
Bemeneti Ez egyes bemenetek futasi ideje (sec)
index D. T. algoritmus ‘ Alternate ‘ 1. fejezet ‘ Naiv hozzaéllas
1 000 0.000108957 9.20296e-05 | 0.00010705 0.000324965
10 000 0.000193834 0.000263929 | 0.000449181 0.00822306
100 000 0.00518703 0.00907183 0.019192 0.424006
1 000 000 0.125531 0.229387 0.487688 40.391
2 500 000 0.540508 0.97237 2.0968 251.345
5 000 000 1.61849 2.92191 6.27913 1006.04
10 000 000 4.84948 8.7129 18.9938 -
2.2. tablazat. Az algoritmusok futdsi ideje egyes bemenetekre
masodpercekben

A mérések tehat megerdsitették az elméleti vizsgalat alapjan felallitott sor-

rendet.




Befejezés

Els6sorban arra szeretném felhivni a figyelmet, hogy a munkaban tobbszor
élofordulé O(log, n) kifejezés természetesen ugyanazt a halmazt jelképezi,
mint az O(logn). A kifejezésnek ez a médja arra szeretné felhivni a figyelmet,
hogy minden bemutatott algoritmus felezésen alapul.

Fontos tovabbé, hogy az itt leirt algoritmusok természetesen valds szamokkal
is miikodnek, s az implementaciojukkor csak az egyszertiség kedvéért valasztottuk
az egész szamok halmazat.

Mint ahogy azt a masodik fejezetben bemutattuk, az elsé fejezetben leirt
algoritmus nem a legeffektivebb a probléma magoldasara. Egy konkrét, adott
szamsorozat esetén készitheto gyorsabb algoritmus is. Ennek az algoritmus-
nak az elonye, hogy a sorozatok széles skalajara miikodik, ahogy azt az elso
fejezetben bemutattuk.

Végezetiil pedig szeretnék még egyszer megkoszonni minden segitséget.
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