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BEVEZETES

Kutatasom soran az altalanos metrikus terek kozill egyik legfontosabb,
alkalmazasokban is jelgist szerepet jatszé tértipussal, a Riemann tereldgthlkoztam.
Ezek a terek Georg Friedrich Bernhard Riemann nénaématikus nevét viselik, aki révid
élete ellenére uttér munkat végzett a matematikai analizis, a diffel@dgeometria, a
matematikai fizika és az analitikus szamelméldiletén.

A specialis Riemann terek geodetikus leképezésdtothytémakor, melyek
tanulmanyozasa soran Uj tudomanyos eredményektiseiilek. Ezért is valasztottam ezt a
témakort a kutatdsom témajaul.

Megismerkedtem az affindsszefitggges Riemann terek fogalmaval, tulajdonséagaival,
a metrikus terek geodetikus leképezéseivel, s nes@ecialis Riemann tértipussal. Ezek utan
a ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendel&eRiemann terek geodetikus leképezéseit
tanulmanyoztam. Vizsgalataim soran U] eredményeidi@mit. Bebizonyitottam, hogy ha két
Riemann tér kozott létezik geodetikus leképezéazegyik Riemann tér ciklikus Ricci
(szimmetrikus) tenzorral rendelkieRiemann tér, annak sziikséges és elagj@gitétele, hogy
a masik Riemann tér szintén ciklikus Ricci (szinmiket) tenzorral rendelkézRiemann tér
legyen a kovetkdrzegyenbség teljeslilése:

(n_l)(‘//ij,k +wjk,i 'H//ki,j )-4(% (X)Rjk +‘//j (X)Rki +l//k (X)RJ )_
_4(n_1)(l//i (X)‘)”jk +Y, (X)wki +‘/’k(x)‘ﬂij ):O
Tovabb4, ha a ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenabrendelked Riemann tér Einstein tér is,

akkor a leképezés affin.
1. AFFINOSSZEFUGGO- ES RIEMANN TEREK

1.1. Affindsszefugg terek

Mielétt az affindsszefluggtér definiciojat megadnank, tekintsiink egy példat.

Az euklideszi sik tetgiteges egyenesét a Descartes-féle koordinataremeszert
paraméter linearis fuggvenyekeént irhatjuk fekalt+c ésy=blt+d, ahola,b,c,d valés
konstansok és aa és b egyszerre nemibhetnek el. Ebll kdvetkezik, hogy az ébbi
fluggvénynek a
d’y

" dt? =0

d?x
_:0
dt?



méasodrend kozénséges differencialegyenlet-rendszer megald&sa az egyenletrendszer
ugyanilyen alaki marad akkor is, ha és y koordinatakra nemelfajuld linearis
transzformaciot alkalmazunk. Altalanosabb alakuréGta-transzformacio esetén azonban a
fenti egyenletrendszer alakja megvaltozik. Gorbeldn koordinatarendszerben az

egyenletrendszer a kovetkealakot 6lti:

d?xt dax Y’ dx dx? dx '
=2 = —Flll(xl, XZ(H] - 2F112(x1, xz)—— - lez(xl, xz{—] :

dt? dt dt dt
d22 L ra N AEY i A DE L LY DY
— =T X ) — | 25X, X ) ———-TLX, X | — | .
dt? “( dt 12( )dt dt 22( dt

Az egyenletrendszer jobb oldalan azéetterivaltak homogén mésodfoku polinomjai allnak.
Az egyenletrendszert 6 darab kétvaltozbs =T (i, j,k=12), a koordinatarendszétt
fliggs, ismert fuggvény adja meg. Konnyen igazolhatd, yheg X! :Xi(xl,xz) lokalis
koordinata-transzformacio sorarm ﬁ fliggvények a

o

szabaly szerint transzformalodnak. Két affin 6s$ggés izomorf, ha az egyik a masikbol

invertalhatd koordinata-transzformacioval szarmhztid. A kozonséges sik affin-
Osszefliggése rendelkezik azzal a tulajdonsaggaly fakalmas koordinatarendszerben

minden komponens nulla. Az ilyeffin koordinatarendszeek nevezzuk.

A fenti példaban azt lattuk, hogy 6 (a dimenziésméhkifejezve:n?(n+1)/2) darab
I‘}k fuggvényt kellett megadnunk, amelyek rendelkezéekj,k indexekben szimmetria
tulajdonsaggal. A béluk invertadlhatd koordinata-transzformacioval szartathaté Ujabb
F;k fuggvények is szimmetrikusak lesznek az also iellbgn. Az altalanositas felé haladva a
térben a transzformaciés szabalynak elege, ta¥ darab I'}k fuggvényt adunk meg, és nem

varjuk el az élbb emlitett szimmetriat.
1. Definicié: Az X" n-dimenzios differencialhaté sokasagdfindsszefligd) témek
nevezziik és a tovabbiakbai -nel jeloljiik, ha minden koordinatarendszerben warszamu

I, fuggvény ugy, hogy afx) koordinatarendszest az (x) koordinatarendszerre valg

attérés eseténfa, ésT Osszefliggési koefficiendedzotti kapcsolat a



(1.1)

alakban adhaté meg.
2. Definicié: Legyen A" egy affindsszefuggtér. A I'}k Osszefuiggési koefficiensek
felhasznalasavaorbuileti tenzar (Riemann tenzgefinialhatunk a kovetkéképpen
thk =0 j ri: (X) + rig (X)rjha (X) - akrijh (X) - rija (X)rkha (X) . (1.2)

3. Definici6: Az x(t) gérbe mentén vett&'(t) vektorme#t akkor nevezzik

parhuzamosak, ha

', - X _
E+ij(x(t))f (t) " =0. (1.3)

4. Definicié: Egy ¢&'(t) vektormest abszolit parhuzamoak nevezziik, ha barmely

gorbe mentén parhuzamos vektortdrmtaroz meg.
1. Tétel: Az abszolut parhuzamos vektormikzkorlatlan Iétezésének szikséges és

elegend feltétele a gorbuleti tenzor @itése.

5. Definici6: Legyen A" egy affindsszefiiggtér. Az S, =T —T, tenzort azA"
torzié tenzoédnak nevezzuik.

Az affindsszeflig§ tér az affin tér altalanositasa. Az affin terekl@anosszefliggeési

koefficiensek a j,k indexekben szimmetrikusak (azelt'gfk =I'|ij), valamint létezik olyan

koordinatarendszer, melybeﬁjk =0. Az tereket a gorbuleti tenzor és a torzié teredtiinése

jellemzi.
6. Definicié: Legyen A" egy affindsszefiiggtér. Az x(t) gorbétpalyanak nevezziik,

ha kanonikus paraméterben (vagy kitlintetett paranesietén) az egyenlete

d?x’ o dx' dx* _

X i X ox 1.4
dtz2  * dt dt (1.4)



alaku, ahol d }k a tér osszefuggeési koefficiensei.

1.2. Riemann terek
7. Definici6: Az X" n-dimenziés differencialhaté sokasag®iemann témek
nevezzilkk és a tovabbiakban"-nel jeldljik, ha megadunk rajta egy kétszer kawvasi

szimmetrikus g; tenzormedt, ahol a g; (x) tenzor egy pozitiv definit kvadratikus forma
egyitthato rendszere, azdg’ = g,,(x)dx"dx” >0  Odx #0 esetén.

Ezt a kvadratikus format a Riemann téetrikus alapformajaak nevezzik. Ag; (x) a

Riemann témetrikus tenzoraamely meghatérozza a mérés alapformulait.
Legyen x'(t) (t, <t<t,) egy gorbeV"-ben. A gérbet, ést, paramétdr pontjai

kozotti ivnekivhossza

5= 9., (G B et

A g (x) felhasznalasaval ®" érintterében belsszorzatot definialunk

(€1) =945 (X)En”,
ahol & ésn az x pontbdl induld tetsileges vektorok. A belszorzatbol meghatarozhat6 a

& hossza:

¢ = (£.€) =g ()"

Az x pontbdl indul6é ésn vektorok altal bezart szdgpsinusat a

(&) _ 9,0 (X)E°n°
€7l Jo.s (787 g, (X0

cosg =

képlet adja meg.

LegyenB(x) aV" egy korlatos, zart, mértietartomanya. AB(x) mértéke

A=[ - [{defg)dxdx’..dx".

B( %)
A fenti integradln = 2 esetben a fellileteh = @&setben a térfogatot adja.

Tehat az X" sokasagon ugy adhatunk meg egy Riemann-metrilagy faz X"

sokasag érihyalabjan megadunk egy euklideszi, vagy pszeudmmsdi strukturat, mely

differencialhaté modon fligg azld X" ponttol.



A legegyszeibb példa a Riemann-térre az-dimenzidés euklideszi-tér. Ebben az

esetben tetsteges e bazist valaszthatunk az affin koordinatarendszegsmerkesztéséhez.
Az affin koordinatater pontjaiban g; metrikus tenzor komponensei allanddk; =<q,ej>,
a bazisvektorok paronként vett bidgorzatai adjak, aholdet(gij )¢ 0, (i,j :l...,n). A
Riemann tér az euklideszi tér altalanositasa. Azklieszi teret jellemzi olyan
koordinatarendszer |étezése, algpl=9; . (A J; a Cronecker-féle szimbalum.)

Egy masik példa an-dimenziés euklideszi térre a(zl +1)-dimenziés euklideszi tér
egy hiperfeluletének béigyeometrigja.

8. Definicio: LegyenV" egy Riemann tér. Ay; metrikus tenzor felhasznalasaval

1
rhij :E(ajgih +aigjh +ahgij )’ (1-5)

melyeket av" elssfaju Christoffel-féle szimbélumaak neveziink, és masik szamu skalar

szarmaztathaté a kovetkd@ppen:

1 e
I_iJ'h zigh (ajgia+aigja+aagjh), (1.6)

melyeket av" masodfaju Christoffel-féle szimbélumak neveziink.

A V" Riemann tér masodfaju Christoffel-féle szimboélukiaiégitik az 6sszefliggési
koefficiensek (1.1) transzformacios formuléit, @ézéminden Riemann tér egyben

affindsszeflgg tér is.

9. Definicié: Adjunk meg avV" Riemann térben egy gorbét az x(t) egyenlettel és
a gbrbe mentén egyv:v(t) vektormest. Egy vektormegt az adott gbérbe mentén
parhuzamosak (parhuzamosan eltolhatonak) neveziink, ha aegirbntén vett kovarians
differencialja eltinik, azazdv' =dv' + I v!dx“ =0.

Ellenérizhe®, hogy a gorbe menti parhuzamos eltolasnal nenoaziklta vektorok
hossza és a vektorok altal bezart szog sem, ilete&ldl kovetkeden a bel§szorzat sem.

10. Definicio: Legyen T egy (r,s) tipust tenzora & " Riemann térnek. AT x*

szerintikovarians derivaja a



Thd ik =0, T el s T Mg T ipoje Fooet r‘fkaT“"”h...,—S -
- rﬁkleil"'i' By — e r'gkjsTil"'i' i
osszefliggéssel értelmezftts+1) tipusa tenzor.
11. Definicid: LegyenV" egy Riemann tér. Az

thk =0, ri: (X) +Iy (X)rjha (X) - akrijh (X) -y (X)I_ : (X) (1.7)

ij ka

(1,3) tipusu tenzort ¥ " Riemann tégorbileti tenza@inak nevezzik.
Egy tetsdleges V" Riemann tér R?k gorbileti tenzora az utols6 két kovarians
indexében antiszimmetrikus, azaz:
R]hk + RE} =0.
A gorblleti tenzor komponensei kielégitik a Ricebaossagot:
thk + thki + Rt?ij =0.
A gorbuleti tenzor komponenseinek kovarians detjmialkielégitik a Bianchi-

azonossagot:
thk,l + Rtl,j + R:}k =0,
ahol a ,, , ” szimbo6lum a Levi-Civita konnexiora \atkoz06 kovaridns derivalast jeloli.
Fontosak lehetnek azok a Riemann terek, melyekbdﬁ?kagbrbi]leti tenzor csak egy

K konstans szorzéban tér ebag, —J,g; tenzortdl.

12. Definicio: Azokat a Riemann tereket, melyﬂ‘k gorbileti tenzora a metrikus
tenzor segitségével az
Ri = K(éihgik —5|?gi,-)
képlet szerint fejezhétki, ahol K egy konstans értékpnstans gorbulétterelnek nevezzik.

A K értéket aér gorblleének nevezzik.

Példaul az(n+1)-dimenzios euklideszi térben dx'f +...+ (x™ ) = R? egyenlet
gdmbfeluleten egy konstans pozitiv gorbiilr indukalodik, ahol a gérbileK =1/ R?.

13. Definicié: Legyen R}, a V" Riemann tér gorbleti tenzora. Ekkor & = R’,
dsszefliggéssel értelmezett (0,2) tipust szimmetri&nzor a Riemann t&icci-tenzoa, és

azR= Ra/,,g"ﬁ skalarmeé a térskalar gorblleg, ahol aza indexekre 6sszegzés torténik.



Az Aaltalanos relativitaselmélet alapfeladata, hagggadja a gravitaciés m@mek az
anyag eloszlasatol és mozgasatol valé flggést. zdeskutatasok utan a gravitaciés ez
egyenletét Einstein 1915-ben az alabbi alakbarfdéhta

1
R; _ERQJ‘ = ATy,

ahol T, jeldli az energia-impulzus tenzorf} egy allando,R; a Ricci-tenzor,R a ter
skalargorbilete. Az egyenlet érdekessége, hogygenéet bal oldalat a térddgeometrigja
hatarozza meg, mig a jobb oldalaallandé mellett a fizikai meggondolasokkal definig
tenzort tartalmazza.

Ha az energia-impulzus tenzor zérus, akkor adegzenlet a kovetkézalaku:

1
R -5 Rg =0.

Ennek a me&egyenletnek az altalanositasa az
R, =09,
alaku egyenlet, ahgb egy allandé mennyiség. Ekkor a Ricci-tenzor cspkaranyossagban

tér el a metrikus tenzortdl. llyen m@modell lehet egy olyan tér, amely mindenitt homegén
az anyag#riség az egész térben allando.

14. Definicié: Egy Riemann tereEinstein tének nevezink, ha van olyap

skalarme#, hogy
R, = 09; - (1.8)

15. Definicié: Egy Riemann tereekvidisztansak neveziink, ha van olyag # 0

kovarians vektormeg ¢, # 0 és p skalarmeé, hogy

P = PY; - (1.9)

igy a ¢, szlikségképpen gradiens, meghatardz aérben egy normal kongruenciat,
amit ekvidisztansnak nevezink. A tér£ 0 esetén alaptipusig = &setén szingularis.

16. Definicié: Legyen V" egy Riemann tér. Azx(t) gorbét geodetikus vonabk

nevezzik, ha kanonikus paraméterben (vagy kitithigdeaméter esetén) az egyenlete



d?x o dx! dx* _

i OX° dx” _ 1.10
dt?2  * dt dt (1.10)

alakud, ahol d’}k a tér masodfaju Christoffel-féle szimbolumai.

2. GEODETIKUS LEKEPEZES

2.1. Affinosszefligd terek geodetikus leképezése

Legyenek A" és A" affindsszefiigy terek.

17. Definicié: Az A" térnek azA" térre tortéi geodetikus leképezésén értjik azt a
kolcsonosen egyértelin megfeleltetést a pontjaik kozott, amelynél @& tér minden
geodetikus vonala aa" tér geodetikus vonalaiba megy at.

Vonatkoztassuk azA" teret az x',x?,...x" koordinatarendszerre A" teret az

X!, %x2%,...,X" koordinatarendszerre. Legyeth = x ()‘() kolcsbnodsen egyeérteliimegfeleltetés a

két tér kozott. EzzelA"-ben olyan koordinata-transzformaciot hajtunk végmely soran a
két tér egymasnak megfedgbontjai azonos koordinatakkal rendelkeznek. A ldovakban ezt
a kozos koordinatarendszert fogjuk hasznalni.

18. Definicid: Tekintsiik a két térT' és I[" Osszeflggési koefficienseit. Ezeket

szimmetrikusnak tekintve az affindsszefliggés defmigjat

r"=rr+P" (hi,j=1..n) (2.1)

alakban adhatjuk meg, athij“(x) szintén szimmetrikus, (1,2) tipust tenzor, amelyet

deformacios tenzaek nevezink.

LegyenL az A" térben egy gorbe, amely paraméteres formaban
x" = x"(t) (2.2)

alaku. Mint ahogy azt korabban definialtuk, azgorbe akkor és csak akkor geodetikus, ha

h
A= ddit kielegiti a kovetked egyenletet:



L) (e (1P ()= sl ). @3)

ahol ,o(t) egy skalarfuggveny.
Ha azL gorbének azA" térben azL gorbe felel meg, s mivel a két teret ugyanarra a

koordinatarendszerre vonatkoztattuk, igylaparaméteres alakja is (2.2) alaku.

Ha f geodetikus leképezés, &s A"-ben geodetikus, akkot A"-ben geodetikus

lesz, azazA" kielégiti

(A (W () = P (1) (2.4)

egyenletet.
A (2.4) és (2.3) kilbnbségét véve, majd a (2.1pkiasznalva és ay(t) = p(t) - p(t)

jelélést bevezetve
Py (A7 (L (t) = 20 ()" (t). (2.5)

Az A" tér minden geodetikus vonalanak ki kell elégiteezeket a feltételeket. A
(2.5)-6s azonossag -ben ésA' -ben, mivel azA" térben minden pontbdl minden iranyba

pontosan egy geodetikus vonal indul ki, a (2.5)fékételnek mindenx, x?,...,X
AL A%, A" -re fenn kell &lnia.
A (2.5)-ben az egyebség csak akkor allhat fenn, h)la(t) homogén lineéris1"-ban,

azaz hay(t) =y, ()1 (t) alaki. Ezt felhasznalva
Pijh =y, (X)ajh +, (X)éih’ (2.6)

ahol ¢, kovarians vektor.
Ez a feltétel sziikséges és eledgemthhoz, hogy f geodetikus leképezés legyen.

Val6ban, ha a (2.6) teljesul, akkor (2.5) azonosz4g?’,...,.x" és A, A°,....A"-ben. Ezért a

10



(2.3)-as egyenlet minden megoldasa megoldasale$griek is. Kovetkezésképpen A2 tér

minden geodetikus vonala geodetikus leszAdztérben is, mert a megfetepontok azonos
koordinatakkal rendelkeznek.

Ez alapjan érvényes a kovetkedzgtel:

2. Tétel: Ahhoz, hogy azf: A" - A" leképezés geodetikus legyen sziikséges és
elegend, hogy az dsszerggé?{‘ (x) deformacios tenzora (2.6) alaku legyen.

A deformaciés tenzort egyy, kovarians vektor hatarozza meg, ezért a (2.6)

figyelembevételével a (2.1) a kovetkeaiakban irhato fel:
P (x) =7 () + @, (x)o] +,(x)3" 2.7)

Ez alapjan lathatjuk, hogy mindeh geodetikus leképezéshez tartozik egyvektor.

Az A" - A" inverz leképezéshez-ay, vektor tartozik.

Ha A" affindsszefligg tér ésf : A" - A" geodetikus leképezés, akkor ehhez tartozik
egy ¢, vektor és teljesul:
M () =T (x)+ @ (X)o7} + 7, (x)a";
(2.7) felhasznélasaval
PP =m0+ (@ () + @ (x)ay + b, () +, ()
azazf A" - A" leképzés is geodetikus, és a hozza tartoz6 vektery, +, .
Ezzel az adott tér 0sszes geodetikus leképezésdiamhaza csoportot alkot. Az

affindsszefligg terek halmazaban a geodetikus leképezések egglyszist indukalnak, egy

osztalyban azok a terek vannak, amelyeknek vannagya az A" affindsszeflig§ térre

geodetikus leképezeésik.
Ezt az osztalyt aA" térgeodetikus osztéipnak nevezzik.

19. Definicié: Azokat az A" affindsszefiigy tereket, amelyek egy affin térre

geodetikusan leképezléktsikprojektiv tereknek nevezzik.
Mivel az affin terek esetén létezik olyan koordarénhdszer, amelyben az

0sszefliggési koefficiensekiginek, ezért a (2.7) a kdvetkealakban adhat6é meg:
(%)= ()57 +y,(x)a". 2.7)

11



Ezért a sikprojektiv tereket jellemzi egy olyan @gks koordinatarendszer létezése,

ahol az dsszefuiggési koefficiensek a (2.7") alakdmdiratok meg, ahap, egy kontravarians

vektor. Az ilyen specialis koordinatarendszer |lésezszilkséges és elegéifieltétele annak,
hogy az adott tér sikprojektiv legyen, de meg ketlyezni, hogy a (2.7) koordinata-

transzformaciora nézve nem invarians.

2.2. Riemann terek geodetikus leképezése

Tekintsiink két Riemann teret, melyeket ésV" jelél. A Riemann tereket 8, (x)
és g, (x) metrikus tenzorokkal adjuk meg. Mivel a Riemanrekeegyben affindsszefiigg
terek is, érvényesek azoed alfejezetben mondottak. /Kij“(x) és aﬁjh(x) Osszefliggési

koefficiensek most a masodfaju Christofell-félen#zdlumok, amelyek a metrikus tenzor

segitségével vannak meghatarozva az (1.6) altal.

Minden Riemann tér metrikus tenzora abszolit p&ames, ezérV "-ben ag; (x)-re
teljesdl
0; x (X) =0,0; (X) - (X)gaj (X) + chjy (X)gm' (X) =0,

ahol a ,, , "V "-beli kovarians derivéltat jel6li. Ekkor a (2.7)Hasznalasaval:
0; x (X) =2, (X)Gij ~Y, (X)ij +yY, (X)gki . (2.8)

Konnyen belathatdé, hogy szimmetrikus regulé§§(x) tenzor esetén a (2.8)-badl

kovetkezik (2.7), amelyben Ej“ mésodfaju Christofell-féle szimbolum. Ezért kimbatjuk

a kovetked tetelt:

3. Tétel: Az f:V" - V" leképzés akkor és csak akkor geodetikus, ha @dfeé
Christofell-féle szimbdlumaik kozott a (2.7) feninds ami ezzel ekvivalens, ha\a' tér
g; (x) metrikus tenzord " -ben kielégiti a (2.8)-at.

20. Definicid: A (2.7) és (2.8) a Riemann terek geodetikus leképeinek

alapegyenletei és ezelatvi-Civita féle egyenletakk nevezziik.

A (2.7)-ben végezzink kontrakciothaj indexekre:

12



Fo()=r2 )+ (0, ). @9)

Minden Riemann térben
M (X) = %ai |n|g| ,

ahol g = det(gij ) Ezeket felhasznalva

2(n+2y;(x)=0;Injg/ g| (2.10)

a g/ g invarians és eldh kovetkezik, hogy ay, gradiens vektor.

A Riemann terek esetén az affindsszetiitgrekhez hasonlé modon értelmezhetjik a
geodetikus osztaly fogalmat.

A Riemann terek geodetikus leképzéseinek vizsgasatan két problémakorrel
taldlkozhatunk:

1. Adott két Riemann tér és azt kell eldonteninégyhugyanabba a geodetikus
osztalyba tartoznak, azaz, hogy létezhet-e koz@gidkletikus leképzés.

2. Egy adott Riemann téirel kell donteniink, hogy Iétezik-e nem trivialisagletikus
leképezése valamilyen masik Riemann térre, ésdrg mkkor meghatarozni az 6sszes olyan
teret, amelyre leképezliegeodetikusan.

Invarians mennyiségeket keresink a geodetikus éadgek esetén. A kovetkez
meggondolasokat affindsszefiiggerekben tesszik, de természetesen ezek érvéngesek
Riemann terekben is.

A (2.7) felhasznalasaval azf : A" — A" geodetikus leképezésnél a Riemann

tenzorokra a kovetkézegyenlet teljesdl:
Rh =R: +3"W -9, )+ O, - 3w, (2.11)
ahol

o, =, —gy;.
A (2.11)-ben kontrakci6t végrehajtvahgk indexekre kapjuk, hogy

ﬁj =R+ +(n_1)‘/’ij , (2.12)
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ahol gy =4y ;.
A Riemann terek geodetikus leképezései esetén)(8sl(R.11) felhasznélasaval igaz

a kovetked egyenbség:
ﬁj?( = thk + Jl?wij - cyjhl//ik . (2.13)
A h,k indexekre kontrakciot végrehajtva a Ricci-tenkoadkapjuk:

ﬁj =R+ (n _1)‘/’"' : (2.14)

Az oOsszefuggési koefficiensek kozott fenndll (268) annak kdvetkezménye (2.9).
(Mindez a leképezés altal meghatarozott kbzos koatarendszerben érvényes.)
A (2.9) atrendezésével
—_ l Ta a
l//j (X) - n +1(rja (X) - rja(x))'
Ezt behelyettesitve a (2.7)-be

_ 1 1 =
Fh=rhs = (Fo-r12)o"+— (T2 -T2 |]o". 2.15
ij ij n+1( ia m) j n+1( ja ]a) I ( )
Vezessik be a kdvetk&pelolést:
h _rh 1 a hr-a
Tij _rij _n+1(5jhria+5irja)' (2.16)

A (2.15)-6t atrendezve, majd a fenti jel6lést atkakva adddik, hogy
(=T, (). @17)

ahol aT,"(x) a (2.16)-nak megfelé) csak azA" tér dsszefiggési koefficienseit felhasznalé

Osszefliggés.
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Belathato, ha af : A" - A" estén a (2.17) teljesiil, akkdr geodetikus leképezés.
21. Definicio: A 'I'".h (x) mennyiségeThomas-féle projektiv paramétexk nevezzik.

4. Tétel: Az f:A" - A" leképzésnél, ahol a tereket ugyanarra a
koordinatarendszerre vonatkoztattuk, a Thomas-f@tejektiv paraméter invarianciaja
szikseéges és elegénahhoz, hogy aZd geodetikus leképezés legyen.

A Thomas-féle projektiv paramétert minden koordinéihdszerben az affin
O0sszefliggés hatarozza meg, igy ha koordinata-fransaciét hajtunk végre, akkor a
projektiv paraméterek is transzformaldédnak. Tekiktaz x',...,x" koordinatarendszerben a
I‘ij“, és azx',..,X" koordinatarendszerben Ejh koefficienseket. A koefficiensek kozotti

kapcsolatot az (1.1) irja le. Ennek a felhasznakiséa Thomas-féle paraméterek
transzformacioja

= ax“: o ox? 6x”’+ 1 <3InA6x*‘+6InA6xh N a2x"
ToaxT P ax' ax) n+1l ox' ax!  ox' ox' | Ax'ox’

szabaly alapjan torténik, ahal= detdx /ox’) .
A (2.12) egyertiséget a2, j indexekre alternalva kapjuk, hogy

Rt = Rip = (n+ 1y (2.18)

A (2.12)-t (n +1)-gye| szorozva €s atrendezve, majd a (2.18)-atlpettesitve adodik

a kovetked egyenbseg:
(n+1)(n _1)‘/’ij = (I’R- +R, )_ (nRi *R; )
EbbSl ¢; -t kifejezzlik és a (2.11)-be behelyettesitjuk. \ésii be a

W =R+ Ry~ (R 4R e - (R +R)07] (2.19)

jelolést. Ekkor

Wit (%) =Wz (x) (2.20)
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teliesil, ahol aW,'(x) a (2.19)-nek megfelé] de az A" tér megfeléd mennyiségeit
felhasznal6 6sszefliggés.
22. Definici6: A Wy (x) (1,3) tipust tenzor, melyet a&" tér Weyl-tenzaiinak vagy

projektiv gorbileti tenzoranak nevezink.
5. Tétel: A Weyl-tenzor invarians az affindsszefidggterek geodetikus leképzéseire
nézve.

Riemann terek esetén a Weyl-tenzor a kovétledaku:
h(o)— oh _ L ( h_ h)
W (X) = R -1 Rid — Ry9; (2.21)

23. Definicio: Egy A" teret sikprojektimak nevezzik, ha létezik geodetikus

leképezése aA" affin térre.
Az affin terek esetén a Riemann tenzor azonosaa,re¢értW,; (x)=0 és a (2.20)-

bdl a
Wi (x)=0 (2.22)

feltételt kapjuk.

6. Tétel: Annak sziikséges és elegérdltétele, hogy azA" (n > 2) affindsszeflig§
tér sikprojektiv legyen az, hogy a (2.22)-es feltéljesuljon.

A tételt Riemann terekre is kimondhatjuk.

7. Tétel: A V" (n>2) Riemann térnek akkor és csak akkor létezik geldeti

leképzése egy euklideszi térre, ha a (2.22)-esté&biteljesl.

A (2.21)-ben a (2.22) felhasznalasa utdm endexet lehozzuk és atrendezzik:
1
Rk = E(RJ On — R ghj)' (2.23)

Kontrahaljuk g” -vel
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R
R = F Ohic » (2.24)

azazV"-nek konstans gorbiilgiek kell lennie.

A konstans goérbulétRiemann terek és csak azok a sikprojektiv terek.

Beltrami tétele: Ha létezik f:V" - V" (n>2) geodetikus leképezés, ahw!"

konstans gorbulét akkor V" is konstans gérbiiliet Barmely konstans gérbiitey" (n> 2)

térenk létezik barmely konstans gorbilst" térre geodetikus leképezése.
Bizonyitas: Az f:V" - V" leképezést vizsgaljuk. MiveV/" konstans gorbiilét
teljesul, hogy

ﬁﬂ = ﬁ(gika-lh -G 5kh)’ (2.25)

valamint a leképezés geodetikus volta miatt a (2i43A (2.13) és (2.25) Osszevetédéb

kapjuk, hogy
(Rai - )a" - (R, -, )or = Ry (2.26)
A (2.26)-ot g,; -vel kontrahalva adodik, hogy
R =RAG; ~RA 9y, (2.27)
ahol A, =3, - ¢, , tovabba felhasznaljuk, hogy
Rija + R =0. (2.28)
A (2.28)-ba a (2.27)-et behelyettesitve a kovetladodik:

ﬁ('A\k g ~ AI Oy + Ajk O ~ Ajl gki): 0. (2.29)
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Mivel R #0, ezért csak a zarbdjelben &kifejezés lehet nulla. A zéarojelben v

kifejezéstg” -el kontrahaljuk:

nA, _Aj|gjI 9 =0. (2.30)

Vezessik be a kovetk&épelolést:

,U(X) = Ajl gjl .
Ekkor
A :%gik' (2.31)

A (2.31)-et helyettesitsiik vissza a (2.27)-be

R
Ri :T’u( Ok 9; — Gu gkj)' (2.32)

Felhasznaljuk a kdvetkézételt:

Schur tétele:Ha V" Riemann tenzora &llithato
Rjk| - ( )( Ikg|j gl| gkj)
alakban, ahoIK(x) x-t6l figg és g, a V" metrikus tenzora, akkor eh((x) fluggvény

konstans, aza¥ " konstans gorbulét
Ekkor a Schur tétel alapjan u( ) U fuggvény konstans, aza,a(x) fluggvény
n

konstans. EkkoW " konstans gorbilét Ezzel a tétel allitasat belattuk.
3. SPECIALIS RIEMANN TEREK
3.1. Gyengén szimmetrikus Riemann terek

24. Definicio: A V" Riemann teregyengén szimmetriknak nevezzik, ha a gorbuleti
tenzora kielégiti a kovetkéAeltételt:
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Rhijk,l =a Rhijk + B, Rijk TV Rhljk t0; R + M« Rhijl , (3.1)

ahol a,,y,0,u egyszerre el neniiné kovarians vektorméik, a ,, , ” kovarians derivaltat
jelél V"-ben.
A tovabbiakban a gyengén szimmetrikus Riemann t@k@)n-nel jeloljuk az angol

elnevezés alapjan (weakly symmetric Riemannianegpac

3.2. Pszeudoszimmetrikus Riemann terek

25. Definicié: A V" Riemann terepszeudoszimmetrikoigk nevezzik, ha a gorbuleti

tenzora kielégiti a kbvetkéZeltételt:
Rhijk,l = Zal Rhijk +a, Rijk +a; Rhljk + aj Rhilk +ay Rhijl ) (3-2)

ahol a el nem ting kovarians vektormeg a ,, , ” kovarians derivaltat jeldV "-ben.

A tovébbiakban a pszeudoszimmetrikus Riemann tEP&) -nel jeldljik az angol

elnevezés alapjan (pseudo symmetric Riemanniarespac

Az a-ta(PS), asszocialt vektorméignek nevezziik.
A pszeudoszimmetrikus név valasztasa azzal indekdlrhogy ha a (3.2)-beu, -t
zérusnak valasztanank, akkBy, , = , dmely a (lokalis) szimmetria feltétele.

A (3.2) feltételtsl a (PS), Ricci-tenzoréra teljesiil

I%j,l = 2all Rj +ai le +aj RI +akR|ijk +athijI (33)

k — ~hk
ahola® =g™a,.

A (3.3)-at g; -vel szorozva a skalar gorbuletre a kovetkegyenbséget kapjuk:

R =2a0,R+4a"R, . (3.4)
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3.3. A pszeudoszimmetrikus Riemann terek felbonthasaga
26. Definicio: A V" Riemann terefelbonthatdak nevezzik, ha&llithatoV' xVvV "'
alakban valamely < n esetén, azaz talalhatéak olyan koordinatarendsa€reben ésv"™" -

ben, hogy a metrikus tenzorokkal a kovetkérma képezhétV"-ben:

ds’ = Zr: 0,,0dX° + Zn: g dx7dxX’ (3.5)

a,b=l a,B=r+

Tegyik fel, hogy(PS), (n>2) felbonthatéV' és V"™ terekre. A (3.2)-bl azt
kapjuk, hogy

Ribeda = 244 Rapea  AaRopea T AoRosea + AcRabaa + Aa e

ahol A jel6li az asszocialt vektort.

Mivel a gorblleti tenzor és derivaltja is szorzatter, ezért az 8bbi egyenbségldl a
kovetkest kapjuk:

Aa Rabcd =0. (36)

Hasonléan

ARyps =0. (3.7)

Mivel A nem zérusvektor, ezért minden komponense fietmat el. Tegyuk fel, hogy
A, #0 valamelya -ra. A (3.6)-bol kovetkezik, hogR, ., = ,Gamely azt jelenti, hogy ¥"

tér euklideszi. Hal, # Ovalamelya-ra, akkor a (3.7)41 a R, = O feltételt kapjuk, ekkor

V™ euklideszi tér. Tegylk fel, hogR ., = .@E&kkor R, # 0, mert feltettlik, hogy(PS),

nem eukideszi. Ekkor a (3.6)-bol azt kapjuk, hoty= . Mivel A nem zérusvektor, ezért

A, # 0 valamelya-ra. Ekkor a (3.2)-8ii:

I:%bcd,e = 2/1e I:%bcd + Aa Rebcd + Ab I:%ecd + Ac Rabed + Ad I:%bce’ (38)

amely azt jelenti, hogy" pszeudoszimmetrikus, azg2S), .
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Ezzel belattuk a kdvetkézételt:
8. Tétel: Ha a (PS), felbonthaté ésv' xV™" (r=2;n-r >2) alakban eallithato,

akkor az egyik komponens tér sik (flat), a masikepsloszimmetrikus.
3.4. Ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendekezé (PS), (n>3)

27. Definicié: A V" Riemann téciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzal rendelkezik,
ha

Rix * Ry +Rq; =0. (3.9)

A (3.9)-et g’ -vel kontrahalva azt kapjuk, hogRR, = , @mely azt jelenti, hogy a

skalar gorbulete konstans. Ekkor a (3.4)dw adodik, hogy
a,R+2a"R, =0, (3.10)

ahol aza az asszocialt vektor.

Tegyik fel, hogy(PS), (n>3) ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkezi

A (3.3)-at felhasznalva kapjuk:
Rj | + Rjk,i + Rki,j = 4(ai Rkj + aj Rki + ak Rj ) (311)
A (3.9) miatt ez egyenértéla kovetke kifejezéssel:

aRy+aR;+aR; =0.

a, -vel szorozva és felhasznalva a (3.10)-et
a'aR; =Ra;a, (@ = g”aj). (3.12)

Ha a tér metrikaja pozitiv definit, akkara, # . Degyena'a, = 6. Ekkor a (3.12) a

kovetked alaku:
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R
Ry =5ajak. (3.13)

A (3.13)-ata*-val szorozva és a (3.10)-et felhasznalva

gRaj =0. (3.14)

Mivel a; #0, ezert R=0. Ekkor a (3.13)-bol azt kapjuk, hogi, = , @zaz a ter
Einstein tér, amelynek a skalar gorbilete zérus3 Alimenziés Einstein tér konstans
gorbilleti.  (PS), (n>2) nem lehet konstans gorbiilet ezért 3 dimenziés

pszeudoszimmetrikus Einstein tér nem létezik.
Ezzel belattuk a kovetkézételt:

9. Tétel: Ha (PS), (n>3) pozitiv definit metrikaval és ciklikus Ricci (szinetrikus)

tenzorral rendelkezik, akkor olyan Einstein téreanskalar gorbllete zérus.

4. CIKLIKUS RICCI (SZIMMETRIKUS) TENZORRAL RENDELKE  ZO RIEMANN
TEREK GEODETIKUS LEKEPEZESE

Az aldbbiakban megvizsgaljuk a ciklikus Ricci (smietrikus) tenzorral rendelkéz
Riemann terek geodetikus leképezését.

LegyenV " ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkeRiemann térV" pedig
tetstleges Riemann tér, tovabba legyen:V" -~ V" a V" térnek aV" térre tortéd

geodetikus leképezése.
Vizsgélatainkhoz felhasznéljuk a kdvetkemar korabban leirt 6sszefliggéseket:

Az affindsszefliggés deformacioja:
() =17 () +¢, (8] +9,(x)a" (4.1)
A Riemann terek geodetikus leképezései esetéraigféretked egyenbség:

ﬁj =R + (n_l)‘/'ij (4.2)
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A feltételiink szerinV " ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkeRiemann
tér, tehat:

ﬁj kT ﬁjk,i + ﬁki,j =0 (4.3)
A kovarians derivalas szabalya a kdvetkesppen irhato le:

_ oR
Rix = a_ji - (X)Raj - rj[l: (X)Rm (4.4)

A (4.4)-es szabalyt alkalmazva a (4.3) felirhakdaetkedkéeppen:

R _ra(R -

e Fik (X)ﬁaj ~ e (IR +
aﬁjk =a( N\ T9(v\R
¥ ox I (X)Rak -y (X)Raj + (4.5)
Re o (0R, (R, =
¥ ox! rkj (X)Rai rij (X)R”k 0

Felhasznalva a (4.1)-es és (4.2)-es 6sszefliggéseiedtietellinket igy irhatjuk at:

a(Rj +a(2k_1)wij)_(ris(x)+$i (X)Jf +‘/lk(x)5ia)(Raj +(n_1)‘/jaj)_
-+, (a7 +41. (3007 )(R,, + (=1, )+

2 +(§;_1)‘”‘k) - (g (9 +, (07 + (957 ) (Ros + (0= 1)t )-

~(ra(+ e (a7 + 0 ()R, + (-2 )+
PRIV (4, )+, 09 )R + (-0 )-

(e () + (07 +, ()87 Ry + (n-1)p,, ) =0

(4.6)

Felbontsuk a zaréjeleket és rendezziik az egyemietiin
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(R, - (0R, +
(ZRTjik_ rj(i](X)Rak - rlfi, (X)Raj + > Rj P Rjk,i + Rki,j
aRki _ra _ra

+ axj rkj (X)Rai rlj (X)Rak + Y,

+(n-2)—= — (=0 (s ~ (IR, = (n =1y (g~ (X)R; = (n =2 (X -
~(n-1r] X)wa. =4, (})Rs — (N1 (g~ (X)R; — (n =2 (X +
(n- ) == (n=0)r (X = ()R = (0 =2, (i = (IR = (=) (b -
~(n-1)r (X)wa, =4 (}IRy = (=1 (X = (})R = (n =Ly (X +
(
ol

3
H

n- 1)a¢/kl (n_l)rq(x)‘/'m _wk(X)Rji _(n_l)‘/Jk(X)‘/'ji _wj(X)Rki _(n_l)‘/'j (X)‘/'ki -

ox’

n- 1) i (X)wak ‘//( ) (n_l)wi (X)wjk Y, (X)Rk _(n_l)ﬁl’j(x)‘/’ik =0

Csoportositjuk a megfeletagokat:

R
R A

(=2 2~ b |- @

~ 4y, (X)R, 4y (X)R, — 4, (X)R
~(n-1){a, (x)w,k vy, (x)wk. + 4, () =0

Ezt tovabb egyszésitve kapjuk, hogy:

(n_l)(‘/jij,k 'H//jk,i +‘/jki,j)_
-4y (IR, + 41, (IR, + 1, (R, )- (48)
- 4(” _1)(‘//i (X)‘/jjk +‘//j (X)‘/jki +, (X)‘/jij ): 0

10. Tétel: Legyen megadva kéY/" ésV" Riemann tér, tovabb¥ " legyen ciklikus
Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkezZRiemann tér. Annak szikséges és elegend
feltétele, hogyV" szintén ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorrahdelke Riemann tér

legyen a kovetkdrzegyenbség teljeslilése:
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(n_l)(wij,k 'H//jk,i +wki,j)_
-4l (R, +4, (IR, + 4 (MR ) - (4.8)
- 4(” _1)(‘//i (X)¢Ijk +l//j (X)‘)Uki Y, (X)l/’ij ): 0

Specialis esetek:

1. Hay, =0, azazR, =R, ¢, =y, igy a mi tételiink a kdvetkéz

Y, (X)Rjk +‘//j(X)Rki 'H//k(x)Rj =0 (4.9)

feltétel mellett teljesul.
2. Ha tovabba a ciklikus Ricci (szimmetrikus) temab rendelke& Riemann tér
Einstein tér is, akkoR; = og; , igy
PY, (X)gjk + oY, (X)gki + oY, (X)gij =0

vagyis
Y, (X)gjk +Y, (X)gki +Y, (X)gij =0. (4.10)

Kontrahaljuk a (4.10)-es egyenletgi -val, akkor kapjuk, hogy
ny, (X) +Y, (X) +Y, (X) =0,

dsszevonva az egyenlet bal oldalan all6é tagokat:
(n+2)y,(x)=0. (4.11)

Ez azt jelenti, hogy:
11. Tétel: A V" ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkez

Riemann Einstein térV" ciklikus Ricci (szimmetrikus) tenzorral rendelkeRiemann térre
torterd leképezése csak trivialis (affin) geodetikus lekas lehet.

A dolgozatomban szergpll0. Tétel és 11. Tétel sajat eredmény.
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