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1. Bevezetd

1.1. A ladapakolasi feladat

A Kklasszikus egydimenzios ladapakolasi feladatban [3, 4, 10, 18] adott targyak egy
L = (ay,aq,...,a,) sorozata (n > 1,n € N), ahol minden targy mérete jellemezhets
egy (0, 1]-beli valos szammal. El kell helyezniink 6ket minél kisebb szamu egységnyi
kapacitasu ladaban. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért azonositsunk minden
targyat a méretével, legyen tehat a; € (0, 1] minden ¢ = 1,2,...,n indexre.

Tovabbé legyen D, azon L listdk halmaza, melyek n elemet tartalmaznak, és
legyen D az Osszes valos lista halmaza, azaz

=1

A probléma elsGsorban informatikai vonatkozasu. Egyrészt azonosithaté a ko-
vetkez§ feladattal: egymastol fiiggetlen programokat (taszkokat) kell futtatnunk, és
mindegyik szamitogép (processzor) csak egységnyi ideig all rendelkezésiinkre. Cé-
lunk a programok olyan szétosztésa a gépek kozott, hogy minél kevesebb gépet
hasznaljunk. Masrészt értelmezhetjiik tgy is a feladatot, hogy egységnyi méreti
lemezeken kell adott méreti fajlokat elhelyezniink, és a cél a felhasznalt lemezek
szaméanak minimalizalésa.

A feladat NP-teljes, visszavezethets az Osszegzési feladatra [3, 10]. Eppen ezért
a gyakorlatban kozelits algoritmusokat alkalmazunk a megoldésra [4]. Igy jelentdssé
valik az ilyen algoritmusok legrosszabb esetének vizsgalata, elemzése [2, 11].

Megjegyezziik, hogy ez volt az els6 informatikai probléma, ahol a kozelité algo-
ritmusok hibajat vizsgaltak, és polinomiélis approximacios séméat dolgoztak ki [7].

Egy ilyen A algoritmus bemend adatai: a méretek L = (aq,as,...,a,) soro-
zata, és esetenként az elemek n szdma. A kimend adatok pedig a sziikséges C(L)
ladaszam és a ladak H = (b1,bs,...,boa(r)) telitettségei.

A vizsgéalatok soran a H sorozat nem jatszik kiilonosebb szerepet, igy tetszéleges
A algoritmus tekinthet§ egy minden L € D listahoz pozitiv egész szamot rendels
CA D — Z* leképezés megvaldsitasanak.

Legyen * egy olyan algoritmus, amely tetszéleges L € D listahoz az optimalis,
tehat sziikséges és elégséges ladaszamot rendeli, ez a szam ekkor nyilvan C*(L).
Jeloléseinkben L-et néha elhagyjuk, ha az egyértelmitiség nem sériil.

Ekkor tetszéleges A algoritmus hibdjanak jellemzésére harom mennyiséget defi-
nialunk.



1.1. definicié (hibafiiggvény). Legyen F, azon wvalds listik halmaza, melyekre
C* =n, azaz

Fn:={L€D|C*(L) =n}.
Ekkor valamely A algoritmus hibafiigguényének az

CA(L
Ry = sup (L)
LeFn n

mennyiséget nevezzik.

1.2. definicié (aszimptotikus hiba). Valamely A algoritmus aszimptotikus hibd-
janak az
R = limsup Ry,

n—oo

mennyiséget nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az irodalomban (lasd példaul [22]) az aszimptotikus hibat
gyakran az utdbbival ekvivalens

RA,w:inf{rzl\aNm: VL €D, C*(L) > N : (D) gr}

képlettel kozvetleniil definialjak.

1.3. definici6é (abszolut hiba). Valamely A algoritmus abszolit hibdjinak az

CA(L)
Ry =
AT e (L)

mennyiséget nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a ladapakolési feladat azon kevés kombinatorikus optimali-
zaléasi feladatok kozé tartozik, melyekre egy adott algoritmus aszimptotikus és ab-
szolut hibéaja kiilonbozhet, lasd a 2.1. dbrén FFD és BFD adatait.

1.2. Ismert kozelité algoritmusok

Ebben a részben megismerkediink néhany nevezetes kozelitd algoritmussal és be-
mutatjuk a hibaikra ismert eredményeket. Igy latunk néhény példat a bevezetett
definiciok alkalmazaséra is.

1.2.1. A Next Fit algoritmus

A Next Fit (tovabbiakban NF) algoritmus addig rakja az elemeket a soron kévetkezd
ladaba, amig lehet. Ha egy elem mér nem fér az adott ladaba, akkor 4j ladat nyit és
abba folytatja az elemek pakolasat. Az algoritmust magyarul egyszeri algoritmus-
nak is nevezik.

Lassuk az algoritmus pszeudokodjat [14].



Algoritmus 1.1 NF(n, L)
bl — a1
CNF —1
fori =2 —ndo
if chF + a; S 1 then
bone «— bone + a;
else
CNF - CNF +1
chF — Qa;
end if
end for

Ennek az algoritmusnak a helyigénye és a futasi ideje egyarant ©(n). Ha az
elemek beolvasasat és az eredmények kivitelét a cikluson beliil oldjuk meg, akkor a
helyfoglalas ©(1)-re csokkenthetd, viszont a futasids Q(n).

Az algoritmus hibédjara vonatkozo elsg jellemzés 1972-bél szarmazik. D. S. John-
son doktori értekezésében [16] bebizonyitotta a kévetkezd tételt.

1.1. tétel (Johnson, 1972). Ha L € D, akkor
C*(L) < CNF(L)y<2-C*(L) + 1.
Tovdbbd, ha k € Z*t, akkor léteznek olyan Ly, Lo € D listdk, melyekre
C*(Ly) = CNF(Ly) = C*(Ly),

mszont

CNE(Ly) =2-C*(Ly) — 2.
Ennél pontosabb, éles korlatot ad a tétel kdvetkezd javitasa.

1.2. tétel (Ivanyi, 1984 [11]). Ha k € Z*, akkor léteznek olyan Ly, Ly € D listdk,
melyekre

C*(Ly) = CM(L1) = C*(La),
viszont

CNE(Ly) =2-C*(Ly) — 1.
Igy az NF algoritmus hibajanak jellemzé mennyiségei mar felirhatok.

1.1. kévetkezmény. Ha n € Z*, akkor

1
Rypp=2— —,
n
tovabbd

Ryr = Ryroo = 2.



1.2.2. A Best Fit algoritmus

A Best Fit (tovabbiakban BF) algoritmus a soron kovetkezs targyat mindig abba a
ladaba helyezi, ahol a lehet& legkevesebb iires hely marad. Az algoritmust magyarul
gazdasagos algoritmusnak is hivjak.

[dézziik fel az algoritmus pszeudokodjat is [14].

Algoritmus 1.2 BF(n, L)
CBF —1
fori=1—ndo
end for
fori:=1—-ndo
szabad «— 1.0
mnd «— 0
for k=1— CBF do
if b, +a; <1land 1l —b, — aq; < szabad then
ind «— k
szabad «— 1 — by, — q;
end if
end for
if ind > 0 then
bind < bina + a;
else
CBF — CBF + 1
chF — a;
end if
end for

Ennek az algoritmusnak a helyigénye ©(n), id6igénye pedig O(n?).

1.2.3. Az NFD algoritmus

A kovetkezd két algoritmus két részbdl all. ElGszor a lista elemeit nagysag szerinti
csokkend sorrendbe rendezziik, majd a masodik részben a rendezett lista elemeire
alkalmazzuk valamelyik korabbi algoritmust. Erre utal az algoritmusok nevében
szerepl6 D betii (Decreasing).

A Next Fit Decreasing (NFD) algoritmus a rendezés utan az egyszerd algoritmus
(NF) szerint dolgozik. Hely- és idGigénye az alkalmazott rendezd algoritmus és NF
megfelel§ igényeibdl tevidik Ossze.



1.2.4. A BFD algoritmus

A rendezd gazdasagos algoritmus (Best Fit Decreasing) a rendezés utan a gazdaségos
algoritmus (BF) szerint dolgozik, igy helyigénye ©(n), idéigénye pedig O(n?).

Az utolsé ismert kozelitd algoritmus, amivel foglalkozunk, a First Fit nevet viseli.
Vele és rendezd valtozataval (FFD) a kovetkezd részben ismerkediink meg.



2. A First Fit algoritmus és hibafiiggvénye

Ebben a részben bemutatjuk a dolgozat f6 téméajat jelentd First Fit (tovabbiak-
ban FF) algoritmust és attekintjiik a hibajaval kapcsolatban ismert eredményeket.
Megjegyezziik, hogy az algoritmust szokas magyarul moh6 algoritmusnak is nevezni.

2.1. Az FF algoritmus

A First Fit alapgondolata, hogy a kévetkezd targyat mindig az els§ olyan ladaba
helyezi, amelybe belefér. Azaz, amikor a;-t kell elhelyezniink, akkor a legalacsonyabb
indext ladaba tessziik azok koziil, melyek telitettsége nem nagyobb, mint 1 —a,;. Ha
nincs ilyen, akkor 4j ladat nyitunk melyben a; lesz az els6 elem.

Felidézziik az algoritmus pszeudokodjat [14] is.

Algoritmus 2.1 FF(n, L)
CFF —1
fori=1—ndo
end for
fori:=1—-ndo

k1

while b, + a; > 1 do
k—k-+1

end while

b, «— b, + a;

if £k > CFF then
CFF — CFF + 1

end if

end for

Ennek az algoritmusnak a helyigénye ©(n), idéigénye pedig O(n?). Ha példaul
minden fajlméret 1, akkor az algoritmus futési ideje ©(n?).

2.2. A hibafiiggvény és az aszimptotikus hiba

A First Fit algoritmus aszimptotikus hibajanak jellemzését a kovetkezs két tételre
alapozzuk.

2.1. tétel (Ivanyi, 1984 [11, 12]). Legyen n tetszéleges pozitiv egész szam. Léte-
zik olyan L € D lista, melyre C*(L) = n és

CFF(L) = CP(L) = H—g : C*(L)J :



2.2. tétel. Létezik olyan q > 0 wvalds konstans, hogy minden L € D esetén
* FF 17 *
C*(L)<C"" (L) < EC’ (L) +q
egyenldtlenségek teljestilnek.

Utobbi tételt ¢ = 3 érték mellett elsdként Ullman bizonyitotta [21]. 1974-ban
D.S. Johnson, A. Demers, J.D. Ullman, M.R. Garey és R.L. Graham [17] ¢ = 2
értékre is igazoltak az allitast, és publikaltak olyan L listat, melyre C*(L) = 10 és
Crr(L) =17.

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy 6k akkor azt a sejtést fogalmaztak meg,

hogy ha C*(L) > 10, akkor .
o)
minden L € D listara fennéll. Ez a sejtés kés6bb hamisnak bizonyult [11, 12|, mint
azt a 2.1.tétel is mutatja.

Ezt kovetSen 1976-ban Garey, Graham, Johnson és Yao [9] ¢ = %—re k6z0lt
bizonyitast, mely hosszi ideig a legjobb becslésnek bizonyult.

Végiil B. Xia ¢s Z. Tan [22] 2010-ben igazolta ¢ = & mellett a tételt.

CFF(L) <

2.3. tétel (Xia, Tan, 2010). Minden L € D lista esetén az FF algoritmusra

<oy -

FF
¢ = 10 10

egyenldtlenség teljesiil.

2.3. Az abszolut hiba
Az abszolut hibarol D. Simchi-Levi [20] megmutatta, hogy minden L € D listara

CFF(L)
(L)

7
< - .
!
Ivanyi [13] erre az eredményre adott egyszertibb bizonyitasa az egyenlGséget is ki-

zarja.
A legtjabb eredmény az abszolut hiba esetében is Xia és Tan [22] nevéhez ftiz6dik.

2.4. tétel (Xia, Tan, 2010). Minden L € D listdra teljesiil a
12
CTH(L) < —CH(I)

eqyenldtlenség.



Cikke végén a kinai szerzdpéros az alabbi probléméat fogalmazza meg.

Probléma. Azt sejtjiik, hogy az FF algoritmus abszolit hibdja pontosan }—g, ams
azt jelenti, hogy FF abszolit és aszimptotikus hibdja megegyezik. Ez nem gyakori a
lddapakoldsi algoritmusokndl. A sejtés bizonyitdsihoz elséként azt kellene eldonteni,

hogy létezik-e olyan lista, melyre C*F =12 és C* =7, vagy nem.

A dolgozat harmadik részét e probléma vizsgalatanak szenteljiik.

2.4. Az FFD algoritmus és hibafiiggvénye

A korabbiakhoz hasonldéan az FF algoritmus esetén is értelmezhets a rendezé valto-
zat. Az FFD (First Fit Decreasing) algoritmus elszor csokkend sorrendbe rendezi
a bemend L € D lista elemeit, majd FF szerint miikodik tovabb. Helyigénye O(n),
idsigénye pedig O(n?).

Disszertaciojaban Johnson [16] megmutatta, hogy minden L € D listara

CFFP(L) < 19—10*(L) + 4.

Megjegyezziik, hogy az FFD algoritmus aszimptotikus hibaja nem lehet nagyobb,
mint % [17].

Az additiv konstans értékét a fenti egyenlGtlenségben tobbeknek is sikeriilt csok-
kenteni. Ezek koziil a legfrissebb eredmény Dosa Gyorgy [5] nevéhez fiizédik.

2.5. tétel (Doésa, 2007). Minden L € D listdra

11 6

egyenldtlenség teljestil.
Az abszolut hibat Simchi-Levi [20] hatarozta meg.
2.6. tétel (Simchi-Levi, 1994). Minden L € D listdra

CFFD(L) 3
C+(L) =3

eqyenldtlenség teljesiil.

Ez a becslés egyben éles is, mivel viszonylag egyszertien lehet példat adni olyan
L listara, melyre C*P(L) = 3 és C*(L) = 2 [20].

Megjegyezziik, hogy bar a rendezé FF algoritmus abszolat és aszimptotikus hi-
béi kisebbek, mint a sima FF algoritmus esetén, ennek ellenére utobbit is széles
korben hasznaljak. Ennek oka, hogy a First Fit alkalmazhat6 online algoritmusként
[6], vagyis olyan esetekben, amikor az elemek valamilyen sorrendben érkeznek, és
azonnal 1ladaba kell helyezniink Gket, nincs informaciénk a késébbi elemekrdl.

9



2.5.
A 2.1.

Hibajellemzdk osszefoglalasa

abran Osszefoglaljuk a 6 alapvetd algoritmus hibajellemzégivel kapcsolatos

eddigi eredményeket. Az abran e tetszGlegesen kis pozitiv szamot jelent, valamint

=1
VZQ—Z

i=1

ahol a; = 1 és i € NT esetén

a1 = a;(a; +1).
Ekkor v ~ 1.691.
Tovabba © n—as aai+i1
8y i=1+ ; —
Megjegyezziik, hogy ekkor
i 525
A Ran R4 Ra oo
NF — 111 2 [16] 2 [16]
IR [1.7n] 7nJ < Rppn < 174 27 [11, 22| T < Rpp < 211,22] | [21]
BF L”"J < Rpra < 17+ ﬂ[ll 17] w0 < Rer < 7111,22] | g [21]
NFD | 6, < Ryppn < min(2 — £ v+ 3)[1, 11] véRNFDSVH—g 1, 1]y (1]
FFD 5 = 2 < Rpppn < 4 + o [17, 5] 3 [20] o [17]
0| o3 < heeenz Ba 1 e |vw

2.1. abra. Alapvetd ladapakolo algoritmusok hibajellemzdi.

Mint latjuk, az abszolut hiba értékére FF, BF és NFD esetén csak becslések
allnak rendelkezésiinkre. Ebben a dolgozatban FF abszolut hibajanak felsé becslését

javitjuk: a 3. részben bebizonyitjuk a

101
Rrr < =5

egyenlGtlenséget.

10




3. Az FF algoritmus abszolat hibajarél

Ebben a részben a korabban megfogalmazott problémaval foglalkozunk. Célunk,
hogy bebizonyitsuk a kovetkezs allitast.

3.1. tétel. Minden L € D listara teljesil a

101 .
C'(L) < EC (L)

eqyenldtlenséyg.

A bizonyitas tobb 1épésbdl all. Elscként bevezetjiik a sziikséges jeloléseket és
megfogalmazzuk az alapvets segédtételeket. Ezutan megmutatjuk, hogy Xia és Tan
[22] mar ismertetett fels§ korlatja nem éles. Végiil eljutunk a 3.1. tételhez.

3.1. A telitettségi lemmak

ElGszor is bevezetjiik a sziikséges jeloléseket. Ezek nagy része az egyszertiség kedvé-
ért megegyezik Xia és Tan jeloléseivel.

Az %—nél nagyobb elemeket nagynak, az i—nél nagyobbakat kozepesnek nevezziik.
Figyeljlink oda, hogy kozepes elem is lehet %—nél nagyobb.

Jelolje B* az optimalis pakolashoz hasznalt 14dak halmazat és BT az FF algo-
ritmus &altal hasznaltakét. Ha egy By ladat az FF algoritmus egy méasik B, ladanal
korabban nyitott meg, akkor azt mondjuk, hogy By megeldzi Bo-t. Az FF algoritmus
terminalasa utan azokat a ladakat, melyek pontosan egy (kettd) elemet tartalmaz-
nak, i-ldddnak (ii-ldddnak) nevezzik.

A legalabb kettd (harom, négy) elemet tartalmazo ladakat 11-ldddnak (I11-ldddnak,
[V-ldddnak) nevezziik. Egy i-lada (ii-lada, II-1ada, I1I-lada, [V-lada) egy elemét i-
elemnek (ii-elemnek, 11-elemnek, I11-elemnek, IV-elemnek) nevezziik.

Legyen B; (B, B, B, Bry) az i-ladak (ii-, I1I-, II-, TV-1adak) halmaza, és
N; (Nyiy, Ni1, Niip, Npv) az i-ladék (ii-, 11, 111-, TV-1adék) szama.

Ekkor nyilvan

B =B, UB; =B, UB,; UBy,

valamint
C"" = N;+ Ny = N; + Ny; + Nipp.

A tovabbiakban a B; jelolést mind a megfelel§ ladara, mind az abban 1év§ targyak
méretének Osszegére hasznéljuk.
Egyszertien adodik a kévetkezs lemma.

3.1. lemma. C* > N;.

11



Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy barmely két i-elem Osszmérete 1-nél nagyobb, kii-
Ionben FF nem nyitott volna 1j ladat a késébb érkezének (hanem egymasra rakta
volna 6ket). De emiatt barmely két ilyen elem az optimélis pakolasban is kiilén
ladaba keriil. Tehat C* > N;. O

A kovetkezs két lemmat telitettségi lemmanak is szokas nevezni. Kimondasukon
tal bizonyitésaikat is felidézziik most, mivel az alkalmazott technikikat a késGbbi-
ekben is hasznaljuk.

3.2. lemma (Ivanyi [13], 2004). Legyen k > 1 egész és legyenek By, B, . .., Bri1
laddk BFY -ben. Teqyiik fel, hogy minden i = 1,2,. ..,k indexre B; megel6zi By, 1-et
€s Bri1 legaldbb k elemet tartalmaz. Ekkor

k+1

Z B; > k.
=1

Bizonyitas. Legyen a By, ladaban elhelyezett legkisebb elem mérete x. Ekkor
minden ¢ = 1,2,...,k indexre B; > 1 — x, mivel x csak ugy keriilhetett Bj,1-be,
hogy egyik 6t megel6z6 ladéaba sem fért bele. Tovabba By > kx, mivel By, 1-ben
legalabb k elem van és = a legkisebb mérett. Igy

k+1
> Bi>k(l—x)+ks =k,

i=1
ezt kellett bizonyitanunk. [

Most kimondjuk és bebizonyitjuk a méasodik telitettségi lemmat.
3.3. lemma (Xia, Tan [22], 2010). Legyenek k > 1 és M > k + 1 egészek. Ha

By, Bs, ..., By laddk B5F -beliek és mindegyikiik legaldbb k darab elemet tartalmaz,
akkor

M

kM
E B; > ——.
— E+1

Bizonyitas. M szerinti indukcioval bizonyitunk. Az allitas igaz M = (k + 1)-re,
mivel ekkor az allitas a 3.2. lemma specialis esete. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz
M=j>k+ 1-re.

Alkalmazzuk a 3.2. lemmét B;, B;, ..., B;, Bj;+; ladakra. Ekkor

kB; + Bj+1 >k
minden i = 1,2, ...,  indexre. Osszeadva ezt a j darab egyenlétlenséget
J
kZBi +JBjy1 > jk
i=1

12



adodik.
Ebbdl és az indukcids feltevésbdl kapjuk a

Jj+1

> _JXi Bt B kYL BiA B+ (=R, B
J J
>yk+<j—k>kk—ﬁ; _ k(G + 1)
j k41

egyenlStlenséget, ami épp a bizonyitando allitdas M = (j + 1)-re. Tehat igazoltuk a
lemmat. [

Vegyiik észre, hogy a két lemma nem ekvivalens, és egyik sem kévetkezménye a
masiknak: a 3.2. lemma hatranya, hogy csak k 4+ 1 darab ladara alkalmazhat6, mig
a 3.3. lemma megkdveteli minden ladara a legalabb k-s elemszémot.

Utobbira adott bizonyitasunkban viszont nem hasznaljuk ki teljesen a feltétele-
ket: valojaban egyuttal a kovetkezd lemmat is igazoltuk, mely 3.2. és 3.3. lemmak
altalanositésa.

3.4. lemma (4ltalanos telitettségi lemma). Legyenck k > 1 és M > k+ 1 egé-
szek. Tovdbbd legyenek By, Bs, ..., By ldddk BFF -beliek. Tegyiik fel, hogy min-
den j = k+ 1,k +2,...,M indexre B; legaldbb k elemet tartalmaz és minden
t=1,2,...,k indexre B; megeldzi Bj-t. Ekkor

ZB T

3.1. megjegyzés. A telitettségi lemmak lathatéan arra hasznalhatok, hogy bizo-
nyos feltételek teljesiilése esetén alulrol tudjuk becsiilni néhany ladara a benniik 1évé
targyak Osszméretét. Ez kiilonosen hasznos lehet példaul akkor, ha ismerjiik az FF
altal hasznalt CT'F" ladaszamot (mely a hibafiiggvény elemzésekor gyakran egy elére
rogzitett érték): ha ugyanis az 6sszes ladaba elhelyezett targyak

> B
Be®BFF

Osszméretét alulrol tudjuk becsiilni, akkor az egyben a C* ladaszamnak is als6é becs-
lése lesz. Fennall ugyanis a kdvetkezs egyenlétlenség.

3.5. lemma. Tetszdleges L € D listara az FF algoritmus dltal haszndlt laddk hal-
mazdt BEE(L)-lel jeldlve teljesiil a

Z B<C’*

BeBFF(L

eqyenldtlenséyg.
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3.2. megjegyzés. A telitettségi lemmak mas szemléletes tartalommal is birnak.
3.4. lemma egyenl6tlenségében M-mel osztva

1 X k

adodik. Ebben az értelemben a lemma &llitdsa az, hogy ha az FF algoritmus M
darab ladéjara bizonyos feltételek teljesiilnek, akkor ezen ladak atlagos telitettsége
alulrol becstilhetd.

3.2. A (C*=7és CI'" =12 probléma

Mint méar emlitettiik, els6ként azt szeretnénk megmutatni, hogy a 2.4. tétel fels
becslése nem éles. Ehhez sziikségilink lesz a kovetkez§ allitasra.

3.2. tétel. Nem létezik olyan L € D lista, melyre
CFr(L)y=12 ¢é C*L)=T.

Bizonyitas. A bizonyitast tobb lépésben végezziik.
A) Tekintsiik azoknak a listaknak a halmazat, melyeket az FF algoritmus 12 ladaba

pakol:
D) :={L e D|CT"(L) =12} .

A tovabbiakban csak L € DI listdkkal foglalkozunk. Ekkor B (L) halmaz tet-
sz6leges L listara nyilvan 12 elemt, jeloljiik ezeket rendre By (L), Bo(L), ..., Bia(L)-
el tgy, hogy minden 1 <14 < j <12 indexre B; megel6ézi Bj-t.

Azt kell belatnunk, hogy minden L € DEF listara C*(L) > 7. L kiirasat tovabbra
is elhagyjuk olyan esetekben, amikor az egyértelmiiség és érthetéség nem sériil.

B) Ha a pontosan egy elemet tartalmazo i-ladak N; szamara
Ni Z 87

akkor a 3.1. lemma alapjan C* > 8.
N; = 0 esetén az Osszes lada Bj;-beli, igy 3.3. lemmaéat alkalmazhatjuk M = 12

és k = 2 mellett. Ekkor
12 9
Y Bi>12-Z =38
, 3
=1
igy a 3.5. lemma alapjan kész vagyunk.

Ha N; = 1, akkor 8;; halmaz 11 elemére alkalmazhato 3.3. lemma, ahol M = 11
és k =2. Igy



és a 3.5. lemma alapjan kész vagyunk.
Végiil legyen
2< N; <6.
Ekkor B; elemeire a 3.3. lemmét alkalmazzuk, ahol £ = 1 és M = N;. A lemma
B, elemeire is alkalmazhatd k = 2 és M = 12 — N, értékekkel.
Ezek alapjan

12
1 2 1 2
Bi: B B Ni'_ 1_Nz_2 * = co =y
Z > B+ > B> 5+ ) 526546 2=T
i=1 Be®B; Be®Brr
és a 3.5. lemma alapjan kész vagyunk.
C) Tehéat legyen a tovabbiakban
Tegyiik fel, hogy van olyan Il-lada, melyet megel6z i-lada, vagyis léteznek olyan
1 <p < ¢ <12 indexek, hogy B, € B;, B, € B és B, megel6zi B,-t.

Ekkor legyen r # ¢ tetszéleges olyan index, hogy B, € B;;. Mivel B, megel6zi
B,-t és utobbi legalabb 2 elemet tartalmaz, igy a 3.2. lemma biztosan alkalmazhato
r értékétsl fliiggetleniil, és

B, + B, + B, > 2
adodik.
Ugyanezen lemmat B;; eddig kimaradé 3 elemére alkalmazva

Z B> 2.

BeB1\{By,Br}

Végiil alkalmazzuk 3.3. lemmat B, elemeire B, kivételével. Ekkor k = 1 és mivel
6 ilyen lada van, igy M = 6, tehat az

B>6-1:3
2 >

BeB;\{Bp}

egyenlStlenség adodik.
A harom egyenl6tlenséget Osszeadva kapjuk, hogy ekkor

12
> Bi>2+2+3=7,
i=1

és a 3.5. lemma alapjan kész vagyunk.

D) Az az eset marad, amikor Bg, By, ..., By i-ladak, és By, Bs, ..., Bs 1I-1adék.

Indirekt tegyiik fel, hogy C* = 7 lehetséges (N; = 7 miatt kevesebb biztos nem
lehet).
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B, elemeire a 3.3. lemmét alkalmazva
1
E B, >7-—=35 (3.1)

adodik.
Alkalmazzuk a 3.2. lemmat a Bs, By, By ladakra, ekkor

5
> B >2. (3.2)
i=3
Az indirekt feltevés miatt a 3.5. lemma alapjan a
12
Y Bi<7
i=1

egyenlStlenségnek is fenn kell 4llnia, amit atrendezve és a (3.1), (3.2) egyenl&tlensé-
geket alkalmazva a

5 12
Y Bi<7-) Bi<7-35=35 (3.3)
=1 =6
valamint
12
Bi+B,<7-» Bi<7—(35+2) =15 (3.4)
=3

egyenlGtlenségek adodnak.

Utobbi egyuttal azt is jelenti, hogy B; és B, koziil legalabb az egyik 0.75-nél
kisebb.
E) Az i-ladakban 1év6 6sszesen 7 darab elemrdl tudjuk, hogy barmely ketts Osszege
1-nél nagyobb (kiillonben FF nem rakta volna ket kiilon ladakba). Réadésul ha
lenne koztiik ketts, melyek mérete legfeljebb %, akkor Gket kozos ladaba rakta volna
FF, tehat ez sem fordulhat eld.

Kovetkezésképpen a ‘B; ladaiban talalhato elemek kozott legalabb 6 nagy elem
van.

Ha a hetedik elem mérete legfeljebb i, akkor a nagy elemek mindegyike biztosan
%—nél is nagyobb, kiilonben a hetedik elem nem keriilne kiilon laddba FF alkalmaza-
sakor. Igy a nagy elemek Osszmérete legalabb

3
=>4,
64>

A B,-beli ladak tartalménak Osszege a 3.3. lemmaéval becsiilhets (M = 5 és
k = 2), ez alapjan

> 9
ZBZ->5-—>3.
=1 3
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Mivel a nagy elemek mindegyike B;-beli laddban van, igy

12

5
> Bi=> B+ B>4+3=T,
1

i=1 BeB; 1=

ami ellentmondas.

Tehat a ‘B; halmaz ladaiban talalhatd 7 darab elem kozott 6 nagy és 1 kozepes
van (utébbi mérete is lehet 3-nél nagyobb).

Ez egyben azt is jelenti, hogy ezen a 7 elemen kiviil legfeljebb 8 darab kozepes
elem lehet a listdban. Ugyanis a B;-beli 1adak elemei a BOFT optimalis pakolés
esetén is kiilon ladakba keriilnek, mert barmelyik kettd Osszege nagyobb, mint 1.
Nyilvanvalo, hogy nagy elem mellé legfeljebb egy darab kozepes, és kozepes elem
mellé legfeljebb két darab kozepes elem fér egy ladédba. Mivel feltevésiink szerint
C* =7, igy maximum

6-1+1-2=38

tovabbi kozepes elem lehetséges.
Ezek a kozepes elemek nyilvan 2B ;;-beli ladédba keriilnek.
F) Tegyiik fel, hogy
By <0.75.

Ekkor az FF' algoritmus végrehajtasa soréan a legelsé By ladén csak kozepes elemek
juthattak tual (a kisebb elemeket FF ebbe a ladédba helyezte volna).
Mivel
{Bs, B3, B4, Bs} C By,

igy ezen laddk mindegyikébe csak tgy keriilhetett legaldbb 2 elem, ha az i-ladak
elemein kiviil pontosan 8 kozepes elem van. Ezek koziil a By, B3, B, Bs ladak mind-
egyikébe pontosan 2 darab keriilt.

Mivel C* = 7, igy e 8 kozepes elem kozdtt van két olyan, melyek BOFT optimalis
pakolas esetén azonos ladaba keriilnek. Jeloljiik ezeket az elemeket x5, z3-mal és
legyen 1 az a BOTT pakolasban veliik egy ladaba keriils elem, melyet FF B; halmaz
egy ladéjaba helyez (az el6z6 pont szerint minden BOFT-beli ladaban van ilyen).

Ekkor

x1+xo+ 3 < 1. (3.5)

Epp ezért B pakolasban o és x5 nem keriilhet egy ladaba, mert akkor az x;
elemet FF ebbe (vagy ezt megel6z6) 1adaba rakna, pedig =1 egy B;-beli lada eleme.

Tegyiik fel tehat, hogy zo-t FF algoritmus x3 ladajat megel6z6 ladaba helyezte,
és a mellé keriils kozepes elemet jeldlje v,. Legyen 1, a BOP7T optimalis pakolasban
yo-vel egy ladaba keriil6 azon elem, melyet FF i-ladédba tesz. Ekkor

Y1 +y2 <1 (3.6)
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és
ity >1 (3.7)

egyenlGtlenségek nyilvan teljestilnek.
A (3.5) és (3.6) egyenl6tlenségeket Osszeadva

(1 +y1) + (22 + 23 +y2) <2
adodik, igy (3.7) felhasznélasaval
To + X3+ Y2 < 1.

Ez azt jelenti, hogy FF algoritmus sordn x3 nem juthat til azon a ladan, melyben
csak az xy és yo elemek vannak. Az itt targyalt elemek kozti egyenlStlenségeket
szemlélteti a 3.1. &bra.

IR
1 Ay
XE
Y1
A,
_____ 3

3.1. abra. Az F) pont egyenlétlenséges.

Ellentmondasra jutottunk, és mivel mas eset nem lehetséges, igy teljesiilnie kell

B; > 0.75

egyenlGtlenségnek.
A 3.3. lemma alkalmazasaval a

egyenlStlenség adodik, igy (3.3) felhasznalasaval

3 5
- < B —. .
4< 1<6 (3.8)

G) Ekkor (3.4) miatt



is teljesiil.
Ez jelenti, hogy Bjs, By, Bs ladakban csak kozepes elemek lehetnek. Ha koziiliik
egy B;, i € {3,4,5} ladaban 3 elem van, akkor nyilvan

1
B; >3- -,
4

valamint (3.8) miatt
3

17
a tobbi II-ladara pedig a 3.3. lemma alapjan

> B>3-§:2.

BeB\{B1,B;}

B, >

Igy
> 1 3
B. o4 = = 3.
Z >3-+ T2=35
7=1
ami ellentmond a (3.1) egyenl6tlenségnek.
Tehat Bs, By, Bs mindegyikében 2 darab kozepes elem talalhato.
H) Ezen 6 darab kozepes elem koziil BOFT optimélis pakolasban semelyik kettd sem
keriil ugyanabba a laddba. Ha ugyanis lennének ilyen elemek, akkor az F') pontban
latott moédon megmutathato, hogy ezek nem keriilhetnek az FF algoritmus BF
pakolasaban egy ladaba, de egyikiik se keriilhet a mésikét megel6z6 ladaba sem.
Tehat BOPT 14dai kozott 6 olyan van, melyben taldlhato egy FF altal i-ladaba
tett és egy Bs, By, B valamelyikébe tett elem is. Vezessiik be ezekre a ladékra

OPT ROPT OPT
Bl 7B2 ’---’B6

jeloléseket. Az utolso lada legyen BYPT. Ezt a helyzetet szemlélteti a 3.2. abra.

3.2. abra. BT ldddi a H) pontban.
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Az &branak megfelelGen jelljiik a tovabbiakban BPFT azon elemét, melyet FF
i-ladaba pakol, x;-vel (i < 7), a Bs, By, Bs valamelyikébe helyezett elemét pedig
y;-vel.

I) Vizsgéaljuk most a By ladaban 16v6 elemek szamat. A (3.8) egyenlGtlenség miatt
az els6 ladan tuljuto elemek mérete biztosan nagyobb, mint %.

Elgszor tegyiik fel, hogy B, ladaban legalabb négy elem van. Ekkor legyen ezek
koziil a legkisebb mérete

Ly
J— l”
6

ahol z > 0 valds szam. Mivel ezt az elemet FF nem B;-be rakta, igy B; nyilvan

)
Bl>6—x.

Viszont most az elsé két ladaban 1évs elemek Osszméretére

3 1
Bl+Bg>6—l’—|—4' <6+at) =15+ 3z

egyenlStlenség adodik, ami ellentmond (3.4)-nek.

Most tegyiik fel, hogy B, elemeinek szama 2. Ez a két elem optimalis
pakolasban nyilvan nem ugyanabban a BT ladaban van, kiilonben az ott mellettiik
1évs x; elemet FF By ladaba tenné.

A két elem koziil legalabb az egyik igy valamely , ¢ < 6 ladaban van
ban. A masik elem laddja legyen ekkor BYTT, j # i. Igy biztosan fennall

SBOPT

OPT OPT
B; BOPT_

$Z+$]+yz+32§2

egyenlStlenség, hisz minden bal oldali elem BPF" és B valamelyikében van.
De teljestil
T +a;>1

is, mert mindkét elemet FF i-ladaba teszi. Emiatt viszont
Yi + BQ < 1a

tehat FF-nek y;-t Bo-be kellene tennie, nem Bs, By vagy By valamelyikébe, ellent-
mondas.

Végezetiil nézziik azt a lehetSséget, hogy By elemeinek szama 3. A BOFT opti-
maélis pakolasban nem lehet mindharom elem ugyanabban a ladaban, kiilonben az
ott mellettiik 16v6 z; elemet FF B, ladaba tenné. S6t, semelyik ketté sem lehet
azonos BPTT 1adéban, kiilonben tekintsiik ket egyetlen elemnek, mely mérete a
kettd Osszege, és alkalmazzuk az el6bbi, kételemt Bo-re latott gondolatmenetet.
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Tehat kiilonbozs BT -beli 1ladakban vannak B, elemei. Ez azt jelenti, hogy
legalabb ketts a
{BY"T: i <6}

ladédk valamelyikében van, és mivel xq, xs, ..., 27 elemek koziil legfeljebb egy nem
nagy (lasd E)), igy van olyan j < 6 index, hogy BJ-OP T ladaban z; nagy és talalhato
benne Bs-beli elem. Jeldlje ezt az elemet z.
Ekkor nyilvan
€ + Yj +z S ]-7

és mivel y;-t FF nem Bs-be, hanem nala késébbi ladaba helyezi, igy
By + Yy; > 1.

Ezekbdl az egyenlétlenségbdl By z-n kiviili két elemére

1
B2_2>xj>§

adodik (mivel z; nagy).
Mivel z elemet FF nem B; ladaba rakja, igy fenn kell allnia a

Bl+2>1

egyenlStlenségnek. Ekkor viszont

1
Bl+BQI<Bl+2)+<BQ_Z>>1+§:1.5,

ami ellentmond a (3.4) egyenlStlenségnek. Mas eset nem lehetséges, igy ezzel a
bizonyitast befejeztiik. [J

3.3. Szigoru egyenlStlenség

Miel6tt tovabblépiink, felidéziink egy diofantikus egyenletekre vonatkozo lemmét.

3.6. lemma (diofantikus egyenletek, [19]). Legyenek a és b relativ primek, u
tetszdleges egész szam. Az
ar +by =u

linedris diofantikus egyenletnek végtelen sok megolddsa van. Ha az (xo,yo) pdr egész
megoldas, akkor az dsszes tobbi elddllithato

x =z + bv, Y = 1Yo — av

alakban, ahol v egész.
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Most méar minden eszkoz a rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy megmutassuk: a 2.4.
tételben szerepld egyenlGtlenségben az egyenlGség esete nem allhat fenn. Lassuk be
tehat a kovetkezd tételt.

3.3. tétel. Minden L € D listara teljesil a

12
CFE(L) < 7o*(L)
eqyenldtlenség.

Bizonyitas. A 2.4. tétel alapjan nyilvan elegendé megmutatnunk, hogy nem létezik
olyan L € D lista, melyre

7-CPF(L)—12-C*(L) =0.

Mivel ennek a diofantikus egyenletnek C*¥ = 12 és C* = 7 megoldasa, igy a 3.6.
lemma alapjan kapjuk az 6sszes pozitiv egész megoldést:

ctr =12k  C* =Tk,

ahol k € Z+.
Alkalmazzuk a 2.3. tételt a megoldasparokra. Ez alapjéan csak olyan k értékekre
letezhet L € D lista CTF(L) = 12k és C*(L) = Tk paraméterekkel, melyekre

17 7
126 < — - Tk + —
— 10 * 10
teljesiil, ami csak k = 1 pozitiv egészre igaz.
k = 1 esetén viszont a 3.2. tétel alapjan nem létezik lista a kivant paraméterekkel.

O

3.4. A 3.1. tétel bizonyitasa

Most bebizonyitjuk a fejezet elején kimondott tételt.
Tekintsiik azokat az a,b € Z* szampéarokat, melyekre a

17 - a - 12
10 b 7’
valamint
17b+
“=70"" 10

egyenlGtlenségek teljesiilnek, és b < 59.
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Az ilyen tulajdonsigu szampérokbol dsszesen 20 darab van, ezek hanyadosai:
S = {29/17,41/24,46/27, 53/31,58/34,63/37,65/38,
70/41,75/44,77/45,80/47,82/48,87/51,
89/52,92/54,94/55,97/57,99/58, 101/59}.

A halmaz legnagyobb eleme

101
S =—=1.7119.
max 59

Vegyiik észre, hogy a C* = 59 és CF'F = 101 valasztéassal a 2.3. tételben egyenlSség
all fenn, azaz

17 7
FF _ ~" b
c't = 10 c* + 0
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy minden p, g € Z* szampérra fennall, hogy ha
b, 101
g 59
és q > 59, akkor
- 17 n 7
P~ 107" 10

tehat nem létezik olyan L € D lista, melyre C*(L) = q és CFF (L) = p.
Vagyis minden L listara

101,
CTH(L) < 59 ¢ (L),

és ezt kellett bizonyitanunk. [
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Koszonetnyilvanitas

A projekt az Europai Uni6é tamogataséaval, az Europai Szocialis Alap tarsfinansziro-
zasaval valosul meg (a tamogatas szama TAMOP 4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).

Ezuton is szeretném megkoszonni Ivanyi Antalnak a problémafelvetést, valamint
azt, hogy tanacsaival és javaslataival segitette a dolgozat megsziiletését.
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