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Bevezetés

A raciondlis fliggvényekkel torténé approximécié szamos tertileten jol alkalmaz-
hato, gyakorlati jelentosége a jel- és képfeldolgozasi, valamint irdnyitaselméleti fel-
hasznalasokban is megmutatkozik. Az approximécids feladatok megoldasat a gya-
korlatban algoritmusok és ezek koré épiilt szoftvercsomagok végzik, a problémakor
szorosan kapcsolddik az informatikahoz.

Approximécids eljarasok tervezése esetén egy lehetséges megkozelités ortogonalis
illetve biortogondlis rendszerek szerinti sorfejtést alkalmazni, amellyel egyittal a
kozelitendd jel egy reprezentdacidja is adodik. A komplex egységkoron értelmezett
raciondlis ortogondlis [1] és biortogondlis [2] rendszerekre szdmos eredmény ismert.
Ezen eredmények az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszékén foly6, EKG gorbék fel-
dolgozasaval foglalkozd kutatasi projektjében szamos ponton felhasznalasra keriiltek
[3] [4].

Elonyos lenne, ha ezen eszkozok a gyakorlatban stirtin elofordulé valds valtozds
esetben is felhasznalhatéak lennének. A dolgozat célja az emlitett eredmények
atvitele a szdmegyenesen értelmezett fliggvények esetére, valamint ezek alkalmazasa

raciondlis approximacios algoritmusok implementalasara.

Az elsé fejezet roviden ismerteti az egységkoron értelmezett rendszerekre vonat-
koz6 eredményeket, bevezeti a késobbi fejezetekben hasznalt jeloléseket.

A miésodik fejezet a szamegyenest az egységkorre képezd raciondlis fliggvények
keresésével és jellemzésével foglalkozik.

A harmadik fejezetben bevezetésre keriil egy egységkoron értelmezett raciondlis
fiiggvényeket szamegyenesre transzformdldé operator, melyet e leképezés tulaj-
donséagainak vizsgalata kovet.

A negyedik fejezet az eredmények racondlis approximaciéra torténd alkalmazéasat
targyalja. A fejezet kitér a paraméterek beallitasanak kérdéskorére, 6sszehasonlitva
két elterjedt optimalizacios eljarast — a Nelder-Mead és a szimulalt lehtités algorit-

musokat.



1. fejezet

Egységkoron értelmezett

rendszerek

Ebben a fejezetben az egységkoron értelmezett racionalis ortogonalis és biortogonalis
rendszerekkel kapcsolatos, a dolgozatban hasznalt definiciok és eredmények szere-

pelnek.

1.1. Approximacié Hilbert-terekben

Ortogonalis  és  biortogondlis rendszerek hasznalatat a  Hilbert-térbeli
(&ltalanosabban euklideszi-térbeli) approximécié probléméjaval kapcsolatos elényok
motivaljak. Ebben a részben roviden attekintjiik a problémakor e dolgozathoz
sziikséges részét.

Legyen (X, p) metrikus tér, z € X, L C X. Az x elem L halmaztdl vett tavolsiga

definicié szerint

p(z, L) := inf p(z,1).

Az | € L elem extremalis vagy legjobban kozelité elem pontosan akkor, ha

p(:L‘,l) = p(l‘, L)

Ismert, hogy Hilbert-térben zéart altérhez egyértelmiien létezik legjobban kozelito
elem, és az lényegében meroleges vetitéssel allithaté eld.

Tekintsiik az approximaciés feladatot most végesdimenziés altéren. Normalt
térben végesdimenziés alterek zértak. Legyen (H,(.,.)) Hilbert tér, f € H,

L=Span{gy € H|k=0,...,n}



véges dimenzids altér. Az f' € L legjobban kozelité elemre

VgeL: (f-f.g)=0.

A fenti feltételt elegendd az alteret kifeszité (gx, k = 0,...,n) rendszerre megkove-
telni. Mivel f' € L, ezért

f= Z €jY;s
3=0

ahonnan
0:<f_flagk>:<f)gk>_<chgj7gk> (kZO,...,n),
j=0
azaz .
§=0
Ha a (gx,k = 0,...,n) rendszer ortogondlis, akkor a bal oldalon &ll6 szummaban

csupan egyetlen tag nem nulla, igy a ¢, egylitthaték egyszertien kifejezhetok:

<f; 9k>
<gk;gk>.

C =

A legjobban kozelito elemet el6allité un. projekciés operator ekkor

Snf = Z Mgk

k=0 <gk7 gk)

Bizonyithato, hogy az

L =Span{g, € H|k € N}

végtelen dimenzids esetben az

e}

Sf ::Z <f79k> O

0 (9> 9k)

projekcios operator is eléallitja a legjobban kozelité elemet.

Amennyiben az L alteret kifeszito rendszer nem ortogonalis, a Gram-Schmidt-
féle ortogonalizacids eljarassal elérheté a kivant tulajdonsag, ekkor azonban az
approximacié eredménye egy ortogonalizalt rendszer szerinti linearis kombinacid
lesz. Ha az adott alkalmazashoz jobban illeszkedik az eredeti rendszer szerinti rep-

rezentacid, akkor érdemes biortogonalis rendszereket tekinteni.



Egy (hy € H,k € N) rendszert akkor neveziink a (g, k € N) rendszerre vonat-

kozdan biortogonalisnak, ha

(g5, he) =0 (K #J).

Ismét tekintsiik a véges dimenzids esetet, ekkor
(f = f' ) = (fs hw) ZCJ (95 hwe) = (f he) — e (i, Do) -

Altaldban nem igaz, hogy (f = f' hx) = 0, de ha a (hy, & = 0,...,n) rendszer

ugyanazt az alteret fesziti ki, mint a (gx, k = 0,...,n) rendszer, akkor teljesiil.
Ekkor
o )
{9k, i)
és a

Fnf = Z (I hk>g

biortogonalis projekcios operator eldallitja a legjobban kozelité elemet, ugyanis

0= Puh) = (1 ) = 3 (B

= (f, hx) — Ton i) (grs )

:<f7hk>_<f7hk>:()7

ahonnan f — P, f meréleges az L altérre.

Bizonyithato, hogy az

L =Span{g, € H |k € N}

végtelen dimenziés esetben ha a (hy € H,k € N) és a (gr,k € N) rendszerck

ugyanazokat az altereket feszitik ki, akkor a

(e 9]

sz

— (gr: h

biortogonalis projekcios operator is eldallitja a legjobban kozelito elemet.



1.2. Blaschke fiiggvények

Az egységkorre vonatkozd eredmények ismertetéséhez sziikség van a Blaschke
fiiggvények fogalmara.

Jelolje T a komplex egységkort (toruszt)
T::{zGC‘M:l},
és D a nyilt komplex egységkorlemezt (diszket)
D := {ze@’|z|<1}.

Az alabbi
z—a
B.(z) = T (z,a € C)

leképezéseket Blaschke figguényeknek nevezzilkk. Ezek olyan komplex racionalis
fiiggvények, melyek a € D esetén D-rél D-re és T-rol T-re képzo bijekcidk. Ez

utobbi tulajdonsag miatt érvényes

Bu(c") = €% (1 € R),

ahol a = re'¥, s = % esetén

Ba(t) = 2arctg(stgt_Tw) v (1.1)

1.3. Racionalis alaprendszer

A dolgozatban raciondlis fliggvényekkel foglalkozunk. Ismert, hogy tetszoleges ra-

cionalis fliggvény felirhaté az

Zn—l

Gan(z) = (AR (a,z€e C,neN, n>0) (1.2)
raciondlis alapfiiggvények linearis kombinacigjaként.

Az itt vizsgalt racionalis fliggvényekrol megkoveteljiik, hogy értelmezve legye-
nek a teljes D = D U T zart egységkérlemezen. ¢, csak a z = % pontban nem
értelmezett, ezért az a paramétert a D halmazbdl valasztjuk. Az % pontot a fiiggvény
polusanak, az a pontot a fliggvény inverz polusanak nevezziik.

Az 1.1 abran két racionalis alapfiiggvény grafikonja lathato.

Mivel a komplex raciondlis fliggvények differencidlhatok az értelmezési tar-
tomanyuk pontjaiban, ezért az emlitett paramétervalasztds mellett ¢,, analitikus

a zart diszken. Jelolje R a zart diszken analitikus raciondlis fiiggvények terét. Ezt



® a2

t1 t

(a) paraméterek (b) valés részek (c) képzetes részek

1.1. dbra. A ¢,, raciondlsi alapfiiggvények a téruszon.

a teret feszitik ki a racionalis alapfiiggvények:

R = Span {¢.x|a €D, ke N, n>0}.

1.4. Hardy-terek

Ortogonalis és biortogondlis rendszerek bevezetéséhez skalarszorzatra van sziikség.
Természetes valasztds lenne alaptérként az L?(D) Hilbert-teret tekinteni, viszont
a ¢, fuggvények analitikus volta miatt célszeri csak az analitikus fiiggvényekre
szoritkozni. Ez vezet a Hardy-terek fogalmédhoz.

A HP(D) (0 < p < oo) Hardy-tér az olyan F' : D — C diszken analitikus

fiiggvényeket tartalmazza, amelyekre

0<r<1

1
m p
1 )
| F'|l3» := sup %/|F(7"e’t)]p < 00.

A [[.][gr 1 < p < 0o esetén norma, 0 < p < 1 esetén pedig kvdzinorma, valamint
ezen normat (kvazinormat) tekintve H?(D) teljes.

A Hardy-terekhez tartozo fliggvények kiterjeszthetéek a téruszra, ugyanis a

F(e") := lim F(re")

r—1

hatérérték m.m. t € [—m, ) esetén létezik. Az igy nyert hatérfiiggvény az LP(T)
térhez tartozik, és ||F'||lxr = || F|[,-
H?(D) Hilbert-tér az aldbbi skaldrszorzattal:

mng/ﬂwwwmt

R C H3(D) igy az R téren mar rendelkezésiinkre all egy skaldrszorzat.
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1.5. Ortogonalis és biortogonalis rendszer

A tovébbiakban targyalt rendszereket egy a = (ay,k € N) (ary € D, k € N)
sorozattal paraméterezziik. A sorozat elemeihez bevezetiink kétféle multiplicitds-

fogalmat. Az a; elem multiplicitdsa alatt az

mg = Z 1,

aj=ay,0<j<k

n-multiplicitdsa alatt az

M=y 1

aj=a,0<j<n

szamot értjiikk. Bevezetjlik az alabbi jelolést az (1.2) raciondlis alaprendszer a soro-

zattal paraméterezett valtozatara:

Zm"_l

(1 —a,z)m

¢2(Z) = ¢an,mn =

Az 1.1 részben lattuk, hogy az R altérbeli legjobban kozelité elem meg-
hatarozasat nagyban megkonnyiti, ha rendelkezésre all egy altérbeli ortogonalis
bézis. Ez elérheté a (¢3,k € N) ortogonalizélasaval. Az igy kapott (&3, k € N)

ortonormalt rendszert nevezzilkk Malmgquist-Takenaka rendszernek [1]:

n—1

©2(2) = R, (2) [ [ Ba, (2). (1.3)

k=0

ahol
V1—lal?
Ru(z) = Y—r7=—.
(2) 1—az
Ha a = (a,a,...), azaz minden inverz pélus azonos, akkor a Malmquist-Takenaka
rendszert diszkrét Laguerre rendszernek, ha a = (a,b,a,b,...), akkor Kautz rend-
szernek is nevezik.
A (42, 0 < k < n) véges rendszerhez biortogonalis rendszer konstrudlhaté [2]:

(n)

U= Qun(2)(z — )™ i

—my

a}l;)(a,l) (Z —a )s (O <l < n) (1 4)
Qun () ! | - |

s=0

ahol

1 - (n)
Un(z) = ——— [[ B (2)

_ )Ml(n) )
i=0,a;#a;




Az wy, figgvény derivaltjainak kiszamitdsara [2] tartalmaz képletet. Az a-tdl vald
fiiggést itt nem tiintettiik fel.
A (U2, 0 < k < n) rendszer ugyanazt az alteret fesziti ki, mint (¢2, 0 < k < n).

1.6. Diszkretizacio

Eddig egy folytonos modell szerinti ortogonalitassal illetve biortoganalitassal fog-
lalkoztunk, a szamitégépes feldolgozashoz azonban jobban illeszkednek a diszkrét
rendszerek. Ebben a részben bevezetiink egy diszkrét skalarszorzat-fogalmat, majd
ismertetjik a Malmquist-Takenaka és a ¥ rendszerek diszkrét ortogonalitasara il-

letve biortogonalitasara vonatkozo eredményeket.

Jelolje C = C U {oo} a végtelen szimbdlummal kiegészitett komplex szémsikot.
Legyen A C C alaphalmaz, f,g : A — C két figgvény, Ay C A, |[Ay| = N € N
diszkretizaciés pontok egy halmaza, valamint py : A — R pozitiv silyfiiggvény.

Ekkor f és g diszkrét skalaris szorzata:

[ 9y o = D F(2)g(2)pn(2). (1.5)
ZzEAN
Az A = T esetet tekintve megadhaté olyan Ty alappontrendszer és py

sulyfiiggvény, melyekre nézve a Malmquist-Takenaka és a U rendszerek diszkrét

értelemben ortogondlisak illetve biortogonalisak. Legyen

(1) i= 3 A, (),

ahol 3, (t) a By, Blaschke-fiiggvény téruszon tekintett argumentumfiiggvénye (1.1).
Megmutathaté [1], hogy tetszileges Tp-ra, minden k = 0, ..., n esetén pontosan egy

olyan 7 € [19, T + 27| létezik, melyre
0% (1) = 0% (70) + 2km
teljesiil. Ezen 75, szamok segitségével definidlhaté a diszkretizacios pontok
TS == {e"™*|k=0,...,N —1} (1.6)

halmaza. A sulyfiiggvény




valasztasaval teljesiil a megfelel6 rendszerek diszkrét ortogonalitasa illetve biortogo-
nalitasa [1] [2]:

(D%, a2 = Ok

TN 0N

(2 ‘1’?]1‘7\,,@ = O

A fent ismertetett eredmények alapjan késziilt a RAIT raciondlis approximacios
szoftvercsomag [4], amelyben mind az ortogondlis, mind a biortogonélis projekci6

folytonos és diszkrét valtozatanak implementacidja is szerepel.



2. fejezet

Kapcsolat az egységkor és a

szamegyenes kozott

Ebben a fejezetben olyan invertdalhaté racionalis leképezést keresiink, amellyel
a szamegyenes pontjai atvihetok a komplex egységkorre. A keresett leképezés
raciondlis voltara vonatkozd megszoritast az indokolja, hogy a racionalis
fliggvények halmaza zart a kompozicidra, igy egy egységkoron értelmezett ra-
cionalis fliggvénynek a keresett leképezéssel vett kompozicidja egy szamegyenesen

értelmezett raciondlis fiiggvény lesz.

els6fokn

A legegyszeriibb kello erovel rendelkezd raciondlis leképezés az ls6foka U

Mobius transzformécio.

2.1. A Mobius transzformacio

A Mobius transzformdcio a végtelennel kiegészitett C komplex szamsikot onmagara

leképezo invertalhaté racionalis fiiggvény:

az+b

f(z):m,

ahol ad — bc # 0. A transzformacié ¢ = 0 esetén egy linearis leképezés, ellenkez6

esetben pedig jol értelmezhetd leképezések kompozicidjara bonthaté [5]:

a bec—ad 1
+

c S

A felbontésban csak eltolds (z — z + v), forgatva nyijtas (z — vz), egységkorre
vonatkozd inverzié (z ~— 1) és valds tengelyre torténd tikrozés (z — Z) szere-
pel. Tovabba ismert, hogy a Mobius transzformacié egy egyenest illetve egy kort
egyenesbe vagy korbe visz at, valamint a transzformacio egy vagy ketto fixponttal

rendelkezik.
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2.2. Megfelel6 leképezés konstrukcidja

A Mobius transzformacié fenti tulajdonsagainak ismeretében raciondlis fiiggvényt
konstrudlunk, amely a valds tengelyt — a szamegyenest — a komplex egységkorbe

képzi. Megmutathaté [5], hogy ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy a kordbbi

jelolésekkel ¢ # 0, ’%‘ =1és g = (%) teljestiljon. Bevezetve a k = % és a o = —g

jeloléseket, a kovetkezo alakhoz jutunk:

zZ—

La,k<z) =k

—
Z— Q

ahol |k| = 1. Tovabbd ha Ima > 0, akkor f a felsé félsikot az egységkor belsejébe
viszi, ugyanis f(a) = 0. Hasonldan, ha Im « < 0, akkor az alsé félsik képe lesz az
egységkor belseje. Ima = 0 az ad — be # 0 feltétel miatt nem fordulat elo.

Vizsgaljuk meg, hogy a paraméterek valasztasa hogyan befolyasolja a transz-
formaciot! Legyen a = a + bi, a,b € R, b # 0. Ekkor

z — (a+ bi)
L, =k—F——=
#(2) z — (a — bi)
_ z;a_,l'
Z;a_'_z'
z—a
= —kL
()
ahol .
i—z
L(z) = .
() 1+ z

Tehat az o paraméter valds része egy transzlaciot, képzetes része (annak reciproka)
pedig egy dilataciot jelent. A k pereméter egy forgatast ir le a komplex sikon. Az
L leképezés tekinthet6 az a = 0, b = 1, k = —1 paraméterek melletti specidlis eset-
nek, azaz L = L; _;, ezért L is egy szdmegyenesrdl egységkorbe képzd invertalhatd
leképezés, amely Ima = 1 > 0 miatt a pozitiv képzetes résszel rendelkezé komplex
szamok félsikjat (felsé félsik) az egységkor belsejére képzi le. Megjegyzendd, hogy
L definici6jaba olvasztott eldjel ezen a ponton nem tiinik kézenfekvonek, késébb ez
mégis kényelmesebbé teszi a targyalast.

Az f fliggvény valos tengelyen felvett értékei tehat az egységkoron vannak, ezért

z € R esetén
La,k(l’) _ ew(r)7

ahol a ¢ fiiggvény az L, x|, argumentuma (mdsképpen fdzisa). Ennek meghataro-

11



zésdhoz vizsgaljuk meg az In(L(z)) fliggvényt!

In(L(x)) =In(i — z) — In(i + x)
= In(i(1 +ix)) — In(i(1 — ix))
=1Ini—Ini+In(1 +iz) — In(1 — ix)

= 2rarctgz.
Felhasznalva az In és az arctg fiiggvények kapcsolatara vonatkozé
1. . .
arctgr = §z(ln(1 —iz) — In(1 + ix))

Osszefliggést:

T—a

La,k<x> — _keiQarctg T

Az arctg fliggvény tulajdonsdgai alapjan Lo [, értékkészlete T\{k}, specidlisan
Ry, = T\{-1}. Kényelmi okokbdl vezessiik be az R := R U {oo} jellést,
és tekintsik az L, fiiggvényeket az R végtelennel kiegészitett szamegyenesen

értelmezettnek, azaz

Loz :R—T

Layk(OO) = lgon La,k = k.

Specidlisan L(co) = limL = —1.

A fejezetben targyalt leképezés inverze konnyen szamolhato:

z

L (z) = bL™! ( -

z—1
Z—7
z+1

) + a, ahol

L7 (2) = -
ha z # k. L;jg(k:) = 0o. Vilagos, hogy L;}C is raciondlis. Az inverz a toruszon

; t—r1
Lo (e = bth +a (2.1)
alakba frhaté, ahol k& = —e7. Ezek a fiiggvények az egységkort a végtelennel
kiegészitett valos tengelyre viszik.

A mérnoki gyakorlatban elterjedt az Gn. bilinedris leképezés:

z—1
241’

I(z) =

amely IIR (Infinite Impulse Response) szlir6k tervezésére haszndlhaté [6]. A bi-

linedris leképezés értelmezhetd a fent targyalt L—! fiiggvény utéan alkalmazott +7
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szoggel valo forgatésként: 1(z) = iL7'(z). Ennek kovetkeztében az I leképezés
az egységkorrol az imaginarius tengelyre képez, valamint az egységkor belsejének

pontjait a negativ valés részii komplex szamok (bal) félsikjara viszi.

2.3. Geometriai jelentés

Az el6z6 szakaszban targyaltak alapjan az L leképezés szamegyenesen torténo vi-
selkedése ismert, valamint megallapitasra keriilt, hogy az emlitett leképezés a felso
félsikot az egységkor belsejébe viszi. Mindezeken feliil az L leképezés hatasa geo-
metriai szemlélettel is értelmezheto.

Tekintsiik tehat az ,
-z

1+ z

leképezést. Elvégezve a 2.1 részben latott dekompoziciot a kovetkezo alakhoz jutunk:

L(z) =

21 2

L(z) = —1 — s
(2) T A

Ennek értelmezéséhez vizsgaljuk meg a p kozépponti, R sugarta korre vonatkozd
inverziét! A leképezés a z # p pontot a 2z’ pontba viszi, ahol p, z és 2’ egy egyenesre

esnek, és |z —p|- |2’ —p| = R%. A kozéppont és oo egymas képei. Ennek megfelel6en:

R2
9(2) =p+(Z—P)m
RZ
_p+(2_p)(z—p)(z—p)
R2
=p+ .
Z—=p

Ekkor
l9(2) — pllz — p| = R*.

Specidlisan, ha p = —1 és R = v/2, akkor

2
z)=—1+ .
9(2) S
Ezek alapjan
2
L(z) = —
(2) —1z+1
=—-1+ 2
iz —(—1)
= g(i2).
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A z = iz leképezés egy origd kozépponti +7 szogll forgatds és egy valds tengelyre
vonatkozo tengelyes tiikrozés egymasutanja, ami ekvivalens az © = y egyenesre
vonatkozo tengelyes tiikrozéssel. Az L leképezés tehat az x = y tengelyre térténo
tiikrozésre és a (0, —1) kozéppontii, v/2 sugarii korre vonatkozé inverziéra bonthaté
(2.1 abra).

imag
o

-3 -2 -1 0 1 2 3
real real

(a) Négyzetes finomsdgu racs (b) Inverzi6 altal létesitett kép
2.1. dbra. Négyzetesen novekvé finomsagi racs —1 kozéppontd, v/2 sugard korre

vonatkozé inverzié altal 1étesitett képe. A képzetes tengely az egységkorre keriil.

Az L leképezés inverze

z—1

L7(z) = —i :
(2) Zz +1

Mivel mind a tengelyes tiikrozés, mind a korre vonatkozd inverzié onmaganak a

kompozicié miivelet szerinti inverze, ezért az L~! leképezés a korabbi észrevételek
alapjan a megfelel6 tengelyes tiikrozés és korre vonatkozé inverzié forditott sorrend

alkalmazasaként értelmezheto.

Az Lyipir = —kL (Zg“) leképezést tekintve a paraméterek hatasat a 2.2 abran

szemléltetjiik.
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imag

imag

(¢) a =1.05i,k = —1 (d) a =i,k =e3

2.2. dbra. Négyzetes finomsagu racs L, altal 1étesitett képe. Re o véltoztatésa egy
vizszintes (valés tengellyel parhuzamos) irdnyu transzlaciét jelent az inverzié ar-
gumentuméban, az x = y egyenesre vonatkozd tiikkrozés hatasara ez egy fiiggleges
irdnyu torzulast eredményez. Im « valtoztatasa egy fliggbleges irdanyud nyujtasnak fe-
lel meg, a képtérben ez vizszintes iranyu torzuldshoz vezet. A k paraméter képtérbeli
forgatdst ir le. A fels6 félsik képe az egységkor belseje (fehér héattéren fekete vona-
lak), az alsé félsik képe az egységkoron kiviili rész (fekete hattéren fehér vonalak).
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3. fejezet

Egységkoron értelmezett
fuggvények atvitele a

szamegyenesre

Az el6z6 részben bevezetett L, j raciondlis leképezések segitségével az egységkoron
értelmezett fliggvények szamegyenesen értelmezett fiiggvényekké transzformalhatdk.

Ez a fejezet egy ilyen transzformaciot definidl és annak tulajdonsagait vizsgalja.

3.1. A transzformacio bevezetése

Az 1.4 szakaszban bevezettik a H?(D) Hardy-teret és ennek 2R racionlis
fiiggvényeket tartalmazé alterét. Bar az egységkorre vonatkozé eredmények ezen
terekhez kothetoek, a kérdéses transzformacio ennél altalanosabban is bevezetheto.

Tekintsiik az L?(T) Lebesgue-teret az
1 TAUNIRTEY
(.0 = 5 | Fegle i
7r
skalarszorzattal, valamint az L?Y(R) sulyozott Lebesgue-teret az

F:)e, = [ H@glon(z) dx

v : R — [0, 00) sulyfiiggvénnyel értelmezett skalarszorzattal. Mindkét tér teljes.
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Bevezetjiik ezen terek racionalis fiiggvényeket tartalmazo alabbi altereit:

Rr = {f:T — C | fracionalis }

Rr = {f:]R—>(C ‘fracionélis, limf:limf}. (3.1)

Az Rg-beli fiiggvényekre bevezetjiikk az f(oo) = limys, [ jelolést, igy Mg elemei
R—C tipusu fiiggvényeknek is tekinthetok.

Legyen adott egy f € %Ry toruszon értelmezett racionalis fiiggvény. Mivel
Logl, : R — T és Lok raciondlis, ezért Tf := f o Ly x|, egy szdmegyenesen értelme-
zett raciondlis fiiggvény. Vildgos, hogy T f € Rg, ugyanis limy o, Tf = f(Lax(c0)) =
7(k).

Most mar bevezethetjiik a keresett transzformaciot:
Top : L*(T) — L,QY(R), Torf(z) = f(Lag(x)). (3.2)

A fenti gondolatmenet alapjén T|9‘<T : Rr — Rgr. Megjegyezziik, hogy a
Tor leképezés tekintheté egy Ima > 0 esetén felsé, Ima < 0 esetén alsé
félsikon értelmezett fiiggvényeket diszken értelmezett fliggvényekké transzformald
operatornak is.

A T, operator inverze
T,y LZ(R) = L*(T), T,,f(2) = f(Lox(2)):

Tekintstink egy példat az imént bevezetett transzformacié végrehajtasara. Az

(1.3) Malmquist-Takenaka rendszer a kovetkezOképpen vihet6 at a szdmegyenesre:

n—1
Tk ®}(2) = TasRa, () [ [ TarBa, (@),
j=0

ahol
1 — |af?
Ta Ra - T = =
#Ra(2) 1 — Gl ()
/1= |af?
N 1—6/{%

V1—|aP(z —a)

" kaa—a+z(1— ka)’




real

(a) Re f

imag
real

(¢) Im f

3.1. dbra. A T, ; transzformécié
a képzetes részt jeloli.

(e =1, k= —1). A piros szin a valés részt, a zold

illetve az attranszformalt Blaschke-fiiggvények:

TB,(z)

Lok(z) —a

T—o
k= —a

1 — aki=g

ac — ka+ x(k — a)

1-— aLa’k (J})

" kao —a+ x(1 — ka)

(d) Irn Ti,—lf

A tovabbiakban kényelmi okokbdl a T := T, j, rovidités szerepel.
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3.2. Skalarszorzat

A fent bevezetett transzformécioval ortogonalis és biortogondlis rendszerek
szamegyenesre torténo atvitele a célunk, amihez alapveto fontossagi, hogy T transz-
formacié megtartsa az ortogonalitdst. Megvizsgaljuk, hogy milyen v sulyfiiggvény
esetén lesz a T transzformacio ilyen tulajdonsag.

Legyen a = a + bi, ekkor
(1,9) = 5= [ gl
’ 2

! / F(—ket)g—Te dt

T or
_i [ _ 1. 42arctg =4 _ 1.,i2arctg £2 g 1
—%lﬂ TS e
= 7Tf(x)Tg(x) ! dx

I br (1+ (552)°)

Az els6 atalakitds t4-7 helyettesitéssel adédik —k = €™ mellett, megjegyezve, hogy az
integralasi hatarokat a periodicitds miatt nem kell valtoztatni. A mésodik 1épésben
az x = 2arctg *3* helyettesités kertilt alkalmazasra.

Mindezek alapjan ha a sulyfiiggvényre

’704776(55) =

teljesiil, akkor
<f7 g>'I[‘ = <Tf7 Tg>R7'Ya,k )

azaz a transzformécié skalarszorzattarté az L*(T) és az L2 (R) terek kozott.
A v, sulyfiiggvény nevezdje a komplex szamtest felett két elséfokd polinom

szorzatara bonthatd:

1 1 1

b (1 + (“’)2> - Vo (L) Vi (1 - i%5e)

b

1 1
:mlw—ba><¢ml+w>>’
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ahonnan

1 1
(7 <1+7:%>Tf i (1+z—>T“"<””>>R "

r — 1
[ T ~dx =
. br (1+ (552)°)
<Tf7 Tg)]R;ya,k = <f7 g>'JI‘ :
Az ﬁT leképezés tehdt skaldrszorzattart6 az L2(T) és az L?(IR) terek kozott.
b7r(1+7,T)

A leképezés segitségével raciondlis L?(R) ortogondlis rendszer szerkeszthetd.
Példaként tekintsiik a (z — 2", n € N) L?(T)-beli rendszert. Ez azonos a jol

ismert trigonometrikus rendszerrel (¢ — €™ n € N), ami ortogonélis. Mdsrészrél

vizsgalt fliggvények a diszkrét Laguerre rendszer specialis eseteként is tekinthetok

(minden inverz pélus 0). Ekkor az atvitt rendszer

vy (478) = e e

Vor (1 + 252 r—a 7 (ib—2x+a) (x —a)"
o —ivb ol —a)”
~ e ey
P bz —a)!
(=F) T (z—a)

3.3. Diszkrét skalarszorzat

Megmutatjuk, hogy megfeleld sulyfiiggvények esetén a T leképezés a diszkrét
skalarszorzatot is tartja. Legyen Ry és Ty a megfelelé alapponthalmaz gy, hogy
k¢ Ty, és

={L 1(2) [z€Ty}.
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Ekkor

[Tf. Tglg, mpy = > Tf(2)Tg(x)Tpn ()

CEERN

= > f(Lok(@)gLak(@))pn Lak(@))

JTGRN

= > FLar(Lyi(2))gLan L) (2) pn (Lap (L 4 (2))

ZETN

= [fu g]’]I‘N,pN .

3.4. Egyéb tulajdonsagok

A folytonos és diszkrét skaldrszorzat megtartasan tilmenden a T = T, ; operdtor

rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

D fllr=1Tflr
mind a folytonos, mind a diszkrét skalarszorzat altal indukdalt normakat te-

kintve.

ii) Ha f € L>*(T), akkor Tf € L*®(R), és || fllcc = T f|lco. Kovetkezésképp T

korlatos operator.

iii) T(go (f1,---sfu) =9go(Tfi,...,Tf,) (szuperpozicio),
ahol f, ' T—=C (k=1,2,...,n),9g€C" = C, Dy DRy, xRy, X -+ X Ry,.

iv) specidlisan T linedris.
A rendelkezésre all6 eszkozokkel mar szamegyenesen értelmezett racionalis or-

togonalis illetve biortogondlis rendszer szerkesztheté adott egységkoron értelmezett

azonos tulajdonsagu rendszerbol.

21



4. fejezet

Az eredmények alkalmazasa

Ebben a fejezetben egy [u,v] C R intervallumon értelmezett diszkrét valds jel ra-

ciondlis approximéacidjanak feladatara alkalmazzuk a korabbi részek eredményeit.

4.1. Approximacio az egységkoron

Az 1.1 rész attekintette a Hilbert-térbeli approximacios feladatot, valamint kitért
az ortogondlis és biortogonalis rendszerek jelentoségére. Az 1.5 rész bevezette a
(@7

n’

a

n € N) Malmquist-Takenaka ortonormalt, valamint a (¢2,

n € N) raciondlis

alaprendszerre biortogondlis (W2

ni

n € N) rendszert. E rendszerek azonos altere-
ket feszitenek ki, igy a biortogonalis projekcios operator eléallitja az approximacios

feladat megoldasat.

4.1.1. Elotranszformacio

A gyakorlatban sokszor csak a valds rész kozelitését irjak elo, ekkor egy f: T — R
fiiggvény approximéacidja a feladat. Ilyen esetben nem célszerti kozvetlentl a
komplex esetre visszavezetni a problémat, ugyanis a legjobban kozelito elem ke-
resésének feladata az imaginarius részek approximaciojat is el6irja, ami ronthat a
valés kozelités mindségén.

Mivel a ¢, , alapfliggvények analitikusak a D halmazon, ezért az ezekbél alkotott
véges linearis kombindciok is analitikusak lesznek. Elonyos lenne, ha rendelkezésre
dllna egy ¢ : T — R fiiggvény, melyre f + ig mar egy D halmazon analitikus
h figgvény egységkorre vett megszoritasaval lenne egyenld. Definicié szerint az
analitikus fliggvényeket el6allitja a Taylor-soruk, ezért ha a h € C — C fliggvény

analitikus a D halmazon, akkor V |z| < 1:

X fn)
f =y 0

n!

n=0
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Ezt a z = €% helyen tekintve h Fourier-sorat kapjuk, ahonnan h negativ frek-

venciakhoz tartozo Fourier-egytitthatoi nullak:
hk)=0 (k<0).

Ezen észrevétel miatt tehat célszeri az f Fourier-egytitthatoit tigy atrendezni, hogy
a jel valés része ne valtozzon, de a negativ frekvencidkhoz tartozo egyiitthatok

eltiinjenek. Mivel

(f(k:) +f(—k;)> pike _ (f(k)eikm i f(_k)e—ikx> _

= f(—k:)eikz _ f(_k)e*ikm =21 Im (f(_k)eikx>

tisztdn imagindrius, ezért a 0 < k indexekre f(k) helyett f(k)+f(—k), f(—k) helyett
0 Fourier-egytitthatokat tekintve ezek inverz Fourier-transzformaltjanak valds része
megegyezik f valos részével.

Ezen eljarast el6transzformécioként alkalmazzuk az approximécios feladat meg-

oldasa el6tt.

4.1.2. Diszkrét valds eset

A 1.6 szakaszban ldtottak alapjén az (1.3) és a (1.4) rendszerek ortogonalitasa illetve
biortogonalitasa diszkrét értelemben is teljesiil. A téruszon tekintett approximacios
feladatot most az emlitett T3, diszkretizacids pontokkal (1.6) és p3; stlyfiiggvénnyel
(1.7) tekintett ., ']T?vvp?v

A legjobban kozelité elem a diszkrét skaldrszorzat szerinti ortogonalis illetve biorto-

diszkrét skalarszorzat (1.5) dltal generalt metrikaval értjik.

gonalis projekciés operator segitségével eldallithato.
A diszkrét approximaciés probléma esetén elegend6, ha a kozelitend6

fiiggvénynek csupan a T%; diszkretizaciés pontokon vett mintavételezése adott.

Valos értékii esetben az el6zo fejezetben latottakhoz hasonléan a kozelitendo
mintavételezett fiiggvényt érdemes elotranszformalni. Természetes médon addodik a
diszkrét Fourier-egyiitthaték atrendezése, ami megkoveteli, hogy a bemenet egyen-

letes felosztason legyen mintavételezve:
yj:f<ei2’f%> (j=0,...,N—1, N e N).

A diszkrét skalarszorzat  kiszamitasahoz a T%  alappontokon felvett
fiiggvényértékekre lenne sziikség, ezeket valamilyen interpolacids eljarassal
kozelitjiik (Gjramintavételezés).

Az egyenletes felosztas mellett szél még az az érv, hogy a nemegyenletes min-
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tavételezés hardveres megvalositasa nehézkes, ezért a gyakorlati alkalmazasok esetén
a kozelitendo jel altalaban egyenletes mintavételezéssel adott.

Diszkrét esetben az el6transzformacios eljaras a kovetkezo:

i) Kiszdmitjuk az g diszkrét Fourier-egyiitthatékat. Ez hatékonyan elvégezhetd

gyors Fourier-transzformdacié (FFT) segitségével.

ii) Minden 0 < k < & indexre legyen

~

O =0k + 9k
7, =0, illetve

Il
<>

A1
Yo *

A~/ .
Yn -
2

0

(paros N esetén).

I
<>
vz

iii) Inverz FFT segitségével kiszamoljuk az y, (k=0,..., N — 1) értékeket.
iv) Az y, vektort tekintjiik a kozelitendd jelnek.
Az egységkoron értelmezett eredmények alapjan megvalositott RAIT Matlab

Toolbox [4] paraméter-optimalizdlasi eljardasai a fenti el6transzformaciés eljardst al-

kalmazzdak, igy a bemenetet egyenletes mintavételezéssel kapott vektorként varjak.

4.2. Approximacié a szamegyenesen

A szamegyenesen értelmezett approximacios feladatot visszavezetjik a toruszon
értelmezett feladatra.

Az egységkoron értelmezett esetben az f € H?(D) fiiggvényt

n

f%pchkcbZ

k=0

alaku racionalis fliggvénnyel kozelitettiik. A normatartds és a linearitas miatt

If =2le =T =p)lle =TS = Tple

mind a folytonos, mind a diszkrét skalarszorzat altal indukalt norméat tekintve, ahon-

nan a Tf fiiggvény legjobb kozelitése Tp lesz. Ismét a linearitds miatt

Tp =) aTdf,
k=0
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ahol a ¢ egyiitthaték az eredeti, egységkoron értelmezett feladat megoldasaval
nyert egyiitthatokkal azonosak. A szamegyenesen értelmezett feladatot ilyen médon
visszavezettik az egységkoron értelmezett feladatra.

Megjegyezzik, hogy a ¢, egylitthatdkra teljesiil

e = (f, ok)r = (Tf, Top)g ,

igy az egylitthatok a szamegyenesen értelmezett skaldrszorzat szerint is

kiszamithatoak.

4.2.1. Diszkrét valds eset

Legyen adott ) # [u,v] C R valés intervallum, 2 < N € N természetes szdm, és az

f R — R fliggvény

%:fcuq;ii) (j=0,...,N—1)
egyenletes mintavételezése. A Malmquist-Takenaka és a biortogonélis rendszer nem
ezen alappontokat tekintve ortogonalis illetve biortogonalis, de, amint korabban
emlitettiilk, a gyakorlati alkalmazasokhoz jobban illeszkedik az egyenletes min-
tavételezés. Egyéb alappontokon vett fiiggvényértékek interpolacioval kozelithetoek.

Az approximaciés feladat megoldédsat jelento ¢ egyiitthatok meghatarozasahoz
visszavezetjik a feladatot a toruszon értelmezett esetre. Az el6transzformacio miatt

(lasd 4.1.2) sziikségiink van a téruszra visszatranszformalt T;}C f fliggvény

m .

21

i=0,....N—1
N (7=0,..., )

egyenletes felosztason vett
wj =T f(e™) = f(Li(e™))

mintavételezésére. Mivel az f fiiggvénynek csupan az egyenletes mintavételezése

adott, ezért wj-ket interpolaciéval kozelitjitkk. Ehhez kovetelmény, hogy
T = L;}C(eit]’) €lu,v] (j=0,...,N—1). (4.1)

Hogyan allitsuk be az a és a k paramétereket, hogy ez teljestiljon? Megfogal-
mazunk még egy kovetelményt a feltételekre, ami egyszertisiti a megoldast: az z;

pontokrol elvarjuk, hogy szimmetrikusan helyezkedjenek el az [u, v] intervallumon!
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(2.1) alapjén ez ekvivalens a kovetkezével:

b —
btg -~ T

tn_ . —
+a=u+uv-— <bthJTT

b — I —
2a:u—|—v—b<tg JQT—I—thJTT),

ahonnan a zardjeles kifejezés konstans. Ez teljestl, ha

t:—T tN_i — T

tg -2 = —t !

57 S
tj—T:—tN,j—i-T

t- s

=2 17 tin .

2
ahonnan, figyelembe véve t; egyenletességét, 7 = 0, & = —1. Sajnos ekkor a k

paraméter egybeesik egy alapponttal, és L;lk(k:) =00 ¢ [u,v].

Relaxaljuk a (4.1) feltételt, és csupan a kovetkezot koveteljiik meg:
zj € u,v] (j=m,....,N—m) (4.2)

valamely 1 < m < & szdmra. Természetesen ezzel lemondunk w;, j ¢ [m, ..., N—m)]
mintak interpolacios kozelitésének lehetoségérol, ezért azzal a feltételezéssel éliink,

hogy

wi=k (j¢&[m,...,N—m]),

ahol k € C konstans. Emogott az a motivacié rejlik, hogy az f fiiggvény ,,érdekes”
részét az [u,v] intervallum tartalmazza, azon kiviil mar nagyon kozel van a +oo-
ben vett hatarértékéhez. Ezen hatarérték minden téruszrdl transzformélt folytonos
fliggvény esetén létezik.

Az a = *¥ és a k = —1 paramétervilasztds esetén a (4.2) relaxalt meg-
szoritasnak eleget fog tenni az L;}€ leképezés, ha

Lo (™) =u

t,mm, U+
btg -
gy Ty =
b=l
2tg

Ekkor a szimmetria miatt

Lop(e™ ) =v

is teljesiil.

A fenti transzformaciéra a 4.1 abran lathaté egy példa.
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4.1. abra. A t; (m < j < N —m) pontok atvitele a szamegyenesre, N = 16, m = 2,
[u, v] = [—40,40].

Megjegyezziik, hogy m < % miatt t,, < 0, ezért u < v figyelembevételével

b > 0, tehat az igy konstrualt leképezés a felso félsikot az egységkor belsejébe transz-

formalja. Ha a forditott viselkedés az elvart, akkor a b paraméter a

V—Uu

2tg e

b —

modon valasztando, és ekkor

Lox(e™) =v

Low(e™ =) = u.

Az igy kapott w; vektorra megoldva a téruszon értelmezett approximacios fel-

adatot, megkapjuk a keresett ¢, egytitthatokat.

4.3. Optimalis paraméterek keresése

A korabbi fejezetekben sz6 volt az adott rendszer szerinti raciondlis approximacios
feladat megoldasarol. Az vizsgalt rendszereket az a inverz pdélusok sorozataval pa-
ramétereztiik. Ez a megkozelités nagyfoki rugalmassdgot eredményez, lehetéséget
ad a rendszer feladathoz igazitdsara. Jelen fejezet a paraméterek optimalis

beallitasaval foglalkozik.

4.3.1. Nelder-Mead algoritmus

A Nelder-Mead szimplex algoritmus [7] egy széles korben hasznalt optimalizacios
eljaras, melyet sikerrel alkalmaztak az egységkoron értelmezett modell esetén [3] [4].

Az algoritmus feladata egy f : R" — R célfiiggvény egy lokalis minimum-
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helyének megkeresése. Az eljaras fenntart egy n + 1 cstcsbdl &all6 szimplexet (a
sikon haromszog, a térben tetraéder, stb.), melyet a célfiiggvény értékeinek meg-
felel6en transzformal. Az algoritmus nagy elonye, hogy a célfiiggvény derivaltjara
nincs sziikség a futas soran.

Az algoritmus lokalis minimumbhelyek keresésére alkalmas, és eredménye nagyban
fiigg a kezdeti szimplextdl. Globalis optimum kozelitésekor érdemes az algoritmust
tobb véletlenszertien valasztott kezdopontbdl inditani, és a legjobb eredményt meg-
tartani.

Az algoritmus:
1. Indexeljiik 4gy a szimplex z; (j =1,...,n + 1) cstcsait gy, hogy

f(x1) < fzg) < - < fnta)

teljesiiljon.
2. Széamitsuk ki az z1, . .., z, pontok atlagit (tomegkozéppontjat). Legyen ez xg.

3. Tiikrozés Tiikrozzik az z,1 pontot az xy pontra, esetleg egy o paraméterrel
torzitva:

Ty =T+ a(To — Tpy1)-

Ha erre f(z1) < f(x,) < f(z,) teljesiil, akkor az eddigi legrosszabb x4

pontot lecseréljiik a tiikrozéssel nyert x, pontra.

4. Nyujtas Ha a tiikrozott pont jobb, mint az eddigi legjobb (f(z,) < f(z1)),
akkor allitsuk el6 az

Te := 2 + V(70 — Tpy1)

pontot. Az eddigi legrosszabb x, 1 pontot lecseréljiikk az x, és az x. kozil a
jobbikra, azaz ha f(z,) < f(z.), akkor x,-re, egyébként x.-re.

Ugorjunk az 1. 1épésre.

Ha f(z,) < f(x1) nem teljesiil, akkor ugorjunk az 5. 1épésre.
5. Zsugoritas Ezen a ponton f(z,) > f(z,) biztosan teljesiil. Allitsuk el6 az
Te 1= To + p(xO - xn+1>

pontot, és ha ez jobb, mint az eddigi legrosszabb (f(z.) < f(zn41)), akkor

cseréljiik le x,,1-et x.-re, és ugorjunk az 1. 1épésre.

6. Redukcié Minden j € {2,...,n+ 1}-re lecseréljitk az x; pontot az

ah = x4 o(r; — x1)
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pontra, és ugrunk 1-re.

Az a=1,v=2 p= —% és 0 = % a szokdsos konstansértékek. Tobbféle
megéllasi feltétel elképzelhetd, példaul ha a szimplex pontjain felvett fiiggvény-
értékek nem térnek el tulsdgosan (szérdsuk egy e értéknél kisebb), akkor az al-

goritmus megall xi-et elfogadva optimumként.

A fenti algoritmus a Nelder-Mead szimplex algoritmus egy alapvaltozata, mely-
ben a pontok transzformacidja a megszokott euklideszi geometria szerint torténik.
Az algoritmus egyes lépéseiben szerepl6 transzforméciok kicserélhetéek egyéb, nem-
euklideszi geometria szerinti valtozatokra. A Bolyai-féle (hiperbolikus) geometria
Poincaré-féle kormodelljének transzformaciéit alapul véve egy hiperbolikus Nelder-

Mead algoritmus konstrudlhaté [3].

Tekintsiik mindezt a raciondalis approximaciés feladat kornyezetében! Az a in-
verz polusok sorozatanak egy kezddszelete alkotja az approximéacio paraméterterét,
legyen ez (ag, a1, . .., a,—1). Egyrészt az a; inverz pélusok komplex szdmok, a Nelder-
Mead algoritmust pedig valds allapottérre fogalmaztuk meg. Ez természetesen nem
probléma, egyszertien két valés dimenziot feleltetiink meg egy komplexnek a valds és
képzetes részek szerint, igy az algoritmus paraméterterét tekinthetjiitk C"-nek (egy
dimenzié minden inverz pdlushoz). Masrészt elvarjuk, hogy minden inverz pélus
a nyilt diszk belsejébe essen. A szimplex algoritmus transzforméacioi ezt nem ga-
rantaljak. Ez a probléma orvosolhaté a fent emlitett hiperbolikus véltozattal, vagy

a RAIT raciondlis approximaciés szoftvercsomag [4] dltal alkalmazott aldbbi meg-

oldassal. Legyen (zp,...,z,-1) € C" az algoritmus paraméter-terének egy eleme.
Ekkor 0 < 7 < n esetén
j
a; = ————.
J 1+ |Zj’2

Elképzelhet6, hogy bizonyos megkotésekkel szeretnénk élni, példaul a Malmquist-
Takenaka rendszer szerinti approximaciot tekintve csak a diszkrét Laguerre, vagy
csak a Kautz rendszerek az érdekesek szamunkra (lasd: 1.5). Ekkor az optimalizaldsi

paramétertér alacsonyabb dimenzids.

4.3.2. Szimulalt lehuités

A szimuldlt lehiités (Simulated Annealing, SA) [8] [9] egy dltaldnos sztochaszti-
kus globalis optimalizalasi eljards. Az elnevezés a metallurgiabdl ered. Kontrollalt
hiitéssel érik el, hogy az anyag megfelel6 kristalyszerkezetet vegyen fel, és lehetoleg
mentes legyen a hibaktol. A megfelel kristdlyszerkezet kialakuldsa lényegében
a belsO energia minimalizalasanak felel meg, ahol a globalis minimum elérésének

érdekében magasabb energiaszinteken is at kell haladni.
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Az algoritmus lényegében egy véletlen bolyongdst végez az S paramétertéren,
minden lépésben kivalaszt egy s € S elemet az aktudlis s € S allapot szomszédai
kozil. Az aktudlis y = FE(s) és az 4j ¢ = E(s’) energiaértéktdl, valamint egy 7' dn.
hémérsékleti paramétertdl fiiggé P(y,y',T) elfogadasi eloszlds szerint megtartja az
1j s’ pontot, vagy elveti azt. A hémérsékleti paraméter valtozdsa egy tun. hiitési
itemtervtol fiigg, amely jellemzoen csokkené tendencidju homérséklet-valtozast ir
el6. Az algoritmus tehat meglehetosen rugalmas, sok paraméterrel rendelkezik.

A szimulélt lehiités fix szamu célfiiggvény-kiértékelést végez, igy jol tervezhetd
a futasideje. Olyan problémdk esetén érdemes hasznélni, ahol korlatozott iddkeret
alatt kell egy . kelléen j6” megoldast talalni.

Megemlitendé még, hogy ezen eljaras sem igényli a célfiiggvény derivaltjanak
ismeretét.

Az alap SA algoritmus a kovetkezo:

s < S0; Yy < E(s) > kezdBallapot és kezdeti energia
sbest <— s; ybest <y
for k =1 — kmax do
T = temperature(k) > hiitési iitemterv
snew <— neighbour(s) > szomszéd kivalasztasa
ynew <— E(snew)
if P(y,ynew,T) > random() then

S < snew; y < ynew > 4j allapot elfogadasa
end if
if y < ybest then
sbest < s; ybest <y > eddigi legjobb allapot frissitése
end if
end for

return sbest

Tegyiik fel, hogy a kivant rendszer paraméterezheté n inverz polussal, azaz
S = D" A szomszédkivalasztasi eljarasnak egy komplex diszkbeli szam n-esbol
egy Ujabbat kell eloallitania. FEz megteheto tgy, hogy egy lépésben csak az
egyik — véletlenszertien vélasztott — inverz pélust moédositjuk. Egy inverz pdlus
moédositasakor azt véletlenszer®i iranyba mozditjuk a hémérséklettol fiiggod véletlen
tavolsagra.

A dolgozatban a

temperature(k) = 0.9557!
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hiitési titemtervet, és a

e’7" ha y >y
P(?/»y/,T) =
1 ha ¢ <y

elfogadasi valdsziniiséget hasznaltuk. Az alkalmazott célfiiggvény a kozelitendo jel
és a kozelito raciondlis fiiggvény kiilonbségének z; (ldsd 4.1) pontokon vett min-
tavételezésébdl adodd vektor kettes normdja +/ N-nel normélva, ahol N a mintak

szama. Ha f a kozelitend6 fiiggvény, z € C”, akkor a célfiiggvényre

B) = | e~ pa(w)) 3

ahol p, a z vektor altal meghatdrozott a paraméter szerinti ortogonalis vagy biorto-

Y

2

gondlis projekcio.

4.3.3. Az algoritmusok osszehasonlitasa

Vizsgaljuk meg a szimulalt lehiités és a szimplex algoritmus viselkedését egy konkrét

approximéaciés problémara. Tekintsiik az

1 halz| <3
fz) =
0 egyébként

fiiggvény (@%,0 < j < n = 8), a = (a,qa,...) diszkrét Laguerre-rendszerrel val6

kozelitésének feladatét a diszkrét skalarszorzat szerint (4.2 dbra).

| IVAUUYA

08
0.6
0.4

0.2F

02 . . . , . . ,
ER) -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

4.2. abra. Diszkrét Laguerre rendszer szerinti approximacio. A fekete grafikon a
kozelitendd jelhez, a piros az el6bbit kozelité racionalis fiiggvényhez tartozik.

Azért esett a valasztas a Laguerre-rendszerre, mert egyetlen inverz polus pa-
raméterezi, igy lehetOség van a kozelités hibdjanak &brézoldsara a paraméter

fliggvényében (4.3 4bra). A tapasztalatok azt mutatjdk, hogy a diszkrét
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skalarszorzat szerinti approximacié hibafiiggvénye tobb, egymastél jol elkiiloniild
lokalis minimummal rendelkezik, ezért ez a probléma alkalmasabb az algoritmusok

kozti kiilonbségek bemutatasara.
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4.3. dbra. Diszkrét Laguerre rendszer szerinti approximacié hibaja.

Az alabbi tédblazat 1000 fliggetlen futtatas eredményét tartalmazza. A Nelder-
Mead algoritmusra € = 1073, a szimulalt lehfitésre kmax = 50. A paraméterek tigy
lettek bedllitva, hogy a két algoritmus atlagosan kozel azonos szamu célfiiggvény-
kiértékelést végezzen. A Nelder-Mead szimplex algoritmust minden futtatdsnél
véletlenszerti kezdopontbdl inditottuk. Az e értékek az approximacios hibakat, a
k értékek a célfiiggvény-kiértékelések szamat jelenik. Az sz index a szimplex al-
goritmusra, az sa a szimulalt lehiitésre vonatkozé adatot jelol. A szoras oszlopban

korrigalt tapasztalati szords szerepel.

atlag SZOTas min max
ese | 0.1768 0.049983 0.1291 0.57128
esq | 0.1459 0.028461 0.1292 0.53563
ksy | 48.643 18.323 11 167
ks 51 0 51 51

A futtatasok adatai alapjan elmondhatd, hogy a szimulalt lehtiités atlagosan
némileg jobb eredményt ért el, és a hibaértékek szorasa is alacsonyabb. Ennek
oka az, hogy az SA algoritmus ritkdn akad el lokalis minimumban, mig a Nelder-
Mead alkalmas kezd6pontbdél inditva viszonylag magas fennsikon talalhato lokalis
minimumhelyeket is elfogad megoldasként.

Ellenben megfigyelhetd, hogy a Nelder-Mead algoritmus a hibdk minimumat te-

kintve egy kicsit jobb eredményt produkalt, mint a szimulalt lehtités. A talalt inverz

32



polusok elhelyezkedése alapjan (4.4 abra) elmondhatd, hogy ha a szimplex algorit-
mus egy j6 minimumhely kozelébe keriil, akkor arra mar megbizhatéan ratalal. A

szimulalt lehiitésrol ez nem mondhaté el.

A fentiek alapjan a két algoritmus kombindlaséval javithatunk az approximécio
minoségén.
1. Hajtsuk végre a szimuldlt leh{ités néhany lépését néhany véletlenszertien

valasztott pontra.

2. A szimulalt lehtiités altal taldlt legjobb pontokbdl inditsunk Nelder-Mead al-

goritmust.

Ekkor a szimulalt lehtités j6 eséllyel ratalal az igéretes minimumbhelyekre, illetve azok
kozelében talalhaté pontot eredményez. Egy ilyen pontbdl inditva a Nelder-Mead

algoritmus mar ,,jé6 mindségii” minimumhellyel fog visszatérni.
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-1‘ -0‘8 -O‘E -0‘4 -0‘2 6 0‘2 0‘4 0‘6 O‘B 1‘ : ) -1‘ -0‘8 -O‘B -0‘4 -0‘2 6 02 0‘4 0‘6 O‘B 1‘
(a) Nelder-Mead algoritmus (b) Szimuldlt lehfités

4.4. abra. Az algoritmusok futtatasa soran talalt inverz poélusok. Lathatd, hogy
a Nelder-Mead algoritmus hajlamos elakadni viszonylag magasabb értékl lokalis
minimumban, viszont az adott lokdlis minimumot jol kozeliti. A szimulalt lehtités
képes magasabb célfiiggvény-értékeken atkelni.

A kombindlt algoritmus 1000 filiggetlen futtatdsanak statisztikait az alabbi
tablazat tartalmazza. Az eljaras el6szor két szimulalt lehiitést futtat véletlenszert
kezdopontokbdl, majd a jobb eredményt kezddéértékként felhaszndlva futtatja a
Nelder-Mead algoritmust. Itt kmax = 15, € = 1072, A Nelder-Mead pontossigét
azért csokkentettiik, hogy a célfiiggvény-kiértékelések szama a korabbi méréseknél

tapasztaltakkal kozel azonos legyen.

‘ atlag SZOTas min max
€sase | 0.14048 0.015867 0.12921 0.27348
ksase | 47.487 4.9528 37 89
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Az approximaciés hibak atlagosan alacsonyabbak lettek, valamint a szérasuk
csaknem felére csokkent a tiszta szimulalt lehiitéshez képest, illetve harmadara a
tiszta Nelder-Meadhez képest. A kombinalt algoritmus tehat megbizhatobban taldl
jo kozelitést.

A kombinalt algoritmus

f(z) = (sin(z + 0.9) + 0.6 sin(3z + 1)) %X[—lmm (x € [—15,15])

tesztfeladatra adott eredményeit a 4.5 abra tartalmazza.

(a) k =1, inverz pdlusok (b) k =1, eredmény (¢) k =1, hibafiiggvény
lo hiba: 5.9036, l» hiba: 1.0109

02 R NaY,
04- b /
06- g

\, //

N p
o8- S ER 005
.

(d) k = 4, inverz pélusok (e) k =4, eredmény (f) k = 4, hibafiggvény
ly hiba: 2.3341, I hiba: 0.33473
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(g) k = 8, inverz pdlusok (h) k = 8, eredmény (i) k = 8, hibafiiggvény

l2 hiba: 0.3607, [ hiba: 0.040387

4.5. abra. A kombindlt algoritmus eredménye az f ablakozott trigonometrikus
polinomra. A kozelités a Kautz-rendszerrel torténik az (a,b) paraméterek k db
periédusét véve: (a,b,...,a,b). A hibdk a mintavektorok megfelel normai, az ly-es
v/N-nel normalizdlva, N a mintdk szdma.
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5. fejezet

(")sszefoglalés

A dolgozat megvizsgédlta a szamegyenesrol az egységkorre képzé egyszer racionalis
leképezéseket, majd ezeket felhasznédlva bevezetett egy fiiggvénytranszformaciot.
Ez a transzformacié az egységkoron értelmezett raciondlis fiiggvényekbdl
szamegyenesen értelmezett raciondlis fliggvényt allit eld, valamint megfelelGen
értelmezett skalarszorzatok esetén megérzi az ortogonalitdst mind folytonos, mind
diszkrét esetben.

Ezt a paraméterek beallitasat végzo két optimalizacios eljaras — a Nelder-Mead
algoritmus és a szimulalt lehiités — vizsgalata kovette. Megdllapitast nyert, hogy
az algoritmusok elonyei egyesithetéek, ezaltal jobb approximacios eredmények pro-
dukalhatéak.

Tovabbi megfontolast igényel az approximacios eljaras gyorsitdsa szamegyenesen
értelmezett racionalis FFT algoritmus hasznalataval. Meggondolandé tovabba, hogy
a folytonos egységkoron értelmezett skalarszorzat kozelitésére milyen numerikus in-
tegralasi modszert lehet illetve érdemes hasznalni. Az eredmények alkalmasak le-
hetnek analdg szliré konstrukcidjara, ehhez olyan approximaciés eljarast kell kidol-
gozni, amely adott komplex abszolutértéket és fazist kozelitoé raciondlis fiiggvényt
képes elballitani.

Ezek késobbi kutatasok témajat képezhetik.
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