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Bevezetés

A raciondlis fiiggvények, illetve a raciondlis fiiggvényekbdl all6 rendszerek sze-
rinti Fourier-sorfejtés az utobbi id6kben kdzponti szerephez jutott. Leginkabb az
irdnyitaselméletben és az EKG gorbékkel kapcsolatos kutatasokban talalkozhatunk
veliik. Ezen rendszerek koziil is kiemelkedik az tgynevezett Malmquist-Takenaka
rendszer (MT-rendszer), amely egy nagyon altalanos, ortonorméalt rendszer. Al-
talanossaga igen széles kori alkalmazhatosédgot tesz lehetévé. A komplex fliggvény-
tanban lényeges, hogy egy racionélis fiiggvénynek egy adott tartoményon beliil van-e
poélusa és ha van, akkor hany és hol talalhatoak (példaul: Residuum-tétel). Célunk
tehat olyan numerikus eljarasokat kidolgozni, melyekkel hatékonyan tudjuk a racioné-
lis fliggvények polusait megtalalni. Egy ilyen modszert lathatunk az MT-rendszer
specialis megvalasztasaval [2]-ben.

Jelen dolgozat célja egy hasonléan specidlis rendszer segitségével egy masik polus
keres6 modszer elkészitése, amely megjavitja a fent emlitett cikkben talalhato kon-

vergencia eredményt.

A dolgozat els6 fejezetében roviden osszefoglaljuk a témakorben ismeretes, sza-
munkra sziikséges jeldléseket és eredményeket.

A masodik fejezetben felépitiink egy 1j polus keresési eljarast, majd a harmadik
fejezetben példakkal illusztraljuk ennek miitkodését Gsszehasonlitva [2]-ben bemuta-

tott modszerrel. A fejezet végén a numerikus hibakkal is foglalkozunk.



1. fejezet
Attekintés

Annak érdekében, hogy onmagaban is érthetGek legyenek az aldbbiak, ebben a
fejezetben [1| alapjan véazlatosan attekintjiik a késGbbiekben sziikséges definiciokat,
jeloléseket és eredményeket. A részleteket és a bizonyitasokat mell6zziik, azokat az

érdeklédsk megtalaljak [1]-ben.

1.1. Blaschke-fiiggvények

A kovetkezSkben ismertetett fiiggvények, az un. Blaschke-fliggvények kozponti
szerepet jatszanak mind a mi témankban, mind pedig a jel- és irdnyitas elméletben.

Induljunk ki a kévetkezs jelolésekbél:

D:={2€C:|z| <1}, T:={2€C:|z|=1}, D:={z€C:|z|] <1}.

A fent bevezetett D halmazt diszknek, mig T-t térusznak nevezziik. Rogzitsiink

egy a € C komplex szamot. Ekkor B, : C — C az a paramétert Blaschke-fiiggvény:

zZ—a

B,(2) :

(aeC, z€C).

T 1-az
Az a szam a B, Blaschke-fiiggvény zérushelye, az a-nak az egységkorre vonatkozo
tiikorképe a* := 1/a pedig B, polusa. Speciélisan, ha az a paramétert a D diszkbd6l

vessziik akkor D-beli z-kre B,(z) € D, mig ha a € T, akkor barmely z € T-re
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B,(z) € T. Az is konnyen belathato, hogy a B, Blaschke-fiiggvény inverze B_,, azaz
Bu(B-a(2)) = B-a(Bu(2)) == (: €D,aeD).

Belathato, hogy a € D esetén B, : D — D, illetve B, : T — T leképezések bijekciok,
melyeknek az inverzeik:

B;'=DB_, (aeD). (1.1)

a

1.1.1. Blaschke-fiiggvények a téruszon

A Blaschke-fiiggvények a téruszon explicit alakban kifejezhetGek. Mivel a € D
esetén B, : T — T leképezés egy bijekcio, igy minden z = e € T esetén létezik
B,(z) = €a® (¢t € R) elsallitas, ahol 3, : R — R tipust fiiggvény. Erre explicit
formulat lehet adni. Irjuk fl az a € D paramétert a = re'® (r € [0,1),a € [~7, 7))

alakban. Jeldlje s := 7 € (0, 00) és legyen 7, : (—7,7) — R a kovetkezd fiiggvény:

1—r

v(t) := 2 - arctan (s - tan (%)).

Terjessziik ki v, fiiggvényt R-re a kovetkez6 képpen:
Vs(—=m) = —m, ys(m) =7, ys(t+ 2m) :=,(t) + 21 (t € R).

Ezzel a kiterjesztéssel egy szigortian monoton novs (tehat invertalhato), és differen-
cialhato fiiggvényt kapunk, melynek derivaltja a Poisson-féle magfiiggvény:

B 1—r?
1 —2rcos(t) + 12

() — B.(1).

Ezen jelolések mellett a Blaschke fiiggvény a T toruszon a kovetkez6 alakban allithato
eld:

By(e') = ¢ifa®) = gilvs(i=a)ta), (1.2)

A Blaschke fiiggvények mellett egy masik fiiggvénycsaldd is fontos szerepet jat-
szik a kovetkezSkben. Ehhez is rogzitsiink egy a € D paramétert és vezessiik be a
kovetkezs R, : D — C fiiggvényt:

R.(z) :== —“1_‘61’2.

1—az
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Ekkor a T toruszon az R, fiiggvény kifejezhetd
Ry(e") = R.(e""") (t €R)

alakban, ahol R, polarkoordinatai kifejezhetk a v, fliggvény és a Poisson-féle mag-

fiiggvény segitségével. A korabbi jelolések mellett:

P,(e) = PY2(t)e!=(0=8/2 (¢ ¢ R). (1.3)

1.1.2. Hiperbolikus metrika

A D-beli komplex szamok kozott egy 1) tavolsdg fogalmat fogunk bevezetni.
Legyen o : D x D — [0,1) a kovetkezd fiiggvény:

. 121 - Z2|

0(z1, 29) : = |B,,(#1)| (21,22 €D). (1.4)

1=z
Az igy definialt o fiiggvény valéban eleget tesz a metrikidval szemben tamasztott
kovetelményeinknek, tovabba z, € D, valamint B,, : D — D bijektivitasa miatt
B.,(z1) € D, kovetkezés képpen o(z1,22) < 1 (21,20 € D). Az is belathato, hogy a

B, (a € D) izometridk a ¢ metrikéra nézve, azaz

0(Ba(21), Ba(22)) = 0(21,22) (a €D, 21,2, € D).

1.2. Malmquist-Takenaka rendszerek

Fourier-sorfejtéshez sziikségiink van ortogonalis rendszerekre, az ortogonalis rend-

szerekhez viszont skalaris szorzatra. Legyen

(F,G) = % /_ " PGty dt (F.G e HY(T)), (1.5)

ahol H?(T) Hardy-tér. Raadasul (H?*(T), (,)) Hilbert-tér.

Jelolje M a D-n analitikus valodi racionalis fiiggvények algebrajat. Legyen:

Az % (0 < k € N) fiiggvényeket JR-beli elemi racionalis fiiggvényeknek nevezziik,

tovabba ezen fiiggvények generaljak R-et, azaz

R = span{r¥: 0< ke N}



1.2. Malmquist-Takenaka rendszerek d

Az rfnak az a* = 1/a hely k-szoros multiplicitast polusa. Egy mésik lehetséges
generator-fiiggvényrendszer:

Zlc

qa7klzm (ZEE,CLG]D\{O}, l{'GN)

Ekkor ugyanis a € D\ {0} és 0 < n € N esetén
span{r® : k=1,2,...,n} = span{qar : k =0,1,...,n — 1},

illetve

R = span{qa.r:a €D, ke N} (1.6)

Jeloljon a= (a,, n € N) (a, € D, n € N) egy diszkbeli sorozatot. Az a, tag
multiplicitasan azt az m,, szdmot értjiik, ahanyszor eléfordult addig a sorozatban,

vagyis

My, = Z 1. (1.7)

j=0, aj=an
Legyen a= (a, € D, n € N) és legyen (m,, n € N) az a sorozat multiplicita-
sainak a sorozata. Kiindulva a

my—1

a z ™
qn(Z) = qan,mn—l(z) = m (Z < D, n e N) (18)

racionalis fliggvényekbdl az (1.5) skalaris szorzat segitségével és a Gram-Schmidt-féle
ortogonalizécids eljarassal tudunk ortonormalt rendszereket késziteni. Az igy kapott

ortonormalt rendszereket nevezzilk Malmquist-Takenaka rendszernek (tovabbi-

akban MT-rendszer). Jelolje
M2 = span{qs : k=0,..,n—1}, R*:= U R
n=0

aq} (k=0,..,n—1) fliggvények altal kifeszitett alteret, illetve az a paramétertsl
fiiggs alterét R-nek.
Az a paramétertdl fiigg6 MT-rendszer n-edik tagja folirhato

1 — |an|? i
@a = @ = . —
n(2) n(2) 1—a,z H 1 —agz
k=0
n—1 o
= Ro,(2) [[ Ba(2) (€D, neN) (1.9)

k=0
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alakban. A Gram-Schmidt-féle ortogonalizicié6 nem valtoztatja meg a generalt al-

teret, azaz
span{®% : j=0,..,n—1} =span{qf: j=0,..,n—1} =R, (neN).

1. Allitas. Legyen a= (a, € D, n € N) egy diszkbeli sorozat. Ekkor (1.9) MT-

rendszer az (1.5) skaldris szorzatra nézve ortonormdlt rendszer, azaz
(O, @) = 6y (m,m € N).
Igaz tovabba a kovetkezd

1. Lemma. Legyen f:D — C, f € A(D), f € C(D), azaz legyen f egqy a diszken

analitikus, lezdrtjdn folytonos fligguény. Ekkor

f(mn—l)(an)

(f,q2) = L),
(m, —1)!

1. Megjegyzés. Az (1.5) skaldris szorzat T-n értelmezett figguényekre van defini-

dlva. Egyszerd meggondoldssal tudunk ortonormdlt rendszert szerkezteni az rT =

{z € C: |z| =r} kioron. Részleteket ldsd [1]-ben.

2. Megjegyzés. ag = 0 esetén terjessziik ki a (P2, n € N) rendszert negativ n-ekre

a kovetkezd képpen:

02, (e") i= D(e”)  (t € [-m,m)).
Az igy kiterjesztett rendszerre

2. Allitas. A (92, n € Z) MT-rendszer pontosan akkor teljes az L*(D) fiigguényosz-

talyon, ha az MT-rendszert elddllito a sorozatra teljesiil, hogy

o0

> (1= an]) = 0. (1.10)

n=0

1.3. MT-Fourier-sorfejtés

Ha mar van egy Hilbert-teriink, és egy teljes ortonormalt rendszeriink, akkor
bevezethetjiik a Fourier-sorfejtés fogalmat. Induljunk ki ehhez egy F' € H*(D)
fiiggvénybdl és egy a= (a, € D, n € N) diszkbeli sorozatbol.
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1. Definici6. Az F € H*(D) n-edik a paraméteri MT-Fourier-egyiitthatdja
Fo(n) = (F,0%) (n€N),

MT-Fourier sora

S°F =Y F*(k)f,
k=0
mig az n-edik MT-Fourier részletosszege

n—1
SSF =Y Fk)®¢ (n€N),

k=0
1.4. Diszkrét MT-rendszerek

Ahhoz, hogy a Fourier sorokat numerikusan kezelni tudjuk, elengedhetetlen, hogy
a Fourier-egyiitthatok szamitasanal az integralo formulat le tudjuk cserélni egy véges
osszegre. Induljunk ki egy rogzitett a= (a, € D, n € N) diszkbeli sorozatbol, egy
rogzitett (o € T komplex szambdl és egy szintén rogzitett n € N szambol. Jelolje az

elsé n Blaschke-fiiggvény szorzatat

An(z) = 1:[ B, (2) (z€D)
és keressiik az
An(z) = An() (1.11)

nemlinedris egyenlet megoldasait. Belathatd, hogy ennek van pontosan n darab

paronként kiilonb6z6 T-beli megoldasa, azaz a megoldasok
Ck:e”"’ (k:(),,n—l)

alakiak. Célunk tehat -k meghatarozasa. Az A, fiiggvény a peremen (Blaschke-

fiilggvények a toruszon):

n—1
An(eit) _ H eiﬂak(t) _ 61‘26%(15) —. eien(t) (t e R),
k=0

ahol tehéat

0, (t) = i: Ba(t) (t€R).

Itt B, az (1.2) egyenl6ségben szerepl6 fiiggvény, vagyis B, = 7s, (t — o) + ), ahol

147y

4 = 7. - ik —
tehat a, = ry - €'%%, s e
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3. Megjegyzés. Itt 0, figguény n darab szigorian monoton névd folytonos fiigg-
vény pontonkénti dsszege, kévetkezésképpen 0, is szigorian monoton névd folytonos

(azaz invertdlhatd) figguény.

Mivel ¢y € T, igy egyértelmien létezik 79 € [—m, m) szam, melyre €™ = (.

Legyen 75, € [19, 70 + 27) az a szam, melyre
On(m) = 0n(10) + 20k (k=0,....,n—1).
Az igy kapott 7, megoldasok paronként kiilonbo6zGek. Ezen 7, megoldasokkal képzett
Goi=e™eT (k=0,...,n—1)

komplex szamok kielégitik az (1.11) egyenletet s6t ezen (j-kon kiviil nincs is més
megoldéasa az egyenletnek. Ezen pontok segitségével tudjuk bevezetni a diszkretizalt

MT-rendszereket. Legyen

T2 :={CeT: A2(()=A2(()}={¢=¢™: k=0,..,n—1},

és vezessiuk be a kovetkezd diszkrét skalaris szorzatot:
[F, G2 = [F,Gl, = Y F(O)G(()(C), (1.12)

ahol o2 jeloli a kovetkez6 sulyfiiggvényt:

1

n—1
k=0 PTk (t - ak)

A(e") == on(e") = (ax =11 - €%, t € [=m,7)).

Belathato, hogy az igy elGallitott alappontokban a diszkrét skalaris szorzatra

nézve az MT-rendszerek egy véges ortonormalt rendszert alkotnak. Nevezetesen

3. Allitas. Legyen (Pf: k=0,...,n—1) egy véges rendszer. Ekkor ez a rendszer

az (1.12) diszkrét skaldris szorzatra nézve ortonormdlt rendszert alkot, azaz
[ g,@f’]g:(skl (k,le,n—l)

Legyen
Fra :={F: F:T5 = C}
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a T? halmaz pontjaiban értelmezett diszkrét fiiggvények osztalya. A T2 pontjaira

lesztikitett @ (k =0,...,n — 1) fiiggvények rendszere kifesziti Fra teret, azaz
span{®y|ra : k=0,...,n — 1} = Fra,

ezért barmely F' : T2 — C fiiggvény esetén létezik A\, € C (k = 0,....,.n — 1)
egyiitthatok, melyekkel

PO = ST MG (CeT2). (1.13)

S6t (1.10) teljesiilése esetén a (P : k = 0,...,n — 1) rendszer teljes, ezért ekkor
(1.13) elsallitas egyértelmd. Itt (&2 : k =0, ...,n— 1) rendszer ortogonalitdsa miatt
a A\, egyiitthatokra

e = [F, @32 (k=0,...,n—1). (1.14)

Az eddigiek lehetGséget adnak a kovetkezd fogalmak bevezetésére:

2. Definicié. Az (1.14) alaki \, € C (k= 0,...,n—1) egyiitthatékat az F : T — C
fugguény k-adik diszkrét M'T-Fourier-egyiitthatdjinak, az

n—1
5= S [F, 02 o
k=0
alaki sort ' diszkrét MT-Fourier sordnak, az

j—1

SIF = [F, o2 @ (j=0,...,n—1)
k=0

pedig ' j-edik diszkrét M'T-Fourier részletdosszegének nevezziik.
Ekkor a kévetkezo allitas érvényes:

4. Allitas. Legyen F : T — C. Ekkor S*F interpoldlja F-et T, halmaz pontjaiban,

azaz
S*F(C) = F(¢) (CeTy).

F € R% esetén a diszkrét MT-Fourier sor eld is dllitja a figgvényt, vagyis
S°F(z)=F(z) (ze€D).

Az R? fugguényosztilyon az (1.5) folytonos és az (1.12) diszkrét skaldris szorzatok

megegyeznek, azaz

(F,G) =[F,G]? (F,GeR>).
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1.4.1. Specialis diszkrét MT-rendszer

Az 1.4 fejezetnek megfelelGen nézziik meg, hogy az a= (a,b,a,b,...) specialis
sorozat altal generalt MT-rendszereket hogyan tudjuk diszkretizalni. A jellések
ugyanazok. Kapjuk tehat, hogy n = 2k esetén

Agp(2) = (Ba(z))k(Bb(z))k, A%(e“) — ok(Ba(®)+5p(1) —. eiezk(t)’

ahol tehat
Oar(t) = k(Ba(t) + Ba(t)).

Az
Agk(z) = Agk(go), azaz a (115)

(Ba(2)*(By(2))" = (Ba(G0))* (By(C0))"

nem linearis egyenlet megoldésai legyenek ¢; (I =0, ...,2k — 1) és a beldliik készitett
alappontrendszer To, := {( € T : Agk(2) = Aak(¢0)}- A 09 : T — C,

02(C) : (CeT), ahol

B 1
a KQk(Cv C)
Ko(C,C) = k(P (t — a0) + Poy(t — ), ahol

10

a=r.e%, b=re (ra,mp € [0,1), ag,p € [—7,T))

silyfiiggvény segitségével bevezetett

[F,Glak == > F(QG(¢)om(C) =

(€T

o 1
— Z FK)G(OI{:(B-Q@ —g) + P, (t —ap))

diszkrét skalaris szorzatra nézve a K; (I =0, ...,2k — 1) rendszer egy véges ortonor-

mélt rendszer, azaz
(K, Kjlow = 6 (L,j=0,....2k —1).

Tovabbéa a 1.4 fejezetben leirtak itt is ugyanugy érvényesek, vagyis ugyanigy
be tudjuk vezetni a 2k alappontra tamaszkodo6 diszkrét MT-Fourier-egyiitthatok és

MT-Fourier sor fogalmat.



2. fejezet

Laguerre-rendszer, Kautz-rendszer

2.1. Laguerre-rendszer

Az a= (a, € D, n € N) sorozat specilis megvélasztasaval az (1.9) alapjan
generalhatunk kiilonb6z6 MT-rendszereket. Els6ként legyen a:= (b,b,b,...) (b € D)
konstans sorozat. Ekkor az ennek megfelel6 MT-rendszer (1.9) alapjan

\/1—|b|2(z—b>n
P2(2) = L, p(2) := — — =
n(2) +(2) 1—bz \1-0z
= Ry(2)(By(2))" (2€D, beD, neN).

Ebben a specialis esetben az ehhez a rendszerhez tartoz6 M'T-Fourier-egyiitthatokat
nevezziik Laguerre-Fourier egyiitthatoknak is.

Legyen f € R, és jelolje ay, as, ..., ay € D az f paronként kiilénb6z6 inverz-
polusait (azaz a polusoknak a toruszra vonatkoztatott tiikorképeit). Legyen tovabba
m; az a; multiplicitdsa (i = 1,...,N). Osszuk 6] a D halmazt tartomanyokra a

hiperbolikus tavolsag segitségével a kovetkezd képpen:

Di:={z€D: p(z,a)>max{o(z,a;): i#j=1,.,N}} (2.1)
D() = UDJ

Vagyis a D; tartoméany azon D-beli pontokat tartalmazza, amelyek az 6sszes inverz
polus koziil az i-ediktél vannak dominansan a legtavolabb. A Dy halmazban pont
azok a pontok nincsenek benne, amelyek két tartomany hatéran fekszenek, azaz

amely pontok esetén Ik, 1 € {1,2,... N}, k#1: o(z,a;r) = o(z, ;).

11
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Schipp Ferenc és Alexandros Soumelidis [2]-ben belattak, hogy ha a b paraméter
az 1-edik tartoményba esik, akkor az f € R fiiggvény szomszédos Laguerre-Fourier
egylitthatoinak hanyadosanak konjugaltja By(a;)-hez tart. Innen pedig a Blaschke-
fiiggvény inverzképletét folhasznalva (lasd: (1.1)) modszert kapunk a polusok megha-

tarozasara. Nevezetesen

<Ln+1,b7 f>
<Ln,b7 f)

A konvergencia sebességét is meghataroztak a szerz&k. Nevezetesen, ha

lim B_b(

n—oo

):ai (feR, i=1,...N).

b
qi(b)>max{%: i#kzl,...,N}, és be D,

akkor

(Lnt1p, f) O((q:(b))"), ha m;=1

T ) )| =

Ap(b) = ‘ (2.2)

O(l), ha ml>1

n

Ha azonban D; = (), akkor az a; inverz-polust nem tudjuk igy megtalalni. Kérdés,
hogy lehet-e egyaltalan ilyen eset. A kovetkez6kben ezt a kérdést jarjuk koriil és

mutatunk példat olyan esetre, amikor az egyik tartomany iires.

2.1.1. Laguerre-Tartomanyok

Vezessiik be az a; és a; (1,5 € {1,..,N}, i # j) inverz-polusok hiperbolikus
felez6merdélegeseit, vagyis azon pontok halmazat, melyeknek az a; és a; inverz-

polusoktol vett hiperbolikus tavolsaguk megegyezik.
3. Definicid. Legyen
eij:={z€D:o(z,a;) = 0(2,a;)} ((#j=1,..,N).
4. Megjegyzés. Természetesen a; és a; inverzpolusok hiperbolikus felezdmerdlegesére
ej=¢€j; (#j=1.,N).

Az e; j hiperbolikus felezdmerdleges két részre osztja D-t. Vezessiik be a kévetkezd

tartomanyokat:



2.1. Laguerre-rendszer 13

4. Definici6é. Legyen
Al ={zeD:o(z,a;) > 0(2,a5)} (i#j=1,..,N)

tartomdny az e;; hiperbolikus felezdmerdleges dltal kettészelt D azon része, amely
nem tartalmazza a;-t. A% pedig az e; ; dltal kettéosztott D a; inverz-pélust nem tar-

talmazo része.

Erre lathatunk példat az alabbi dbran:

2.1. 4bra. A kettészelt diszk

Ekkor a D; tartomény ezen A{ tartoméanyok j-szerinti metszeteként all el6, vagyis

N
D= () AL
j=1,57

Tegyiik fel, hogy van 3 olyan inverz-polus, amelyek egy (euklideszi) egyenesen
vannak. Ekkor biztosan lesz iires tartomany. Tegyiik fel, hogy az aq, as, asz inverz-
polusok ilyenek. Feltehetjiik, hogy az as inverz-polust kozrefogja az ay és az inverz-
polus. Ekkor az e; o hiperbolikus felezGmerdleges az ay inverz-polus egyik oldalan,
mig e 3 hiperbolikus felez6merdleges az as inverz-polus masik oldalan fut, ezért
e12Ness =0, tovabba A} és A3 definicioja miatt Dy = A} N A3 = 0. Erre lathatunk

most példat:
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1. PELDA. Vegyiik példdul azt az esetet, amikor
ap = —0.5 as = —0.2 as = 0.8.

Ekkor Dy = 0, de Dy # 0, D3 # 0. A Dy és D5 tartomdnyokat éppen az ey

hiperbolikus felezomerdleges vdlasztja el eqgymdstol. Ezt lathatjuk a 2.2 dbran.

2,3

2.2. dbra. Egyik hiperbolikus felez6meréleges sem metszi a masikat

A kovetkezd példaban azt szemléltetjiik, hogyan tinik el egy tartomany.

2. PELDA. Régzitsiink két inverz-polust:

I 1. 1 1
ap ‘= —§—§Z, as 3:§—§Z,

a harmadik inverz-pdlus helyzetét pedig vdltoztassuk a képzetes-tengely mentén. Az
a1, ay inverz-polusok elhelyezkedése miatt ey o hiperbolikus felezdmerdleges a képzetes-
tengely, az ea 3 hiperbolikus felezdmerdleges pedig az ey 3 hiperbolikus felezdmerdleges
képzetes tengelyre vonatkozo tikiérképe. A lentebb ldthato 2.5 dbra eqy képsorozat,
melynek elsd oszlopdban az inverz-pdlusok ldthatok, mdsodik oszlopdban az ey 3 hiper-
bolikus felezdmerdleges, mig a harmadik oszlopdban a hdarom inverz-polus dltal megha-
tdrozott tartomdnyok. Jol ldthato, hogy as vdltoztatdsdval hogyan vdltozik e; 3 €s
a tartomdnyok. Eldszor a csékkentés hatdsdra az ey M ey s metszéspont egyre lej-

jebb keril, mignem az 5. sorban mdr nincs is metszéspont és megsziinik az eqyik
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tartomdny. Ekkor az inverz-polusok eqy euklideszi egyenesen vannak. Ha tovdbb
csokkentjik as-at, akkor ismét megjelenik az eltind tartomdny, mert ismét van met-

széspontja e o-nek €s ey 3-nak.

2.3. abra.
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Célunk a tovabbiakban egy masik speciilis rendszerbdl kiindulva a Laguerre-

modszerhez hasonlo, inverz-polus keresé modszert kidolgozni.

2.2. Kautz-rendszer
Legyen a:= (a, € D, n € N), melyre
agg :=a €D, ¢és agr:=beD (keN).

Ez is egy igen specialis sorozat. Az indexelés miatt irjuk is ki a sorozat els6 néhany

tagjat, hogy a kovetkezé megéllapitasok jobban lathatoak legyenek:
ag=a, ap=>b, as=a, az=0>b, ay=a, as=>,
Jol lathato, hogy ennek a sorozatnak a multiplicitas sorozata (1.7) szerint
mor = k+1, mig mop =k + 1. (2.3)

Az igy definialt a sorozat altal generalt MT-rendszer (1.9) értelmében:

Kaer(2) 1= B, (2) = M( oo )( o0 ) = Ry(2) (Bal2)H (By(),

1—-bz \1l—az 1—bz
om0 = YT (20 (D) e o

Mi csak az n = 2k esettel fogunk foglalkozni. Figyelembe véve a (2.3) egyenlGség-
ben szerepld mor, = k + 1 multiplicitast, a sorozat specialis alakjat, (1.8) folirasat és
1 lemmat, kapjuk hogy

P L 0 5
(o) = () = T2 (f e AD), £ e D). 24)

Mivel (1.6) szerint R-et a g, fliggvények generaljak, ezért barmely QR-beli
tiiggvény folirhato g, -k véges linearis kombinaciojaként, azaz

N €C (i=0,...,mj —1, Xjm—1 # 0), melyekkel

mj;—1 m;—1

:Z/\j’i'qaj Z}\jz aZH'l (ZG@).
1=0



2.2. Kautz-rendszer 17

Itt R; egy olyan raciondlis fiiggvény, melynek az a; € D mj-szeres inverz-polusa
(azaz 1/a; mj-szeres polusa). Ilyen R; fliggvények Osszegeként irhatok £l az R-beli

fiiggvények, azaz barmely f € R esetén IN € N, R, (j =1,...,N), melyekre

@:Zm@(mm.

Vezessiik be a D x D kovetkezs felosztasat:
5. Definicié. A D x D i-edik tartomdnya legyen
D, = {(21,22) eEDxD: o(z1,a:)0(z2,a;) > 7£max {Q(21,(Z])Q(22,a]‘)}}.

-----

1. Tétel. Tegyiik fil, hogy az f € R fiigguényre

N
f = Z)\] * a;,05
7=1

vagyis f inverz-polusai egyszeresek. Ha (a,b) € D; és \; # 0, akkor

. KZ k+1)>
tin (CRE27) = BBt
Bizonyitas:
(2.4) egyenlség miatt
N N
(Ko, f Z N Kok, gaj0) = > NKaw(a;) =Y NjRa(a;)(Ba(ay))* (By(ay))* =
j=1 j=1
N k
— — B,(a;)By(a;
= (Ba(ai)Bb(ai))k )\iRa(ai)+ )\jRa(aj) M = (Ba(ai)Bb(ai))k-ek.
i Ba(ai)Bb(ai)
Itt (a,b) € D; miatt
‘Ba(aj)Bb(aj) _ oa,a5)0(baj)
By(ai)By(ai) | o(a,a;)o(b,ai) ~

vagyis lim e, = \; Ry (a;). Ugyanezt félirva Ky y1)-re:

(Kager), [) = (Ba(ai) By(a:)"*" - egq1.

Vagyis
lim (Kogern), f) ) Lag=ra _
k—o0 <K2k, k%oo Bb al ) Ek
= By(a;)By(a;) hm ( ) o(a;)By(a;),

mivel lim (g 1) = A\ Rq(a;) # 0. [
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5. Megjegyzés. i) A konvergencia sebessége:

(Kagkt1), f)

i = Ko, f)

Bu(as) Bu(as) - \ — O(dh).

ahol

oo e (52505}

it) A tétel igaz marad akkor is, ha [ pdlusai nem csak egyszeresek. Ebben az

esetben bejonnek Koy, derivdltjai. Az i-edik derivdltra a kévetkezd rekurziv 6sszefiiggés

adhato: '
. ¢ k
K = ; Koo hol
2%k ;V,Z(J 2(k—1), QNo
Yoo=1, v, =0 (hal>i vagy |l <0), (2.5)
Yit11 = aaYig + Vi + U(BaBy 4+ BBa)vig-1 (1=10,...,i+1).

Itt B, és By jelili B, és By fiigguények derivdltjat, vagyis

5(1 = B(Ip Bb = B;

2.2.1. Kautz-tartomanyok
Ugy, ahogy a Laguerre-tartomanyok esetében, itt is vezessiik be a kovetkezs

fogalmakat.

6. Definicidé. Legyen e:j a D; és D; tartomdnyokat elvdlaszto D x D-beli pontok

halmaza, vagyis
;= 1{(21,22) €D XD o(21,a:)0(22, a:) = 0(21,a5)0(22,a5)} (i #j=1,..,N).

6. Megjegyzés. Ha z1 € e, €s 29 € €;, vagyis o(z1,a;) = 0(z1,a;) és 0(z1,a;) =
o(z1,aj), akkor
Q(Zb ai)Q(ZZ: Cli) = Q(Zb @j)Q(Zm aj),

X . X
azaz ebben az esetben (z1, 22) € e ;. Eszerint (e;; X e;5) C ;.

Sziikségiink van a kdvetkezd tartomanyokra is:
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7. Definicié. Legyen .Ag az ezj daltal kettészelt D x D azon része, amely nem tartal-

mazza az (a;,a;) pdrost, vagyis
A{ = {(21,22) € DX D: 0(21,a:)0(22,a5) > 0(21,05)0(22,05)} (i #j=1,...N).

Ekkor a D; tartoméany ezen .Ag tartoméanyok j-szerinti metszeteként all el§, vagyis

N

j=1,j#i
Ahhoz, hogy a Kautz-tartomanyokat abrazolni tudjuk, meg kell kétniink az egyik
valtozot. Vagy gy, hogy a mésik valtozonak valamilyen fiiggvénye legyen, vagy gy,

hogy konstansnak valasztjuk. Rogzitsiik le b-t és nézziink erre az esetre példat:
3. PELDA. Legyenek
a1 :=02406¢ ay:=-07—-0.31 a3:=08—-0.1¢

és legyen rendre b := —0.84+0.1¢, b := —0.640.17, b := —0.840.17. Ekkor a kovetkezd
Kautz-tartomdnyokat kapjuk (2.4 dbra, 2.5 dbra, 2.6 dbra):

Kautz

[l

2.4. dbra. b=-0.8 + 0.1i
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Irn

2.5. 4bra. b=-0.6 + 0.11

Kautz

Ik

2.6. 4bra. b=-0.4 + 0.11

Mind a hdrom példdban 3 tartomdnyra bomlik a diszk, vagyis nincsen tres tar-
tomdny. Jol ldthatd, hogy b megudlasztisdtdl erdsen fiigg a tartomdnyok mérete (és
persze darabszdma is). Ha b-t nem megfelelden vdlasztjuk, az eqyik tartomdny eltinik
€s a diszknek csak két tartomdnya lesz. Ebben az esetben az eqyik inverz-polust nem

fogjuk tudni megtaldlni (amelyikhez tartozo tartomdny iires).
4. PELDA. Legyenek
ay = —0.5 ag ‘= —0.2 as ‘= 0.8.

Lattuk, hogy ebben az esetben a Laguerre-tartomdnyok kozil az eqyik tres. Ebben az

esetben a Laguerre-tartomdnyok (2.7 dbra):
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Laguerrs

Irn

2.7. 4bra. Eltiin6 Laguerre-tartomany

Méqg ekkor is tudunk olyan b € D-t vdlasztani, hogy a Kautz-tartomdynok kézil
eqyik se tinjon el. Legyen ugyanis b := 0.65+ 0.1i. Ekkor a Kautz-tartomdnyok (2.8

dbra):

Kautz

Im

2.8. dbra. Kautz-tartomanyok



3. fejezet

Alkalmazas

3.1. Polinom gytkkeresés

Ebben a fejezetben nézziink egy alkalmazast az eddigiekhez! Induljunk ki egy

n

P(z):=Y 2" €Pu(C) ( €C (k=0,...n), 2€C, ¢, #0)

k=0

polinombol, melynek derivaltja
P'(2) = Zk‘ et ePui(C) (y€C (k=1,..,n), 2€C, ¢, #0).
k=1
Ekkor % € R, melynek polusai éppen P gydkei, igy egy alkalmazas lehet a P poli-
nom gyokeinek a meghatarozasa a korabban leirt modszerek valamelyikével. Jelolje

ap (k=1,...,n) P my-szoros gyokeit, azaz

Ekkor az

racionalis fliggvénynek az a} polusai egyszeresek. Akir a [2]-ben leirt, akar az itt
leirt algoritmust akarjuk haszndlni, el kell érniink, hogy % inverz-poélusai D-n beliil

legyenek, ugyanis ezeket talalja meg a mddszer. Az inverz-pélusra
1
ap € D= ap = — ¢ D, ahol tehat P(a;) =0 (k=1,...,n).
Qg

Ezt elérjiik, ha eltranszformaljuk a P polinomot. A polinomok gyokeire igaz a

kovetkezd becslés:

22
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5. Allitas. Legyen Q € P,(C),
Q(2) =) bz*€P, (b €C (k=0,..,n), z€C, b, #0, by # 0).
k=0

Legyenek a z, € C szamok (k = 1,...,n) a Q polinom gyokei. Vegyik az r és R
szdmokat:

X 1 . . maX{|bn—l|7|bn|7“'7|bO‘}
e A R b4 '

[bo]

Ekkor:

r<l|zl <R (k=1,..n).

Kiemelendd, hogy az el6z¢ allitds csak akkor igaz, ha van nem 0 konstans tag,
azaz a 0 mar nem gyoke a polinomnak. Ki kell tehat emelniink a 0-hoz tartozo
gyoktényezt ahanyszor csak lehet. Ezutan mar tudjuk alkalmazni az iménti becslést.

Igaz tovabbéa, hogy
6. Allitas. Legyenek a
PV =3 "t € Pu(C) (b €C, (k=0,...n), b, =1)
k=0
1-féegyiitthatos polinomnak a gydkei: zq, ..., z,. Ekkor az a P2(1) € Pn(C) polinom,
melynek gyokei: az, ..., az, folirhato
P (z)=>"a"F bt (b eC (k=0,..,n), 2€C, by=1, a>0).

k=0

alakban.

Mivel

Vr>03Jda>0: 1<a-r (<alzl),

igy egy ilyen a-t valasztva és ezzel elkészitve a "folfajt" P2(1) polinomot, Pél)—nek

minden 2y, pV gyokére teljesiil, hogy
‘thQ(l)‘ > 1, azaz 2 Pl gD (k=1,..,n).

Tehat miutan elértiik, hogy a P polinomunknak a 0 ne legyen gyoke és fGegyiitt-

hatora normaltuk, akkor pl.: a := w valasztassal elkészithetjiik azt a

P(z) = Za"‘kckzk (c, eC (k=0,..,n), 2z€C, ¢, =1, a>0)
k=0
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polinomot, melynek mar nincs gyoke D-ben, azaz minden a; (k = 1,...,n) inverz-
polusa mar D-ben van, igy alkalmazhatjuk a font leirt inverz-po6lus keresé mod-
szereket.

A (2.2) segitségével fel tudjuk térképezni a D diszket konvergencia szempontjabol.
5. PELDA. Tegyiik fol, hogy a
P(z):=2"+4 (z€C)

polinomra akarjuk futtatni az [2[-ben leirt algoritmust (tovabbiakban Laguerre-mddszer)

és azt vizsgaljuk, hogy milyen b € D paraméterre milyen gyorsan konvergdl. P gyokei:

1- 1- , Ly e
30, —gi. Készitsink egy

21, —2i, azaz inverz-pdlusai, amiket az algoritmus keres: 5

f:D —0,1] figguényt, amely megmondja, hogy egy adott b € D paraméterd ponthoz
mekkora konvergencia sebesség tartozik. Esetinkben
0(=0.5i,b) __ [B—_o.5i(b)] ; _ ;
1) = 05 = Bt ha 0(0.54,b) > o(—0.54,b)

(0.56,) __ |Bo.5:(b)| ; )
@?—0.51‘,17) o |B_00i55i(b)|’ ha  o(=0.50,b) > (0.5, ).

Ekkor a kovetkezd konvergencia térképet kapjuk:

I

3.1. abra. P(z) = 2% + 4 konvergencia térképe. Inverz polusok: %i, —%i, a

lehet6 legnagyobb konvergencia sebesség: 0.
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Jol ldthato, hogy a diszk két tartomdnyra bomlik. Ha a b € D paraméter a diszk
folsd részében helyezkedik el, akkor a b-hez tartozo Laguerre-mddszer a —%z‘ Inverz-
polushoz konvergdl, mig ha a diszk also részében helyezkedik el, akkor a hozzd tartozo
Laguerre-mdodszer az %z inverz-polushoz konvergdl. A képen az is ldthatd, hogy az
inverz-polus kizelében lesz gyors a konvergencia (kék) (pl.: b := %i—bo”l inditva eqy
lépésben dtugrik a —%z’-be}. Jol lathato az is, hogy a kél tartomdny hatdrdn, valamint
a torusz kozelében a konvergencia sebessége 1, tehdt ezen pontokban a mddszerink

nem konvergdl. Ebben a példdaban tehdt a lehetd legnagyobb konvergencia sebesség 0.

7. Megjegyzés. A konvergencia sebességén azt a q € [0,1] szdmot értjik, amire

rogzitelt b € D; esetén

L <Ln+1,b7f>
Ao =T R

Vagyis q minél kisebb, a konvergencia anndl gyorsabb.

— By(a;)| = O(q").

6. PELDA. Legyen most

P(z):=224+22+42+8 (2€C).

Ekkor P gyékei: 20, —2i, —2, azaz inverz-pdlusai: i, —1ii, —%, konvergencia térké-

2 2
pe pedig (3.2) dbra:

Itt is jol lathatok a tartomdnyok. Itt mar sokkal szikebb a jol konvergdlo in-
dulopontok halmaza, illetve a lehetd legjobb konvergencia is mdr csak 0.5664. Fzt

kérilbelil a —0.3 £ 0.3i-ben veszi fel.

7. PELDA. Nézziink meg eqy négy polussal rendelkezd példdt is. Legyen ehhez

P(z):=2*-16 (z€C).

1. 1, 1

Ennek gyokei: 21, —2i, 2, =2, mig inverz-pdlusai: 51, —3i, 3, —%. Ekkor a konver-

gencia térkép (3.3 dbra):

Itt is gyonydrien ldathaté a négy darab tartomdny.
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3.2. abra. P(z) = z° + 22% 4+ 4z + 8 konvergencia térképe. Inverz pélusok: i,

—3i, —3, legnagyobb konvergencia sebesség: 0.5664.

08k .......... :

OBk ; EEEEH HHEE AR

0.2

Im
(]

02r

o4fF--

DB : : : HE

PV R - L —

3.3. dbra. P(z) = z* — 16 konvergencia térképe. Inverz poélusok: 1i, —3i,

—%, legnagyobb konvergencia sebesség: 0.8289.

Most nézziik meg a modszer futasat ezekben az esetekben!
8. PELDA. Induljunk ki ismét a

P(z):=2*4+4 (2€C)

1
29

polinombdl és inditsuk el a Laguerre-mddszert a b = 0.05 + 0.45¢ pontbsl. A 3.1
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abra konvergencia térképébdl latszik, hogy innen inditva nagyon jol fog konvergdlna.
Valoban, 10 idterdcio utdan a megdllds: 0.000000066206453 — 0.500000052612708¢,
ami kivdlonak mondhatd, hiszen a hiba: 0.8455799441 - 1077, Az is jol ldthatd, hogy
lényegében egybdl beugrik a —3i-be (3.4 dbra):

irverz-pdlusok sorozata

3.4. abra. P(z) = z*+4. A mo6dszert a b=0.05+0.45i pontb6l inditva 10 itera-
ciét végrehajtva, az inverz-po6lusok sorozata. A konvergencia sebessége:

0.1174518003.

Nézziink egy olyan esetet is, amikor a konvergencia lassi.

9. PELDA. Legyen a P polinom ugyanaz, mint az elébb, de most a Laguerre-mddszert
iditsuk o b = 0.8 + 0.37 pontbol. Ekkor a konvergencia igen lassi, egészen pon-
tosan: 0.9446903205 és mivel b a diszk folsd részén helyezkedik el, ezért ekkor a
—%i inverz-polushoz konvergdl. A 3.5 dbrdn 80 iterdcid utdni inverz-pdlus sorozat
lathaté. A bal oldalin ldtszik, hogy az elsd pdr lépésben még bdven a diszken kivil
van, késobb azonban szépen bekonvergdl a "helyére”. A jobb oldali ugyanaz az dbra,
csak a diszken kivili eredményeket kinulldztuk. A megtaldlt pont 80 iterdcid utdn:

0.008924868450736 — 0.5182018416084807, ami szemmel ldthatolag sokkal gyengébb

érték, mint az elobbi 10 iterdcids vdltozat, hiszen a hiba ebben az esetben: 0.02027215614.
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Leszirhetyik tehdt azt a trivialitdst, hogy a Laguerre-mddszer igen csak érzékeny az

inditdst pontra.

imverz-palusok sorozata inverz-pilusok sorozata
T T T

.“’M\

o,

.‘

{' :

N

. AP
a

3.5. abra. P(z) = 2 +4. A mé6dszert a b=0.8+0.3i pontbdl inditva 80 itera-
ci6ot végrehajtva, az inverz-po6lusok sorozata. A konvergencia sebessége:

0.9446903205.

Nézziik meg hogyan vizsgazik a Laguerre-modszer harom poélus esetén!
10. PELDA. Legyen most
P(z):=2"+2+4248 (2 €C).

Inditsuk el a Laguerre-mddszert a b = —0.3 + 0.47 pontbol. A 3.2 dbra konvergen-
cia térképe alapjdn innen viszonylag gyors konvergencidt vdarhatunk. A konvergencia
sebesség pontos értéke: 0.6528625492. A b € D pont legtdvolabb a —%i tnverz-polustdl
van, tehdt a Laguerre-maodszer ezt az inverz-polust fogja megtaldlni. 20 iterdciot vé-
grehajtva kapjuk: 0.000139565082543 — 0.4993831445540807, ami eqy bdven elfogad-
hato eredménynek mondhaté. A hiba: 0.0006324468332. A 3.6 dbrdn ldtszik, hogy

. . 1. . , .
valdban elég gyorsan a —5i kiozelébe ér.

Nézziink erre is egy lassu konvergenciat!
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irverz-palusok sorozata

3.6. abra. P(z) = 2° 4+ 222 + 42 + 8. A médszert a b=-0.3+0.4i pontbdl in-
ditva 20 iteraciot végrehajtva, az inverz-p6lusok sorozata. A konvergencia

sebessége: 0.6528625492.

11. PELDA. Legyen tehdt P ugyanaz, mint elobb, de most inditsuk a Laguerre-
modszert a b = —0.1 — 0.6¢ pontbol. Ekkor a konvergencia pontos sebessége:
0.8525519214. Most a b pont a legtdvolabb az %z inverz-polustol helyezkedik el, igy a
Laguerre-mddszer oda konvergdl. 80 iterdcio utdan a ledllds helye:
0.000003730521769 4 0.499997101615292i. A hiba: 0.4724141745-1075. Itt is ldtszik,

hogy az iterdcid elején még elhagyja az inverz-pdlusok sorozata a diszket (3.7 dbra).

A probléméat az okozza, hogy mi nem ismerjiik az inverz-polusokat (épp ezeket
keressiik), ezért nem tudunk optimélis b € D pontot vélasztani. A toruszt, il-
letve a tartomany hatarait leszamitva a konvergencia mindeniitt biztositott, de a
sebessége kérdéses. Ezért érdemes egyszerre tobb pontbdl elinditani az algoritmust.
Csinalhatjuk azt tehat, hogy véletlenszerten leszorunk a diszkre M darab pontot
(b1, ...,bar) és mindegyikbdl elinditjuk a Laguerre-modszert. Kapunk ezzel M darab

sorozatot: (aﬁf’l)), (af(le)), o (a%bM)). Ekkor b; € D; esetén

lim (a®)) =a;. (j=1,..,M, i=1,..,N).

n
n—oo

Itt N jeloli az inverz-polusok szamét. Nézziink erre is néhany példat!
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irverz-palusok sorozata

3.7. abra. P(z) = 23 + 22? + 42 + 8. A moédszert a b=-0.1-0.6i pontbdl in-
ditva 80 iteraciot végrehajtva, az inverz-p6lusok sorozata. A konvergencia

sebessége: 0.8525519214.

12. PELDA. Legyen
P(z):=2"+4 (z€CQ),

és szdrjunk le véletlenszeriden a diszkre 50 pontot (kék csillag). Itt, mivel a tdrusz
kozelében amigy is nagyon lassi a konvergencia, ezért kikétottik, hogy a pont a
0.8 sugarid korbe essék. Ezutdn inditsuk el a Laguerre-mddszert ezekbdl a pontokbol
és nézzik, hova érkeznek 60 iterdcid utin. A 3.8 dbrdn pirossal dbrdzoltuk minden
verz-polus sorozat utolso 5 tagjdt. Lathato, hogy valoban a két inverz-pdlus (%7,, —%z)

kéril csoportosulnak. A wvalds tengelyhez kiozeli pontokban a konvergencia nagyon

1
2

i, —ii inverz-

rossz, ezért a hozzdjuk tartozo inverz-pélusok még nem jutottak el az 5

polusok eqyikébe sem. Ezek a szétszort piros pontok.
Nézziik meg a harom- és négy polusos esetben is!
13. PELDA. Legyen most
P(z) =2 +222+42+8 (2€C).

Szorjunk le ismét 50 pontot véletlenszerien és nézzik meg 60 iterdcio utdn az inverz-

polusok sorozatdt (3.9)!
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irverz-palusok sorozata

3.8. 4bra. P(z) = 22+ 4. 50 pontot szortunk le (kék csillag), 60 iteracié utan

az inverz-pdlusok sorozata (piros pont).

inverz-pdlusok sorozata

3.9. dbra. P(z) = 2° + 22?2 + 4z + 8. 50 pontot szortunk le (kék csillag), 60

iteracié utan az inverz-poélusok sorozata (piros pont).
Es végiil négy polusi esetben:
14. PELDA. Legyen ehhez
P(z):=2*-16 (z€C).

Most 80 pont leszordsa utdn 60 iterdciot kovetve az inverz-polusok sorozata (3.10):



3.1. Polinom gyokkeresés 32

irverz-palusok sorozata

3.10. abra. P(z) = 2* — 16. 80 pontot szoértunk le (kék csillag), 60 iteracio

utan az inverz-pélusok sorozata (piros pont).

Ezzel alaposan kielemeztiik a [2]-ben leirt modszert. Most nézziik meg a 2.2
részben ismertetett modszert (tovabbiakban Kautz-modszer) is! ElGszor abrazoljuk a
konvergencia térképét a korabban latott 2, 3, és 4 polusu esetekben. Hogy jol 1athato
legyen a kiilonbség, a jobb oldalon feltiintetjiik az esetnek megfelel Laguerre-modszernél

kapott konvergencia térképet is.

8. Megjegyzés. A Kautz-mddszernél 4 darab valds paramétert vdlaszthatunk meg
szabadon: az a paraméter valdos- és képzetes részét, illetve a b paraméter valdos- és
képzetes részét. Ha igy akarndnk dbrdazolni a konvergencia sebesség fiigguényt, akkor
az eqy RY — R tipusi fiiggvény lenne. Ext elkeriilendd az a paraméter meguilasztdsa
utdn b paraméter legyen a-nak valamilyen fligguénye. Ezzel a szabadon vdlaszthato
paraméterek szimdt 2-re redukdltuk. Mi a b := a esetet vdlasztottuk. Igy mdr a

konwvergencia sebesséq fiigguény eqy R? — R tipusi figguény.
15. PELDA. Legyen
P(z) =2 +22+42+8 (2€C).

Fkkor o Kautz-mddszer konvergenia térképe (3.11 dbra):
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Konvergencia terkep Konvergencia tétkép

D E ............... o

OB

04}

0z

Irm
=
Im

02

04}

P, = :

-0.8

3.11. abra. P(z) = 2° + 22 + 42 + 8 konvergencia térképe a Kautz- és a
Laguerre-rendszer esetén. Lehets legnagyobb konvergencia: 0 (Laguerre-

nél: 0.5664).

Az dbrdkon két dolgot érdemes megfigyelni. Az eqyik persze a lehetd legjobb kon-
vergencia: a Kautz-rendszer esetén 0, mig a Laguerre-rendszer esetén csak 0.5664.
A mdsik, hogy a Kautz-rendszernél a térkép nagy része sokkal vildgosabb, ami azt
jelentt hogy a nem konvergdlo részbdl sokkal meredekebben megy dt a mddszer nem

csak eqyszeriien a konvergdld, hanem a jol konvergdlo részbe.

9. Megjegyzés. Két negativ dolgot is meqg kell jeqyezna.

o Az eqyik, hogy az dbra becsapds abban az értelemben, hogy a szinezés mindig a
lehetd legjobb konvergencidtol (kék) megy a rosszul, illetve egydltaldn nem konvergdlé
részig (piros). Esetiinkben ez azt jelenti, hogy mig a bal oldali dbrdn a kék a 0 kiozeli
konvergencidt jelenti, addig a j0bb oldali esetben a 0.5664-hez kézelit. Ha mind a két
dbrdt a 0 és 1 kozott szinezzik, akkor a kapott térképek (3.12 dbra):

Igy mdr jol ldthatd, hogy a Kautz-rendszer a konvergdld részeken mennyivel gyor-
sabban konvergdl, mint a Laguerre-maodszer.
o A mdsik negativumot ennek tikrében azonnal le tudjuk olvasni. Nevezetesen, a
Kautz-mddszernél a diszk korilbelil egyharmaddn nincs is konvergencia (bal oldali

részen). Ez azonban csak az inverz-pdlusok szimmetridja és megint csak a b := @

valasztas miatt van.
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3.12. abra. Mo6dositott szinezésii térképek

e Persze a b := a vdlasztds miatt az igy kapott konvergencia térképek szimmetrikusak

lesznek a valos tengelyre.

Az el6bbi megjegyzés masodik részét "igazolandd" bemutatunk egy nem elfajult

példat is:

16. PELDA. Legyenek az inverz-pdlusok: 0.1, —0.3 4+ 0.7, 0.8 4+ 0.4i. Ekkor a kon-

vergencia térkép a Kautz- és a Laguerre-rendszer esetében (3.13 dbra):

Konvergencia térkép Konvergencia térkép

It

Im

3.13. 4bra. A 0.1, -0.3+0.7i, és a 0.84-0.4i inverz-p6lusokhoz tartoz6 konver-
gencia térkép a Kautz- és a Laguerre-rendszer esetén. Lehet6 legnagyobb

konvergencia: 0.3717 (Laguerre-nél: 0.5243).
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Itt mar jol latszik a gyorsasdgbeli kilonbség a két modszernél.
Nézziik meg a 4 poélustu esetnek megfelel térképeket is:

17. PELDA. Legyen
P(z):=2"—-16 (2€C).

Ekkor a Kautz- és a Laguerre-rendszer konvergencia térképei (3.14 dbra):

Kaonvergencia térkép Konvergencia térkép

Im
o
Ik
[ ]

-1 08 06 04 02 1] 02 04 06 08 1 T 48 06 04 02 i} 02 04 06 08 1

3.14. abra. P(z) = 2* — 16 konvergencia térképe a Kautz- és a Laguerre-
rendszer esetén. Lehetd legnagyobb konvergencia: 0.4775 (Laguerre-nél:

0.8289).

Végiil nézziink meg itt is egy-két konkrét példat a konvergenciara.
18. PELDA. Legyen
P(2):=2"+2+424+8 (2 €C),

és inditsuk el a Kautz-modszert az a := 0.14+0.57 és a b := 0.1 — 0.5¢ pontbdl. Ekkor
a konvergencia sebessége: 0.2041152167. 10 iterdcios lépés utdn a megtaldll inverz-
pdlus pedig: —0.500100874004055 + 0.000024712919133¢ (hiba: 0.0001038570761 ).
Nézziink eqy lassabban konvergdlo esetet. Vilasszuk ehhez az a := 0.4 — 0.21,

b:= 0.4+ 0.2¢ pontokat. Ekkor a konvergencia sebessége: 0.6671312582. 20 iterdcids
lépés utdn a végdllomas: —0.501430716308894 — 0.000222763523368:

(hiba: 0.001447954667). A 8.15 dbra bal oldaldn a gyorsan konvergdld, jobb oldalon

pedig a lassan konvergdlo esetet dbrdzoltuk.
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inverz-polusok sorozata imverz-pdlusok sorozata
T T T T T

3.15. abra. A Kautz rendszer konvergenciaja gyors- (bal: a=0.1+0.5i,
b=0.1-0.5i) és lasst esetben (jobb: a=0.4-0.2i, b=0.4+0.2i).

10. Megjegyzés. Az diszkretizdcios alappontok szamitdsandl eqy nem linedris eqyen-
letet oldunk meg numerikusan, igy ott csak kézelitd megolddst tudunk adni. Az orék-
[6tt hibdk muatt viszont a skaldris szorzatok hdnyadosa numerikusan instabilld vdl-
hat, ezért le kell dllitani a mddszert, ha mdr a hdnyados keveset vdltozik. Arra is
figyelni kell, hogy az iterdcio szamot kellGen nagyra vidlasszuk. Egqyrészt az iterdcio
szam mondja meg, hogy hdny darab inverz-polust szamoljunk (ugyanannyit). Ehhez
nyilvdn kétszer annyi rendszer tagot kell meghatdrozni (mert csak a pdrosak hdnya-
dosdbol szamitjuk), illetve ugyanennyi diszkretizacios alappont is lesz (a diszkrét és
folytonos skaldris szorzat eqybeesése miatt). Amennyiben kicsi iterdcid szdmot adunk
meg, uqgy kevés lesz a diszkretizdacios alappont is, illetve tipikusan a skaldris szorza-
tok hdnyadosa még nem "konvergdl be" megfeleléen. A numerikus hiba kezelésére eqy

megolddst ldthatunk a 3.2 részben.
Nézziink a nem szimmetrikus 3 polusu feladatra is példat:

19. PELDA. Legyenek az inverz-polusok: 0.1, —0.34+0.77, 0.84-0.47 és versenyeztessiik
meqg a Kautz- és a Laguerre-mddszert! Legyen a := 0.6 — 0.47, b := 0.6 4+ 0.4i. Ekkor
szamithatunk ebben a tartomdnyban a leggyorsabb konvergencidra a 3.153 konver-
gencia térkép szerint. Valoban, a konvergencia sebessége ekkor: 0.5890227850 és 20
iteracio utan a —0.298519752633292 + 0.700315782466633¢ pontba jutunk. Ekkor a
hiba: 0.001513555732. A Laguerre-mddszert a 0.6 — 0.4¢ pontbdl inditva a konwver-
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gencia sebessége 0.9817046416, ami annyira rossz, hogy 20 iterdcio utdn a kapott
mverz-polus értékelhetetlen. Ezt ldathatjuk is a 3.16 dabrdn, ahol most is bal oldalon
az Kautz-, mig a jobb oldalon a Laguerre-modszer dltal meghatdrozott inverz-polus

sorozatokat dbrdzoltuk.

inverz-pdlusok sorozata inverz-polusok sorozata

3.16. abra. A Kautz- (bal oldal) és a Laguerre-moddszer (jobb oldal)

versenye.

A Laguerre-mddszert ebbdl a pontbdl inditva 500 iterdcid utdan jutunk el a
—0.318483091280327 + 0.691048843805610% pontba, azaz a hiba még ekkor is
0.02053650071. Ezt lathatjuk a 3.17 dbrdn.

Eqgy lassi konvergencidt tapasztalhatunk a := 0.540.2¢ és b := 0.5—0.27 vdlaszlds
mellett. Ekkor a konvergencia sebesség: 0.7647050446 és 40 iterdcid utdn az inverz-
polus: —0.299308745118931 +0.700232233218993¢, a hiba pedig: 0.0007292225970. A
Laguerre-mddszert a 0.540.2¢ pontbol inditva 40 iterdcio utdn a —0.300455380765149+
0.698947546654053¢ pontba érkeziink. A konvergencia sebessége 0.798798047, mig a
mddszer hibdja: 0.001146747410. Ezt ldathatjuk a 3.18 dbrdn. Figyeljik meg, hogy a
két modszer konvergencia sebessége nagyjabol megegyezik, mégis ugyanannyi iterdcio

utan a Kautz-modszer eqy nagysdgrenddel jobb eredményt ad.



3.2. Numerikus hibak 38

irverz-palusok sorozata

3.17. dbra. A Laguerre-mddszer a 0.6-0.4i pontbdl inditva 500 iteraci6 utan

(A konvergenia sebessége: 0.9817046416 ).

inverz-palusok sorozata inverz-pdlusok sorozata
T T T T

3.18. abra. A Kautz- (bal oldal) és a Laguerre-moédszer (jobb oldal)

versenye.
3.2. Numerikus hibak

Mint az a klasszikus Fourier-analizisben ismeretes, a Fourier-egyiitthatok a 0-
hoz tartanak a Parseval egyenlgség kovetkezményeként. A Parseval egyenlGség igaz
marad nem csak trigonometrikus rendszer szerinti Fourier-sorfejtés esetén, hanem
altaldnosabb rendszerek esetén is, igy a Laguerre- és Kautz-rendszerek Fourier-

sorfejtésére is. Vagyis mind a Laguerre-, mind a Kautz-Fourier egyiitthaték 0-hoz
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tartanak. Ez azért okoz problémat nekiink, mert mindkét modszer esetén egy ilyen
Fourier-egyiitthato konjugaltjaval osztunk, kovetkezésképpen a médszer numeriku-

san instabilla valik nagy iteraciészamok esetén.
20. PELDA. Legyenek
ay = —0.5—-0.5t, ay:=0.5—-0.54, ag:= 0.5,

tovdbbd szamoljunk 10 jegy pontossdggal. Futtassuk a Laguerre-mddszert a b .= —0.4
pontbol. Ebbdl a pontbol inditva a konvergencia sebessége: 0.7419133466. Vezessiik be

a kovetkezd sorozatot:

<Ln+1,b> f)
<Ln,ba f>

hdnyados sorozatot. Itt f = %, ahol P az a polinom, melynek inverz-polusai: ay, as

‘ (n € N)

an::‘

és as. Erre a sorozatra: lim, . o, = |By(a;)| < 1, ha b € D;. Abrdzoljuk ennek a

sorozatnak az elsd 40, 80, illetve 120 tagjdt. Ez ldthato a 3.19 dbrdn.

[ 51 [
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 k/\f 1 LA,
57 A B W B 0 F 40 50 [ 2 4 0 [ W 120

3.19. 4bra. Numerikus instabilitas

Jol lathato, hogy a Lahuerre-modszer 40 és 80 iterdcio esetén még stabil, azonban
120 iterdcio esetén mdr instabilld vdlik. Ezen a problémdn példdul 1gy lehet segitens,
hogy noveljiik a pontos jegyek szamdt. Legyen a jegyek szama rendre 15, 20 és 25, az
verz-polusok és az induldsi pont, mint az eldbb, az iterdcioszam pedig legyen 250.

Az igy kapott (o) sorozatokat lathatjuk 3.20 dbran.

Erdemes megfigyelni eldszor is, hogy 250 iterdcid esetén mind a 15, mind a 20

jegy pontossdagu mdodszer instabilla valik. Viszont az eldbbi 120 iterdciora mdr a 15
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3.20. abra. Pontos jegyek szadmat ndvelve az instabilitas kitolodik.

jeqy pontossdagu modszer is stabil. A 15 jegy pontossdggal szamolo mdodszer kb. 170
iterdciondl kezd instabilla vdlni, a 20 jegy pontossdggal szamolo modszer kb. 210
iterdaciondl vdlik instabilld, mig a 25 jegy pontossdggal szamolo maodszer a 250 iterd-

ciondl még stabil.

Az, hogy a moddszer adott jegypontossig mellett milyen iteraciészamnal valik
instabilla attol fiigg, hogy a konvergencia milyen gyors. Egy lassabb modszer késGbb

valik instabillé.

21. PELDA. Legyenek az inverz-polusok, mint elébb, (o) sorozatl, mint elébb, de
most inditsuk a modszert a b = —0.4+ 0.67 pontbol. Fkkor a konvergencia sebessége:
0.9669010287, vagyis joval lassbb, mint az eldbb. Legyen az iterdcidszdm 300 és a
pontos jegyek szdma rendre 10, 12 és 15. Ezt ldthatjuk a 3.21 dbrdn.

22 224 229
2 24 2
184 18 18
167 164 169
141 144 144
124 1.2 1.2

19 1 1
0.8 08 LY b
0.6 06 6]
0.4 LEE 4]
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P

3.21. abra. Lassabb konvergencia esetén az instabilitas késGbb jelentkezik.

Lathatjuk, hogy 10 pontos jeqy estén a modszer nem s tud elkezdeni konvergdlni

(nincs egyenes szakasz), mdr fellép az instabilitds. 12 pontos jeqy esetén a mddszer
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kb. 250 iterdcidszamig stabil, utdna vdlik instabilld, mig 15 pontos jegy esetén a
moadszer még 300 iterdciora is stabil. Figyelyik meg, hogy az elébbi esetben, amikor a
konvergencia gyorsabb volt, akkor 15 pontos jeqy esetén a modszer kb. 170 iterdciora

madr instabil, most meg még 300-ra is stabil.



4. fejezet

Osszefoglalas

Kiindulva az a= (a,b,a, b, a, b, ...) specidlis diszkbeli sorozatbol folépitettiik az a
sorozat altal generalt MT-rendszert, megvizsgaltuk néhény alapvetd tulajdonsagat,
majd ezt folhasznalva tudtunk numerikus eljarast kidolgozni racionalis fiiggvények
polusainak keresésére. Kideriilt, hogy a racionalis fliggvények eszerint a rendszer sze-
rinti padros MT-Forier egyiitthatéinak konjugdaltjainak hanyadosa konvergens. Bebi-
zonyitottuk, hogy a hédnyadosoknak a sorozata 1-szeres polusok esetén konvergens
(nullmértéki halmaztol eltekintve) és a hatarértékbol egyszerd szamitassal a polus
meghatarozhat6. Ezen tilmenden a konvergencia sebességére is becslést adtunk. Az
1j eljarasban két szabadon valaszthaté paraméter van, ezek alkalmas 6sszehangolasa-
val a konvergencia gyorsithato és a [2]-ben ismertetett eljarasnal jobb konvergenciat

kapunk.

42
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