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1. Bevezetés

Kiilonbozo strukturak feletti egyenletek és egyenletrendszerek megoldésa az algebra egyik
legGsibb problémai kozé tartozik. Napjainkban egyre gyakrabban kell véges testek feletti
egyenletrendszereket megoldani, elsdsorban a kriptografia, a kombinatorika vagy a hibaja-
vité kodok elméletében. KriptografiAban példaul a blokktitkositok algebrai kriptoanalizise
soran egy megfelel6 véges test feletti polinomialis egyenletrendszer megoldasaibol kapjuk
a titkos kulcsot. Ezzel a médszerrel vizsgaltdk tobbek kozt a jol ismert DES [4], HFE [11]
és AES [16] kriptorendszereket, ez utébbit példaul 8000 méasodfoku egyenletre irtak at
1600 valtozoban [6]. Ezen kriptografiai protokollok mindegyike azt a tényt hasznélja ki,
hogy egy test feletti polinomegyenlet-rendszerek megoldhatosaganak eldontése NP-teljes
probléma [12]. Napjainkban a fejlett algoritmust tartalmazé komputer algebrai program-
csomagok a probléma megolddsara (a kimerité keresésen kiviil) csak a Grobner bazisok
elméletének alkalmazasaval adnak lehetOséget. Az elmult évtized soran azonban tobb,
a véges testek feletti egyenletrendszereket megoldé eljaras latott napvilagot. A téméhoz
kapcsolddé szakirodalom attanulmanyozasa utan kivalasztottam néhény, a gyakorlati élet-
ben jol alkalmazhato eljarast. Ezen algoritmusokat — a matematikai hatteriik vizsgalata
és megértése utan — implementaltam napjaink egy aktivan fejlesztett ingyenes komputer
algebrai programcsomagjara.

A dolgozatban bemutatésra keriilé algoritmusokat a szabadon hozzaférheté (GNU
GPL licencil) SINGULAR komputer algebra rendszerben programoztam le. A polinom sza-
mitasokra specializdlt SINGULAR — hasonl6an példaul a csoportokra specializalt GAP
programcsomaghoz — a beépitett algoritmusokon tul fiiggvénykonyvtarakon keresztiil bo-
vitheto. Ez a rendszer tartalmazza a legtobb fejlett algoritmust a kommutativ algebra és
az algebrai geometria teriiletérél. A SINGULAR csomag tobbféle egyenletrendszer megoldd
eljarast is tartalmaz, am ezek mindegyike csak 0 karakterisztikaban miikodik, igy véges
testekre nem alkalmazhatdéak. A SINGULAR hivatalos fejlesztoi csoportja nyitott problé-
mat irt ki a prim elemszamu testek feletti megold6 algoritmusok implementalasara Solve
polynomial systems over Z/p cimmel [17]. Az dltalam implementalt algoritmusok nemcsak
Z/p, hanem tetszbleges véges test felett mitkodnek.

A dolgozat elején a 2. fejezetben bemutatom a SINGULAR komputer algebra rendszert.

Ezutén a 3. fejezetben részletesen ismertetem az implementalt algoritmusokat. Mindegyik



algoritmust egy szemléletes példa is kovet. Elséként a 3.1. szakaszban a kimerito keresést
targyalom. A 3.2. szakaszban egy, a Grobner bazisok elméletét felhasznalé algoritmust is-
mertetek. A 3.3. szakaszban polinomok ekvivalenciajara épiilo eljarast mutatok be, mely
az egyenletrendszerbol készit egy tobbvaltozos polinomot, majd annak vizsgalataval ha-
tarozza meg a gyokoket. Ezutan 3.4. szakaszban olyan algoritmust mutatok be, mely egy
nagyobb testbeli egyvaltozos polinom gyotkeinek meghatarozasara vezeti vissza a problé-
mat. A 3.5 részben egy linearizaciés technikan alapulé megoldot mutatok be, mely féleg
masodfokt egyenletrendszerek esetén elényos. Végiil a 3.6. szakaszban bemutatom a fenti
algoritmusokat Osszefogd sajat fejlesztésti megoldd frontend programomat. A fiiggvény-
konyvtar forraskédjat a SINGULAR telepitojével egyiitt megtalalhatd a mellékelt CD-n,
vagy letoltheté a http://web.unideb.hu/~borisz/ffsolve/ oldalrdl [2]. A forrdskod a
SINGULAR konyvtarak kovetelményei szerint késziilt, beépitett dokumentaciéval rendel-
kezik.

2. Singular

A SINGULAR a TU Kaiserslautern dltal fejlesztett, polinom szamitdsokra specializalt kom-
puter algebrai programcsomag [8]. A program a GNU GPL licenc alatt érheté el, igy
barki hozzaférhet a programhoz és annak forraskodjahoz. A program fejlett algoritmuso-
kat biztosit tobbek kozt a kommutativ és nem-kommutativ algebra, algebrai geometria,
Grobner-bazisok és a tobb valtozés polinomok faktorizalasanak tertiletén.

A SINGULAR-ban lehetéségiink van kiilonféle gytirik (Z, Z(a, . ..), Z,) és testek (Z,,
F,, Q, Q(a,...), R, C) felett definidlni polinomgytiriiket, valamint ilyenek hanyadosgyi-
riiit is. Polinomgytriik definidlasara tobb lehetéségiink is van. Prim elemi testek esetén
elegend6 megadnunk a karakterisztikat, a valtozok listajat és a monomrendezést. Prim-
hatvany elemi test definidlasara két lehetGségiink is van. Az elsé esetben a karakterisztika
helyett a kivant véges test elemszamat és a bévitéshez hasznalt paraméter nevét kell meg-
adnunk. A SINGULAR kivalasztja a megfelelo6 Conway-polinomot az altalunk megadott
paraméterben [13]. A maésik lehetség, hogy mi magunk adjuk meg a bévitéshez hasznalt
irreducibilis polinomot. Ennek a médszernek az elénye, hogy az igy megadott gytirtikben
miikodik csak véges test felett a beépitett polinomfaktorizalo eljaras.

A SINGULAR rendszerben polinomok tarolasara a poly tipus, idedlokra az ideal adat-



strukturaja szolgal. Az ideal tipus az idealt generatorainak listajaként tarolja. A rendszer
kényelmes eszkozoket biztosit a rajtuk valé miiveletek elvégzéséhez. Az idedlokat és po-
linomokat kénnyen redukalhatjuk més idedlok vagy polinom szerint. Egy F, [x1,. .., x,]
gyuriiben az x; — a; polinommal val6 redukalas az x; = a; helyettesitésnek felel meg. Ezek
miatt érdemes az egyenletrendszereket és a megoldasokat is idealként tarolni. Az ilyen
megoldasidealok z; — a; (i € {1,...,n}) alakd egyenletekbdl allnak, ahol (ay,...,a,) €
€ F} az egyenletrendszer egy gyoke.

tartalmazza, azonban ezek csak 0 karakterisztika esetén miikodnek, véges karakterisztika

esetén nem. E rés befoltozasara implementaltam a dolgozatban szereplo algoritmusokat.

3. Algoritmusok

Kévetkez6 részekben bemutatom az altalam implementalt algoritmusokat. A 3.1. szakasz-
ban a simplesolver, a 3.2. szakaszban a GBsolve, a 3.3. szakaszban a PEsolve, a 3.4. sza-
kaszban a ZZsolve, 3.5. szakaszban az XLsolve algoritmust. Az algoritmusok miikoédését
példdval is szemléltetem. A példaban Fy = {0, 1, @, a?} a négyelemti test, ahol a? + o +

+ 1 =0 és az Fy[xq, x9, x3] gyliriiben keressiik az
I= (xf:@ + arrs + o, ¥32023 + axy, o’riws + 042)

idedl polinomjainak k6zos gyokeit.

3.1. simplesolver

A simplesolver egy kimerité keresésen alapuldé megoldaskeres6 algoritmus. A kimerito ke-
resés azon az elven miikodik, hogy minden lehetséges megoldas n-est kiprobal. Egy ¢ elemi
test feletti n valtozos egyenletrendszer esetén ez ¢" behelyettesitést jelent. Azt az Gtletet
felhasznalva javitottam a kimerito keresésen, hogy egy egyvaltozos egyenletet viszonylag
konnyen meg tudunk oldani (pl. Berlekamp-algoritmussal [1]), emiatt a simplesolver a
megoldand6 egyenletrendszerben keres egy egyvaltozos egyenletet, majd ennek linearis
tényezoit felhasznalva egyszertisiti az egyenletrendszert. Minden ilyen 1épés utan a line-

aris tényezok szamaval megegyez6 1j egyenletrendszert kapunk, azonban ezekben mér a



valtozok szama eggyel kevesebb.

Annak érdekében, hogy mindig taldljunk egyvaltozos egyenletet és ennek mindig legyen
legalabb egy linedris tényezdje, az egyenletrendszerhez hozzévesszik az alaptest x! — x;
alaku testegyenleteit. Ezen egyenleteknek minden testelem gyoke. Emiatt ha més egy-
valtozés egyenlet nem szerepel a rendszerben, akkor az adott valtozo helyébe az Gsszes

lehetséges értéket behelyettesitjiik. Tehat legrosszabb esetben ¢" helyettesitést végziink.

Algoritmus.
Bemenet: E, az egyenletrendszer, mint ideal.

Kimenet: S, a megoldasidealokat tartalmazé lista.

1. E-hez hozzavesszik az x! — x; alakl egyenleteket minden ¢ = 1...n-re. Legyen S’

egy tres idealbdl allé6 halmaz.

2. Minden I € S’ esetén hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket :
a) redukéljuk E-t I-vel, dobjuk el az azonosan 0 polinomokat és jelolje ezt az 1j
egyenletrendszert E,
b) legyen f az E' egy egyvaltozos polinomja, linearis tényez6it jeldlje fi,..., fi,
c¢) alljon Sy azon J =ITUf; (i =1,...,r) idedlokbdl, hogy F redukélva J-vel nem

tartalmaz 0-ad fokd polinomot.

3. Legyen ezutédn S’ = Urcy ST-

4. Ha S" # () és még van olyan valtozd, amire nem kerestiink megolddst, akkor 1épjiink

vissza a 2. lépéshez.

5. Legyen S = S5'.

Példa. Legyen Fy, = {0,1,a,a?} a négyelemii test, ahol a? + o + 1 = 0. Tekintsiik az

Fy [x1, z9, 23] gylirit lexikografikus monomrendezés mellett és az

I = (xfxg + oz:vlasg + az, x%xgxg + azq, alrizs + a2x1>



idealt. Elsé l1épésben az idedl generatoraihoz hozzavessziik az 2} — x; alaki polinomokat,

igy az
(a:%xg + a:vlas% + 042, :1:%932:6% + axq, a2:1:1x3 + a2x1, x§ — I3, :1:‘21 — X9, x‘f — xl)
idealt kapjuk. Kivalasztjuk az elsé egyvaltozés polinomot és faktorizaljuk:
T3 — 13 = x3(13 — 1) (23 — @) (W3 — O2).

A polinom gyokeit behelyettesitjiik, majd a kapott rendszerre ismételjiik meg a fenti
lépéseket. A négy gyok behelyettesitése utan az alabbi idealokat kapjuk:

Iivo = (xfo + axlxg + a2, axy, 0421'1, x% — Ta, :L‘% — x1> ,

Livi = (x%xg + Olex% + a2, x%xz + axq, x;l — X9, x‘f — $1) ,

Livoa = (a:fo + olem% +a?, 042:10%@ + oz, ax, x% — Zg, a:‘ll - xl) ,
Livor = (:cfm + aa:lx% + a?, 0637%1'2 + ary, 21, :1:‘21 — Zg, x‘ll - :cl) .

Ezutdn mindegyik ideal generatorai koziil kivalasztjuk a legalacsonyabb foka egyvalto-
z6s polinomot. Az I, ., idedl esetén ez ax;. Ennek egyetlen gyokét behelyettesitve az
(a?, 25 — ) idealt kapjuk. Innen lathat6, hogy nincs olyan kozos gyoke az eredeti poli-
nomoknak, melyben z3 = 0. Az I, idedlbdl az x5 — xo = zo(x9 — 1)(22 — ) (22 — ?)

polinom gyokeit visszahelyettesitve a kovetkezd idedlokat kapjuk:

Lio1 = <a2 a:z:l,az’l :cl)

Liin = (93 + axy + o, 22 + axy, 1] — ZB1> ,

Lion = (axl + a1+ 02 ole + axq, x‘ll :pl) ,
Iio2q = (a xl + o’z +a? a 1:1 + Ole,xl xl) .

Az I, idedlndl ldthatéan nincs kézos gyok. Az I, 1 idedlbdl az 22 + axy = x1(21 + )
polinom mindkét gyokének behelyettesitése utdn az (a?) idedlt kapjuk, tehat egyik sem
gyok. Az I, idedlndl az els6 polinomot vélasztjuk: ax? 4+ z1 + o = a(z; + «)(z + 1).
Az x1; = « helyettesitésekor az («) idealt kapjuk, ilyenkor nincs kézos gyok. Az z; = 1

utén viszont az (0) idedlt kapjuk, azaz (z1,xe,x3) = (1,,1) egy kozos gyoke az eredeti

5



polinomrendszernek. Végiil az I, .2 ; idedlbol az a*zi 4+ axy = x1(x1 — a?) elsé gyokének a
behelyettesitése utan az (o) ideal adédik, igy ez nem gyok. A masodik gyok helyettesitése
utdn a (0) idedlt kaptuk, tehdt megtaldltunk az (x1,z9, x3) = (a?, a2, 1) gyokot.

Az 23 = a illetve 3 = o? helyettesitésekhez tartozé idealokbdl az aw illetve
polinomokat valasztjuk. Ezek behelyettesitése utdn mindkét esetben az (o, x5 —x5) idealt
kapjuk, tehat ezekben az esetekben nincs kozos gyok. Ezzel ellenoriztiik az 6sszes sziikséges

helyettesitést és megtaldltuk az sszes kozos gyokot: (1,a,1) és (a2, a?,1).

3.2. GBsolve

A GBsolve egy Grobner-bazis szamitasra éptilé megoldoeljaras.

Egy Grobner-bazisokat hasznalo eljaras az aldbbi mdédon miikédik. Elészor kiszamit-
juk az egyenletrendszer altal generdlt ideal redukalt Grobner-bazisat pl. a SINGULAR std
parancsaval. Amennyiben az ideal nulla dimenziés, akkor a kapott bazis tartalmazni fog
egyvaltozos polinomot. Ezt megoldjuk, majd ennek gyokeit visszahelyettesitve egy olyan
egyenletrendszert kapunk, amiben a valtozok szama eggyel kevesebb és szintén tartalmaz
egyvaltozos polinomot. Ezt az eljaras ismételve megkapjuk az egyenletrendszer megoldésa-
it [7]. A GBsolve ennél specidlisabb médszert haszndl, faktorizalt Grobner-bazist szamol.
Ennél a modszernél a koztes 1épésekkor megprobaljuk faktorizalni a béazisba belépd po-
linomokat. Ha ez sikeriil, akkor annyi 0j részproblémank lesz, ahany tényezot sikertilt

talalnunk. Faktorizalt Grobner-bazist a SINGULAR facstd parancsaval tudunk szamolni.

Példa. Legyen Fy, = {0,1,a,a?} a négyelemii test, ahol a? + o + 1 = 0. Tekintsiik az

Fy [x1, z9, 23] gylirit lexikografikus monomrendezés mellett és az
2 2 2 2.2 2 2
(xla:g + ax1x; + o, riTxs + vy, "1 x3 + o :L’l)

idedlt. Az idedl Grobner-bazisa az (z3 + 1,23 + x9 + 1, 71 + ax3) polinomokbdl all. A ka-
pott bazis olyan tulajdonsagi, hogy az els6 polinom csak x,,-t0l fiigg, a kdvetkezo polinom
a bazisban mar fligg x,,_1-t6l és x,,-tdl is, és igy tovabb. Ezt felhasznalva a bazis els6 poli-
nomjanak gyokeit behelyettesitjiik a tobbi polinomba. Ezzel olyan polinomrendszerekhez
jutunk, amikben az els6 polinom csak x,,_1-t0l fiigg, a masodik csak x,,_1-t6l és x,_o-tdl

fiigg. Ezt ismételve eljutunk a polinomok ko6zos gyokéhez.



A példa Grobner-bazisanak kiszamolasa utan elvégezziik az x3 = 1 behelyettesitést.
Ezutdan mésodik polinomot faktorizaljuk, majd gyokeit (o, o) behelyettesitjiik a harma-
dik polinomba. Az x5 = a helyettesités utdn kapjuk, hogy x; = 1, az x5 = o utén pedig,
hogy z1 = a?, {gy megkapjuk, hogy a polinomok kozos gyokei (1,a, 1) és (a?,a?,1). Ha a
facstd eljarast hivjuk meg a polinomokra, akkor a SINGULAR az (z3+ 1,29+, x1 + 1) és
az (r3+1, zo+0a?, 11 +a?) idedlokat adja vissza. Ezek az el6bb kiszdmolt két megolddsnak

felelnek meg.

3.3. PEsolve

A PEsolve esetén azt a tényt hasznaljuk fel, hogy egy ¢ elemii test minden a # 0 elemére
teljesiil, hogy a?' = 1. Tehét egy f € F,[z1,...,x,] polinomnak pontosan akkor nincs
gyoke, ha az f¢~' — 1 polinom minden helyettesitésre 0-t vesz fel.

Hasonl6 otletet alkalmazva oldhatunk meg egyenletrendszereket is. Tekintsiik egy po-

linomrendszert, mely az fi,..., f. € F,[x1,...,z,] polinomokbdl &ll. Ezekbél elkészitjitk
q

a [l ( it — 1) polinomot, majd ezutan vesszik a x; — x; polinomokkal val6 osztéa-
si maradékat. Az igy kapott polinomot nevezziik g-nek. A ¢ polinom pontosan a kozos
gyokokon nem tiinik el. Tehat a g (zq,...,z,) pontosan akkor lesz a 0 polinom, ha az
egyenletrendszer nem megoldhaté [14].

A fenti algoritmussal el lehet donteni, hogy létezik-e kozos gyok. A tovabbiakban is-
mertetem, hogy az implementaciéban miként keresem meg ezeket. Az algoritmussal el-
dontjiik, hogy az x1 = a; helyettesitésre van-e kozos gyoke polinomoknak. Ha van, akkor
létezik (ag,...) alaka kozos gyok és helyettesitek a kovetkezd véaltozdba. Ha nincs, akkor
egyetlen kozos gyok sem kezdodik ai-gyel, ezért veszek egy masik, x1 = by helyettesi-
tést és ezt vizsgalom meg. Ezt az eljarast folytatva legfeljebb n - ¢ - s 1épésben megta-
lalhaté az Osszes kozos gyok, ahol s a kozos gyokok szama. Vegyiik észre, hogy ha az
filar, ..., ap, Txa1, - . ., x,) polinomokbdl készitjiik el a fentebb leirt médon a g polino-
mot, akkor az éppen a g(ay, ..., ag, Tpy1,- - -, T,) polinom lesz. Emiatt elegendd az eredeti
polinomokbdl elkésziteni a g-t és a tobbi lépésben mar kozvetleniil ebbe helyettesiteni az
fi polinomok helyett. Tovabbé az implementaciéban a g polinomot gy szadmolom, hogy
elészor az fi-ket novekvo sorrendbe rendezem, majd az fiqf1 — 1 polinomokat ebben a
sorrendben szorzom 0Ossze. Ha barmikor menet kozben a 0 polinomot kapom, akkor az

eljaras megall. Igy ha az egyenletrendszernek nincs gydke, az esetleg még azelétt kide-
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riilhet, miel6tt a hosszabb f; polinomokkal végeznénk barmilyen (varhatdan id&igényes)
miveletet.

Az algoritmus a kovetkezdképpen is szemléltethetd. Tekintsiink egy fa grafot, melynek
gyokerét jelolje a ¢g polinom. Ennek a csicsnak legyen ¢ darab gyermeke, melyeket a ¢
elso valtozdjanak ¢ kiillonb6zo helyettesitése utan kapott polinomok jelolik. Ezen csiicsok
mindegyikének is lesz q gyereke. A graf utolsé szintjén ¢" cstcs taldlhatd, amely az Osszes
kiilonbozo helyettesitésnek felel meg. Amennyiben egy csiics a 0 polinom, az azt jelenti,
hogy az aktudlis helyettesités mellett a tobbi valtozé semelyik helyettesitése esetén sem
lesz kozos gyoke a polinomoknak. Emiatt sziikségtelen tovabb behelyettesiteniink, azaz a
csucs és a hozzatartozé részfa torolhetd. Tehat nem kell az egész fat felépiteni. Lényegében

mélységi keresést hajtunk végre a ¢" helyettesitésre.

Algoritmus.
Bemenet: fi,..., f. € F,[z1,...,2,] a megoldandé egyenletrendszer

Kimenet: S, a megoldas idedlokat tartalmazo lista

Feltessziik, hogy adott az alaptest elemeinek egy tetszéleges sorba rendezése. Ami-
kor az elso, a kovetkezo és az utolso elemre hivatkozunk, akkor azt ennek a sorrendnek
megfelelGen értjik.

Az a; valtozd léptetése alatt azt értjik, hogy a jelenlegi elem utan kévetkezét allitjuk
be az értékének. Amennyiben az a;-nek nincs érték megadva, akkor a léptetés utan az
elso test elem lesz az értéke. Ha a; az utolsod elem, akkor a léptetésekor toroljiik a;-t,
csokkentjik i-t, majd léptetjiik az 0j a;-t. Az algoritmus akkor ér véget, ha valamely

léptetés utan ¢ = 0 teljestil.

1. Legyen S = () és készitsiik el a
g, zn) =11 (fi (@1, @a) = 1) (mod 2f — x1,... 28 — z,)
i=1
polinomot.

2. Ha a kapott ¢ a 0 polinom, akkor nincs megoldasa rendszernek, ellenkez6 esetben

legyen ¢ = 1 és hajtsuk végre az alabbi 1épéseket. (Amennyiben a program a 0



kiegészité paraméterrel lett meghivva, tgy itt megéll, és jelzi, hogy megoldhato-e

az egyenletrendszer.)

3. Ha i = 0, akkor véget ért az algoritmus, kiilonben léptessiik a;-t és tekintsiik az

x; = a; helyettesitését g-nek.
4. Haa g(ay,...,a;,xii1,...,2,) =0, akkor 1épjink vissza az el6z6 pontra.

5. Hai = n, akkor legyen S = SU{(ay,...,a,)}. Hai < n, akkor néveljiik i-t. Lépjiink

a 3. pontra.

Példa. Vegyiik az Fy [z, 29, 3] gylirit. Monomrendezésnek vélasszuk a lexikografikus

rendezést, az fi, fa, f3 € Fy[21, 22, 23] pedig a kévetkezok:

fi (v1,29,3) = 2iwo + amias + o,
fQ (15171'2,1'3) = IL‘%?L’QlL‘% + axq,
f3 (%1,$2,I3) = 052$1=T3+062$1.

Els6 lépésben szamoljuk ki a g polinomot.

g=(ff = 1(fs = 1)(fs — 1) mod 2} — x1, x5 — @9, 75 — T3 =

3,.2,..3 3,.2,.2 3,.2 3 3 3
TITHTy + X{X5x5 + T]T5T3 + T{ToXy + XXy +

2 3 2,33 2,..3,.2 2,.3
+23 + X7Tox3 + arITHX3 + aTITHxX3 + AT]THT3 +

2. .3 2, .2 2 2. 3.3
FQX|ToT3 + QAT |ToT3 + QAT]T2T3 + QA" T1X5X3 +
2, 3.2 2. .3 2, 2.3 2, .2
Fa T T3 + T X503 + QT T TTy + T XXy +

2 2 . .2
+x3 + Q" r10523.

Helyettesitsiink z; = 0-t, ekkor ¢ (0, 25, x3) = 0, tehat nincs olyan megoldés, melyben

az els6 valtozo 0. Ezutan végezziik el az x1 = 1 helyettesitést. Ekkor

3,.3 3,..2 3 2,..3 2,2
g (1,29, x3) = xyws + 505 + xHx3 + axsrs + axsws +

—I—axgxg + a2x2x§ + a2x2x§ + a2x2x3.

Mivel most nem tiint el g, ezért helyettesiink a kovetkezd valtozéba. A ¢ (1,c,x3) =
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= 3 + 22 + x3 polinom kivételével a tobbi helyettesitésre 0-t kaptunk, igy csak ezzel a
polinommal kell tovabb szamolnunk. Végiil helyettesitsiink a harmadik valtozéba. Ekkor
g csak a g (1,a,1) = 1 helyettesitésre nem tiinik el, a tobbire igen, igy ezzel megkaptuk
az (r1,x2,23) = (1,0, 1) gyokot.

A kovetkez6 1épésben az x1 = « helyettesitést elvégezve kapjuk, hogy ¢ (o, x9, 23) = 0.

Ezutén az z, = o? kovetkezik,

2 3,3, 3.2 | 3 2,23
g (a , T2, xg) = x5x3 + Tor3 + Tyrz + AT xyxy +
+a2x315 4+ PT3T3 + aTTs + ATeT3 + aTaTs.

2 x3) = 23+ 23 +x3 polinomot

Ezutdn a méasodik valtozoba helyettesités utdn a g (a2,
kapjuk, a tobbi pedig eltlinik, igy ennek kell az x5 valtozdjaba helyettesiteni. A behelyet-
tesftések utdn g (a?,a?1) = 1 az egyetlen eset, ahol g nem t{inik el, azaz megtaldltuk az
(11,72, 73) = (a2, a2, 1) gyokot.

Mivel az 6sszes sziikséges helyettesitést elvégeztiik, az algoritmus futasa véget ér, meg-

talaltuk az fi, f2, f3 polinomok ésszes kozos gyokét: (1,a,1) és (a2, a?1).

3.4. ZZsolve

A ZZsolve algoritmusban a tobbvaltozos polinomrendszereket egy nagyobb test felet-
ti egyvéltozds egyenletre vezetjiikk vissza [10, 15], amit hatékonyan tudunk megoldani
(pl. Berlekamp-algoritmussal).

Legyen F, a ¢ elemt test és tegytik fel, hogy fi,..., fm € Fylz1,...,2,]. Tegyik fel
el6szor, hogy ugyanannyi polinom van, mint valtozo, azaz n = m. Valasztunk egy n-ed
foki ¢ (y) irreducibilis polinomot az I, [y] gytliribol és ennek segitségével elkészitjik az
For = Fy[y] /(9 (y)) testet. Legyen ¢: F! — Fon, d(ay, ..., an) = a1 +agy + - -+ any™ "
Ez a leképezés az F, feletti n-dimenzids linedris teret megfelelteti az Fyn testtel. Tovabba
legyen f: Fy — T} leképezés az f = (fi,..., fn) képlettel definidlva. A ¢ segitségével
felemelhetjiikk f-et az F,n testbe ugy, hogy készitiink egy F' : Fyn — F,n leképezést az
F = ¢o fo¢~! mbédon. Ekkor F reprezentélhat6 egy F,» feletti egyvéltozds polinomként.
Ennek gyokei kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetéek az fi, ..., f, polinomok kozos

gyokeivel.
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Algoritmus.
Bemenet: E, az egyenletrendszer, mint idedl.

Kimenet: S, a megoldasidedlokat tartalmazo lista.

1. Legyen n a valtozok szama és ¢ az alaptest elemszama. Vegytlink egy n-ed foku
irreducibilis polinomot F, felett, legyen ennek egy gyoke (. Készitsik el az Fyn
testet.

2. Legyen ¢ (z1,...,2,) = x1 + 228 + -+ + 2,871 = X. A ¢! meghatarozdsédhoz
oldjuk meg M € Fix™re a ¢! (X) = (X, X, ... ,Xq"*) M = (z1,...,x,) linedris

egyenletrendszert mod z{ — x4, ..., 29

4 —ap.

3. Hatdrozzuk meg az F' = ¢ o f o ¢! mod X?" — X polinomot.
4. Faktorizaljuk F-et és a linearis tényezokhoz tartozé gyokok halmaza legyen S.

Az algoritmus leirasaban feltettiik, hogy a polinomok és a valtozok szama megegyezik.
Az algoritmus hasznalhaté abban az esetben is, amikor ez nem teljesiil. Ha m < n, akkor
ugy tekintjiik, hogy f,,.1 = - = f, = 0. Amennyiben m > n, akkor léteznek ¢,r € N,
hogy m =t-n+r és 0 <r <n. Illyenkor ¢t darab n egyenletbdl és egy r egyenletbdl allo
rendszerre alkalmazzuk az algoritmust. Az eredeti polinomok ko6zos gyokei a t + 1 darab

F n-beli egyenlet legnagyobb kozos osztdjanak linedris tényezdinek felelnek meg.

Példa. Legyen Fy, = {0,1,a,a?} a négyelemii test, ahol a? + o + 1 = 0. Tekintsiik az

Fy [x1, z9, 23] gylirit lexikografikus monomrendezés mellett és az
I= (xfo + arrs + o, 131923 + axy, o’riws + a2>

idealt. Mivel ez hiarom valtozés, igy az Fgs testbe fogjuk felemelni a rendszert, ezért
szitkségiink van egy harmadfokd irreducibilis polinomra F, felett. Ehhez faktorizaljuk a

megfelelé Conway-polinomot [13]:
Pyt ty =y Yyt a) (P Hy +ad).

Vélasszuk a g(y) = y> + y* + y + a tényezdt, és legyen ennek az egyik gyoke 3. Ennek
segitségével el tudjuk késziteni a ¢: F3 — Fey, (a1, 20, 73) = o1 + 228 + 238° = X
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leképezést. Ekkor felhasznédlva az o = xq, 23 = 1y, 14 = x5 Osszefiiggéseket, azt kapjuk,

hogy X4 = x; + (a+ a?B)zs + (a + af?)x3 és X = 21 + (o + af)zs + (a + a?5%)x3,
gy a ¢ ': Fgy — F3 leképezést az aladbbi alakban irhatjuk fel,

a?B + af? a+af?  a+ap
o HX) = (X, X4,X16) >+ B+’ P+a’f 148 = (w1, 79, 73) .

Az f:F3 — F3 f(x1, 29, 23) = (2329 + ax1 23 + o2, 231023 + axy, @’y 23 + %) leképezést

felhasznalva az eredeti egyenletrendszer képe a 64 elemii testben modulo X% — X :

F(X) — (bofogbfl (X) — 531x56_'_ﬁ37X50+ﬁ8X48+ﬁ10X44+652X41+
+ 516X38 + 624X36 + 558){35 + 637X33 + 561){26 + 625X24 + 543){20_‘_
+ 633X18 4 660X17 + 645X16 4 ,840X14 + 62X12 + 619X11 4 BGXg‘i‘
+618x8 +622X6 _'_67)(5 +615x4 +632x3 —|—542X2 +539X +642-

Ennek két linedris tényezéje van, X + (a? + o?8 + ?) és X + (1 + aff + (%). Az eredeti
polinomok kozos gyokeit pedig konnyen leolvashatjuk ezekrél, az elsé (a?, a?,1), a masodik
pedig (1, a,1).

A példaban az F, testet bovitve készitettiik el az Fgy testet. A program technikai okok
miatt Fo-t bévitve késziti el a hatodfokii Conway-polinom segitségével Fegy-et, majd eb-
ben szamol tovabb, felhaszndlva, hogy 82! = « (1d. A. fiiggelék). Tovabbd az algoritmus
megkoveteli, hogy egyszerre két kiilonb6zo test feletti tobbvaltozdés polinomgytiriben dol-
gozzunk. Mivel a SINGULAR egyszerre csak egy polinomgytriiben hajlandé mitveleteket
végezni, ezért definialni kellett a két polinomgytirt kozott egy alkalmas homomorfizmust,

mely segitségével tudunk valtani a két gytirt kozott.

3.5. XLsolve

Az XLsolve az XL (eXtended Linearization) linearizéciés technikat hasznalé algoritmus.
A tipikus linearizaciés technika elsosorban kvadratikus egyenletek megoldasara lett kifej-
lesztve, ahol az z;x; alaki monomokat 0j y;; valtozokkal helyettesitjik. Az igy kapott

linearis egyenletrendszer mar hatékonyan megoldhaté. Az j valtozdkra kapott megolda-
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sokbol mar ki tudjuk szamolni az eredeti valtozok értékeit. Ennek a modszernek 1étezik
egy modositott valtozata, a relinearizacié [15]. Lényege, hogy a linedris egyenletek mel-
1é bevesziink nem linearis egyenleteket is melyek azt az informaciét hordozzak, hogy a
linearizaci6 soran bevezetett 4j y;; valtozok nem fliggetlenek egymadstol. Legegyszeriibb
forméajaban a relinearizacié a valtozo 4-esek szorzasra valé kommutativitasara épiil. Tet-
széleges 1,7, k,l indexek esetén (z;x;)(xpx;) = (vix)(z;x) = (v20)(xj2), ami az G
valtozok esetén az vy = YirYj = Yayjr Osszefiiggésnek felel meg.

Az XL lényege, hogy az egyenletrendszer minden egyenletét megszorozzuk egy bizonyos
fokszamkorlat ala es6 monomokkal. Az igy kapott egyenletrendszerre pedig alkalmazzuk

a linearizéaciét [5]. Az eljaras miikodik kvadratikusndl magasabb foki egyenletetekre is [9].

Példa. Legyen F, = {0,1,a,a?} a négy elemi test, ahol a?® + a + 1 = 0. Tekintsiik az

Fy [x1, z9, 23] gylirit lexikografikus monomrendezés mellett és az
2 2 2.2 2 2 2 2
I = (a:lxg—i—a , o] +atry + o, ] + 13 + x5 + o, 1 +x1:c3—|—a>

idealt. A polinomok szorzaséhoz vegyiik az Osszes, legfeljebb elséfoki monomot (1, 21, x2,

x3), igy a kovetkez polinomokat kapjuk:

173 + o ? + o?rd + 2+ rxs + 23+ o T3+ 113 +
2rs+ oty i+ olradtar, 2+ 22xs + ol + ey 2+ 23z + an
T1Tox3 + 2wy TIro + Q2T+ axy  23xo + T1Tow3 + T + QPxy XX + 117073 + ATy

1173+ o’ry xiws + QPrdvs + ary iy + 1iwd 4 2373 + Qlry xlxs + 1iwd + aws.

Az x7'xg? -+ -zt alakd monomokat cseréljik le 0j ye,e,.., valtozokra, igy a kovetkezd

linearis polinomokat kapjuk:

yin + o Ya00 + @Yoo + v Y200 + Y101 + Yozo + Y200 + Y101 + &

Y201 + *Y100 Y300 + Y120 + Y100 Y300 + Y01 + Y120 + @100 Ys00 + Y201 + Y00
Y111 + @*Yor0 Y10 + *Yozo + oo Y210 + Y111 + Yoso + @Yoo Y10 + Y111 + Woro
Y102 + @Yoor  Yeo1 + Yoz + Yoor Y201 + Y102 + Yorz + &7Yoo1 Y01 + Y102 + oor -
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A Gauss-elimiaci6 elvégzése és az y;, ;, valtozék monomokkd vald visszairdsa utan a

kovetkez6 polinomokat kapjuk:

Ty + axs T3+ o a3+ 1 i+ 1
2 2 2 2 2
123 + QT3 X33+ T3 T1Xok3 + aTxo X1T3 + T3

3 2 2 3
TH + X T125 + axs 7T + X2 T] + ars.

A kapott egy valtozos polinomokbdl meghatarozzuk, hogy z; = 1 és o = 1. Majd ezek
behelyettesitése utdn kapjuk, hogy z3 = a?.

Az eljaras soran a SINGULAR-t tobbszor is polinomgyitiri valtdsara kényszeritjik: el6-
szor az Fy[xq, ..., x,] gylrihoz hozzavesszitk az y; valtozdkat, és definidljuk a koztiik
megtaldlhaté Osszefiiggéseket. Majd sziikségiink van egy csak y;-ket tartalmazé polinom-
gyurire, ahol megoldjuk az eredeti egyenletrendszer megfelel¢jét. A megoldasokat vissza-
irjuk az d&tmeneti (z;-ket és y,-ket is tartalmazd) polinomgytiriibe, ahol a monomrendezés
modositasaval kifejezhetjiik y; monomjait z; monomjaiva. Végiil a kapott megolddsokat

visszahizva az eredeti polinomgytiriibe kapjuk az eredeti egyenletrendszer megoldasait.

3.6. ffsolve

Az ffsolve eljaras véges test feletti univerzalis megoldoként miikodik. Heurisztikusan va-
lasztja ki a megadott bemenethez legjobban ill6 algoritmust. Az eljaras rekurzivan mii-
kodik és felhasznalja azt a simplesolverben alkalmazott Otletet, hogy az esetleg el6fordu-
16 egyvaltozos polinomok gyokeit meghatarozva csokkenthetjik az egyenletrendszert. Az
egyvaltozés polinom gyokeinek behelyettesitése utan kapott 4j egyenletrendszerekre re-
kurzivan meghivja énmagat, mivel ilyenkor el6fordulhat, hogy a kapott 11j rendszerekhez
mas-mas megoldoeljarast érdemes hasznélni. Az ffsolve alapértelmezésben a dolgozatban
bemutatott algoritmusokbdl valogat, de lehetdség van bemenetként sajat megolddelja-
rast is megadni. Az ilyen eljarasoktél elvart, hogy a bemenetet ideal tipusként varjak és
kimenetként egy listat adjon, melynek elemei ideal tipusiak.

A megfelel6 megoldd eljarast kivalaszté heurisztika (a CD-n mellékelt valtozatban) a
kovetkezoképpen miikodik: tegyiik fel, hogy a listaban kapott valaszthato megoldo eljara-
sok algy,...,alg,. Ekkor a fenti algoritmusok koziil a heurisztika véletlenszertien valaszt

egyet ugy, hogy az alg; eljarast 2n+1—i sillyal latja el. Tehat az i-edik eljaras kivalasztasi
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’ sz 2(2n+1—i)
valoszinlisége G

ja a késobb szereplokkel szemben, am nem tilzd mértékben teszi azt. Az alapértelmezett

. Ezzel elérjiik, hogy a lista elején talalhato algoritmusokat preferdl-

lista

— linedris egyenletrendszer esetén (GBsolve),

— masodfoku egyenletrendszer esetén (XLsolve, PEsolve, simplesolver, GBsolve, ZZsol-

ve),

— magasabb foku egyenletrendszer esetén (PEsolve, simplesolver, GBsolve, ZZsolve,
XLsolve).

Ezt a listat a diplomamunkam alapjén allitottam ossze [3]. Ebben elemeztem a fenti algo-
ritmusok elméleti futdsidejét, valamint a kapott eredményeket gyakorlati médon tesztelt
futasidokkel is megerositettem.

A késObbiekben tervezem a fenti heurisztika javitasat a SINGULAR fejlesztoi csoport-
javal folytatott eszmecserét kovetoen. Felvettem a kapcsolatot a SINGULAR fejlesztoi cso-
portjaval, hogy a bemutatott fiiggvénykonyvtar bekeriiljon a rendszerrel szallitottak kozé.
A jovében varhatéan tobb, a fenti heurisztikara illetve az egyes algoritmusok implemen-

talasara vonatkozo tanacsot fognak adni.

4. Osszefoglalas

Készitettem egy fliggvénykonyvtarat a polinom szamitasokra specializalt, szabadon hoz-
zaférheté (GNU GPL licencii) SINGULAR komputer algebra rendszerben. Ez a rendszer
tartalmazza a legtobb fejlett algoritmust a kommutativ algebra és az algebrai geometria
teriiletérél. A SINGULAR csomag tObbféle egyenletrendszer megoldé eljarast is tartalmaz,
am ezek mindegyike csak 0 karakterisztikdban miikodik. A SINGULAR hivatalos fejlesztoi
csoportja nyitott problémat irt ki a prim elemszamu testek feletti megoldé algoritmusok
implementalasara Solve polynomial systems over Z/p cimmel.

A dolgozatban bemutatok 6t ismert, véges testek feletti egyenletrendszereket megoldd
implementaci6 fut tetszéleges véges testre, nem csak a kért Z/p testekre, ezzel joval &l-
talanosabb megoldast nytjtva a SINGULAR nyitott probléméara. Az eljarasok az aldbbi

matematikai elméleteket hasznaljak:
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helyettesitések ellenorzése,
Grobner bazisok elmélete,
polinomok ekvivalencidja,
tobbvaltozos egyenletrendszer leképezése egyvaltozos egyenletté,

linearizécids technikék.
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A. Fg, két logaritmus tablazata

Legyen 3 gyoke az 25 + x' + 23 + z + 1 € Zy[z] irreducibilis Conway-polinomnak. Ekkor

B hatvanyai a kévetkezdek.

56

/87

BS

59
510
511
612
513
514
515
516
517
518
519
520
621

1+8+p%+p"
B+B2+8*+8°
1+8+p%+84+5°
1+,82+,34+,85
1+64+65
1+53+ﬁ4+55
1+53+55

1+ 3

B+8*

62+B5

1+8+ 8"

B+ 8%+ p°

1+ 8+ 8%+
B+B%+ 8%+ °
1+8+ 82

B+ 8%+
62+183+IB4

B+ 5%+ 8°
1+8+p5+8°
1+p% 483
B+5%+p*

B2+ B+ p°
1+8+p4+8°
1+62+B3+B4+55
1+ 8°

1+ﬁ3+54

B+ B+ 8°
1+B8+p+83+p4+8°
1+ﬁ2+,35

1+ p4

B+B°
1+8+4p%+8°+p*
B+B%+ 8%+ 5+
1+8+8%+8°
1+62+B4

B+ B+ p°
1+B8+8%+8°
B+B°+ 8+
52+B3+54+65
1+8+8°
1+52+/33+/34
B+ B +p8+5°
1+8+4p%+8%+5°
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B+ 5

B%+ B

B+ B°

1+8+p8°

B+ B>+
52+53+55

1+8

B+ B

52+53

g%+ B

B*+8°
1+8+8%+8'+5°
1+52+ﬁ3+ﬁ5
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Tekintsiik az 2% + 2 4+ 2® +x + 1 € Zy[x] irreducibilis Conway-polinomot. Ez F, felett
(2 + 22+ 2+ ) (2® + 22 + x + o?) alakban bomlik irreducibilis polinomok szorzatéra.

Legyen 3 gyoke az a2 + 2% + 2 + o polinomnak. Ekkor 3 hatvinyai a kovetkezdek.

B = atp+p 34 2
g4 +a2B B = 1+4+aB+aB
= [e3% [0
g 6+ a2g? S e
= [0 (e
B = 1+a28+ 4 L e
= «
BT + afB? = e
= (0% «
ﬁg ) . ﬁ2 538 — ﬁ + a252
= [0 (03
g 21 8+ ap? Sl el
= (0% Q,
g = o?+p8+a?p? = et
11 2 g = a+af+ap?
BT = 1+ab 42 2
,612 — a2 +a2,6’+aﬁ2 543 = 012
613 — ()[2 +B+ﬂ2 5 = « ﬁ
i Lo gl = 422
= (0% (63
1815 B+ BQ 545 — 1 +a25+a2ﬁ2
= [0 (e
516 — o?4ag B = 1+aB
57— o281 af? g = Btap?
e *tap+p? s s
= [0 «
Y = a+af+a?p? s s
P = 1+8+p? e
o Bl = a+a2B+ 2
= «
82 = op g% = a+a’B+ap’
ﬁ23 62 553 — 012 +ﬁ2
= «
g = o+ aBf+ap? = ataf+p
525 2,5 B = a+a’f+a’p?
= «
45 _ o254 2 B = 1+8
BT — 0t B4 ap B = B+p?
BB = o282 B® = a+p
5 14252 B2 = af+p?
B = 1+af+a’p? B = atpta’s
B 1taga @ g% = 148+ ap?
o L 852 = o428+ a2p?
= (0% (63
63 _
,833 — 14+ 5 + Q252 B
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Sajat munka leirasa

A dolgozatban kiillonb6z6 véges testek feletti egyenletrendszereket megoldé algoritmusokat
ismeretek, melyeket az elérheto szakirodalombdl valogattam 0Ossze és tanulmanyoztam
az elméleti hatteriiket. Mindegyik eljaras ismertetésekor hivatkozok a megfeleld cikkre,
melyben az eredeti leiras megtalalhato.

A kivalasztott algoritmusok mindegyikét implementaltam a SINGULAR komputer al-
gebra rendszerben. Az elkésziilt eljarasokbdl készitettem egy fiiggvénykonyvtarat. A fligg-
vénykonyvtar és a benne szerepld implementaciokat onalléan készitettem, azok a sajat
eredményeim. Az ffsolve programnak nem csak az implementéacidja, hanem a heurisztika-

ja is 6nallé munkam eredménye.
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