EszZTERHAZY KAROLY FOISKOLA
MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI INTEZET

Szimmetrikus elemek
Lie-feloldhatdé hossza nem

Lie-feloldhaté csoportalgebrakban

Készitette: Témavezets:
To6th Enikd Dr. Juhasz Tibor
Matematika BSc. adjunktus

EGER, 2012



1. Bevezetés

A dolgozatot a vizsgalt probléma megértéséhez sziikséges fogalmak attekintésével kezdjiik.
Legyen G egy csoport és ' egy test. Jelolje I'G az Osszes Ygeqogyg alaki formélis 6sszegek
halmazat, ahol csak véges sok ay € F egyiitthaté nem nulla. Ertelmezziik FG-ben az ossze-
adast és a skalarral valo szorzast a kovetkez6képpen: ha x = deG agg és y= deG Bgg
FG elemei, ahol oy, By € F, és vy € Fakkor v +y =3 cs(ag+Bg)g, v = 2 cc V19
Ekkor FG vektortér F felett, s6t az xy = deG (ZheG ahﬁh_lg)g szorzassal ellatva algeb-
ra, melyet a G csoport F' test feletti csoportalgebrajinok neveziink. Az F'G csoportalgebrat
— mint minden asszociativ egységelemes algebrat — tekinthetjiik Lie-algebranak, melyen a
Lie-mtveletet (Lie-kommutdtort) a kovetkezSképpen definialjuk: [z, y] = zy — yx minden
x,y € FG-re.

Legyen S az F'G csoportalgebra egy nemiires részhalmaza. Az [S, S] szimbolum alatt FG
bsszes [x,y] Lie-kommutatora altal generalt alterét értjiik, ahol z,y € S. Legyen °(S) =
= S, és han > 1, legyen s"H1(S) = [67(8),6(S)]. A {6"(S)},en sorozatot az S
részhalmaz Lie-derivdlt sorozatdnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az S részhalmaz Lie-
feloldhatd, ha létezik n € N melyre 6["/(S) = 0. A legkisebb ilyen n-et nevezziik S Lie-
feloldhato hosszdanak, és ezt dlp(S)-sel jeloljik. Most modositjuk ezt a definiciot annak
érdekében, hogy a sorozat tagjai ne csupan alterek, hanem az F'G algebra asszociativ ide-
aljai legyenek. Ezaltal egy jobban hasznalhaté és kénnyebben tanulméanyozhaté sorozathoz
jutunk. Legyen 6 (S) = S, és legyen 6 T1(S) = [6(™)(S), 60" (S)|FG az bsszes [z,
Lie-kommutator altal generalt asszociativ idedl, ahol z,y € §(™(S). A {60 (S)}nen so-
rozatot az S részhalmaz erds Lie-derivdlt sorozatdnak nevezziik. Az S részhalmaz erdsen
Lie-feloldhatd, ha l1étezik n € N melyre 5(")(5) = 0, és ekkor a legkisebb ilyen n-et nevez-
ziik az S erds Lie-feloldhaté hosszdnak, és d1¥(S)-sel jelsljiik. Nyilvan §((S) € 6 (S9)
minden S és n € N esetén, igy minden ergsen Lie-feloldhat6 S részhalmaz Lie-feloldhaté
is, es dlz(S) < d1(S). Jelgljiik U(S)-sel az S egységeinek csoportjat, azaz mindazon
S-beli elemek halmazat, melyeknek van inverze a szorzasra nézve. Vilagos, hogy U(FG)
csoport (melyet az F'G csoportalgebra egységesoportjinak neveziink), vegyiik ennek egy M
nemiires részhalmazést. Jeldlje ekkor (M, M) az dsszes (g,h) = g~ th~'gh (9,h € M) cso-
portkommutator altal generélt részcsoportot. M esetén legyen 6o(M) = M, és han > 0,
legyen d,41(M) = (0,(M), 0,(M)). Az M részhalmaz feloldhatd, ha létezik n € N, melyre
On (M) = 1. A legkisebb ilyen n az M feloldhats hossza, melynek jele dI(M). Az (z,y) =
=1+ a2 'y 'z, y] egyenlSséggel konnyen belathato, hogy 6, (U(S)) C 14 60 (S) minden
n > 1 esetén, ami azt jelenti, hogy az er6sen Lie-feloldhat6 S részhalmaz egységeinek hal-
maza feloldhato, és dI(U(S)) < d1Z(S). Az ehhez hasonlé észrevételek hatésara fokozodott
a csoportalgebrak Lie-tulajdonsagainak (Lie-feloldhatosag, Lie-nilpotencia, Lie-n-Engel tu-
lajdonséag, stb.) vizsgalata. Ebbdl az osszefiiggésbdl latszik ugyanis, hogy a csoportalgebra
ers Lie-feloldhatd hossza fels§ korlat a csoportalgebra egységeinek feloldhato hosszéra. Az
egységek kozvetlen vizsgilata altaldban nehéz probléma, hiszen két elem kommutétora-

nak kiszamitasdhoz sziikség van az elemek inverzének ismeretére, melynek meghatarozésa



ijabb nehézségeket vet fel. A Lie-kommutatorok viszont az inverz elemek ismerete nélkiil
kiszamithatok.

Koénnyen belathato, hogy az F'G csoportalgebra pontosan akkor ergsen Lie-feloldhato,

ha a G csoport G’ kommutator-részcsoportja véges p-csoport, és az F test karakterisztikdja
p (Lemma 2.2. [10]). Sokkal mélyebb megfontolasokat igényel annak a kérdésnek a megvala-
szolasa, hogy vajon létezik-e olyan F'G csoportalgebra, mely Lie-feloldhato, de nem erdsen
Lie-feloldhato. I.B.S. Passi, D.S. Passmann és S.K. Sehgal [9] eredménye szerint ez akkor
és csak akkor fordulhat el6, ha F' karakterisztikdja 2, és G-nek van olyan 2-indext részcso-
portja, melynek kommutator részcsoportja véges 2-csoport. Azoknak a csoportalgebraknak
a jellemzése, melyek egységcsoportja feloldhato, még ennél is Gsszetettebb probléma. Ennek
fejlsdése A. Bovdi [7] dolgozataban kévethetd nyomon.
A Lie-feloldhat6 csoportalgebrak Lie-feloldhat6 hosszanak vizsgélatdt A. Shalev kezdemé-
nyezte, a témaban publikalt két dolgozata [11, 12] koziil az els6 {6 eredmeénye egy also korlat.
Azoknak a csoportalgebriaknak a jellemzése, melyekre ez az alsé korat pontos, E. Spinelli
[13] eredménye. Ennek bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik Zs. Balogh és T. Juhasz [4]
azon tétele, amely azoknak a F'G csoportalgebraknak a Lie-feloldhato hosszat hataroz-
za meg, melyekre G’ ciklikus és pératlan rendii. Ugyanezen csoportosztéaly esetén ismert
FG egységesoportjanak feloldhato hossza: [1, 5]. Az eddig elért eredményeket nézve ke-
vés a remény arra, hogy megadhaté olyan formula, amely tetsz6leges erésen Lie-feloldhato
csoportalgebranak és egységeinek megadja a Lie-feloldhatoé hosszait, illetve a feloldhato
hosszat.

Legyen * az F'G csoportalgebra egy involicidja, azaz egy olyan x: FG — FG (x — z*)
leképezés, melyre (x4 y)* = 2* +y*, (xy)* = y*z* és (2*)* = x teljesiil barmely z,y € FG
esetén. Legyen tjra S C FG. Az ST = {z € S : 2* = z} halmazt az S szimmetrikus
elemei halmazdnak nevezziik.

A csoportalgebrak involucidinak feltarasa még nyitott probléma. Viszont kénnyen lathato,
hogy a G csoporton értelmezett g — g~ ' leképezés FG-re torténd linearis kiterjesztése
deG agg deG agg_l) az F'G involucioja lesz. Ezt az involuciot F'G kanonikus in-
A szimmetrikus elemek halmazanak vizsgalata jelenleg a legintenzivebben kutatott teriilet
a csoportalgebrak témakorén beliil. Ennek ellenére a kérdés, hogy egy csoportalgebra szim-
metrikus elemeinek halmaza mikor Lie-feloldhato, még nyitott. Az eddig ismert eredmények
[8] arra vonatkoznak, hogy a szimmetrikus elemek Lie-feloldhatosaga milyen feltételek mel-
lett vonja maga utdn az egész csoportalgebra Lie-feloldhatésagat.
Abban az esetben, ha F'G Lie-feloldhat6, nyilvan FG™ is az, és dl(FGT) < dl(FG).
Ugyanez elmondhatd az erds Lie-feloldhatosagrol és az egységek feloldhatdsagarol is, az
azonban még kérdéses, hogy az egyenlGség mikor teljesiil. Ezzel kapcsolatban méar folynak
kutatasok, lasd: |2, 3]. Megtorténhet azonban, hogy FG™ Lie-feloldhato, de FG nem. Valo-
ban, legyen P egy tetsz6leges véges p-csoport, ahol p paratlan prim, és legyen N egy Hamil-

ton 2-csoport, azaz olyan 2-csoport, melynek minden részcsoportja normalis. Legyen G =



= P x N éslegyen F egy p karakterisztikaju test. Ekkor 9] szerint F'G nem Lie-feloldhato.
Konnyt belatni, hogy ha P = 1, akkor F'G = F'N szimmetrikus elemei egymaéssal felcse-
rélhetsk, igy FG1 erésen Lie-feloldhato, és d1(FG) = 1. Tovabba megmutatjuk, hogy
FG*t a P # 1 esetben is erésen Lie-feloldhato, és ekkor dI¥(FG*) < [logy t(P)]. Ebben
a formuldban [-] egy valos szém felss egészrészét jeloli, ¢(P) pedig az F'P csoportalgebra
w(F P) fundamentélis idealjanak (amely a p: FG = F, p(Xseqaq9) = geqoy homomor-
fizmus magja) nilpotencia indexét. Mivel most P véges p-csoport és char F' = p, igy ez az
ideal valoban nilpotens (3.1. Tétel [6]). Tovabba igazoljuk, hogy ha P hatvanyteljes, azaz
P’ C PP, akkor FG™T Lie-feloldhato hossza, és FGT egységeinek feloldhato hossza is eléri

a fent emlitett felsg korlatot. Fzeket az eredményeket az alabbi tétel foglalja Gssze.

Tétel. Legyen F egy p > 2 karakterisztikdji test, és legyen G = P x N, ahol P # 1 véges
p-csoport, és N egy Hamilton 2-csoport. Ekkor FG™ erdsen Lie-feloldhato és

AIL(FGY) < [logy 1(P)].
Tovabbd, ha P hatvdnyteljes, akkor
d(UT(FQ)) = dI(FG) = dI*(FG) = [logy t(P)]

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor P hatvanyteljes, t(P) konnyen kiszamithato.
A dolgozatot a tétel bizonyitasaval folytatjuk.



2. A tétel bizonyitasa

A bizonyitashoz felhasznaljuk a
[vy, 2] = 2ly, 2l + [, 2]y &5 [z, 2] = yla, 2] + [2,y]2 (2.1)

azonossagokat, melyek minden x,y, z € F'G esetén teljesiilnek. Tovabbé, kénnyen belatha-

t0, hogy barmely g € G és k € Z esetén
" —1=k(g—1) (modw(FG)?), (2.2)

melyre szintén sziikségiink lesz. A G csoport, valamint az F'G csoportalgebra centrumat
C(G) illetve ((FG) fogja jelolni.

Legyen P £ 1 véges p-csoport, ahol p paratlan prim, N egy Hamilton 2-csoport és F egy
p karakterisztikaju test. Mint az jol ismert, N = Qg X E, ahol (Jg a nyolcadrendd kvaternioé
csoport, és E? = 1. Legyen G = P x N, tovabba jellje J(P) az F'G csoportalgebra w(F P)
altal generalt idedljat. Mivel w(F P) nilpotens, és P normalis részcsoportja G-nek, igy
J(P) nilpotens ideal melynek nilpotencia indexe t(P), és az {1 + z : x € J(P)} normalis
részcsoportja az U (FG) egységesoportnak (23.1. Lemma [6]).

A tétel bizonyitasat két részletben fogjuk elvégezni.
2.1. Lemma. dI*(FG*) < [log, t(P)]

Bizonyitds. Jol ismert, hogy FG'-nak, mint I test feletti vektortérnek az
S={g9+g ' g€G}
halmaz egy generdtorrendszere. Esetiinkben S = {a(h + a?h™!) : a € N,h € P}. Mivel
a(h+a*h™)=ah—1)+a*(h"t = 1) +a+a,
és a + a® eleme FG centruménak, igy kapjuk, hogy
FGt C3(P) +((FG).

Innen indukciéval belatjuk, hogy 6 (FG*t) C 3(P)%", minden n > 1-re. Valoban, n = 1

esetén:

SWN(FGT) = [FGT,FGT] FG C
€ [3(P) + C(FG),3(P) + ((FG)IFG C
[3(P),3(P)]FG C 3(P)*.
Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 esetén igaz az allitas, azaz 6 (FG) C J(P)%". Ekkor

n

2n+1

s (FGT) = (50 (FGT), 60 (FGT)FG C [3(P)*",3(P)*"|FG C 3(P)



Ha 2" > t(P) akkor J(P)*" = 0, és igy 60 (FG*) = 0. Innen dI*(FGt) < [log, t(P)]
kovetkezik.

Mivel dlg (FG1) < dI¥(FGt) és AU (FG)) < dIL(FGT), igy [logy t(P)] felss kor-
latja dly, (FG™)-nak és dI(UT(FQG))-nek is.

2.2. Lemma. Ha P hatvdnyteljes, akkor
diL(FGT) = [logy t(P)] és dI(UT(FQ)) = [log, t(P)].

Bizonyitds. Jeldlje ¢ az N? generator elemét. Indukciéval be fogjuk latni, hogy minden
a € N\((N) és hy,..., hon € P esetén létezik u, € SP(FGT) és ul, € 6,(UH(FG)),
melyre

up=1—u, =a(l—c)(hy — 1)+ (hon — 1) (mod J(P)*" 1.

Valoban, minden a € N \ {(N) és h € P esetén (2.2) miatt

up:=ah—1)+a*(ht—1)=ah—1)—d*(h—1) =
=a(l-a*)(h—1)=a(l —¢)(h—1) (mod J(P)?),

és mivel ug eleme az J(P) nilpotens idealnak, igy uy := 1 — up € U(F'G). Tovabba, ug és
uy, szimmetrikus elemek, tehat az allitas teljesiil, ha n = 0. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz
valamely n > 0 esetén. Legyen a € N \ ((N), hi, ha, ..., hont1 € P. Ekkor kivalaszthatjuk
az ai,ay € N\ ((N) elemeket ugy, hogy (a1,a2) # 1 és ajas = a. Az indukcios hipotézis
szerint léteznek olyan u,, v, € S (FG*) és !, v!, € §,(UT(FG)) elemek, melyekre

n»-n

= CL1(1 — C)(hl — 1) - (hgn _ 1) (mod j(P)2n+1),
= as(1 = ¢)(hany1 — 1) -+ (hgni1 — 1) (mod J(P)?"*+1).

1-—-
1-—
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Ekkor (2.1) alkalmazésaval kapjuk, hogy

[un, vn] = [a1(1 = ¢)(h1 — 1) -+ (hon — 1), a2(1 — ¢)(hanq1 — 1) -+ (hgns1 — 1)] =
=a1(1 = ¢)[(h = 1)+~ (hon — 1), a2(1 = ¢)(hang1 — 1) -+ (hgnr — 1]+
+[a1(1 —¢),a2(1 — ¢)(hong1 — 1) -+ (hgnr — D)](hg — 1) -+~ (hon — 1) =
= araz(1 = ¢)*[(hy = 1) - (han — 1), (hang1 — 1) -+ (hgner — 1))+
+[a1(1 —¢),a2(l = ¢)](hant1 — 1) -+ (hgn+1 — 1)(hg — 1) -+ (han — 1) =
= araz(1 = ¢)*[(hy = 1) -+ (han — 1), (hgng1 — 1) -+ (hgnir — 1]+
+ [a1,a2)(1 = ) (hanga = 1) -+ (hgner = 1)(hy = 1) -+ (han — 1)

(mod J(P)*" 1y



és felhasznalva, hogy (1 —¢)? = 2(1 — ¢),

[tn, vn] = 2a1a2(1 —¢)(hy — 1) -+ (hgn+1 — 1)+
+2aja2(1 — ¢)(hanyr — 1) -+ (hontr — 1)(hy — 1) -+ (hon — 1)
(mod J(P)*>" 1,

adodik. Mivel P hatvanyteljes és char F' = p > 3,
(hishj) =1 € w(P') C w(PP) Cw(P)? C 3(P)°
és

(hi = 1)(h; — 1) = (hj — 1)(hi — 1) + hjhi((hi, hy) — 1)
= (h; — 1)(h; — 1) (mod 3(P)?)

minden ¢, j esetén, igy
[tn, Un] = dajas(l — ¢)(hy — 1)+ - (hgns1 — 1) (mod 3(P)2n+1+1).
Vildgos, hogy (ul,) (v,)™! —1 € J(P), és

(s vp) = 1+ ((ug) ™ (03) ™ = ety vp] + [, vy

=1+ [un,vn] = 1 +4a(l — )(hy — 1)+~ (hgnt1 — 1) (mod J(P)2""'+1).

Mivel p paratlan prim, valaszthatunk olyan s egész szamot, hogy 4s = —1 (mod p), és a
binomialis tétel alkalmazéisaval kapjuk, hogy

(u,vp) =1—a(l —c)(hy — 1)+ (hgnt1 — 1) (mod j(P)Qn-Fl_i_l)'

n»-n

Az indukei6 készen van, ugyanis uns+1 := 47 [un, vy] € SPFU(FGH) s ul,, = (ul,,v),)* €
€ 6, (UH(FQ)).

Mindaddig amig 2" < t(P), létezik hqy,...,han € P melyre (hy —1)---(han — 1) # 0,
azaz 6™ (FG)-nek létezik 0-t6l, 6, (Ut (FG))-nek pedig 1-t6l kiilonbozé eleme, melybél az

allitas kovetkezik.



3. Konkluzié

A dolgozatban példat adtunk olyan csoportalgebrikra, melyek szimmetrikus elemei Lie-
feloldhatéak, de maga a csoportalgebra nem: ha P egy véges p-csoport, ahol p paratlan
prim, N egy Hamilon 2-csoport, és G = N x P, akkor G csoportalgebrija tetszéleges p
karakterisztikaji F' test felett ilyen. Belattuk tovabbd, hogy ha P # 1, akkor F'G szim-
metrikus elemeinek ergs Lie-feloldhaté hossza nem lehet nagyobb, mint [logy ¢(P)], és ha
P hatvanyteljes, akkor F'G szimmetrikus elemeinek Lie-feloldhat6 hossza és szimmetrikus
egységeinek feloldhatd hossza el is éri ezt a korlatot.

Legyen most

N=Qs=(ab | a* =1, v =d? (a,b) =d?)

a nyolcadrendi kvaterniécsoport,
P=(zy | 2°=14" =1, (x,9) =2 (,2) = (y,2) = 1),

és F' egy 3 karakterisztikaju test. Ekkor P nem hatvanyteljes, és konnyd belatni, hogy
t(P) =9, igy a tétel szerint dI*(FG) < 4. A korabbihoz hasonlé szdmolas mutatja, hogy

ti=alx—1)+a@®—1), ta=blxz—1)+b*—-1)
ty=a(y —1) +a*(y> = 1), ta=ably —1)+a’b(y* — 1)
ts =b(y — 1)+ b3(y> = 1), tg=ab(zx —1)+a’b(2* — 1)

esetén

0 # “[tlatﬂ s, ta] ], [[t1, t5] [tz,tes]]] e sB(FG™),
és ha t; =1 —t;, akkor
1 (0 1), (15, 0), ((15,15), (8, 1R)) ) € (U H(FG)),

igy di(FG*) = dI({UT(FG)) = 4. Tehat a felss korlat eléréséhez P hatvanyteljes volta

elégséges, de nem sziikséges. Ezaltal az alabbi kérdések még nyitva maradnak:

3.1. Probléma. A tétel jelolései mellett létezik-e olyan P, melyre
AUH(FG)) # Nogy t(P)]  vagy I (FG) # [logy t(P)]?

3.2. Probléma. Az dltalunk vizsgdltakon kivil létezik-e olyan nem Lie-feloldhatd csoport-

algebra, amely szimmetrikus elemeinek halmaza Lie-feloldhato ?
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