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1. Bevezetés

A dolgozatot a vizsgált probléma megértéséhez szükséges fogalmak áttekintésével kezdjük.

Legyen G egy csoport és F egy test. Jelölje FG az összes Σg∈Gαgg alakú formális összegek

halmazát, ahol csak véges sok αg ∈ F együttható nem nulla. Értelmezzük FG-ben az össze-

adást és a skalárral való szorzást a következ®képpen: ha x =
∑

g∈G αgg és y =
∑

g∈G βgg

FG elemei, ahol αg, βg ∈ F , és γ ∈ F akkor x+ y =
∑

g∈G(αg + βg)g, γx =
∑

g∈G γαgg.

Ekkor FG vektortér F felett, s®t az xy =
∑

g∈G
(∑

h∈G αhβh−1g

)
g szorzással ellátva algeb-

ra, melyet a G csoport F test feletti csoportalgebrájának nevezünk. Az FG csoportalgebrát

� mint minden asszociatív egységelemes algebrát � tekinthetjük Lie-algebrának, melyen a

Lie-m¶veletet (Lie-kommutátort) a következ®képpen de�niáljuk: [x, y] = xy − yx minden

x, y ∈ FG-re.
Legyen S az FG csoportalgebra egy nemüres részhalmaza. Az [S, S] szimbólum alatt FG

összes [x, y] Lie-kommutátora által generált alterét értjük, ahol x, y ∈ S. Legyen δ[0](S) =

= S, és ha n > 1, legyen δ[n+1](S) = [δ[n](S), δ[n](S)]. A {δ[n](S)}n∈N sorozatot az S

részhalmaz Lie-derivált sorozatának nevezzük. Azt mondjuk, hogy az S részhalmaz Lie-

feloldható, ha létezik n ∈ N melyre δ[n](S) = 0. A legkisebb ilyen n-et nevezzük S Lie-

feloldható hosszának, és ezt dlL(S)-sel jelöljük. Most módosítjuk ezt a de�níciót annak

érdekében, hogy a sorozat tagjai ne csupán alterek, hanem az FG algebra asszociatív ide-

áljai legyenek. Ezáltal egy jobban használható és könnyebben tanulmányozható sorozathoz

jutunk. Legyen δ(0)(S) = S, és legyen δ(n+1)(S) = [δ(n)(S), δ(n)(S)]FG az összes [x, y]

Lie-kommutátor által generált asszociatív ideál, ahol x, y ∈ δ(n)(S). A {δ(n)(S)}n∈N so-

rozatot az S részhalmaz er®s Lie-derivált sorozatának nevezzük. Az S részhalmaz er®sen

Lie-feloldható, ha létezik n ∈ N melyre δ(n)(S) = 0, és ekkor a legkisebb ilyen n-et nevez-

zük az S er®s Lie-feloldható hosszának, és dlL(S)-sel jelöljük. Nyilván δ[n](S) ⊆ δ(n)(S)

minden S és n ∈ N esetén, így minden er®sen Lie-feloldható S részhalmaz Lie-feloldható

is, és dlL(S) 6 dlL(S). Jelöljük U(S)-sel az S egységeinek csoportját, azaz mindazon

S-beli elemek halmazát, melyeknek van inverze a szorzásra nézve. Világos, hogy U(FG)

csoport (melyet az FG csoportalgebra egységcsoportjának nevezünk), vegyük ennek egy M

nemüres részhalmazát. Jelölje ekkor (M,M) az összes (g, h) = g−1h−1gh (g, h ∈ M) cso-

portkommutátor által generált részcsoportot. M esetén legyen δ0(M) = M , és ha n > 0,

legyen δn+1(M) = (δn(M), δn(M)). Az M részhalmaz feloldható, ha létezik n ∈ N, melyre

δn(M) = 1. A legkisebb ilyen n az M feloldható hossza, melynek jele dl(M). Az (x, y) =

= 1 + x−1y−1[x, y] egyenl®séggel könnyen belátható, hogy δn(U(S)) ⊆ 1 + δ(n)(S) minden

n > 1 esetén, ami azt jelenti, hogy az er®sen Lie-feloldható S részhalmaz egységeinek hal-

maza feloldható, és dl(U(S)) 6 dlL(S). Az ehhez hasonló észrevételek hatására fokozódott

a csoportalgebrák Lie-tulajdonságainak (Lie-feloldhatóság, Lie-nilpotencia, Lie-n-Engel tu-

lajdonság, stb.) vizsgálata. Ebb®l az összefüggésb®l látszik ugyanis, hogy a csoportalgebra

er®s Lie-feloldható hossza fels® korlát a csoportalgebra egységeinek feloldható hosszára. Az

egységek közvetlen vizsgálata általában nehéz probléma, hiszen két elem kommutátorá-

nak kiszámításához szükség van az elemek inverzének ismeretére, melynek meghatározása
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újabb nehézségeket vet fel. A Lie-kommutátorok viszont az inverz elemek ismerete nélkül

kiszámíthatók.

Könnyen belátható, hogy az FG csoportalgebra pontosan akkor er®sen Lie-feloldható,

ha a G csoport G′ kommutátor-részcsoportja véges p-csoport, és az F test karakterisztikája

p (Lemma 2.2. [10]). Sokkal mélyebb megfontolásokat igényel annak a kérdésnek a megvála-

szolása, hogy vajon létezik-e olyan FG csoportalgebra, mely Lie-feloldható, de nem er®sen

Lie-feloldható. I.B.S. Passi, D.S. Passmann és S.K. Sehgal [9] eredménye szerint ez akkor

és csak akkor fordulhat el®, ha F karakterisztikája 2, és G-nek van olyan 2-index¶ részcso-

portja, melynek kommutátor részcsoportja véges 2-csoport. Azoknak a csoportalgebráknak

a jellemzése, melyek egységcsoportja feloldható, még ennél is összetettebb probléma. Ennek

fejl®dése A. Bovdi [7] dolgozatában követhet® nyomon.

A Lie-feloldható csoportalgebrák Lie-feloldható hosszának vizsgálatát A. Shalev kezdemé-

nyezte, a témában publikált két dolgozata [11, 12] közül az els® f® eredménye egy alsó korlát.

Azoknak a csoportalgebráknak a jellemzése, melyekre ez az alsó korát pontos, E. Spinelli

[13] eredménye. Ennek bizonyításában kulcsszerepet játszik Zs. Balogh és T. Juhász [4]

azon tétele, amely azoknak a FG csoportalgebráknak a Lie-feloldható hosszát határoz-

za meg, melyekre G′ ciklikus és páratlan rend¶. Ugyanezen csoportosztály esetén ismert

FG egységcsoportjának feloldható hossza: [1, 5]. Az eddig elért eredményeket nézve ke-

vés a remény arra, hogy megadható olyan formula, amely tetsz®leges er®sen Lie-feloldható

csoportalgebrának és egységeinek megadja a Lie-feloldható hosszait, illetve a feloldható

hosszát.

Legyen ∗ az FG csoportalgebra egy involúciója, azaz egy olyan ∗ : FG 7→ FG (x→ x∗)

leképezés, melyre (x+y)∗ = x∗+y∗, (xy)∗ = y∗x∗ és (x∗)∗ = x teljesül bármely x, y ∈ FG
esetén. Legyen újra S ⊆ FG. Az S+ = {x ∈ S : x∗ = x} halmazt az S szimmetrikus

elemei halmazának nevezzük.

A csoportalgebrák involúcióinak feltárása még nyitott probléma. Viszont könnyen látható,

hogy a G csoporton értelmezett g 7→ g−1 leképezés FG-re történ® lineáris kiterjesztése(∑
g∈G αgg 7→

∑
g∈G αgg

−1
)
az FG involúciója lesz. Ezt az involúciót FG kanonikus in-

volúciójának nevezzük, a továbbiakban ∗ mindig ezt jelöli.

A szimmetrikus elemek halmazának vizsgálata jelenleg a legintenzívebben kutatott terület

a csoportalgebrák témakörén belül. Ennek ellenére a kérdés, hogy egy csoportalgebra szim-

metrikus elemeinek halmaza mikor Lie-feloldható, még nyitott. Az eddig ismert eredmények

[8] arra vonatkoznak, hogy a szimmetrikus elemek Lie-feloldhatósága milyen feltételek mel-

lett vonja maga után az egész csoportalgebra Lie-feloldhatóságát.

Abban az esetben, ha FG Lie-feloldható, nyilván FG+ is az, és dlL(FG+) 6 dlL(FG).

Ugyanez elmondható az er®s Lie-feloldhatóságról és az egységek feloldhatóságáról is, az

azonban még kérdéses, hogy az egyenl®ség mikor teljesül. Ezzel kapcsolatban már folynak

kutatások, lásd: [2, 3]. Megtörténhet azonban, hogy FG+ Lie-feloldható, de FG nem. Való-

ban, legyen P egy tetsz®leges véges p-csoport, ahol p páratlan prím, és legyen N egy Hamil-

ton 2-csoport, azaz olyan 2-csoport, melynek minden részcsoportja normális. Legyen G =
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= P ×N és legyen F egy p karakterisztikájú test. Ekkor [9] szerint FG nem Lie-feloldható.

Könny¶ belátni, hogy ha P = 1, akkor FG = FN szimmetrikus elemei egymással felcse-

rélhet®k, így FG+ er®sen Lie-feloldható, és dlL(FG+) = 1. Továbbá megmutatjuk, hogy

FG+ a P 6= 1 esetben is er®sen Lie-feloldható, és ekkor dlL(FG+) 6 dlog2 t(P )e. Ebben
a formulában d·e egy valós szám fels® egészrészét jelöli, t(P ) pedig az FP csoportalgebra

ω(FP ) fundamentális ideáljának (amely a ϕ : FG→ F, ϕ(Σg∈Gαgg) = Σg∈Gαg homomor-

�zmus magja) nilpotencia indexét. Mivel most P véges p-csoport és charF = p, így ez az

ideál valóban nilpotens (3.1. Tétel [6]). Továbbá igazoljuk, hogy ha P hatványteljes, azaz

P ′ ⊆ P p, akkor FG+ Lie-feloldható hossza, és FG+ egységeinek feloldható hossza is eléri

a fent említett fels® korlátot. Ezeket az eredményeket az alábbi tétel foglalja össze.

Tétel. Legyen F egy p > 2 karakterisztikájú test, és legyen G = P ×N , ahol P 6= 1 véges

p-csoport, és N egy Hamilton 2-csoport. Ekkor FG+ er®sen Lie-feloldható és

dlL(FG+) 6 dlog2 t(P )e.

Továbbá, ha P hatványteljes, akkor

dl(U+(FG)) = dlL(FG) = dlL(FG) = dlog2 t(P )e

Megjegyezzük, hogy abban az esetben, amikor P hatványteljes, t(P ) könnyen kiszámítható.

A dolgozatot a tétel bizonyításával folytatjuk.
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2. A tétel bizonyítása

A bizonyításhoz felhasználjuk a

[xy, z] = x[y, z] + [x, z]y és [x, yz] = y[x, z] + [x, y]z (2.1)

azonosságokat, melyek minden x, y, z ∈ FG esetén teljesülnek. Továbbá, könnyen belátha-

tó, hogy bármely g ∈ G és k ∈ Z esetén

gk − 1 = k(g − 1) (mod ω(FG)2), (2.2)

melyre szintén szükségünk lesz. A G csoport, valamint az FG csoportalgebra centrumát

ζ(G) illetve ζ(FG) fogja jelölni.

Legyen P 6= 1 véges p-csoport, ahol p páratlan prím, N egy Hamilton 2-csoport és F egy

p karakterisztikájú test. Mint az jól ismert, N ∼= Q8×E, ahol Q8 a nyolcadrend¶ kvaternió

csoport, és E2 = 1. Legyen G = P ×N , továbbá jelölje I(P ) az FG csoportalgebra ω(FP )

által generált ideálját. Mivel ω(FP ) nilpotens, és P normális részcsoportja G-nek, így

I(P ) nilpotens ideál melynek nilpotencia indexe t(P ), és az {1 + x : x ∈ I(P )} normális

részcsoportja az U(FG) egységcsoportnak (23.1. Lemma [6]).

A tétel bizonyítását két részletben fogjuk elvégezni.

2.1. Lemma. dlL(FG+) 6 dlog2 t(P )e

Bizonyítás. Jól ismert, hogy FG+-nak, mint F test feletti vektortérnek az

S = {g + g−1 : g ∈ G}

halmaz egy generátorrendszere. Esetünkben S = {a(h+ a2h−1) : a ∈ N,h ∈ P}. Mivel

a(h+ a2h−1) = a(h− 1) + a3(h−1 − 1) + a+ a3,

és a+ a3 eleme FG centrumának, így kapjuk, hogy

FG+ ⊆ I(P ) + ζ(FG).

Innen indukcióval belátjuk, hogy δ(n)(FG+) ⊆ I(P )2
n
, minden n > 1-re. Valóban, n = 1

esetén:

δ(1)(FG+) =
[
FG+, FG+

]
FG ⊆

⊆ [I(P ) + ζ(FG), I(P ) + ζ(FG)]FG ⊆

⊆ [I(P ), I(P )]FG ⊆ I(P )2.

Tegyük fel, hogy valamely n > 1 esetén igaz az állítás, azaz δ(n)(FG) ⊆ I(P )2
n
. Ekkor

δ(n+1)(FG+) = [δ(n)(FG+), δ(n)(FG+)]FG ⊆ [I(P )2
n
, I(P )2

n
]FG ⊆ I(P )2

n+1
.
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Ha 2n > t(P ) akkor I(P )2
n

= 0, és így δ(n)(FG+) = 0. Innen dlL(FG+) 6 dlog2 t(P )e
következik.

Mivel dlL(FG+) 6 dlL(FG+) és dl(U+(FG)) 6 dlL(FG+), így dlog2 t(P )e fels® kor-

látja dlL(FG+)-nak és dl(U+(FG))-nek is.

2.2. Lemma. Ha P hatványteljes, akkor

dlL(FG+) > dlog2 t(P )e és dl(U+(FG)) > dlog2 t(P )e.

Bizonyítás. Jelölje c az N2 generátor elemét. Indukcióval be fogjuk látni, hogy minden

a ∈ N \ ζ(N) és h1, . . . , h2n ∈ P esetén létezik un ∈ δ[n](FG+) és u′n ∈ δn(U+(FG)),

melyre

un ≡ 1− u′n ≡ a(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n − 1) (mod I(P )2
n+1).

Valóban, minden a ∈ N \ ζ(N) és h ∈ P esetén (2.2) miatt

u0 := a(h− 1) + a3(h−1 − 1) ≡ a(h− 1)− a3(h− 1) =

= a(1− a2)(h− 1) = a(1− c)(h− 1) (mod I(P )2),

és mivel u0 eleme az I(P ) nilpotens ideálnak, így u′0 := 1 − u0 ∈ U(FG). Továbbá, u0 és

u′0 szimmetrikus elemek, tehát az állítás teljesül, ha n = 0. Tegyük fel, hogy az állítás igaz

valamely n > 0 esetén. Legyen a ∈ N \ ζ(N), h1, h2, . . . , h2n+1 ∈ P . Ekkor kiválaszthatjuk
az a1, a2 ∈ N \ ζ(N) elemeket úgy, hogy (a1, a2) 6= 1 és a1a2 = a. Az indukciós hipotézis

szerint léteznek olyan un, vn ∈ δ[n](FG+) és u′n, v
′
n ∈ δn(U+(FG)) elemek, melyekre

un ≡ 1− u′n ≡ a1(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n − 1) (mod I(P )2
n+1),

vn ≡ 1− v′n ≡ a2(1− c)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1) (mod I(P )2
n+1).

Ekkor (2.1) alkalmazásával kapjuk, hogy

[un, vn] ≡ [a1(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n − 1), a2(1− c)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)] =

= a1(1− c)[(h1 − 1) · · · (h2n − 1), a2(1− c)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)]+

+ [a1(1− c), a2(1− c)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)](h1 − 1) · · · (h2n − 1) =

= a1a2(1− c)2[(h1 − 1) · · · (h2n − 1), (h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)]+

+ [a1(1− c), a2(1− c)](h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)(h1 − 1) · · · (h2n − 1) =

= a1a2(1− c)2[(h1 − 1) · · · (h2n − 1), (h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)]+

+ [a1, a2](1− c2)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)(h1 − 1) · · · (h2n − 1)

(mod I(P )2
n+1+1)
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és felhasználva, hogy (1− c)2 = 2(1− c),

[un, vn] ≡ 2a1a2(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)+

+ 2a1a2(1− c)(h2n+1 − 1) · · · (h2n+1 − 1)(h1 − 1) · · · (h2n − 1)

(mod I(P )2
n+1+1),

adódik. Mivel P hatványteljes és charF = p > 3,

(hi, hj)− 1 ∈ ω(P ′) ⊆ ω(P p) ⊆ ω(P )p ⊆ I(P )3

és

(hi − 1)(hj − 1) = (hj − 1)(hi − 1) + hjhi((hi, hj)− 1)

≡ (hj − 1)(hi − 1) (mod I(P )3)

minden i, j esetén, így

[un, vn] ≡ 4a1a2(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n+1 − 1) (mod I(P )2
n+1+1).

Világos, hogy (u′n)−1(v′n)−1 − 1 ∈ I(P ), és

(u′n, v
′
n) = 1 + ((u′n)−1(v′n)−1 − 1)[u′n, v

′
n] + [u′n, v

′
n]

≡ 1 + [un, vn] ≡ 1 + 4a(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n+1 − 1) (mod I(P )2
n+1+1).

Mivel p páratlan prím, választhatunk olyan s egész számot, hogy 4s ≡ −1 (mod p), és a

binomiális tétel alkalmazásával kapjuk, hogy

(u′n, v
′
n)s ≡ 1− a(1− c)(h1 − 1) · · · (h2n+1 − 1) (mod I(P )2

n+1+1).

Az indukció készen van, ugyanis un+1 := 4−1[un, vn] ∈ δ[n+1](FG+) és u′n+1 := (u′n, v
′
n)s ∈

∈ δn(U+(FG)).

Mindaddig amíg 2n < t(P ), létezik h1, . . . , h2n ∈ P melyre (h1 − 1) · · · (h2n − 1) 6= 0,

azaz δ[n](FG)-nek létezik 0-tól, δn(U+(FG))-nek pedig 1-t®l különböz® eleme, melyb®l az

állítás következik.
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3. Konklúzió

A dolgozatban példát adtunk olyan csoportalgebrákra, melyek szimmetrikus elemei Lie-

feloldhatóak, de maga a csoportalgebra nem: ha P egy véges p-csoport, ahol p páratlan

prím, N egy Hamilon 2-csoport, és G = N × P , akkor G csoportalgebrája tetsz®leges p

karakterisztikájú F test felett ilyen. Beláttuk továbbá, hogy ha P 6= 1, akkor FG szim-

metrikus elemeinek er®s Lie-feloldható hossza nem lehet nagyobb, mint dlog2 t(P )e, és ha
P hatványteljes, akkor FG szimmetrikus elemeinek Lie-feloldható hossza és szimmetrikus

egységeinek feloldható hossza el is éri ezt a korlátot.

Legyen most

N = Q8 = 〈a, b | a4 = 1, b2 = a2, (a, b) = a2〉

a nyolcadrend¶ kvaterniócsoport,

P = 〈x, y | x3 = 1, y3 = 1, (x, y) = z, (x, z) = (y, z) = 1〉,

és F egy 3 karakterisztikájú test. Ekkor P nem hatványteljes, és könny¶ belátni, hogy

t(P ) = 9, így a tétel szerint dlL(FG) 6 4. A korábbihoz hasonló számolás mutatja, hogy

t1 = a(x− 1) + a3(x2 − 1), t2 = b(x− 1) + b3(x2 − 1)

t3 = a(y − 1) + a3(y2 − 1), t4 = ab(y − 1) + a3b(y2 − 1)

t5 = b(y − 1) + b3(y2 − 1), t6 = ab(x− 1) + a3b(x2 − 1)

esetén

0 6=
[[

[t1, t2] , [t3, t4]
]
,
[

[t1, t5] , [t2, t6]
]]
∈ δ[3](FG+),

és ha t′i = 1− ti, akkor

1 6=
((

(t′1, t
′
2), (t

′
3, t
′
4)
)
,
(
(t′1, t

′
5), (t

′
2, t
′
6)
))
∈ δ3(U+(FG)),

így dlL(FG+) = dl(U+(FG)) = 4. Tehát a fels® korlát eléréséhez P hatványteljes volta

elégséges, de nem szükséges. Ezáltal az alábbi kérdések még nyitva maradnak:

3.1. Probléma. A tétel jelölései mellett létezik-e olyan P , melyre

dl(U+(FG)) 6= dlog2 t(P )e vagy dlL(FG) 6= dlog2 t(P )e?

3.2. Probléma. Az általunk vizsgáltakon kívül létezik-e olyan nem Lie-feloldható csoport-

algebra, amely szimmetrikus elemeinek halmaza Lie-feloldható?
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