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1. Bevezetés

1.1. A dolgozat targya

A sokrészecskés integrélhatd rendszerek tanulmanyozasa az 1970-es évek elején,
Calogero [I], Moser [2], és Sutherland [3] publikacidival vette kezdetét, és mindmaig a
matematikai fizika élénken kutatott teriilete. Sokrétii alkalmazéasaikrol a fizikaban és
matematikdban példaul Polychronakos [4] sszefoglalo cikkében olvashatunk.

A Calogero—Moser —Sutherland (CMS) rendszerek n szami, megegyez6 tomegi,
egyenes vagy korvonal mentén mozgo részecskét irnak le. Mivel a mozgés egydimenzids,
igy a fazistér a ¢ = (¢*,...,q¢") és p = (p1,...,pn) koordinata- és impulzusvéltozok
tere. A rendszer Hamilton-fliggvénye

ZPJ+QQZVQ —q") (1.1)

i<k

alaku, ahol g > 0 a részecskék kozotti kolesonhatas ,erejét” jellemzd csatolasi allando.
A részecskék parkolesonhatéasat a V' potenciélfiiggvény szabja meg; eszerint négy tipust
kiilonboztetiink meg;:

(I) Racionalis: V(q) = ¢ % (IT) Hiperbolikus: V(q) = sinh™?(q);
(I1T) Trigonometrikus: V(q) = sin"?(¢q); (IV) Elliptikus: V(q) = p(q, w, ws),

ahol p Weierstrass elliptikus fliggvénye 2w, 2w, peribdusokkal, amelyekre wy, —iws > 0.

Az (I)- (IV) CMS rendszerek a véges dimenzios dinamikai rendszerek klasszikus
értelemben Liouville-integralhatd alosztalyaba tartoznak. Ez alatt azt értjiik, hogy
léteznek a 2n-dimenzios fazistéren értelmezett Hq, ..., H, fiiggetlen, sima fliggvények,
amelyek Poisson-zardjele az egész fazistéren eltiinik, a hamiltoni folyamuk teljes, és a
H Hamilton-fiiggvény ehhez a Poisson kommutélé csalddhoz tartozik.

A fenti rendszerek mindegyikének léteznek un. BC, altaldnositasai. Egyenesen
torténd mozgéasnal ezeket az jellemzi, hogy (2n+1) részecske az origora szimmetrikusan
helyezkedik el, amint azt lentebb is latni fogjuk. A hiperbolikus esetben két kiillénb6z6
tipust ,toltott” részecskét leird valtozatok is léteznek. Ezeket a modelleket Calogero [5]
vizsgalta els6ként 1975-6s munkajaban. A dolgozatban egy ilyen, toltott részecskéket
modellez6 BC,, rendszert vizsgalunk, melynek Hamilton-fliggvénye

A5 T (et )
b cosh?(¢/ — ¢*)  cosh?(¢7 + ¢*)

j< m<k
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+ + , + : + :
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; SinhZ(qJ) qu coshQ(qJ) ; sjnhz(gqj) (1.2)

ahol g > 0, g és g9 valos fiiggetlen csatolasi allandok. Az energiafiiggvény alakjabol jol
kivehets az eltérd elgjeli toltések vonzo — cosh™2(q) és az azonosak taszito sinh™2(q)
potencialja.



1.2. Célkitiizés és a dolgozat szerkezete

A szimplektikus redukcié kifejlesztése a szimplektikus sokasag és ekvivarians
momentum leképezés altalanos kontextusaban Meyer [6], Marsden, és Weinstein [7]
érdeme. Egyik els6 alkalmazasa az integralhato rendszerek teriiletén Kazhdan, Kostant,
és Sternberg [8] nevéhez fiiz6dik. Hires cikkiikben belattak néhany CMS rendszerre,
hogy el6allnak magasabb dimenzidés szabad rendszerek szimplektikus redukciojaként.
Ezéltal a redukcié eszkozt biztositott fizikai értelemben relevans modellek kénnyen
kezelhet6 rendszerekbdl torténd szarmaztatasara.

A héarom fiiggetlen csatolasi allandoval rendelkezé hiperbolikus BC),, rendszer
integralhatosdgat hamiltoni redukcié alkalmazéasaval Fehér Laszlo és Pusztai Gabor
2007-es cikkiikben [9] bizonyitottak. Levezetésiikkben az SU(n,n) és az SU(n + 1,n)
Lie-csoportok Cartan-involaciojabol kiindulva is visszakaptak az (|1.2) modell m = 0
értékhez tartozo, vagyis azonos toltési részecskéket leird valtozatat. Ezt az eredményt
tetsz6leges 1 < m < n esetére, vagyis két részecsketipusra altalanositotta Ayadi Viktor
és Fehér Laszlo [10]. A [10] cikkben [9] eredményeinek a ,fele” kertilt altalanositasra,
mivel a redukcionak csupan az SU(n, n) csoporton alapulé altalanositasat dolgoztak ki.

Felmeriil a kérdés, hogy vajon le lehet-e vezetni az modellt az SU(n + 1,n)
csoporton adott geodetikus, szabad mozgas redukcidjaval is? A dolgozat f6 célja ezen
levezetés megvalositasa, és igy [9] teljes altalanositasa a két tipust részecskék esetére.
Mint méar utaltunk ra, az rendszer egy lehetséges fizikai interpretacioja, ha 2n+ 1
egyenesen mozgo, azonos tomegd toltott részecskére gondolunk. Az egyenes origbjaba
egy pozitiv toltési részecskét tesziink, amely onnan el nem mozdulhat. A tobbit erre
szimmetrikusan helyezziik el: mindkét félegyenesre m pozitiv, és n — m negativ
toltésii részecske keriil. A dolgozatban ismertetett eredményeink révén az (|1.2)) rendszer
Liouville-integralhatosaganak egy 1j, [10] eredményét kiegészité bizonyitasat nyerjiik.

A fenti BC,, modellt az SU(n+1,n) Lie-csoport geodetikusainak olyan redukciojaval
nyerjiik, ahol a momentum leképezést a csoport két felcserélhetd involacioja generalja.
Az eltolasi triikk alkalmazaséaval olyan kényszerfeliilethez jutunk, amelynek megfelels
faktorizacioja egy sima sokasagot eredményez. Ezutdn meghatarozzuk a rendszer Lax-
matrixat, amely segitségével megkapjuk a redukalt fazistér egy modelljét. A kapott
Lax-métrix kiilonbozik a [10]-ben talalhatotol. Utolso lépésként [10] mintédjara egy 1j
eljarast adunk a mozgasegyenletek algoritmikus megoldésara.

Feltétlentil megemlitends Hashizume korabbi munkaja [IT] is, amely tartalmazza az
(1.2) modell bizonyos specialis eseteinek redukeios targyalasat. Azonban az a targyalas
3 helyett csak 2 fliggetlen csatolast enged meg, mint az [10]-ben is részletezve van.

A kovetkez6 szakaszban egy révid szimplektikus geometriai Osszefoglalot adunk,
melyben definidljuk a vizsgalataink alapjat képezd szimplektikus sokasag és hamiltoni
rendszer fogalmat. Példaként ismertetjiik a koérintényalabok és a koadjungalt palyak
szimplektikus strukturajat. A hamiltoni csoporthatas és a szimplektikus redukciohoz
sziikséges momentum leképezés bevezetése utéan sorra vessziik a redukcié generikus
lépéseit. Szot ejtiink az eltolasi triikkrdl is, amely nagy hasznunkra lesz a redukciéban.

A harmadik szakasz egy tovabbi el6készitG rész, amely a dolgozatban hasznalatos
jelolések bevezetésére, a konvenciok lerogzitésére, és a csoportelméleti elSkésziiletek
megtételére szolgal. A negyedik szakaszban elvégezziik a szimplektikus redukciot és
megkapjuk a mar ismertetett eredményeinket. A dolgozatot az igazolt eredmények
Osszegzésével, valamint az eddigi vizsgalatok kozé torténd beillesztésével zarjuk. Végiil
felvetiink néhany, tovabbi kutatast igényld kérdést.



2. Szimplektikus geometriai 0sszefoglalé

Ebben a szakaszban a dolgozatban felhasznalt matematikai eszk6zok ismertetését
tlztik ki célul. Ezt a szamunkra relevans fogalmak és eredmények bemutatasaval
kivanjuk elérni. A felsorol6 jelleg kovetkeztében az allitasokat nem igazoljuk, ellenben
hivatkozasokat adunk meg a bizonyitasokat tartalmazo forrasokra.

2.1. Szimplektikus sokasag és hamiltoni rendszer

Egy sokasag szimplektikus tulajdonsagat az érintévektorain értelmezett nemelfajulo
antiszimmetrikus bilinearis formékbo6l megkonstrualt szimplektikus forma hordozza.
Ezért elGszor a vektorterek szintjén értelmezziik és vizsgaljuk a sziikséges fogalmakat,
majd attériink sokasdgokra. Végiil rAmutatunk a szimplektikus sokasidgok hamiltoni
vektormezdi és az analitikus mechanika Hamilton-egyenletei kozotti viszonyra. Az itt
leirt allitasok és tételek bizonyitasai [I4]-ben megtalalhatok.

2.1.1. Definicié. Legyen V egy véges dimenzios valos vektortér és w: V x V — R egy
bilinearis forma. Azt mondjuk, hogy w nemelfajulo, ha

w(u,v) = 0 pontosan akkor teljesiil minden v € V vektorra, ha u = 0. (2.1)

A fenti definicioval ekvivalens allitasokat szeretnénk megfogalmazni, azonban ehhez
el6bb néhany tjabb definiciéra lesz sziikség.

2.1.2. Definicié. Legyen e := {e;} C V a vektortér egy bazisa. Ekkor az
Wij = w(ei, ej) (22)

elemek alkotta matrixot az w bilinedris forma mdtrizdnak nevezziik és [w].-vel jeloljiik.
Az w bilinedris forma rangja alatt a (valamely bazisban felirt) matrixanak rangjat
értjiik és r(w)-val jeloljik. Az u, w € V vektorokat w-ortogondlisnak mondjuk, ha
w(u,w) =0. Az U < V altér w-ortogondlis kiegészitdje alatt az alabbi halmazt értjiik:

U ={weViwu,w)=0, Vue U}. (2.3)

2.1.3. Definicié. Az w': V x V — R bilineéris formét w transzpondltjdinak nevezziik,
ha
W' (v1,vy) = w(vy,v;) minden vy, v, € V vektorra. (2.4)

Egy azonnali észrevétel, hogy [w']. = [w]] barmely e C V bézisban.

2.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az w bilineéris forma szimmetrikus, ha w' = w.
Abban az esetben, ha w' = —w teljesiil, az w bilinearis format antiszimmetrikusnak

mondjuk. A V vektortéren értelmezett antiszimmetrikus bilinearis formak halmazat
Q2(V) jeldli.

2.1.5. Definicié. Az w: V x V — R bilinearis forma segitségével definidlhatjuk az
w’: V — V* linearis leképezést

(Wu)(v) = w(u,v). (2.5)

Konnyen lathato, hogy r(w) = dim(Im(w”)). Az eddigi definiciok lehetévé teszik,
hogy ekvivalens allitdsokat fogalmazzunk meg arra, hogy egy bilineéris forma mikor
nemelfajulo.



2.1.6. Allitas. Legyen w: V x V. — R egy bilinedris forma. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:
(i)  w nemelfajuld,
(i1)  w' nemelfajulo;
(#i) w (bdrmely bazisban felirt) mdtriza nemelfajulo;

(iv) W’ izomorfizmus.

Az alabbi allitas az antiszimmetrikus bilinearis formak kanonikus alakjat adja meg.

2.1.7. Allitas. Legyen w: V x V — R egy antiszimmetrikus bilinedris forma. Ekkor w
rangja pdros (r(w) = 2n) és létezik olyan e = {ey,...,e,, €\, ....e f1,...,fx} CV
bdzis, amelyben w madtriza

0, 1, O
0 0 O

ahol 0,, és 1,, az n X n-es null- és eqységmatrixot jelolik.

Az el6bbi eredményt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy barmely w antiszimmetrikus
bilinearis forméahoz 1étezik olyan e C V bazis, amelynek megfelel6 o C V* duélis
bazisaval

w = Z o' Ao (2.7)
i=1

Az u,v € V vektorokon w értéke az

n

w(u,v) = Z(uivnﬂ — Up4iV;) (2.8)

i=1
képlettel szamolhato.

Az alabbi allitas a nemelfajultsag egy hasznos kritériumét adja.

2.1.8. Allitas. Legyen V eqy véges dimenzids valds vektortér és w € O*(V). Ekkor
az w forma pontosan akkor nemelfajuld, ha V dimenzidja pdros (dim(V) = 2n) és
w'=wA - Aw egy térfogat V-n.

2.1.9. Definicié. Legyen V' egy véges dimenzios valos vektortér. Egy w: V xV — R
leképezést szimplektikus formdnak neveziink, ha w bilinearis, antiszimmetrikus, és
nemelfajulo. A (V,w) part szimplektikus vektortérnek nevezziik.

2.1.10. Definicid. Legyenek (V,w) és (W, p) szimplektikus vektorterek. Ekkor egy
f:V — W linearis leképezést szimplektikusnak neveziink, ha f*p = w, ahol f* az f
leképezés transzponéltja.

Ha (V, w) egy szimplektikus vektortér, akkor w segitségével megadhato egy iranyitas
a vektortéren:
(—1)l5]

n!

Q= w", (2.9)
ahol W' =wWA - Aw.

2.1.11. Allitas. Legyenek (V,w) és (W, p) egyenld dimenzids szimplektikus vektorterek,
tehdt valamely n-re dim(V) = dim(W) =2n és f: V. — W egy szimplektikus leképezés.
Ekkor f megdrzi a térfogatot és irdnyitdstartd, azaz det(q, 0, f = 1.
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2.1.12. Allitas. Legyen (V,w) szimplektikus vektortér. Ekkor a V wektortér bijektiv
szimplektikus transzformacioi a leképezésszorzdssal csoportot alkotnak, amelyet (V,w)
szimplektikus csoportjanak nevezink és Sp(V, w)-val jelolink.

Ezek utan vizsgaljuk a szimplektikus leképezések matrixat, illetve az azokat jellemz6
feltételeket. Ehhez tekintsiik a V' vektortér azon e béazisat, amelyben w matrixa

On  Ln| _.
[w]. = {—LL UJ =:J (2.10)

alaki. Erdemes megjegyezni, hogy J~! = JT = —J és J? = —1,,.

Legyen f € Sp(V,w) egy tetsz6leges szimplektikus leképezés. Ekkor az ffw = w
feltételbdl f ezen bazisban felirt F' matrixara az alabbi adodik:

FTJF = J. (2.11)
A B
Az F = {C’ D

a (2.11) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha ATC' és BTD szimmetrikus métrixok,
valamint ATD — C'B = 1,,.

] blokkmatrixos irasmoddal megfogalmazva (A, B,C,D € R"*")

Most lépjiink tovabb a differencialhato sokasagok szintjére. Ehhez tekintsiink egy
M differencidlhat6é sokasagot és a sokasag 7p;: T'M — M érintényalabjat. A sokasag
érintGterét az m € M pontban két, egymassal ekvivalens moédon definialhatjuk: Az
egyik értelmezés szerint egy v € T,,M érintGvektor azon m ponton athalad6d gorbék
ekvivalenciaosztalya, melyeknek megegyezik az m-ben vett derivaltja.

Y

1. abra. Gorbék a sokasdgon.

A masik felfogas szerint T,, M elemei derivdldsok, azaz v: F,,(M) — R linearis
leképezésekﬂ amelyek teljesitik az tn. szorzatszabdlyt:

v(fg) = v(f)g(m) + f(m)o(g). (2.12)
2.1.13. Definicié. Az w € Q*(M) differencidl 2-forma a sokasdg minden m € M
pontjahoz egy

W TrnM x T,, M — R (2.13)
antiszimmetrikus bilinearis leképezést rendel. Azt mondjuk, hogy w zdrt, ha
dw =0, (2.14)

ahol d a kiils6 derivalast jeloli. Azt mondjuk, hogy w nemelfajuld, ha barmely m € M
pontra w,, nemelfajulé.

LFn(M) a sokasagon értelmezett m-pontbeli sima fiiggvénycsirdk halmaza.
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2.1.14. Allitas. Az w 2-forma pontosan akkor nemelfajuld, ha M dimenzidja pdros
(dim M =2n) és w" = wA - Aw egy térfogati forma M-en. Tehdt, ha w nemelfajuld,
akkor M irdnyithatd. A standard térfogatot a (2.9)-ben latott formula adja.

2.1.15. Definicié. Egy szimplektikus forma az M sokasagon egy olyan 2-forma, amely
zart és nemelfajulo. Az (M,w) part szimplektikus sokasdgnak nevezzik, ha M egy
sokasag és w egy szimplektikus forma M-en.

2.1.16. Példak. (1) (R*",w), ahol w a standard szimplektikus forma R*"-en

W= Z dq' A dp;. (2.15)

=1

(2) (C™,w), ahol w az alabbi szimplektikus forma
i« _
w= §;dzi/\dzi. (2.16)

Valojaban ez azonosithatd az el6z6 példaban latott szimplektikus forméval a
2 — ¢' +ip; izomorfizmus segitségével.

(3) (S?,w), ahol az w szimplektikus formét lokdlisan definialjuk. Legyen w,, az m € S?
pont érintGterén értelmezett szimplektikus forma, melyet az

W (u,v) = (m,u X v) (2.17)

formula definial.
(4) (CP"™, wps), ahol wrs az un. Fubini—Study szimplektikus forma, melynek lokalis
alakja

i
Wrs .z = Eﬁﬁlog(HzHQ +1). (2.18)

(5) Tovabbi alapvets példak szimplektikus sokasagokra a sokasagok koérintényalabja
és a Lie-csoportok koadjungalt palyaja. Ezekrél a kovetkezd, [2.2] pontban ejtiink szot.

2.1.17. Darboux-tétel (Darboux 1882). Tegyiik fel, hogy w egy nemelfajulé 2-forma
a 2n-dimenzios M sokasdgon. Ekkor dw = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha minden
m € M ponthoz létezik (U, @) térkép, melyre o(m) =0 és a o = (¢*,...,q" p1,--.,Pn)
koordindtafiigguények segitségével az w forma U-ra vett megszoritdsa az aldbbi alakot
olts .
wly = quiAdpi. (2.19)
i=1
2.1.18. Definicié. A Darboux-tételben szerepls térképeket szimplektikus térképeknek,
a megfelel ¢, p; koordinatafiiggvényeket pedig kanonikus koordindtdknak nevezziik.

A tétel egyszert kovetkezménye, hogy ha w egy szimplektikus térképen ([2.19)) alaku,
akkor €, = dg¢* A --- Adg" Adpy A -+ Adp,. A szimplektikus vektortereknél latott
szimplektikus leképezés fogalma sokasagokon is értelmezhetd.

2.1.19. Definicid. Legyen (M,w) és (N, p) szimplektikus sokasag. Egy F: M — N
sima leképezést szimplektikus leképezésnek hivunk, ha F*p = w. Ha F' bijekcio is,
akkor szimplektomorfizmusnak vagy kanonikus transzformdcionak nevezzik.



A szimplektikus sokasagok szimplektikus leképezése is rendelkezik a vektortereknél
latott térfogatérzé tulajdonsaggal.

2.1.20. Allitas. Ha (M,w) és (N, p) szimplektikus 2n-sokasdgok, F: M — N pedig egy
szimplektikus leképezés, akkor F' megdrzi a térfogatot, detiq, o) F =1 és F lokdlisan
diffeomorfizmus.

2.1.21. Definicid. Legyen (M,w) egy szimplektikus sokasag és H: M — R egy sima
fiiggvény a sokasagon. Azt az Xy vektormezst, amelyet az

wXg,Y)=dH-Y (2.20)
egyenlGségbdl kapunk, a H Hamilton-fiiggvényhez tartozd hamiltoni vektormezionek

nevezzuk.

2.1.22. Definicid. Az (M,w, H) harmast hamiltoni rendszernek nevezziik, ha (M, w)
egy szimplektikus sokasag és H € C*°(M) az M sokasagon értelmezett sima fiiggvény,
amelyet Hamilton-fiigguénynek neveziink.

2.1.23. Allitas. Legyenek (q,...,q" p1,...,pn) az w szimplektikus forma kanonikus
koordindtdi, azaz w ="y ;. dg" A dp;. Ekkor

0OH O0OH
Xy = ——— ) =J-dH 2.21
H (apz ) aql > ) ( )
ahol J = _01‘ (1)"] . Tehdt egy (q(t),p(t)) gorbe akkor integralgorbéje az Xy hamiltoni
vektormezdnek, ha eleget tesz a Hamilton-féle mozgdsegyenleteknek:
. OH 0OH
/= y=——, i=1,...,n. 2.22

2.1.24. Definicié. Az analitikus mechanikabol ismert, hogy egy adott M fazistéren
értelmezett sima valos fliggvények Poisson struktiraval rendelkeznek. Ha w a fazistér
szimplektikus forméaja, akkor f, g € C°(M,R) fiiggvények Poisson-zdirdjele az

{f,9} = w(Xy, X) (2.23)
formulaval definidlhato. Konnyen ellendrizhets, hogy (w tulajdonsagaibol adodoan)

a Poisson-zardjel bilinearis, antiszimmetrikus, és teljesiti a Jacobi-azonossdgot, vagyis
barmely f, g, h € C>*(M,R) esetén

{f{g,n}} +{g.{h, f}} +{h{f.g}} =0. (2.24)
Szintén belathato, hogy {-,-} a Leibniz-szabdlynak is eleget tesz
{f.gh} ={f.gth+g{f. h}. (2.25)

2.1.25. Allitas. Egy (M,w, H) hamiltoni rendszerben {H, f} = 0 akkor és csak akkor
teljesiil, ha f dllando az Xy vektormezd integrdlgorbéin.

2.1.26. Definicié. Az elébbi allitasban latott f fliggvényt mozgdsdllanddnak vagy elsd
integrdlnak nevezzilk. Azt mondjuk, hogy a Hi,..., H, mozgasallandok fiiggetlenek,
ha dHq,...,dH, differencidlhanyadosok linearisan fiiggetlenek M egy stird nyilt rész-
halmazanak minden pontjaban. Egy 2n-dimenziés sokasagon értelmezett hamiltoni
rendszert (Liouville-értelemben) integralhatonak neveziink, ha léteznek olyan H; = H,
Hs, ..., H, fiiggetlen mozgasallandok, amelyek involacioban éllnak egyméssal, azaz
{H;,H;} =0, minden ¢,j € {1,...,n} esetén.



2.2. Példak: Koérintényalab és koadjungalt palya

Szémos mechanikai rendszer fazistere szimplektikus szerkezetti. Ha a konfiguracios
tér egy () sokasag, akkor a T*() koérintényaldb a fazistér, amelyen az alabbi standard
szimplektikus forma értelmezhet6.

2.2.1. Tétel. Legyen Q egy n-sokasdg és P =T*Q). Tekintsik a 75: P — Q koérintd-
nyaldbot és annak T7: TP — TQ érintdnyaldbjat. Vdlasszuk eqy tetszdleges oy € P
(¢ € Q) pontot és egy wa, pontot a TP nyaldb aq feletti fibrumdn. Definidljuk a 0
1-formdt P-n az aldbbi modon

Oy ToyP — R, wa, = g o T7H(wa,) € 0: ag > 0, (2.26)
Ekkor 6 € X*(P), és w = —d 0 egy szimplektikus forma P-n.

2.2.2. Definicid. Az el6bbi tételben szerepls 6 és w forméakat a P koérintényalab
kanonikus formdinak nevezzik.

Ha (¢',...,q") jeloli a koordinatdkat a @ sokasdgon és (¢*,...,q",p1,...,pn) a
T*@) = P koérintényalabon, akkor a kanonikus formak lokélis alakja a kévetkezd:

0=> pdg (2.27)
i=1
és .
w = Z dq’ A dp; (2.28)
i=1

A kovetkezd allitas 0 egy érdekes jellemzését adja.

2.2.3. Allitas. A T*Q koérintényaldbon adott 0 differencidl 1-forma az egyetlen olyan
1-forma, amellyel barmely QQ-n értelmezett B 1-formdra

B0 =B, (2.29)
ahol B: QQ — T*Q a koértintonyaldb szelése. Ebbdl adodoan [*w = —d 3.

A sokasdgon értelmezett leképezések felemelése a koérintényaldbra a szimplektikus
leképezések generdlasanak egyik legtermészetesebb modja.

2.2.4. Definicié. Legyen Q) egy sokasag és f: Q — @ egy diffeomorfizmus. Az f
leképezés felemeltje a

T°f:T°Q = T7Q, T" f(ag)v = ay(Tf - v) (2.30)
leképezés, ahol g € Q és v € Th-15H)Q.

2.2.5. Allitas. Egy f: Q — Q diffeomorfizmus T*f felemeltje szimplektikus leképezés.
Koordinatakkal kifejezve, ha f(q',...,¢") = (Q*',...,Q"), akkor T*f a

(Q17"'7Qn>P17"'7Pn) = (q17"'7qn7p17"'7pn)7 (231)
leképezés, ahol
p; = Z O_qJPZ (2.32)



Ez a transzformécié kanonikus, mivel megérzi a # kanonikus format, ugyanis
PdQ' =3 Ry Shdd =3 (Y PS5 )dd =Y mdd” 2.33

Erdemes megjegyezni, hogy a diffeomorfizmusok felemeltjei eleget tesznek az
fto o =T9°1"f (2.34)
Osszefliggésnek, vagyis az alabbi diagram kommutativ:
roTF g

* *

7Q 7Q

Qe——7F"¢«

f (2.35)
Szintén fontos azonossag a kovetkezs
T*(fog)=T"goT"f. (2.36)

2.2.6. Példa. Egy G (véges dimenzids) Lie-csoport T*G koérintényalabja azonosithato
a G x g* szorzattal. Jelolje m: TG — G az a, € T;G elem g € G alappontba torténd
vetitését. A T*G koérintényaldbon értelmezhets az aldbbi g* értékd fiiggvény

0" (ay) = (TeRy)" (o), (2.37)
ahol R a jobb eltolast jeloli (2.39)). Az an. jobb-trivializdlds a
(m,0"): T°G — G x g* (2.38)

izomorfizmuson keresztiil torténd azonositas. Erre egy egyszerd példa az S' csoport
koérintényalabja, amely S! x R-rel izomorf.

2. dbra. Koérintényalab.

A szimplektikus sokasédgok egy masik alapvetSen fontos osztéalyat alkotjak a Lie-csoportok
koadjungalt palyai.



2.2.7. Definicié. Legyen G egy Lie-csoport, g ennek Lie-algebréaja, és g* a Lie-algebra
duélisa. A csoport természetes mdédon hat onmagéin bal- és jobb szorzassal, illetve
konjugélassal:
bal eltolas L:GxG— G, (g,h) — gh,
jobb eltolas R: G xG — G, (g,h) — hyg, (2.39)
konjugélas ®: G xG— G, (g,h)— (Ry10L,)h=ghg™".
Mivel ®, invariansan hagyja a csoport e € G egységelemét, ezért a hatas linearizalasaval

h = e-ben a Lie-algebréan nyeriink egy csoporthatést. Ezt a G Lie-csoport adjungdlt
abrdzoldsdnak nevezziik és Ad-al jeloljiik:

Ad: Gxg—g, (g9,1n) = Adyn =T (D). (2.40)

Az Ad csoporthatasbol szarmaztathatoé annak dualisa, melyet koadjungdlt abrdzoldsnak
neveziink és Ad*-gal jeloliink:

Ad*: G xg" = g% (9,0) = aoAd,-1. (2.41)

Ha egy tetszGleges o € g* ponton minden Adj (g € G) csoportelemmel hatunk,
megkapjuk a csoport a ponton atmend O, koadjungdlt pdlydjdt. A koadjungélt pélya
szimplektikus szerkezetét az w, differencial 2-forma adja, amelyet az

wa(Xe, Xy) = —(a, [€,1]) (2.42)

formuléval definidlunk, ahol X, és X, rendre a {,n Lie-algebra elemek altal indukalt
vektormezok, [-, -] pedig a Lie-zarojel g-n.

2.2.8. Példak. (1) Legyen G = SO(3) a speciélis ortogonalis matrixok Lie-csoportja.
Ekkor g* ¥ R? = {x : © = (71,72, 23)}. A koadjungalt palyak az origd kizéppontu
r > (0 sugarid gémbok és az origd.

(2) Legyen G = SO(2, 1) a 3-dimenziés Lorentz-csoport. Ekkor g* = R3 = {(pq, p1, p2)}-
A koadjungalt palydk a p2 — p? — p2 = c egyenlet altal, kiilonb6z6 ¢ € R konstansok
valasztasaval meghatarozott feliiletek: egy- és kétkopenytd hiperboloidok, a két fénykuap
és az origo.

3. dbra. Koadjungalt palyak.

(3) Legyen G = SU(3) a speciélis unitér méatrixok Lie-csoportja. Ekkor g = g* a
nulla nyomu antihermitikus métrixok algebréja és a koadjungélt palyak hdrom tipusba
sorolhatoak:

(a) 6-dimenzios palyak O = SU(3)/S(U(1) x U(1) x U(1)): speciélis unitér matrixok
harom kiilonbozd sajatértékkel,

(b) 4-dimenzios palyak O = SU(3)/S(U(2) x U(1)): specialis unitér matrixok két
egybeess sajatértékkel; ezek a palyak izomorfak a CP? komplex projektiv sikkal,

(¢) az origd.
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2.3. Hamiltoni csoporthatas és momentum leképezés

Jol ismert eredmény miszerint egy mechanikai rendszer impulzusa (lendiilete) és
impulzusmomentuma (perdiilete) szoros Osszefiiggésben all a rendszer eltolasokkal és
forgatasokkal szembeni invariancidjaval. Ez a kapcsolat messzemengen altalanosithato
tetszdleges szimplektikus sokasag mint fazistér és az azon hatd, a szimmetriat kodolo
Lie-csoport esetére a hamiltoni csoporthatas és momentum leképezés segitségével.

Legyen (P,w) egy 0Osszefiiggd szimplektikus sokasag és ®: G x P — P egy sima
csoporthatés a sokasigon.

2.3.1. Definicié. A ® csoporthatas altal a £ Lie-algebra elemhez rendelt infinitezimdlis
generdtor a

Ep(z) = i<I>(63><p(15§), 2)

= (2.43)

t=0
vektormezd.

2.3.2. Definicié. A ® csoporthatéast szimplektikusnak nevezziik, ha barmely ¢ € G
esetén ®,: P — P, z — ®(g, z) szimplektikus leképezés (lasd [2.1.19] definicio).
Egy
J:P—>g" (2.44)

leképezést momentum leképezésnek neveziink, ha barmely £ € g esetén

Xag =¢&p (2.45)

és J ekvivaridns, azaz

J(®y(2)) = Ad,(J(2)), (2.46)

minden g € G és z € P esetén.
A J momentum leképezést meghatarozo (2.45) osszefiiggés az alabbi ekvivalens
alakban is felirhato
d(J, &) =t w. (2.47)
Azt mondjuk, hogy ® hamiltoni csoporthatds, ha létezik egy hozzé tartozd (ekvivarians)

momentum leképezés. A (P,w, ®,J) négyest hamiltoni G-térnek szokas nevezni.

2.3.3. Példak momentum leképezésre. (1) A konfiguracios tér legyen @@ = R", a
fazistér pedig ennek P := T*Q = R?" koérintényalabja. Az R™ csoport eltolassal hat
a fazistéren. Ekkor a hatashoz tartozé ekvivaridns momentum leképezés egy ponthoz
az impulzuséat rendeli:

J:P—>yg" (¢g,p)— p. (2.48)

(2) Tekintsiik az elgbbi fazisteret az n = 3 speciélis esetben és az SO(3) forgascsoport
hatasat. A megfelel6 momentum leképezés az impulzusmomentum:

J: P—yg" (g,p) — g xp. (2.49)
Noether tétele szamos alakban megfogalmazhato; az alabbi [14]-b6l szarmazik.

2.3.4. Noether-tétel (Noether 1915). Ha H: P — R egy G invaridns Hamilton-
fiigguény, és a ®: G x P — P hatds hamiltoni, akkor a J momentum leképezés dllando
az Xy hamiltoni vektormezd trajektoridin.
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2.4. Szimplektikus redukcié és ,eltolasi tritkk’”

A fizikdban gyakran hasznélt egyszertsits eljaras a szimmetriaval biré (mechanikai)
rendszer szabadsagi fokanak csokkentése. Egy egyszerd példa, a gombszimmetrikus
potencidlban mozgd témegpont esetén a radialis probléméra valo attérés. Itt és az aldbb
vazolt tovabbi példakban tugy jarunk el, hogy el6szor rogzitjiik a szimmetriat generald
megmaradd mennyiségek (vagyis a momentum leképezés) értékét, majd faktorizalunk
a rogzitett értéket megdrzG szimmetria részesoporttal. A szimplektikus redukeié ennek
matematikai formalizalasa az altalanos esetben.

2.4.1. Elemi példak redukcidra. (1) Centralis er6térben mozgd pontszeri test esetén
az L impulzusmomentum megmaradé mennyiség. Az L vektor értékét rogzitve és
a fix (nem-nulla) L koriili forgatasokkal faktorizalva a fazistér dimenzidja 6-rol 2-re
csokkenthetd.

(2) Hasonlo redukcié hajthato végre a haromtest-probléma esetén. Ekkor a 6-dimenzios
Euklideszi-csoport hatésara invarians rendszer 18-dimenziés fazisterének dimenzidja
8-ra csokkenthetd.

(3) A gombi inga konfiguracios tere Q = S?, fazistere P = T*S* = {(p,0,p,,p0)},
ahol ¢, 0 a gombi polarkoordinatak, p,, ps pedig az impulzuskoordinatédk. A rendszer
Hamilton-fiiggvénye

2

1 p
H(p,0,8,m) = 5(193 + Sin%) — cos . (2.50)

A p, momentum a rendszer z-tengely koriili forgasszimmetridjat generalja. Technikai
okokbdl (lasd [I7]) most zarjuk ki a 6 szog 0 és 7 extremalis értékeit. Az igy kapott
PP megszoritott fazistéren a p, = p kényszert eldirva és z-tengely koriili forgatasokkal
faktorizalva redukalt fazistérként 71 adodik, ahol I = (0,7) a 6 szog megengedett
értékeit tartalmazo nyilt intervallum. A megfelel6 redukalt Hamilton-fiiggvény pedig

2

1
H,(0,p9) = 5(193 + s1/1;—2c9> — cos . (2.51)

4. dbra. A gombi inga konfiguracios tere.
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(4) A P = C"*! fazistéren forgatassal természetes modon hat a G = S' Lie-csoport.

Ebbél a J(2) = (1 —|2]|?)/2 momentum leképezéssel a Py = CP™ tér nyerhetd és C™+?

standard szimplektikus formaja (2.16)) a Fubini—Study forméava (2.18)) redukalodik.
Els6ként az tin. redukciés lemmat mondjuk ki, amely a szimplektikus redukciot

késziti els, annak geometridjat segit megérteni.

2.4.2. Redukcids lemma. Legyen (P,w,®,J) egy hamiltoni G-tér és rigzitsink egy

p € gt és z € I (u) elemet. Jelslje G - a pu € g* momentumértékhez tartozo

koadjungdlt pdlydt, g - z pedig g hatdsdt z-n, és G, :={g € G | Ady(n) = p}. Ekkor
() ITHG-p)=G- T w={g-z|geG ésI(z)=pn}

) Gu-z=G-2nJ7(p);

(1i1) To(Gu-2) =To(G - 2) NT:(IH(w);

) T.(I7H(w) = (T:(G - 2)).

szimplektikusan
ortogonalis terek

5. abra. A redukcios lemma geometriaja.
A lemma bizonyitasa példaul [16]-ban talalhato.

2.4.3. Szimplektikus redukcié (Meyer 1973, Marsden — Weinstein 1974).
Legyen (P,w,®,J) a G Lie-csoport tetszdleges hamiltoni G-tere. Tegyiik fel, hogy a

GXP—PxP, (g,z2)— (Py(2), 2) (2.52)

leképezésnél kompakt halmazok dsképe is kompakﬂ Vilasszunk eqy p € g* momentum-
értéket és tegyiik fel, hogy G, szabadon hat a J~'(u) ,kényszerfeliileten”. Ekkor

(1) a P,:=JYw)/G, pilydk tere egy sima sokasdg, amelyen
(i) létezik egy w,, szimplektikus forma, amelyet a 7w, = t;w dsszefiiggés definidl.

ahol m,: I~ (u) — P, a faktortérre vald projekcid és v,: I~ () — P a tautologikus
bedagyazas.

2.4.4. Definicié. A P, sokasagot redukdlt fazistérnek, a w,, szimplektikus format pedig
redukdlt szimplektikus formdnak nevezziik.

A redukalt fazistér dimenzidjara a
dim P, =dim P —dimG — dim G, (2.53)

Osszefiiggés nyerhetd.

2Ez a feltevés kompakt G esetén automatikusan teljesiil.
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2.4.5. Példak. (1) A centralis erétér példajaban dim P = 6, dim G = 3, dimG,, = 1,
ahol p # 0. Ebbdl kovetkezik, hogy valoban dim P, =6 —3 — 1 = 2.

(2) Legyen P = T*G, a G Lie-csoport koérintényalabja, és legyen ® a bal eltolasbol
adodo csoporthatéas. Ekkor a megfelel6 momentum leképezés

J(g,a)=a, ge€G, acg (2.54)

ahol a (2.38)-ban leirt T*G = G x g* azonositassal éltiink. Ekkor J™'(u) = G és
P, =0,.

Az eddig targyalt redukcios eljarast pontredukcionak nevezziik. Az elnevezés oka,
hogy a g* tér egy p pontjabdl indultunk ki. Egy masik lehet&ség, ha a koadjungélt
palyék szerint végezziik a redukciot. Ezt pdlyaredukcionak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy P 0sszefiiggs, G hatas pedig szimplektikus és fennall (2.52)).
Tovabba tételezziik fel, hogy P/G egy sima sokasag. Vezessiik be a [¢,]: P, — P/G
leképezést, amely egy [2]G,, palyat a [z]G péalyaba képez. Lathatoan [¢,] jol definiélt
és sima, tovabbé az aldbbi kommutativ diagram érvényes:

By L—“]>P/ G (2.55)
Ellendrizhetd, hogy [¢,] egy injektiv immerzid, valamint az is kénnyen belathato, hogy
L(P2) = 37H0,)/G, (2.56)
ahol O, C g* a 1 € g* ponton athaladé koadjungalt pélya. A
Pp, :=J710,)/G (2.57)
halmazt az O, palyahoz tartozo pdlyaredukcicoval nyert térnek nevezzik.

2.4.6. Palyaredukcié. A fenti jelslések és feltevések mellett (Po,,wo,) szimplektikus
sokasdg. Az wo, szimplektikus formdt egyértelmien meghatdrozza a

To,wo, = Jp,wo, + to,w (2.58)

dsszefliggés, ahol Jo, a J=1(O,,) halmazra torténd megszoritds, wo, az O, koadjungdlt
palya szimplektikus formdja, o, pedig 1 megszoritasa O, -re.

Tovabbi részletek és a tétel bizonyitésa [§]-ban és [18]-ban talalhato. Az alabbiakban
ismertetett eltolasi triikk lényege, hogy helyettesiti a (P, w) szimplektikus sokasag O,
palyaredukciojat a (P x O, w—we, ) kiterjesztett fazistér 0-ban vett pontredukciojaval.
Az O, koadjungalt pélyéaval kiterjesztett fazistér momentum leképezése

J:PxO, =g, JIza)=IJ()—a (2.59)

2.4.7. Eltolasi tétel. A fenti feltevések mellett, a pdlyaredukcioval nyert Po,, valamint
a pontredukcioval kapott P, és (P x O,)o redukdlt terek szimplektikusan diffeomorfak.

A tétel bizonyitasa [I8]-ban talalhato. Az eltoldsi tétel a [l szakaszban keriil
alkalmazasra.

14



3. Csoportelméleti el6késziiletek

A szakasz a szimplektikus redukcio elSkészitésére szolgal. ElGszor az SU(n + 1,n)
Lie-csoport két involiciojanak fixpont részcsoportjait és azok Lie-algebrait jellemezziik.
Ezt kovetSen felirjuk az eltolési triikkkhoz hasznalt koadjungalt palyat.

Ebben a fejezetben kovetjik [10] hasonlo cimi el6készits fejezetének felépitését. A
[10] SU(n,n)-re vonatkozé allitasainak itt leirt SU(n + 1,n) altalanositasait minden
esetben elemi szamitassal igazoltuk. Ezek az eredmények természetesen megtalalhatok
a csoportelméleti irodalomban is, aldbbi 6sszefoglalasukra késébb sziikségiink lesz.

3.1. Az SU(n+1,n) Lie-csoport involicidi

3.1.1. Definicié. Az SU(n + 1,n) csoportot az alabbi konvencié szerint definialjuk:

G:=SU(n+1,n) ={g€SL2n+1,C) | g'Qg = Q}. (3.1)
A @ matrix alakja
1 0 0
Q:= [0 0, 1,| €gl(2n+1,0C), (3.2)
0 1, Oy,

ahol 0,, és 1,, az n X n-es null- és egységmatrix. A definici6 alapjan G Lie-algebraja
g:=su(n+1,n)={Xecsl2n+1,C) | X'Q + QX = 0y, 11} (3.3)
3.1.2. Allitas. Tetszéleges X € g Lie-algebra elem a kovetkezd alakba irhatd

Xoo Xo —XlTo Xoo = —Xoo
X=| Xy Xu Xpl|, X,=-Xpu, Im(Xg + 2tr(X11)) = 0. (3.4)
~X§ Xa X% Xl =Xy

3.1.3. Definicié. Rogzitsiik az m és n egész szamokat ugy, hogy
I<m<n (3.5)
teljesiiljon és definialjuk a kovetkezd métrixokat
I, := diag(1,,, —1,_n) € gl(n,C), D, :=diag(1, L, ;) € gl(2n+1,C). (3.6)

Az alabbiakban bevezetjiik G két, egymaéssal felcserélhetd involaciojat a [I1] cikkben
megadott definicidval.

3.1.4. Definicié.
0:G =G, 0(9) = (¢, Z:G—G E(g) :=DnOg)Dp, YgeG. (3.7
Legyenek 0 és £ a g Lie-algebra megfelel6 involicioi:
0:9g—g 0X)=-X", € g—g &X)=D,0X)D,,, ¥VXEcg. (3.8)

3.1.5. Allitas. Ekkor © fizxpont részcsoportja G maximdlis kompakt részcsoportja. A =
involicid fixpont részcsoportja nemkompakt. Jelolje elébbit G, utébbit pedig G :

Gy ={9eG|O(9) =g}, G :={geG|E(9) =g} (3.9)

15



3.1.6. Megjegyzés. E ponttol szamitasainkat a Lie-algebrak szintjén végezziik. Ennek
egyik oka, hogy egy Lie-algebra konnyebben kezelhetd algebrai strukttra, mint a Lie-
csoport, amelyhez az algebra tartozik. Masrészt egy Lie-csoport egységelemben vett
érintStere (Lie-algebraja) szamottevs informaciot hordoz magarol a csoportrol is.

3.1.7. Allitas. A mdr ldtott blokkmdtrizos irdsmddot haszndlva G, Lie-algebrdja

Xoo —XI, —X1,]  Xoo = —Xoo
g+ = Xio X X |, XL =—Xn , Xoo+2tr(X11) =0, (3.10)
Xio X2 Xy XIQ = —Xpo

valamint g, izomorf az s(u(n + 1) @ u(n)) Lie-algebrdval. Legyen X € u(n + 1) és
Y € u(n), amelyekre tr(X) + tr(Y') = 0 teljesil. Egy izomorfizmus

Xoo —XI, 0 [ 2% —v2X —v2X],
Y:s(un+1)ou(n)) — g4, X Xu 0O, '—>§ V2X1y Xu+Y X -Y
0 0, Y V22X Xin—-Y Xpu+Y

(3.11)

Ennek megfelelden a G4 csoport izomorf az S(U(n + 1) x U(n)) csoporttal az aldbbi
megfeleltetéssel

U: S(U(n +1) x U(n)) = G, {‘3 g} s {6‘ g} ST g(AB)  (312)

V2 0 0

ahol S :=—10 1, 1, |.
V2 0o 1, -1,

3.1.8. Allitas. A G csoport Lie-algebrdja az aldbbi alaki

Xoo —XlL. =X, Xoo = —Xoo
gt = X0 X1 X192 ) X1T1 = -1, X111l , Xoo+2tr(Xy;) =0
X0 InXioly LnXul.| X, =—-Xp,

(3.13)
és izomorf az s(u(m+1,n—m) du(m,n—m)) Lie-algebrdval az aldbbi leképezés révén
n:s(u(m+1,n—m)®ulm,n—m)) — g, {)0( 3} — S {)()( 3} S (3.14)
oy [v2 00
aholS:=— 10 1, 1, |.
V2 0 L, —I,
3.1.9. Allitas. A Lie-algebra involicidk —1 sajdtértékhez tartozé sajdtalterei
0 Xiro _XIO i
X=X
g- = X0 Xi1 X2 | X}rl _ _; (3.15)
X0 —X12 —Xu 12 2
e T i
0 XioIm — X1 i
_ X, =L, Xul,
g = X0 X11 X2 i H (3.16)

) T _
-1, X0 —1nXioly —I1X11ln Xip = —X12
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A gl = g,Ng" jelolést bevezetve (s, r € {£}) a g Lie-algebrat diszjunkt sajatalterek
direkt Osszegére bonthatjuk

g=0-©9 Do, Dy, (3.17)

amelyek paronként merdlegesek a g Lie-algebran értelmezhetd invarians skalérszorzatra
nézve, melyet az

1
(X,)Y) = §tr(XY), VX, Y eg (3.18)
formula definial.

3.1.10. Allitas. A g altér alakja

Xoo —Xlp —Xjy]  Xoo=—Xoo Xy = InXuly = =X},
gl =19 X Xu X |, Xio=1I.Xn X9 = LnX1oly = — X1,
X X2 X Xoo +2tr(Xq1) =0
(3.19)
és a (3.11)-ben megadott izomorfizmushoz hasonléan beldthatd, hogy
gt = s((u(m +1) & u(n — m)) & (u(m) & u(n — m))). (3.20)
A (3.17)-ben szerepld tobbi altér elemeit is explicit mddon megadjuk:
i _xt T
o4 e o TR X = —Xae, Xu = —LXul, = -X},
- 0 1 2 ) )
* _Xio X1; Xil tI'(X11> = O, X12 = —Ilegfm = —sz
i _ v
. Do R TRl X = Xy, X = L Xl = X,
g = X0 Xi1 X2 |, Xoo— - Xol — —xT )
| — X0 —Xi2 —Xq1] 127 ima12hm 12
i v
S e TN X = 1X X = LaXul, = X,
g_= Xio X Xi2 | Xoo = I Xl — — X1
| — X100 —Xi2 —Xq1] 127 dmA128m = 12
(3.21)

3.2. Koadjungalt palyak

Ezek utan valasszunk egy maximalis Abel-féle részalgebrat g—-ban, jel6lje ezt a.
Ismert eredmény (lasd [I3]) miszerint a valasztasa a G csoport elemeivel torténd
konjugaléastol eltekintve egyértelmt. Az alabbi moédon valasztjuk meg a-t:

3.2.1. Definicié.

0 0 O
a:=<Sq:=10 q 0,]|: q=dag(g,....q"), * R} <g". (3.22)

3.2.2. Allitas. a centralizditora g-ben a ¢ = a ® m direkt dsszegként dll el, ahol

d 0 0
m=<cd:=1|0 d 0,|:d=diag(d,...,d,), dy €R, dy +2tr(d) =0 » < gI.
0 0, d

(3.23)
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Jelolje A és M az a és m részalgebraknak megfelel6 Osszefiiggd részcsoportokat
G-ben. Ekkor M pontosan azokat a g elemeket tartalmazo részcsoportja GT-nak,
amelyekre

gq9 ' =q, Vgqe€a. (3.24)

3.2.3. Definicié. Egy ¢ € a elemet reguldrisnak neveziink, ha g € G esetén
g9 ' =q= g€ M. (3.25)

Egyszertien megmutathato, hogy g € a pontosan akkor regularis, ha az alabbi feltételek
teljesiilnek:

¢#0,i=1,....n, (@—¢")@+¢")#0, 1<j<k<mésm<j<k<n. (3.26)

Vélasszunk egy Osszefiiggé komponenst tn. Weyl-kamrdt az a regularis elemeibdl
allo (nyilt) halmazban és jeloljiik a.-vel. Egy altalanos eredmény [13] alapjan tudjuk,
hogy minden g € G csoportelem felbonthat6 az alabbi médon:

g=gselg", ahol g€ a., g, € Gy, g" € G7, (3.27)
ahol a, a lezartat jeloli.

3.2.4. Megjegyzés. Az el6bbi felbontasban fellépd ¢ matrix egyértelmt, valamint ha
q regularis, akkor a ¢, , gt matrixokat kizarolag az alabbi modon helyettesithetjiik:

(9+:.9") = (gem,m™'g"), Vme M. (3.28)

A (3.27)-ben megadott tn. dltaldnositott Cartan-felbontdisban az a. nyilt Weyl-kamra
valaszhato gy, hogy egy tetszéleges a (13.22)-ben latott ¢ elemére az alabbi feltételt
irjuk elé:

¢ >...>¢">0 és ¢"> .. >q¢">0. (3.29)

A (3.27)-ben megadott felbontés még dontd jelentSségii lesz a kévetkezd szakaszban.

3.2.5. Allitas. Mind a g.. és gt részalgebrdk centruma egydimenzids. A g, részalgebra
centrumdt a

1 2n 0 0
Ct = 510 —1, (2n 4+ 1)1, (3.30)
0 (2n+1)1, —1,

alaki mdtriz, mig g centrumdt a

1 2n 0 0
C":==110 -1, (2n+ 1)1, (3.31)
0 (2n+ 1)1, -1,

matrix generdlja. Ezekre teljesiil, hogy
Cregl, A=(r (3.32)

Az invarians skalarszorzat lehetévé teszi a g, g, és gt algebrak azonositasat rendre
a nekik megfelels dualis térrel. Az azonositassal a megfelel6 koadjungalt dbréazolas is
megfeleltethetd az adjungalt abrazolasnak. Az ezt kovets [d] szakaszban G bizonyos
koadjungalt palyait fogjuk felhasznélni. Ahhoz, hogy ezeket leirjuk Gjabb métrixokat
vezetiink be.
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3.2.6. Definicié. Legyen u € C"1\{0} tetsz6leges,

X(u) =i (WT = :le) esu(n+1) e x(u):=S5 [Xéu) 0(1

1 1 S~ (3.33)

3.2.7. Allitas. Legyenek k > 0 és x # 0 tetszbleges rogzitett konstansok. Felhaszndlva
a (3.11) dsszefiiggést kapjuk, hogy az
Orp = {2C" + x(u) |u € C"', ulu = k(n +1)} (3.34)

halmaz G egy minimdlis (nemnulla dimenzids) koadjungdlt palydja. Egy g(A, B) € G4
csoportelem hatdsa az Oy, pdlydn

9(A, B)(zC" + x(u))g(A, B)™! = 20" + x(Au). (3.35)

3.2.8. Megjegyzés. Mivel x(u) egy egységnyi abszolut értékd komplex szammal valo
szorzas erejéig hatarozza meg u-t, ezért az O, , pélya azonosithaté a CP"™ komplex
projektiv térrel. Tovabba barmely x, y valés szamokra xC* és yC" egy pontbol allo
koadjungalt palyai rendre a G, és a G csoportoknak.
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4. A szimplektikus redukcié egy alkalmazasa

A szakaszban elvégezziik az SU(n + 1, n) Lie-csoport geodetikusainak szimplektikus
redukciojat. Ehhez alkalmasan modositjuk, altalanositjuk a [10] megfelels lépéseit,
ahol hasonlé analizis talalhaté az SU(n,n) csoport egyszertibb esetében.

4.1. Momentum leképezés és momentum kényszerfeliilet

Az eltolési triikk alkalmazasidhoz ki kell terjeszteniink a fazisteret egy koadjungalt
palyaval. Erre az el6z6 szakaszban bevezetett (3.34) O, . palyat hasznéljuk. (2.38)-nak
megfelelGen trivializalva a koérintényalabot a fazisteret a kdvetkezs alakba irhatjuk:

4.1.1. Definicid.
P=T"Gx0,,=(Gxg)x0Or,=1{(9.MN,{)|geG, Aeg, (€O,.} (4.1)
A fazistér szimplektikus formaja

W = Wr+g + woe (42)

K,z )

ahol wr+¢ = d(A,dgg™), mig we, , az O, koadjungalt palya (2.42)) szimplektikus
formaja. A fazistéren megadhato6 sima fiiggvények egy Poisson kommutalé csaladja

1
Hi(g, A, Q) = Etr(Azn), k=1,...,n, (4.3)
melynek elsd tagja felel6s a geodetikus mozgésért.

4.1.2. Allitas. A H,, fiigguényhez tartozé Hamilton-egyenletek megolddsa
1
(g(t>> A(t)7 C(t)) - <€th907 A07 CO)? ahol ‘/k = Agk_l -

2n+1
4.1.3. Definicié. Tekintsiik a ®: (G4 x GT) x P — P csoporthatast, melyet a

q)(a,b)(gv A7 C) = ((lgb_l, CLA(I_I, CLCCL_I)7 (CL, b) S G+ X G+' (45)

formula definial.

tr(ASF ) 1gnpr.  (4.4)

4.1.4. Allitas. A fenti (4.5) formula hamiltoni csoporthatdst értelmez, melyhez tartozo
momentum leképezés

J = (J+7J+): P — (g+7g+>7
']Jr(gaAaC) = T+ A) + C> J+(g>A7 C) = _7T+(971Ag)7

aholmy ésm™ a természetes projekciok rendre a g+ és g+ alterekre. A (4.3)-ban definidlt
Hy, fiigguények invaridnsak erre a G, x G csoporthatdsra.

AM.T1.2 és[d.1.4l allitdsok bizonyitasa standard, ezért itt elhagyjuk.
A redukciohoz (2.59) alapjan vegyiik a momentum leképezés alabbi (konstans) értékét

(4.6)

f:= (02041, —yC") € (94,9"), (4.7)
ahol y # 0 valés szam. A G, x G szimmetriacsoport hatésa invaridnsan hagyja a
J ' (p)ycP (4.8)

Jkényszerfeliiletet”, vagyis a jelen esetben (G4 x G*), = G4 x G™.

20



Az asszocialt redukalt fazistér tehat most

Pi= 3 ()/(Gy x G). (4.9)

T stz

kir6juk a kovetkezs feltételeket:
k—n(x+y) >0, kK+x+y>0. (4.10)

Latni fogjuk, hogy ekkor a palyak P, terére sima differenciadlhato strukttra oroklédik.

(G, x G7) palydja = B, pontja

6. abra. A palyak tere.

Kézvetlen célunk egy globélis keresztmetszetet (gauge szelést) megadni J~1(u)-ben,
amely a (P,,w,, H}') redukalt hamiltoni rendszer modelljéiil fog szolgalni. Elészor az
alabbi lemmat igazoljuk, melynek bizonyitasa kozben a globalis szelés egy konstruktiv
elgéllitasat is megkapjuk.

4.1.5. Lemma. Az e? [q € a(3.22)] és u € C™! esetén (e4, A, 2C* + x(u)) € I~ (1)
[4.8) pontosan akkor, ha |ug)* = k —nx —ny, |u)> =k+z+y (j=1,...,n) és ¢
requldris (3.25)).

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy
(e?, A, 2C" + x(w)) € I (1), (4.11)

valamely ¢ € a elemre. Ez a tartalmazas a momentum leképezést hasznalva az alabbi
egyenletekkel irhato le

T (A) +2C" + x(u) =0, 7 (e %Ae?) =yO". (4.12)
A g alterekre torténd felbontassal az els§ egyenlet két részre esik, igy a
THA) +2C" + 71 (x(w) =0, 7 (A) + 75 (x(u) =0, 7"(e Ae?) =yC" (4.13)
egyenleteket nyerjiik. A A7 := 7l (A) jeloléssel élve az elss két feltétel

AT = —aC’ — wt(x(w), AT = —n7(x(u)) (4.14)

alakot 6lt. Felhasznalva, hogy e s = cosh(ad,) — sinh(ad,) és C" € g, a mf és

71 projekciok segitségével a (.13)-ban megjelend harmadik egyenlet az aldbbiakkal
ekvivalens

(coshad,)(AT) — (sinhad,)(A}) =0 (4.15)
(coshad,)(AL) — (sinhad,)(AZ) = yC". (4.16)
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Az el6bbi egyenletbe AT helyére (4.14]) alapjan a —zC* —7f (y(u)) matrixot irva, majd
mindkét oldalon egy tetszdleges d € m elemmel skalarszorzatot képezve kapjuk, hogy

2n +1

(d x(w)) = ————(x +y)tr(d). (4.17)

A d matrix elemeinek megfelel§ megvalasztasaval (4.17)-bdl a kovetkezot nyerjik az w
vektor komponenseire

o> =k —nx —ny, |ylP=rk+z+y(G=1,...,n). (4.18)

Egy ilyen vektor komponensei nem feltételiil a valos tengelyen helyezkednek el, azonban
ez elérhetd az Maiag < G4 X G részesoport segitségével, amelyet az

Mging == {(e%,e") € G4 x GT|d € m} (4.19)
formula definial. A (4.5)-ben megadott hatéssal, figyelembe véve (3.33)-at a

arg(uo) + 2[arg(u) + - - - + arg(uy)]

di = — k=0,1,... hol v :=
L arg(uy) + a ( 0,1,...,n) ahol « o+ 1

(4.20)
valasztassal diag(dy, d)u minden komponensének argumentuma « lesz.
Mivel x(diag(dy, d)u) csupan egy egységnyi abszolut értéki konstans szorzo erejéig
hatdrozza meg a diag(dy, d)u vektort, igy e *-val megszorozva minden elem pozitiv
lesz. Tehat a —ben megadott pont helyettesithets az alabbival

(e9, A, 2C*+x(ur)), ahol (ug)o = vk —nx —ny, és (up); =V +z+y (j=1,...,n).

(4.21)
A tovabbiakban az iménti elemmel vizsgaljuk a f feltételeket.
Kezdjiik a egyenlettel. Mivel sinh(ad,)(AZ) diagonalis elemei nullak, ezért a
(AD)kr € R (1 < k < n) matrixelemeket tetszélegesen valaszthatjuk; g— szerkezeté-
bél adodoan ezek (—1)-szerese adja a (AZ)y4+kntk elemeket, valamint lathatoan
(AD)11 = 0. A blokkmatrixos értelemben diagonalisban szereplé n x n-es matrixok
featlon kiviili nemnulla elemeit a

—igcosh(¢’ —¢") —sinh(¢/ —¢") (A7) ;4101 =0, 1<j<k<mvagym<j<k<n

(4.22)
egyenletbdl kaphatjuk, ahol g := (k+x+vy)/2, ismét figyelembe véve (3.21))-et. Vilagos,
hogy a fenti egyenlet csak akkor oldhaté meg, ha ¢/ —¢* # 0. A diagonélison kiviil esS
n X n-es blokkok elemeit a

—ig cosh(¢’+¢")—sinh(¢’+¢*)(A2)js1mini1 =0, 1<j<k<mvagym<j<k<n

(4.23)
és
2n+1)x + : _ ’
a 1% cosh(2¢") — sinh(2¢") (A D)1 minir = Y(Ckprminrs, 1<k <n
(4.24)

egyenletekbd] nyerhetjiik, amennyiben ¢ +¢* # 0 és ¢* # 0 (az indexek az egyenleteknél
megadott feltételek szerint valtoznak).

A bizonyitas lezarasaként vegyiik észre, hogy mindig megoldhaté AT-ra nézve
hiszen coshad,: g= — g invertalhato leképezés.

Belattuk tehét, hogy a tartalmazas sziikséges feltétele, hogy az u vektorra
fennalljon és ¢ € a reguléris elem legyen. Konnyen ellenérizhetd, hogy ezek
egyben elégséges feltételek is. [
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4.2. A palyak tere mint sima sokasag

Ebben a pontban azt fogjuk belatni, hogy a
Py i= I (0)/(G % GY) (4.25)

palyak tere egy szimplektikus sokasadg. A [2.4.3] tétel szerint ennek egyik feltétele
miszerint G, X G hatéasa olyan, hogy a megfelels leképezés esetén kompakt
halmazok Gsképe is kompakt. Belathato (lasd [18]), hogy ezzel ekvivalens a kovetkezd
tulajdonsag: barmely {(a,,bn)}nen C G4 X G és {(gn, An, Cu) tnen C P sorozatokra,
ha (gn, An, Gn) €8 Pia, b,) (gns An, Go) konvergensek, akkor az {(ay, b,)} sorozatnak létezik
konvergens részsorozata. Formalisan, barmely {(a,,b,)}neny C G4 X GT esetén

(3 1im (gn, An, Ga) €5 Tim a5, (gn, An, Gn)) = 3 lim (@, , by, ). (4.26)

4.2.1. Allitas. A ® csoporthatds rendelkezik a ([£.26) tulajdonsdggal.

Bizonyitas. Valasszuk egy tetszéleges {an}nen C G4 sorozatot; mivel G, kompakt
ebbdl mindig kivalaszthato egy {an, } konvergens részsorozat. Igy ha g, és an, gn,b;,!
konvergens sorozatok, akkor sziikségképpen b, is konvergens, ami bizonyitja, hogy ®

rendelkezik a fenti (4.26]) és ezaltal a (2.52)) tulajdonsaggal is. [ |

A folytatashoz azt kell igazolnunk, hogy a [2.4.3] tétel masik feltétele is teljesiil,
miszerint (G4 x GT), szabadon hat a kényszerfeliileten.

4.2.2. Allitas. A ® csoporthatds szabad, vagyis

q)(avb)(g7A7C) = (Q,A, C) - (a>b> = (12n+17 12n+1) S <G+ X G+) (427)

Bizonyitas. A ® csoporthatést definialo (4.5)) formulabol kiolvashato, hogy valojaban
a (G4 X GT)/(Zan+1)diag faktorcsoport hat a fazistéren, ahol

<Z2n+1>diag = {(ék 12n+1>5k 12n+1> € G+ X G+|€k S (C, 8in+1 = 1} (428)

Az myx(ug)m™ = x(ug) Osszefiiggésbdl adodoan m eleme M centrumanak, amely

egyben G centruma is és izomorf a Zsy, 1 csoporttal. Az ennek megfelel§ (Zay,11)diag
részcsoport hatésa trivialis P-n, ezéltal pedig a (G4 X G1),./(Zan+1)diag faktorcsoport
is szabadon hat a J~!(u) kényszerfeliileten. [

Ezzel belattuk, hogy teljesiilnek a[2.4.3] tétel kritériumai, igy P, egy szimplektikus
sokasag. Az altalanos eredménynek megfelelgen [I8] P, az alabbi formula altal definiélt
w, szimplektikus format és H,' Hamilton-fliggvényeket 6rokli

7T*OJM = W|J—1(u), W*Hll: = Hk|J71(M)7 (429)

ahol 7: J7'(u) — P, a természetes projekci6 és wly-1(,) az w forma J~'(u) C P
halmazra torténd megszoritasa (pontosabban annak visszahuzottja).
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4.3. A redukalt fazistér modellje

El6z6 eredményeinkre tamaszkodva ebben a fejezetben leirjuk a redukélt fazistér
modelljét ado globalis keresztmetszetet, amit a [7]abran S szimbolizal:

(G, x G7) palydja = B, pontja

globalis
keresztmetszet

7. abra. Az S szelés.

Célunk eléréséhez hasznélni fogjuk az alabb definialt A(q, p) matrixot, amelyrdl kidertil,
hogy az (|1.2) rendszer egy lehetséges Lax-méatrixa. A kovetkezs definiciot az motivalja,
hogy az itt bevezetett A(q, p) méatrix egybeesik a . lemma bizonyitasaban fellépd
A matrixszal.

4.3.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy x > 0 és x, y valés szamok, amelyekre fennall (4.10]).
Barmely q € a. és p € a elemek esetén képezziik a

A(g.p) = —2C" = x(uz) + L(g,p) (4.30)
matrixot, ahol (ur)y = /K —nx —ny és (ur); = Ve+z+y (j =1,...,n), tovabba

L(q,p) elemei a kovetkezsk: Ha 1 < k < n, akkor

Li1 =0, Lit1k+1 = —Lntkt1ntk+1 = Pr- (4.31)
Ha 1 < k < m, akkor
Lisin = —Lnyriin = Liger = —Lynyrer = —ihy coth(g"), (4.32)
. 1 .
Lk+1,n+k+1 = _Ln+k+17k+1 = —1 2h2m — 1\/§h2 COth(2qk)7 (433)
mig m < k < n esetén
Liiii = —Lnipiin = Liger = —Linyre1 = —ihy tanh(g"), (4.34)
. 1 .
Lk+1,n+k+1 = _Ln+k+1,k+1 = 1\/§’E2Sinh—<2qk> - 1\/§h2 COth(ng) (435)
Hal<j<k<mvagy m<j<k<n, akkor
Livij1 = —Lit1j41 = —Lotjrintks1 = Loskyinrjo1 = —igcoth(¢/ — ¢%),  (4.36)
Littntier = Litinrjs1 = —Lngjrrest = —Lngrrje1 = —igcoth(q’ +¢%).  (4.37)
Végiil az 1 < j < m és m < k < n indexekre
Lisip+1 = —Lis1js1 = —Lngjetntkbts = Lotrrinrj+ = —igtanh(¢/ — ¢*), (4.38)
Ljttmiktr = Listntjsr = —Lnijirnst = —Lnpwr101 = —igtanh(¢/ +¢%).  (4.39)
A definicioban megjelend konstansok:
_ktaty ., V(i —nz —zy)(k+z+y) B e 2(n+ Dz +y . y(2n+1)
92 s 101 - \/§ s 102+ \/g s 102 . \/g .
(4.40)
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4.3.2. Tétel. A fent definidlt A(q,p) mdtrizot felhaszndlva tekintsik az
S = {(eqa A(Qap%ajcg + X(UR))|q €Ed., pE a} CcP (441)

részsokasdgot (ldsd [4.dbra). Ekkor S része a J7'(u) kényszerfeliletnek ([E8) és a
G, x G csoport minden J~Y(u)-beli pdlydjdat pontosan egy pontban metszi. Az w
szimplektikus forma (4.2) visszahizottja S-en

wg = Z dpy, A dg*. (4.42)
k=1
Tehdt az (S,ws) szimplektikus sokasdg a (P,,w,) redukdlt fazistér (4.9) egy modellje,
melyet azonosithatunk a T*a. kotangensnyaldabbal.

Bizonyitas. Mivel minden g € G csoportelem felbonthaté a (3.27))-ben latott modon,
igy a lemma alapjan (G, x G) minden pélyaja J~!(u)-ben tartalmaz egy

(e, A, 2C" + X(uz)), g€ a, (4.43)

alakt elemet. A lemma bizonyitasidban megmutattuk, hogy a A Lie-algebra

elemet (4.43)) felirhatjuk A(q,p) (4.30)) alakban, valamely p € a segitségével.
Annak igazolasahoz, hogy a szelés minden palyat pontosan egy helyen metsz tegyiik

fel, hogy valamely (a,b) € G, x G elemre
(ae®~ ', aM(q, p)a™t, 2C" + ax(ug)a™) = (e7, A(d, p'), 2C* + x(ug)). (4.44)

A felbontés unicitdsa miatt e? = e, amib6l ¢ = ¢ és (a,b) = (m,m) € Mg
kovetkezik, tovabba maéasodik komponensébdl p = p’ adodik.

Az w forma visszahtuzottjat meghatarozva S-en adodik. Mivel S a palyak
egy globalis keresztmetszetét adja J~1(u)-ben, ezért az (S,ws) szimplektikus sokasig
a (P,,w,) redukalt fazistér modelljéiil szolgal. A skalarszorzattal torténé a = a*
azonositassal lathato, hogy (S,ws) szimplektomorf a Darboux-féle szimplektikus
formaval ellatott T*a. = a. x a* koérintényalabbal. [ |

4.3.3. Kovetkezmény. A T*a,. kanonikus Darbouz— Poisson-féle struktirdjira nézve

mwvolucioban dllo fiiggetlen Hamailton-fligguények eqy csaladjdat adjdk a

1
H(q,p) = Etr(/\(q,p)%), k=1,...,n (4.45)

figgvények. Tovabbd a H(q,p) Hamilton-figguény (1.2)) Liouville-integrdlhatd, mivel

H(a,p) = 3r(A@0)°) = (g, p), (1.46)

ahol (4.40) jeloléseit alkalmazva

K+ x+ = ¥~
g= Ty> gi = R + haha, g3 = (ha — ho)?, (4.47)

lletve az eredeti k,x,y paraméterekkel

2 (26 —2nz +y)(2k + 22 — (2n — 1)y) o (n+1)z—ny

(4.48)
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Bizonyitas. Mivel a Hamilton-fliggvények involicioban allnak a (P,w) sokasag
Poisson strukturdjara tekintettel, igy a Hamilton-fiiggvények is involtaciéban
allnak az wg formabol szarmazo kanonikus Poisson struktirara nézve. A A(q, p) matrix
definici6janak felhasznalasaval a azonossig konnyen ellenérizhetd.

A Hamilton-fiiggvények fiiggetlensége a pq,...,p, valtozokat tartalmazo
tagok kitev@jének eltérésén is lathato. A redukcio azt is garantalja, hogy a megfelelé
hamiltoni vektormezsk integralgorbéi teljesek, ezaltal a H!' fliggvények mindegyike, igy
H = HY}" is Liouville-integralhato. |

A formulabol lathato, hogy a A(g, p) matrix generalja a kommutalo Hamilton-
fiiggvényeket, ami altalaban a Lax-matrix egyik sajatos ismérve. A masik jellemvonas
a Lax-méatrix megjelenése valamely, a mozgéasegyenletek megoldd algoritmusban. Ezzel
a kovetkezd pontban foglalkozunk.

4.4. Algoritmus a mozgasegyenletek megoldasara

Utolso eredményként megadjuk, hogy a (4.45) H redukalt Hamilton-fiiggvényekhez
tartozo integralgorbéket miként lehet megkonstrualni a —ben leirt ,szabad folyam”
segitségével. Ehhez vegyiink egy tetszdleges (¢(0),p(0)) kezdeti értéket. A hamiltoni
redukci6 kovetkezményeként az ehhez tartozo (q(t),p(t)) megoldas a HJ' fiiggvény
Hamilton-féle mozgasegyenleteivel az aldbbi egyenléséghdl hatarozhaté meg

(€™ Alq(t), p(1)), 2C* + x(uz)) =

tVie a0 -1 _1 ’ . (4.49)
= (a(t)ee"@b(t) ", a(t)A(q(0), p(0))a(t) !, a(t) (20O + x(ur))a(t) ),

ahol

Vi = A(q(0), p(0)* " = " Ctr(A(g(0), p(0))* ) lan s (4.50)

és a (a(t),b(t)) € G4 x GT elemet az a feltétel adja meg, hogy a (4.48) egyenlet bal
oldalan allé6 pontnak az S szelésben (4.41]) kell lennie. Tehat a megoldéashoz az

Vet = o () 2etWb(t),  (a(t),q(t),b(t)) € Gy X a. x GT (4.51)
altalanositott Cartan-felbontast kell megadni az a(0) = b(0) = e € G kezdeti feltétellel
o a(t)x(uz)a(t) ™ = x(uz) (452)
segédegyenlettel. Ekkor p(t)-re teljesiil az alabbi egyenlGség

p(t) = 7= (a(t)A(g(0), p(0))a(t) ™) = 7= (a(t)L(q(0), p(0))a(t) ). (4.53)

Ha csupan ¢(t)-t szeretnénk meghatarozni, akkor egy elemibb megoldasi algoritmus
adhat6. Ehhez vegyiik észre, hogy a g=(g7') kifejezés kiértékelése (4.51) mindkét
oldalan (ahol = a (3.7)-ben megadott involucid) az alabbihoz vezet

e2Op, = a(t)etv’“qu(O)DmetVJa(t)_l. (4.54)

Ebbdl kovetkezik, hogy az e*)D,, diagonalis matrix fsatlojanak elemei az alabbi
Hermite-féle matrix sajatértékei:

etV e2q(O)DmetVJ. (4.55)

A D, matrix (3.6) alakjabol, a (4.53)) egyenletbdl és a Weyl-kamra (3.29)-ben leirt

alakjabol kovetkezik, hogy a sajatértékek kiilonbozéek, és ezaltal ¢(t) meghatarozasa
egy kozonséges diagonalizalasi feladatta egyszertisodik.
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5. Osszefoglalas

A dolgozatban bemutatott munkénk legfontosabb célja a kdvetkezs — a bevezetésben
feltett — kérdés megvalaszolasa volt: Megkaphatd-e az (1.2) modell az SU(n + 1,n)
csoporton térténd szabad mozgds redukcidjdival? Eredményeink az aldbbi két pontban
foglalhatok Ossze:

e Megadtuk a toltott részecskéket leird harom fliggetlen csatolasi allando jellemezte
hiperbolikus BC,, Sutherland-modell egy 1j szarmaztatasat. A levezetés egyik
kovetkezménye az (1.2)) rendszer integralhatosaganak tjabb bizonyitasa.

e Felirtuk ([I0] mint4ajara) a mozgasegyenletek egy alternativ megoldasi eljarasat.
Mint kideriilt mozgasegyenletek vissza lehet vezetni egy matrix-diagonalizalési
feladatra, igy a megoldasokat egy kozonséges sajatérték probléma szolgaltatja.

Tehat igazoltuk, hogy a feltett kérdésre pozitiv vilasz adhato, ezaltal kiegészitettiik és
tovabbfejlesztettiik az BC,, Sutherland rendszer korabbi (|10} [I1]) vizsgalatait.
Erdemes megjegyezni, hogy Hashizume [II] a G/G™T geodetikusainak redukci6javal
foglalkozik, és effektive a mi x, x, y paramétereket hasznélo targyalasunk y = 0 specialis
esetként tartalmazza.

Tovabbi kutatéast igényel az altalunk levezetett (2n 4 1) x (2n + 1) méretd és a
[10]-ben talalt 2n x 2n-es Lax-matrixok kapcsolatanak tisztazasa. Ugyancsak érdekes
lenne megvizsgalni, hogy megoldasi algoritmusunkboél mi kovetkezik a redukalt rendszer
aszimptotikus viselkedésére vonatkozoan. Léteznek-e kotott (korlatos) mozgasok és
amennyiben léteznek, akkor ezek mennyire kivételes esetek? Természetesen felmeriilé
feladat a redukcié kvantummechanikai altalanositasa is.
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Nyilatkozat

Alulirott Gorbe Tamés Ferenc jelen nyilatkozat alairasaval kijelentem, hogy a

Toltott részecskék BC,, Sutherland-modellje mint az SU(n + 1,n) Lie-csoporton mozgd
szabad részecske redukcioja

cimid TDK dolgozat kizarolag sajat kutatomunkam eredményeit tartalmazza, ezek az
eredmények korabbi TDK dolgozatban még nem szerepeltek. A dolgozat készitése sorén
betartottam a szerzéi jogrol szolo 1999. évi LXXVI. tv. szabalyait, valamint a dolgozat
készitésére vonatkozo szabélyokat, kiilonosen a hivatkozésok és idézések tekintetében.

Szeged, 2012. aprilis 16. _ .

Gorbe Tamés Ferenc
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