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1. Bevezetés

Egy olyan differencidlegyenlet-rendszert vizsgalunk, amelyben a megoldéstol is fliggd
késleltetés van. Az idokésleltetést egy nem folytonos jobb oldalt kdzonséges differen-
cidlegyenlet definialja. A probléma a szamitdégépes halozatok adatatviteli sebességé-
nek (a hasznossag és az ar fliggvényében vald) optimalizalasaban meriil fel. A nem-
folytonossag ellenére megmutatjuk, hogy a rendszer egy folytonos szemi-dinamikai
rendszert definidl. Bizonyos feltételek mellett az optimumhoz (ami egy egyensu-
lyi helyzet) val6 globalis konvergenciit igazolunk. Az optimum koérili periodikus
megoldéasok létezésére is bizonyitunk eredményeket.

Uj eredmények a dolgozatban: a probléma térgyaldsahoz megfelel$ fazistér kon-
strualasa, a fazistérben a megoldasok létezésének, egyértelmiiségének és kezdeti ada-
toktdl vald folytonos fiiggésének igazolasa, tovabba a periodikus viselkedés lehetsé-
gének megmutatasa.

Jelolje x az adatatviteli sebességet. Feltessziik, hogy ez a és b kozott valtozik,
ahol 0 < a < b. U(z) az x adatatviteli sebesség hasznossiaga és p(z) a sebesség
x-edik egységének ara. U és p monoton névekvo fliggvények. U kétszer folytonosan
differencialhat, szigortian konkav, p C*-sima. A V(x) = U(z)— [; p(y)dy figgvényt
szeretnénk maximalizélni, V' maximumbhelye z,. Kelly az [1]-ben bizonyitotta, hogy
az

2(t) = ROV (2() — 2(Op(a(e)]. 5> 0

egyenlet megoldasa x,-hoz konvergal, ami az egyetlen egyensiilyi helyzet.

Ranjan, La és Abed a [2]-ben és a [3]-ban vizsgalta ennek az egyenletnek az
id6késleltetéses valtozatat: Tegyiik fel, hogy a felhaszndlé x(t) sebességgel kiildi
az adatokat a szervernek. A szerver a beérkezd adatokat egy ¢(t) hosszi sorban
tarolja, C' € (a,b) kapacitdssal dolgozza fel, és T > 0 id6 alatt kiildi vissza a
felhasznalonak. A sor hossza korlatos, 0 < ¢(t) < B. Tegyiik fel, hogy a felhasznald
az ar valtozasara csak 1 (t) id6vel késleltetve reagal. Ekkor a problémat a kévetkezd
egyenletrendszerrel lehet modellezni:

o'(t) = k[z(OU" (2(t) — 2(t — 1 ()p((t — 1 (t)))] (1)

g(t —m(t))

(t) =T+ c (2)

x(t) — C, ha 0 < ¢(t) < B
[o(t) — CI¥, ha g(t) =0
[z(t) = C]7, haq(t) = B,

ahol [x(t) — C]T = max{0,z(t) — C} és [x(t) — C]” = min{0, z(t) — C}.

A [2]-ben a szerzok bizonyitottdk, hogy bizonyos U és p fiiggvények esetén az
(1)-(3) egyenletrendszer megoldasa is konvergal az optimumhoz, ami az egyetlen
egyensulyi helyzet. A cikkben a megoldas létezésének és egyértelmiiség bizonyitasa
nem korrekt, ezért a dolgozatom egyik célja ennek a helyes bizonyitasa.



2. A megoldas létezése, egyértelmiisége és korla-
tossaga

Definici6: A késleltetés akkor maximalis, ha ¢ = B, legyen ez a maximum h =
=T+ B/C.

Definicié: Jelolje C}, a [—h, 0]-bél R-be képezé folytonos fiiggvények Banach-terét a
||| = max_p<s<o|®(s)| norméaval. Ha w : (¢y,t;) — R folytonos és t — h,t € (to, 1),
akkor u; € C), definicidja: uy(s) = u(t +s), —h < s <0.

Definicié: K = sup{|s[aU’'(a) — Bp(B)]| : «,B € [a,b]}. K > 0, mert U’ és p
nem konstans az [a, b] intervallumon.

Definicié: Legyen E = {qﬁ : [=h,0] — [a,b] : ‘% < K, #{s € [-h,0] :

¢(s):C’}<oo}ésF:{1p:[—h,O]—>[O,B] :vsl,sw—CgMgb—c},

S1—S2
ahol #S jeloli az S halmaz szdmossagat. E és F' metrikus terek a kovetkezd tavol-

sdgfiiggvényekkel: dp(¢,d) = ¢ — o, dp(¥, ) = |lv — .

Definicié: Az = : [0,w] — R, ¢: [0,w] — R fliggvények az (1)-(3) egyenletrendszer
megoldasai a ¢ € E, ¢ € F kezdeti feltétellel, ha

(i) « folytonos, x|, differencidlhaté, z; € E minden ¢ € [0,w) esetén, o = ¢;

(ii) ¢ folytonos, ¢; € F minden t € [0,w) esetén, gy = 1;

(iii) létezik olyan 7y : [0,w) — [T, h] Lipschitz-folytonos fiiggvény, amely minden
t € [0,w) esetén teljesiti a (2) egyenletet;

(iv) az (1) egyenlet teljestil minden t € (0,w) esetén;

(v) a (3) egyenlet teljesiil majdnem minden ¢ € (0,w) esetén.

A 1épések modszere:

1.) Legyen n = 0.

2.) Oldjuk meg a (2) egyenletet az [nT, (n + 1)7T] intervallumon.
3.) Oldjuk meg az (1) egyenletet az [nT, (n + 1)T] intervallumon.
4.) Oldjuk meg a (3) egyenletet az [nT, (n + 1)T] intervallumon.
5.) Noveljiik n értékét 1-gyel, majd térjiink vissza a 2. 1épéshez.

2.1. Tétel: Ha ¢q,r € F, akkor 7y létezik, egyértelmii és Lipschitz-folytonos az
[nT, (n + 1)T] intervallumon.

Bizonyitas: Rogzitett t-re 71(t) az G(s) = 0 egyenlet megoldasa, ahol G(s) =
:3—T—@,s€ [T, hl.

- qt=T)  qt-T)
GI)=T-T~- " =-"57<0

B gt —h) B gt —h) B—q(t—h)
Gh)=h-T- "5 =Tt 5-T~ " = . >0

Tegytik fel, hogy s # s5.



G(s1) = Gls2) _ s —T= Mg —sp+ T+ 252 1 —q(t—51) +q(t — 52)

= :1 — =
S1 — S9 S1 — S9 +C S1 — S
1 g(t—s1)—q(t — s2) L q(t—s1)—q(t —s2) a—C a
+C’ Sg — 1 +C (t—s1)—(t—s2) — - c ~c”

G folytonos, szigorian monoton névekvs, G(T) < 0, G(h) > 0, ezért az G(s) =
egyenletnek minden t € [nT, (n + 1)T] esetén pontosan egy megoldasa létezik.
Legyen t1,ty € [nT,n(T + 1)], t1 # to.

q(tr — mi(t)) _T_Q(tz —ni(t2)) _ gt —7n(t)) — q(ta — 1(t))
C C C
Tudjuk, hogy ¢ Lipschitz-folytonos a [—h,nT] intervallumon, ezért
o — Q(tl - Tl(tl)) B CJ(tQ - Tl(tQ)) c [a o C,b _ C]
lfl — Tl(tl) — t2 + Tl(tg)
Ti(t) —7mlte) _ 1glti—ni(t)) —qlta —7(t) _ ati—7(t) —ta+7ilta)

t—ty e t, —to C t, — to

(TS

ahonnan

T (tl)—Tl (tQ) = T+

n(t) —n(t) &
= = €
tl—tg 1+% C—FO{

a a—C b-C
a b
kovetkezik. Ezért 7 Lipschitz-folytonos az [nT, (n + 1)T] intervallumon.

2.2. Tétel: Tegytk fel, hogy aU’(a) > bp(b) > ap(a) > bU'(b). Ekkor az = biztosan
nem 1ép ki az [a, b] intervallumbdl.

Bizonyitas:
Ha egy ¢ > 0 id6pontban z(t) = a, akkor

?'(t) = r(aU'(a) — x(t = (8))p(e(t — (1)) = w(alU'(a) — bp(b)) > 0.
Ha z(t) = b, akkor

'(t) = w(bU'(b) — x(t — 7 ())p(a(t — 1u(2)))) < £(DU'(b) — ap(a)) < 0.

2.3. Tétel: Ha z,r € E és q,r € F, akkor x létezik, egyértelmii és folytonosan
differencialhat6 [nT, (n + 1)T-n.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az eljaras 2. lépését mar végrehajtottuk. Tudjuk,
hogy xz(t — 7 (t)) Lipschitz-folytonos az [nT,(n + 1)7T] intervallumon, U’ és p is
Lipschitz-folytonos, igy a Picard-Lindelof-tétel miatt [nT, (n 4+ 1)T]-n egyértelmiien
létezik az 2/ (t) = k(z(t)U'(z(t)) —x(t —m(¢))p(x(t—71()))) = k(z(t)U'(2(t)) — u(t))
egyenlet megolddsa. Az (1) egyenlet jobb oldaldn minden fiiggvény folytonos, ezért
a2’ folytonos, = folytonosan differencialhaté.

2.4. Tétel: Ha z,T € E és ¢, T € F, akkor az = az [nT,(n + 1)7T] intervallu-
mon csak véges sok helyen veheti fel C-t.



Bizonyitas: Tegytik fel, hogy az eljaras 2. 1épését mar végrehajtottuk, de az x
értéke az [nT, (n + 1)T] intervallumon végtelen sok helyen egyenlé C-vel, legyenek
ezek a helyek t1,t9,.... FEkkor a Rolle-féle kozépértéktétel miatt létezik olyan
&1,&, - € [nT, (n+ 1)T] sorozat, amelyre 2/(§,) =0 Vn € Z,.

Legyen g(x) = kaU'(z) és f(x) = rap(x). Ekkor az (1) egyenlet a kovetkezd
alakban irhato

2'(t) = g(z(t)) = fx(t — (1)) (4)

Legyen y(t) = 2/(t).
y'(t) = g'(x(®)'(t) = f/(x(t —7u(1))2'(t = 7)) (1 — D7 (2)),

ahol D7y(t) a 7(t) fiiggvény derivaltja, azokban a ¢t pontokban létezik, ahol q(t—
—71(t)) differencidlhaté, azaz majdnem minden t-re 1étezik. Legyen M (t) = ¢'(z(t))
és N(t) = f'(x(t — 7 (¢)))(1 — D7y (¢t)). |Dm(t)| < 1, ezért N(¢) > 0 minden t¢-re.
Ekkor y-ra a kovetkezo egyenlet teljesii majdnem minden t¢-rel:

' (t) = M(t)y(t) = N(t)y(t — (1)) (5)
Legyen z(t) = e~ Jo M@dsy (4,

() = e MO (M (B)y (1) + 3/ (1) = —e~ R MOBN )y (t — 71(t))

2t —m(t) = e h MOy g (1)

2 (t) = —e BMEEN el MO (¢ — 7y (1))

Legyen P(t) = ¢~ Sy M(ds py (t). Ekkor z-re a kévetkezd differencidlegyenlet tel-
jesiil:

Z(t) = =P(t)2(t — (1)), (6)

ahol P(t) > 0. Jelolje sc(z;) a z fiiggvény el6jelvaltasainak szamat, azaz sc(z;) =
=sup{n:I—h <sp <...s, <0: z(si1)z(s;)) <0Vie{l,...n}}. Ekkor
az eddigi feltevések miatt sc(2(n41)r) = 0o. A z fiiggvénynek majdnem minden ¢-re
létezik a derivaltja, ezért sc(z(, ) = co. A (6) egyenlet miatt, ha valamely t-re
Z'(t) > 0, akkor z(t — 71(t)) < 0, és ha 2/(t) < 0, akkor z(t — 71(t)) > 0. De emiatt
sc(z,r) = 00, ami azt jelenti, hogy az x mar az [nT —h, nT] intervallumon is végtelen
sokszor veszi fel C-t, ami ellentmond az z,r € E feltételnek.
Az indirekt feltevés ellentmondashoz vezet, tehat a tétel igaz.

2.5. Tétel: Ha x,r € E és q,r € F, akkor g létezik és egyértelmii [nT (n + 1)7-n,
dn+yr € F

Bizonyitas: Tegytk fel, hogy a 2. és 3. lépést mar végrehajtottuk. Az x(t) is-
meretében a (3) egyenlet harom kiilonbozé differencidlegyenletet jelent attél flg-
gben, hogy ¢ értéke egyenld-e 0-val vagy B-vel. A 2.4. tétel miatt a g az [nT, (n+1)T]
intervallumon véges sok kozonséges differencialegyenlet megoldésabdl adodik. Az igy
kapott megoldas folytonos [nT, (n + 1)T]-n. Legyen t; # to; feltehetd, hogy t1 < t.

4



qtz) —gq(ty) 1 [2 Q(q(t), =(t))dt

to — 1 to — 1
z(t) € [a,b], ezért Q(q(t),x(t)) € [a — C,b—C].

1 b2
a—C = / (a—C)dt <
t1

to —ty _t2_t1

[ @ustonar < Lo [To-cra-

a_cgwgb_c
to — 11

2.6. Kovetkezmény: Az (1)-(3) egyenletrendszernek létezik a megoldasa a [—h, 00)
intervallumon. Az (z(t), 1(t),q(t)), t > —h megoldés egyértelmii, az [a, b] X [T, h] X
[0, B] halmazon belul véltozik, 7 Lipschitz-folytonos, x; € E és ¢ € F minden
t > 0-ra.

Bizonyitas: Ha x,7 € E és q,r € F, akkor az eljards 2.-4. lépéseinek végre-
hajtdsa utdn a 2.1.-2.5. tételek miatt x(,41)r € £ és quy1yr € F is teljesiilni fog.
Teljes indukciéval a megoldas kiterjeszthet$ a [—h, 0o) intervallumra.



3. Folytonos fiiggés a kezdeti fiiggvényektol

Az E x F metrikus tér a kovetkezd tavolsagfiiggvénnyel:

Definicié: Legyen ¢ : [0,00) X Ex ' — E x F, (t,¢,¢) — (xfw,qfw), ahol
(2%, ¢?Y) az 2o = ¢, qo = ¥ kezdeti fiiggvényekhez tartozé megoldas.

3.1. Tétel: A ® egy folytonos szemi-dinamikai rendszer az F x F' téren.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a (¢, 1)) és s (¢,7) kezdeti fiiggvények adottak. Jelolje
(x,71,q) a (¢,1)-hez, (3: 71,q) a (¢,1)-hez tartozé megoldast. Legyen 0 < ¢t < T
tetszéleges. 11(t),T1(t) > T, ezért t — 11 (t)-ben és t — 71(t)-ben a fiiggvényértékek

mar ismertek.
Tegyiik fel, hogy 7 (t) > 71(t). Ekkor

)y~ 74 X=) _p FOT0), okt @) —vle =T

R0 BT 9= =m0,
MV 0O -+ L

Ebbél kovetkezik, hogy

£ 1) =) < 2L

) —r < 1001

Hasonl6an, ha 71 () > 71(t), akkor 71 (£) =71 (t) < = egért |y (1) —7 (1)) < =2l
Jelolje £(.) az adott fiiggvényhez tartoz6 Lipschitz-allandét.

|2(t) — Z(t)| = [6(0) — $(0) + /f/o (z(s)U"(x(s)) — &(s = 71(5))p(P(s — 11(s)))—
~Z(s)U'(T(5)) + ¢(s — T1(5))p(d(s — 71(s))))ds| < [l¢ — ¢l| + wt OS;L;EJCU(S)U’(»T(S))—
—Z(s)U'(Z(s))| + kit sup |p(s —71(s))p(d(s —71(s))) — ¢(s = T1(s))p(d(s — T1(s)))|+

+rt Oiggﬁ(s = 71(s)p(d(s = T1(s))) — &(s — T1()p(d(s — Tu(s))| < |6 — oI+
+rt OS;;%I!E(S)U'(JI(S)) —z(s)U'(x(s))] + it OiggtIT(S)U'(fE(S)) — T(s)U'(T(s)) |+

HREL(0p(9)) (1) = T1(B)] + Kt sup [¢(s = Ta(s))p(@(s = Ta(s))) = o(s —71(s))
p(¢(s =T1(s)| + st sup |o(s —T1(s))p(d(s —T1(s))) — 6(s = T1(5))p(d(s = Ta(s)))] <

0<s<t



< | — || + Kt||z; — T||U'(a) + ktbL(U") ||z — T|| + 6t L(p(0)) [y — - @Z)”

+itlld — Gllp(b) + KtdL(p)é — ¢
Ebbdl ||z, — T ||-t kifejezve:

6 — 8l + wtL(gp(e)) (b) + KtbL(p)ll¢ — Sl _
1-— IitU/( ) - fftb,C(U’)

|z: — T4]| <

=at)lé— ol +c(t)][v - |,

_ 14kt+rtbL(p) ; _ KtL(¢p(9))
ahol c1(t) = =y —rme@ € () = sammvrie)—mibe@)

Tetsz6leges g fiiggvényre legyen D g(t) = limsupy_s_,o w. Konnyen el-
enorizheto, hogy ¢q(t), q(t), x(t) es T(¢) értekétol ruggetlenul mindig teljesul, hogy
lenbrizhets. h , Artékétsl fi leniil mindi liesiil. I
D |q(t) —q(t)] < |a(t) —z(t)].

Példaul, ha 0 < ¢(t) < B és q(t) = B:
Ha z(t) < C, akkor D¥|q(t) — q(t)| = T(t) — x(t) < |o(t) —T(1)].
Ha 7(t) > C, akkor D" |q(t) — q(t)| = C — z(t) < T(t) — 2(t) < |z(t) — T(t)|

lq(t) —q(t)] < |¢(0)—@(0)|+/0 D" q(s) —q(s)|ds < ||¢—@||+/0t|af(8)—f(8)lds <
<o = ol +tllze = Tel| < |l — Dl +tea(®)lle — ol +tea(t)l|eb — D] =

= ()6 — ol + ca(t) v — I,

ahol c3(t) = tey(t) 6s c5(t) = 1+ tea(t).

d(q)<t7 (ba w)u (I)(ta& E)) = d((xt7qt)7 (tht)) = Sup ’xt<s>7ft(8)|+

—h<s<0
+sup Jai(s),qu(s)| = max{_sup [o(t+s)—g(t+s)|, sup |a(t+s)—T(t+s)|H+
—h<s<0 —h<s<—t —t<s<
Fmax{_sup [(t+s) = G(t+s)l, sup lg(t+s) —qlt + 5|} =
= max{_sup [0(s) = @(s)], sup |x(s) = 7(s)|} +max{_sup [4:(s) = (s)]

S [q(s) = q(s)[} = max{]l¢ - oll,ar(t)lle — oIl + c2(®)lv — ¥+
+max{[[¢ — |, es(t)ll¢ — Gl + ca(®)ll = I} = c1(t)llé — ol + c2(t) |40 — ¥+
+es(t)[|o — ol + ca(t) [ — 0|l < es(t)d((d,0), (9, 9)),

ahol ¢5(t) = max{cy(t) + c3(t), ca(t) + cu(t)}.



4. Globalis stabilitas

Legyen x, 1, q az (1)-(3) egyenletrendszer megoldasa. Normalizaljuk az id6t, legyen
z(s) = x(s-T). Ekkor az (1) egyenlet a kovetkez§ alakra hozhato:

vz'(s) = 2(s)U"(2(s)) — 2(s — 7(s))p(2(s — 7(s))), (7)
ahol v = 1 és 7(s) = 2. Vegyiik a kovetkez8 helyettesitést:
y(t) = 2(H)U'(=(t)) = g(=(t))
és f(2(1) == 2(t)p(=(1)).
Feltevések: (i) ¢/(z) < 0, ha z € [a, b].

(ii) f'(z) >0, ha z € [a,b)].
(iii) f és g Lipschitz-folytonos [a, b]-n.

Legyen R(y) = —¢' (g7 (y)) és G(y) = f(g7'(y)). Ezekkel a helyettesitésekkel a
(7) egyenlet a kovetkez6 alakra hozhato:

vy'(t) = R(y(t) [Gly(t — 7(1))) — y(t)] (8)

Feltevés: Legyen I = [c,d] C [g(b), g(a)] invaridns a G leképezésre.

Legyen dpee = 1+ % a 7 maximalis értéke, X = C([—dmas, 0], R:) és X =
={pec X: ¢(s) € I Vs € [~dmaz, 0]}

4.1. Tétel: Ha ¢ € X, és ys a (8) megfelel6 megoldasa, akkor y,(t) € I min-
den t > O-ra. Ez azt jelenti, hogy I a (8) egyenlet invaridns halmaza.

Bizonyitas: Indirekten tegyiik fel, hogy ¢ € X olyan, hogy y,(t) ¢ I valami-
lyen t > O-ra. Legyen ty az elsé idépont, amelyre a megoldas elhagyja az I-t, azaz

tozlnf{t V6>05|t1 t<t1<t+57 és y¢(t1)¢]}

El6szor tegyiik fel, hogy y,(to) = d. Ebben az esetben minden ¢ > 0-ra van olyan
ty pont, amelyre o < ty < to+min{d, 1}, ys(ta) > d és yj(t2) > 0. 1 < 7(t2) < dnaa
és I invaridans G-re, ezért

FlYe ()G y(t2 — 7(t))) — yo(ta)]  Flys(t2))ld — ve(t2)] _

y:;§<t2) = )
ami ellentmond yj(#;) > 0-nak.

Hasonldan, tegyiik fel, hogy y,(to) = c¢. Ebben az esetben minden § > 0-ra van
olyan t; pont, amelyre to <ty < to +min{d, 1}, ys(t2) < c és y,(t2) < 0.



Wo(t2)IG(Y(t2 — 7(82)) — Ys(t2)]  FElws(t2))le — yolt2)]

R
L(ty) = > 0,
3/¢< 2) v iy

ami ellentmond yj(t;) < 0-nak.

A kovetkezo tételben azt az esetet vizsgdljuk, amikor G-nek van egy aszimp-
totikusan stabil y* fixpontja. Legyen .Jy a vonzési tartoménya, azaz G"(yo) — y*,
ha n — oo, minden yq € Jy-ra.

4.2. Tétel: Minden v > 0-ra és ¢ € X -ra lim; o yy(t) = y*.

4.3. Lemma: Tegytik fel, hogy a zart J intervallumot G 6énmagara képezi. Ha
G(J) egyik végpontja sem fixpont, akkor minden ¢ € X -re létezik egy véges
to = to(¢, v, k), amelyre yy(t) € G(J) minden t > t(-ra.

Bizonyitas: Az 5.1. tételbdl kovetkezik, hogy y,(f) € J minden ¢ > O-ra. Két
esetet vizsgalunk:

El6szor tegytk fel, hogy ¢(0) € G(J). Indirekten tegyiik fel, hogy y,(t) elhagyja
a G(J) intervallumot, legyen ¢y az elsé ilyen idépont. Tegytik fel hogy a jobb y,(¢)
a jobb végpontjan hagyja el G(J)-t. Ekkor minden (¢, t;) intervallum, ahol t; > ¢,
tartalmaz olyan ty pontot, amelyre y4(t2) > sup G(J) és y)(ta) > 0. De y4(t) € J
minden ¢ € [ty — dpaz, to]-1a, €zért

(Yo (02)) [G(y(t2 — T(t2))) — yo(t2)] < F(Ys(t2))[d — yg(ta)]

14 14

y(ts) = = <0,
ami ellentmond yj(t2) > O0-nak. A mdsik eset, amikor az y a bal végpontndl hagyja
el G(J)-t, hasonléan kezelhetd.

Most tegytk fel, hogy ¢(0) & G(J). Feltehetd, hogy ¢(0) > sup G(J). Ekkor
Ys(t) szigorian monoton csokkend minden ¢ € [0, fo]-ra, ahol ¢y < oo az elsé olyan
idépont, amelyre y4(ty) = sup G(J). Elbszor belatjuk, hogy ¢y < oco. Indirekten
tegyiik fel, hogy y,(t) > sup G(J) minden ¢ > O-ra. Az y,(t) monoton csokkend és
alulrdl korlatos, ezért létezik a hatarértéke: ¥ = limy_,oo y4(t) > sup G(J). ¥ nem
lehet a G fixpontja, ezért ®(y)(y — G(y)) =6 > 0. A (8) egyenlet miatt

(We)Gy — (1) —ye(O)] _ 3
v 2v’

yy(t) = =

elég nagy t-re. Ebbdl kovetkezik, hogy y4(t) — —oo, ha t — oo, ami ellentmond y
korlatossdganak. A ¢(0) < infG(J) eset hasonléan kezelheté. Tehdt to < oo, igy
alkalmazhaté a bizonyitas elsé fele, y,(t) € G(J) minden t > to-ra.

A 4.2. tétel bizonyitasa: Tetszileges ¢ € Xj,-ra legyen m = inf{¢(s), s €
€ [~dmaz, 0]} és M = sup{o(s), s € [~dmaz,0]}. Tudjuk, hogy [m, M] C J.
Legyen J' a legkisebb zart invaridns intervallum, ami tartalmazza [m, M]-et, ez
részhalmaza Jy-nak. Ennek az intervallumnak a létezését garantdlja, hogy Jy in-
varians G-re. G aszimptotikusan stabil fixpontjanak létezésébol kovetkezik, hogy
J DGJ)DGG(J)) D... és Ni»oGY(J) = {y*}. Az 5.3. lemma alkalmazdséval
adodik, hogy limy o ys(t) = y*.



4.4. Tétel: Ha Jy = [g(b),g(a)], akkor tetszbleges zo € C([—dmaz,0], [a,b])-re
2(t) — z*, ha t — oo.

Bizonyitas: Ha zy(t) € [a,b] minden ¢ € [—daz, 0]-ra, akkor y(t) € [g(b), g(a)]
minden ¢ € [—dnaz,0]-ra. y konvergens és g bijektiv, z(¢t) = g~ (y(¢)) minden t-re,

ezért z is konvergél az (7) egyenlet egyetlen egyenstlyi helyzetéhez, x*-hoz.

4.5. Kovetkezmény: Ha Jy = [g(b), g(a)], akkor tetszileges xg € FE-re és gy € F-re
z(t) = x*, ha t — oc.
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5. Linearizacié, lokalis stabilitas, Hopf-bifurkacié

Vizsgaljuk a (7) egyenlet z = x, megoldasanak stabilitdsat. Feltehetd, hogy =, < C,
kilonben a szerver nem tudna feldolgozni az Gsszes beérkezd adatot, az nem lenne
optimdlis. Ha Vt > 0 z(t) < C, akkor ¢ = 0 és 7 = 1, z-re a kovetkez6 konstans
késleltetést differencidlegyenlet teljestl:

vZ'(t) = 2()U"(2(1)) — 2(t — Dp(2(t — 1)) (9)

A (9) egyenlet a kovetkezd alakban irhato:

z/(t) _ 2(0)U"(2:(0)) — 2:(—=1)p(2:(—1))

. = /(2 (10
Az f funkciondl derivaltja:

Df () = lim TNV

_ iy (200) + ex(0)U(6(0) + ex(0)) — (&(=1) + ex(=1))p(o(~1) + ex(=1)) _

_ x(0)U"(¢(0)) + ¢(0)U"(¢(0))x(0) — x(—1)p(¢(=1)) — ¢(=1)p'(¢(=1))x(~1)

Ha ¢ = x,, akkor

Dfe)y = TR ) - HBLERE) oy

Legyen ¢ = w és ¢y = w > 0. Ekkor D f(z.)x = c1x(0)—
—cox(—1). A (7) egyenlet linearizéltja az z = z, megoldas kortl:

V'(t) = Def(2s)vr = c104(0) — covy(—1) = c1v(t) — cu(t — 1) (11)
Keressiik a (11) megolddséat v(t) = e alakban.

AN = ¢ eM — pet-1)

A+ e = (12)
Keressiik a (12) egyenlet megoldasat A = & + in alakban.
A+ cpe™ = E+in + e M = £+ in + cpeS(cosn —ising) = ¢

Ekkor € és n a kovetkezd valds egyenletrendszer megoldasa:

(13)

€+ cgetcosn =
n—cpe Ssinn =0

Tegyiik fel, hogy ¢ = 0, majd fejezziik ki ci-et és co-t az egyenletbodl:

Ui
sinmn

c1 = nectgn, Cy =
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

I7 = ((2k — Vm, 2kx), I = (2kn, (2k + 1)7),

. U = il
Yk :{<nctg77,.—>: UEIk}a ’Y;Z{(TlCtQL : )3 776]1?}’
sinn s

ahol k > 0 egész. Abrézoljuk a fy,f gorbéket a paramétersikon:

cl

I5p
¥+ _H';EHIM‘—‘

Az abréan a szamok azt jelolik, hogy a megfelel6 gorbék kozotti paraméterértékek
mellett a (12) egyenletnek hény pozitiv valés részii gyoke van. Tudjuk, hogy ¢ > 0,
ezért elég a felsd félsikkal foglalkozni. Az R = {(c¢1,¢0) : ¢ = co} egyenestdl jobbra
a (12) egyenletnek van egy pozitiv valés megoldasa, téle balra nincs.

5.1. Kovetkezmény: Ha a (cy,c») pont a paramétersikon az R-tél balra, 74 alatt
taldlhato, akkor az (1)-(3) egyenletrendszer x = z,, = T, ¢ = 0 megoldasa a-
szimptotikusan stabil, kiilonben instabil.

A 7 gorbét a kovetkezd egyenletrendszer irja le:

CoCOST = C

{2. T e (14)
cosinng =n

Emeljiik négyzetre az egyenleteket, majd adjuk 6ssze.

G=c+n = n=y/d-d

Ezt helyettesitsiik be a (14) egyenlet els6 tagjaba.

cacosy/c3—ct=cy, r/—cte(0,m) (15)

5.2. Kovetkezmény: Ha c;-re és co-re a (15) egyenlet teljesiil, akkor az (1)-(3)
egyenletrendszernek a (cy, ca) paraméterértéknél Hopf-bifurkacija van.
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7. Nyilatkozat

»Alulirott Balazs Istvan kijelentem, hogy a TDK dolgozatban foglaltak sajat munkam
eredményei, és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszk6zok, stb.) hasznél-
tam fel. Tudomasul veszem, hogy TDK dolgozatomat a Szegedi Tudoméanyegyetem
konyvtaraban a kolcsonozhetd konyvek kozott helyezik el, és az interneten is nyil-
vanossagra hozhatjak.”
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