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Bevezetés

A dolgozatban egy jol ismert csoportelméleti tételt altalanositunk bizonyos
félcsoportosztalyra. A csoportbdvitések alapvets szerepet jatszanak a csopor-
tok struktiraelméletében és a csoportvarietasok elméletében is. Kaluzsnyin
és Krasner (|2]) bebizonyitotta, hogy tetszéleges N, H csoportok esetén N
barmely H-val val6 bévitése bedgyazhatd N megfeleléen nagy direkt hatva-
nyanak H-val vett szemidirekt szorzataba, az ugynevezett N H koszoruszor-
zatba.

A félcsoportok fontos osztalyéat alkotjak az tun. teljesen egyszerd félcso-
portok. Ezek egymassal izomorf csoportok egyesitéseként éllnak eld, és igy
sokszor felbukkannak a félcsoportelméletben mint a csoportok természetes
altalanositéasai. A dolgozatban a Kaluzsnyin—Krasner-tételt altalanositjuk a
teljesen egyszert félcsoportok csoportokkal valo bévitéseire.

Egy S teljesen egyszerd félcsoport tetszéleges p csoportkongruenciaja
meghatéroz egy N normalosztét S minden GF maximalis részcsoportjaban,
ezek unidja az egységelem p-osztaly, mely teljesen egyszerd részfélcsoport
S-ben, valamint S/p izomorf G/N-nel. Bebizonyitjuk, hogy ha U tetszdleges
teljesen egyszert félcsoport, H pedig csoport, akkor U barmely bévitése H-val
beagyazhato olyan V teljesen egyszerti félcsoportnak H-val vett szemidirekt
szorzataba, amelyben a maximalis részcsoportok U maximaélis részcsoportjai-
nak megfeleléen nagy direkt hatvanyai. Tovabba ramutatunk, hogy van olyan
U teljesen egyszert félcsoport és H csoport, valamint U-nak olyan H-val vett
bévitése, amely nem agyazhato be az U ! H koszortszorzatba.

Eziton szeretnék koszonetet mondani Balintné Dr. Szendrei Maria Ta-
narnének, aki hasznos tanacsaival, és gondos munkajaval segitett a dolgozat
megirdsaban.
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1. El6ismeretek, el6zmények

A dolgozat els6 fejezete a sziikséges elGismereteket tartalmazza, melyek jo-
részt megtalalhatok [1]-ben és [3]-ban.

Alapfogalmak

Adott S nemiires halmazon adott - mivelettel rendelkezs S = (S, -) struktu-
rat félcsoportnak neveziink, ha a - mivelet asszociativ. Ha egy félcsoportnak
van egységeleme, azt a csoportoknal megszokott moédon 1-gyel jeldljiik, S-et
pedig monoidnak nevezziik. Legyen

gl _ S, ha S monoid
| SuU{1}, ha .S nem monoid,

ahol az utobbi esetben feltessziik, hogy 1 ¢ S, és az S U {1} halmazra ugy
terjesztjiik ki az S-en értelmezett miveletet, hogy 1 egységelem legyen, azaz
legyen tetszéleges s € S esetén sl =1s=sés1-1=1.

Egy S félecsoport tetszéleges a elemét requldrisnak nevezziik, ha létezik
olyan x € S, amelyre axa = a. Az S félcsoportot requldris félcsoportnak
nevezziik, ha minden eleme regularis. Azt mondjuk, hogy x az a elem inverze,
ha aza = a és rax = x. Az a elem inverzeinek halmazat V(a)-val jeloljik.
Nem nehéz megmutatni, hogy egy a € S elem pontosan akkor reguléris, ha
van inverze.

Félcsoportokon ugyanigy definidlhatjuk a komplexusszorzast, ahogyan
csoportokon vagy gytiriikben szoktuk. Ha valamely nemiires A C S-re SA C
A, akkor A-t balidedlnak, ha AS C A, akkor A-t jobbidedlnak nevezziik. Ha
A jobb- és balideél is, akkor A-t idedlnak nevezziik.

Ha a tetszéleges elem az S félcsoportban, akkor a legsziikebb balideal,
mely tartalmazza a-t, éppen S'a = Sa U {a}. Ezt az a dltal generdlt bal-
idedlnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy a £ b, ha S'a = S'b. Az L-relaci6
egy ekvivalenciarelacio S-en. Hasonl6an definidlhatjuk az R-relaciot is, azaz
a R b pontosan akkor, ha aS! = bS!. Megjegyezziik, hogy regularis félcso-
portok esetén S! helyett S-et irhatunk a relaciok definiciojaban.

A definiciokbol konnyen kiolvashato a kovetkezs allitas:

1. Allitas. Legyen S requldris félcsoport, és legyenek a,b tetszéleges elemek
S-ben. Ekkor a L b pontosan akkor, ha létezik olyan u,v € S, amelyre a = ub
é€s b = va. Hasonloan a R b akkor és csak akkor, ha létezik olyan s,t € S,
amelyre a = bs és b = at.

Definialhato az £ és R ekvivalenciak metszete, mely szintén ekvivalencia,
és jele H. Bizonyithato, hogy Lo R = R o L. Igy a legsziikebb L-et és R-et
tartalmazo ekvivalencia éppen D = L o R.
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Definialhatjuk az £ és R relaciok kétoldali valtozatat is: legyen a J b, ha
StaSt = S1bSt. Vilagos, hogy L, R C J, és igy D C J. A fenti 6t relaciot
osszefoglalé néven Green-reldcioknak nevezzik.

Teljesen egyszerti félcsoportok

Egy félcsoportot egyszerinek neveziink, ha nincs valodi idedlja. Az egyszerd
félesoportokon J = S x S. Az egyszert félcsoportok ekvivalens karakterizé-
civjat mondja ki a kovetkezo allités:

2. Allitas. Egy S félcsoport akkor és csak akkor egyszert, ha SaS = S
minden a € S-re, azaz tetszdleges a,b € S elem esetén létezik olyan x,y € 9,
amelyre xay = b.

Tetszbleges S félesoporton az idempotens elemek halmazat E(S)-sel jelol-
jiikk. Ha F(S) nemiires, akkor E(.S)-en bevezethets egy részbenrendezés, amit
természetes részbenrendezésnek hivunk. Eszerint tetszéleges e, f € E(S)-re
legyen e < f, ha ef = fe = e. Egy idempotens elemet primitivnek neveziink,
ha minimalis elem F(S)-ben a természetes részbenrendezésre nézve. Egy fél-
csoportot teljesen eqyszerd félcsoportnak neveziink, ha egyszert, és létezik
primitiv idempotens eleme.

Legyen G csoport, I, A nemiires halmazok és P = (py;) egy A x I tipust
méatrix G elemeibdl. Legyen S = [ x G x A, amelyen bevezetjiik a kivetkezs
szorzast:

(iv 9, )‘> ’ (j7 h7 /L) = (27 gp)\jh, M)
Ko6nnyen ellenérizhets, hogy igy félesoportot kapunk, melyet M (G; I, A; P)-
vel jeloliink, és Rees-mdtrixz félcsoportnak neveziink. A P méatrixot szendvics-
matriznak hivjuk.

3. Tétel (Rees). Tetszdleges G csoport, I, A nemiires halmazok és G eleme-
ibdl dllo A x I tipusi P = (py;) mdtriz esetén az M(G;I,\; P) Rees-mdtrix
félcsoport teljesen eqyszerd félcsoport. Forditva, minden teljesen eqyszerd fél-
csoport izomorf eqy Rees-mdtriz félcsoporttal.

A tovabbiakban a teljesen egyszert félcsoportokra mindig ugy gondolunk,
mint Rees-métrix félcsoportokra. Tetszbleges S = M (G I, A; P) Rees-matrix
félcsoportban konnyen lathatd a definiciok alapjéan, hogy az idempotensek
halmaza:

E(S) ={(i,py, A\) :i € I,A € A},

és minden idempotens elem primitiv. A Green-relaciokkal kapcsolatban egy-
szertien ellendrizhet6k S-ben a kovetkezdk:

(4,9, )R (j, h,p) & i=j
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és
(4,9, A) L (G, hopt) & A = p.
Igy S egyetlen D-osztalybol all, H-osztalyai pedig

Hijy={(i,9,\) : g€ G} (1€, A€N),

ahol H;y részcsoport S-ben — ezek éppen S maximalis részcsoportjai —,
egységeleme (i,py!, \), és H;y izomorf G-vel. Példaul a G — Hyy, g +—
(i,p5; g, \) leképezés izomorfizmus. Ez a meggondolas mutatja, hogy tetszd-
leges S teljesen egyszerti félcsoport regularis, hiszen minden eleme benne van
valamely maximalis részcsoportjaban.

A kovetkezSkben kimondunk néhany tételt a Rees-matrix félcsoportokrol,
amelyekre a késébbiekben sziikségiink lesz.

4. Tétel. Az M(G;1,A; P) és M(K; J, M;Q) Rees-mdatriz félcsoportok pon-
tosan akkor izomorfak, ha létezik olyan p: G — K izomorfizmus, olyan
vl — J, x: A — M bijekcio, valamint olyan u;,vy € K (i € I,A € A)
csoportelem, amelyre fenndll a

PriP = UxQhx,ip Wi
eqyenldség minden i € I és A € A esetén.

Legyen M(G; 1, A; P) tetszoleges Rees-matrix félcsoport, a ¢, 1, x leké-
pezéseket valasszuk identikusnak, és rogzitsiink egy j € I, € A elemet.
Ekkor a 4. Tétel szerint tetszbleges ¢ € I és A € A esetén megvalasztha-
tok a vy, u; € G elemek gy, hogy qu = g); = 1 teljesiiljon. Ekkor tehat a @
szendvicsmatrix p indext soraban és j indexi oszlopaban minden elem a cso-
port egységeleme. Az ilyen szendvicsmaéatrixrol azt mondjuk, hogy normalizdlt

(H’? j)'ben‘

5. Kovetkezmény. Tetszdleges teljesen eqyszert félcsoport izomorf eqy olyan
M(G;I,A\; Q) Rees-mdtrixz félcsoporttal, ahol a Q szendvicsmdtriz normali-
zdlt.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 1 € I N A, és a
Rees-métrix félcsoportunk szendvicsmaétrixa (1, 1)-ben normalizalt, azaz tet-
sz6leges 1 € I és \ € A esetén py; = p; = 1.

Azt mondjuk, hogy az S félcsoport p kongruenciaja csoportkongruencia,
ha S/p csoport. Ekkor az S/p csoport egységeleme, mint S részhalmaza rész-
félcsoportot alkot S-ben. Ezt a p csoportkongruencia magjanak nevezzik és
Ker p-val jeloljiik. A kovetkezGkben leirjuk a csoportkongruencidkat a teljesen
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egyszert félesoportokon. Ehhez elgszor kimondunk egy altalanos tételt a tel-
jesen egyszert félcsoportok kongruenciairél. Legyen S = M (G; I, A; P) olyan
Rees-matrix félcsoport, ahol a P szendvicsmatrix normalizalt. Azt mondjuk,
hogy (N,S,T) kapcsolt harmas S-en, ha S ekvivalenciarelacié I-n, T ekvi-
valenciarelaciéo A-n, valamint N olyan normaloszté G-ben, amelyre teljesiil a
kovetkezo tetszoleges @ € I és A € A esetén:

ha (7’7]) €S vagy (>\7 :U’) € T? akkor p)\ip;ilp,ujp;\jl €N.

A kapcsolt harmasokon természetes modon definialhatéd egy részbenrendezés
a kovetkezSképpen:

(N178177—1) g (N278277'2) = Nl g N27 Sl g 827 7'1 g 7'2

A kongruenciak és a kapcsolt harmasok kozotti kapcesolatot irja le a kdvetkezs
tétel.

6. Tétel. Legyen S = M(G; 1, A; P) olyan Rees-mdtriz félcsoport, ahol a P
szendvicsmdtriz normalizdlt. Ekkor létezik rendezéstarto bijekcio S kongruen-
cidinak halmazdrdl a kapcesolt hdarmasok halmazdra, és viszont. Igy a kapcsolt
hdarmasok hdlot alkotnak a rajtuk definidlt részbenrendezésre nézve, és ez a
hdlo izomorf S kongruenciahdlojdval.

A tétel szerint minden p kongruencia meghataroz egy kapcsolt harmast
S-en, legyen ez (N,,S,,7T,). Legyen most p csoportkongruencia S-en. Mivel
S/p csoport, igy konnyen adodik, hogy S, =1 x I és T, = A x A. Tovabba
a kapcsolt harmasok definiciojabol latjuk, hogy tetszéleges i € I és A € A,
esetén (i,1) € S, és (A, 1) € T, miatt pypy, ' pupy; € N,, azaz py; € N,
Igy tehat (4,9, ) p (4, h, 1) pontosan akkor teljesiil, ha gh~! € N,. A most
leirtakat adjak a kovetkezd tétel nemtrivialis részét.

7. Tétel. Legyen S = M(G; I, A; P) olyan Rees-mdtriz félcsoport, ahol a
P szendvicsmdtriz normalizdlt. Tegyik fel, hogy N olyan normdloszto a G
csoportban, amely tartalmazza a P szendvicsmdtrix 6sszes elemét. Definidljuk
a p reldciot S-en oly modon, hogy tetszdleges (i, g, N), (J, h, u) € M(G; 1, A; P)
esetén legyen

(3,9, \) p (4, h, 1) & gh™' € N. (1)

Ekkor p csoportkongruencia S-en, valamint S/p izomorf a G/N faktorcso-
porttal, és Kerp= M(N;I,A;P).

Forditva, S minden csoportkongruencidja (1) alaki valamely N normdl-
osztora G-ben. ahol P minden eleme N -beli.



1. ELOISMERETEK, ELOZMENYEK 6

A dolgozatban sziikségiink lesz teljesen egyszert félcsoportok direkt hat-
vanyéra is. Ezek szintén teljesen egyszertek, és konnyen ellenérizhets, hogy
megadhatok az alabbi médon:

8. Tétel. Legyen S = M(G;I,\; P) Rees-mdtrix félcsoport, X pedig tetszd-
leges halmaz. Ekkor

% = M(GX; 1¥, A%, PY),
ahol PX = (p?) a kévetkezd mdtrix: tetszéleges € € N, n € IX esetén
Pey: X = G, apg) = Pacan (z € X).

A tételbeli izomorfizmus minden F': X — S leképezéshez azt az (n, f,§)
leképezéshéarmast rendeli, amelyre n: X — I, f: X — G, £&: X — A, és
minden z € X-re

xF = (axn,zf, x€).

Félcsoport csoporttal vett szemidirekt szorzatai, koszo-
ruszorzata

A csoportok esetében ismert szemidirekt szorzatfogalmat kénnyen éaltalano-
sithatjuk a kovetkezSképpen. Legyen S tetsz6leges félcsoport, és H tetszGleges
csoport, amely automorfizmusokkal hat balrél — réviden hat — S-en. Defini-
aljunk szorzast az S x H Descartes-szorzaton a kévetkezd modon: tetszéleges
(s,A), (t,B) € S x H-ra legyen

(s, A)(t,B) = (s- 4, A- B).

A kapott struktura félcsoport — specidlisan csoport, amennyiben S csoport
—, melyet az S félcsoport H-val vett szemidirekt szorzatinak neveziink, és
S x H-val jeloliink.

A kovetkez§ allités jellemzi az L- és R-relaciot az ilyen szemidirekt szor-
zatban.

9. Allitas. Legyen S requldris félesoport, és H csoport, amely hat S-en.
Tekintsiik az igy meghatdrozott S x H szemidirekt szorzatot. Ekkor tetszdleges
(s, A),(t,B) € Sx H esetén

(1) (s,A)R(t,B) < sRt fenndll S-ben,
(2) (s,A)L(t,B) < 2 'sLB 't fenndll S-ben.

A most definidlt szemidirekt szorzas nem vezet ki a teljesen egyszerd
félcsoportok korébdl:



1. ELOISMERETEK, ELOZMENYEK 7

10. Allitas. Legyen S teljesen eqyszeri félcsoport, és H csoport, amely hat
S-en. Ekkor az igy kapott S x H szemidirekt szorzat is teljesen egyszerd
félesoport.

Most egy specialis szemidirekt szorzatot fogunk bevezetni. Legyen S tet-
sz6leges félcsoport, H pedig tetszdleges csoport. Tekintsiik az S direkt hat-
vanyt. Ennek elemei a H — S leképezések, szorzatuk pedig pontonként van
értelmezve: ha f, f': H — S leképezések, akkor ff" az a H — S leképezés,
amelyre tetszéleges A € H esetén A(ff') = (Af)(Af'"). Az SH direkt hat-
vanyon természetes moédon definialhaté H hatésa az argumentumokon valo
szorzassal: tetszbleges f: H — S és A € H esetén legyen Af az a H — S
leképezés, amelyre B(4f) = (BA)f teljesiil minden B € H esetén. Kénnyen
lathato, hogy ez valoban hatés, és igy definialva van az ehhez tartozo SH x H
szemidirekt szorzat. Ezt nevezziik az S félcsoport H-val vett koszoriszorza-
tanak, és S H-val jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy ha S csoport, akkor S ! H is az. Tovabba vegytiik
észre azt, hogy adott S félcsoport és H csoport esetén az SV H koszoruszorzat
egyértelmtien meghatarozott, mig az S x H szemidirekt szorzat tobbféle lehet
attol fliggben, hogy H hogyan hat S-en.

Ha S teljesen egyszerti félcsoport, azaz S = M (G; I, A; P) Rees-métrix fél-
csoport, akkor az ST direkt hatvanyra a 8. Tétel szerint M (G*; 11, AH; PH)
Rees-métrix félcsoport formaban gondolhatunk, ahol PH = (pg), és

Apg7 = Pae,an Mminden A € H-ra. (2)

A koszoruszorzat definici6jaban szerepls hatés ekkor a kdvetkezs: tetszéleges
A€ Hés (n,f & € M(GH, TH, A, PH) esetén A, f,€) = (Y, 4f,“), ahol
A H — I, A H — G és %: H — A rendre az a leképezés, amelyre
B(*) = (BA)n, B("f) = (BA)f és B(“) = (BA)¢ minden B € H-ra.
Igy az S H koszortszorzat helyett az M (GH; 1" A"; P*) x H szemidirekt
szorzattal dolgozhatunk, ahol a hatast az el6bb definialtuk.

Megjegyezziik, hogy P definicidja szerint

A(%péy) = (AB)pg, = Pla)e.amyn = Pa(e), Ay = AP 5y
tehat
ol = pi s, (3)
minden B € H esetén.

A Kaluzsnyin—Krasner-tétel

Emlékeztetiink a csoportbévités fogalmara. Legyenek G, K, H tetszbleges
csoportok. Azt mondjuk, hogy G a K bévitése H-val, ha van olyan N nor-
maloszto G-ben, amelyre N = K és G/N = H.
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A csoportelmélet egy fontos tétele a kovetkezd (|2]):

11. Tétel (Kaluzsnyin—Krasner). Legyenek N, H csoportok. Ekkor az N cso-
port minden bovitése H-val bedagyazhato N-nek H-val vett koszoriszorzatdba.

Bizonyitds.  Legyen a G csoport az N csoport H-val vett bévitése. Ekkor
az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy N norméloszté G-ben,
valamint G/N = H. A H csoport elemeire a gN,hN (g,h € G) és az A, B
jeloléseket is hasznaljuk, és N jeloli a csoport egységelemét. Ebben a cso-
portban minden esetben kiirjuk a szorzéasjelet a tényezdk kozé.

El6szor kivalasztunk G-ben minden N szerinti mellékosztélybol egy-egy
elemet, specidlisan N-bdl az egységelemet. Az A € H elemhez tartozo repre-
zentans elemet r4 jeloli, igy specidlisan ry = 1.

Rogton adodik tetszéleges A € H-ra és g € G-re, hogy 7agN = ragnN,
azaz rAgr;l,lgN € N.

Most mér definidlhatjuk a kovetkezs leképezést:

©:G— NUVH, g— (f;,gN), ahol
foo H—= N, A— rAgTZ,lgN.

Igazoljuk, hogy ¢ bedgyazas. El6szor az injektivitast ellendrizziik. Tegyiik
fel, hogy g, h € G-re gp = hy. Ekkor a masodik komponensek megegyeznek,
igy gN = hN. Az els6 komponensekben 1évE két leképezés is egyenld, ezért
minden A € H-ra megegyezik az értékiik. Specidlisan N f, = N f,, azaz
rNgr;]\l, = rNhr;]%,. Igy a gN = hN egyenlGséghdl azonnal adoédik, hogy
g=h.

Végiil belatjuk, hogy ¢ homomorfizmus. Legyenek g,h € G tetszbleges
elemek. Ekkor a definiciok szerint

(90)(he) = (f4, gN)(fn, hN) = (fy - *fn, ghN),
és
(gh)e = (fon, ghN).
Itt tetszSleges A € H esetén
Alfy-2Vfn) = (Af)ACY)) = (Af) (A~ gN) i)
= (TAQTZ-lgN)(TAgNhTZ.lghN)
= TAghrElghN

= Afgn.

Tehat (gp)(he) = (gh)p tetszbleges g, h € G-re, azaz ¢ valéban homomor-
fizmus. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
[
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2. Teljesen egyszeri félcsoportok bdévitései cso-
portokkal

A dolgozatban megvizsgaljuk, hogyan lehet altalanositani a csoportelméleti
Kaluzsnyin—Krasner-tételt teljesen egyszerd félcsoportok csoportokkal vett
bévitéseire.

Legyen S és U teljesen egyszert félcsoport és H csoport. Azt mondjuk,
hogy S az U teljesen egyszeri félcsoport bévitése H-val, ha S-en létezik olyan
p csoportkongruencia, amelyre Kerp = U és S/p = H. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehets, hogy Kerp = U és S/p = H.

A Kaluzsnyin—Krasner-tétel kozvetlen altalanositasa az lenne, hogy az
S teljesen egyszert félcsoportot bedgyazzuk az U H koszoruszorzatba. A
fejezet masodik részében kideriil, hogy ez altalaban nem lehetséges. Ezért az
els6 részben S-nek olyan bedgyazéasat keressiik valamely V' x H szemidirekt
szorzatba, ahol a maximalis részcsoportok ,szintjén” a beagyazas ugyanigy
torténik, mint a Kaluzsnyin—Krasner-tételben.

Beagyazhatésag szemidirekt szorzatba

Legyen adott egy tetszéleges S = M(G; I, A; P) teljesen egyszert félcsoport
és rajta egy p csoportkongruencia. Ekkor az S/p csoportot jeloljiik H-val, a
Ker p részfélcsoportot pedig U-val. Tehat S az U teljesen egyszert félcsoport
H-val vett bévitése. Célunk az, hogy az S félcsoportot olyan V' x H szemidi-
rekt szorzatba dgyazzuk be, ahol a V' teljesen egyszerd félcsoport maximalis
részcsoportjai az U félcsoport maximaélis részcsoportjainak direkt hatvanyai,
és a beagyazas ezekre a részcsoportokra megszoritva lényegében ugyanaz,
mint a Kaluzsnyin—Krasner-tétel szerinti bedgyazas. Ehhez megfelel6en mo-
don kell megvalasztani V' R- és L-osztalyainak halmazat, valamint V' szend-
vicsmatrixat.

12. Tétel. Tetszileges teljesen egyszerd U félcsoport valamely H csoporttal
vett bovitése bedgyazhato eqy teljesen egqyszerd V- félcsoport H-val vett szemi-
direkt szorzatdba, ahol a V' félcsoport maximdlis részcsoportjai U maximdlis
részcsoportjainak direkt hatvdnyas.

Bizonyitds. A Kaluzsnyin—Krasner-tétel bizonyitasahoz hasonléan mega-
dunk egy alkalmas V' félcsoportot, azon H-nak egy hatasat, majd egy alkal-
mas beagyazéast a V' félcsoport H-val vett szemidirekt szorzataba. Legyen
U-nak H-val vett bévitése az S = M(G; 1, A; P) Rees-matrix félcsoport,
ahol a P szendvicsmaéatrix normalizalt. Ekkor definicié szerint adott S-en egy
p csoportkongruencia, amelyre S/p = H, valamint U = Kerp. A 7. Tétel
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alapjan létezik olyan N normalosztdé G-ben, amelyre a P szendvicsméatrix
minden eleme N-beli, H =2 G/N, és U = M(N;I,A; P). Az altalanossag
megszoritasa nélkil feltehets, hogy H = G/N, és U = M(N;I,\; P) C S.
A Kaluzsnyin—Krasner-tételnél megszokott modon, most is gIN, hN és A, B
jeloli H elemeit, N az egységelem jele, és a szorzasjelet mindig kiirjuk. Tovab-
ba barmely g € G esetén jeldlje f, a Kaluzsnyin-Krasner-tételnél definialt
NH_beli leképezést.

Most megadjuk a bizonyitasban alkalmazott V' félcsoportot. Legyen V =
M(NH;I,H x A;Q), ahol Q elemei a kivetkezd elemei az N direkt hat-
vanynak: tetszéleges (B,\) € H x A és j € I esetén legyen

qBN,; H— N, A TA.Bp)\jTZ_lB.

Mivel py; € N, lathato, hogy qs ), pr A H csoport a Kaluzsnyin—
Krasner-tételnél leirtak szerint hat N H_n. Tovabba a H csoport balrol szor-
zassal hat H x A-n, azaz az (B,\) = (A-B,)\) ((B,\) € Hx A, A€ H)
egyenl@ség nyilvanvaléan hatast definial a H x A halmazon. Most defini-
aljuk a H csoport hatasat V-n a kovetkezSképpen: tetszéleges A € H és
(i, f, (B, \)) € V esetén legyen

A, £, (B, N) = (i, %, (B, \)
Ez valoban hatas, ugyanis ha A € H és (i, f, (B, \)), (4, f', (C, u)) € V, akkor

i, £ (BN) -G, f(Cow)) = (65, (A BN (A Cop))
= (Z,A d(A-B\),j f (A-C,p))
(i, as.n, Af (A-C,p))
A( fQBA ]f (C, )
= 0, £, (B NG ' (Co )]

Ez a hatas meghataroz egy V- x H = M(NH; I, H x A;Q) x H szemidirekt
szorzatot.
Definialjuk a ¢ leképezést a kovetkezSképpen:

w: M(G;I,A; P) — M(N": I, H x \;Q) x H,

ahol
(9. A) = ((3, fg, (9N, A)), gN).
Megmutatjuk, hogy ¢ bedgyazas. Az injektivitas ellenérzése azonos a Kaluzs-

nyin—Krasner-tételnél latottal, annyival kiegészitendd, hogy a képelemekbdl
1 és A\ egyértelmiien kiolvashato.
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Ha beléatjuk, hogy ¢ homomorfizmus, a tételt bebizonyitottuk. Legyenek
(1,9, ), (4, h, ) tetszoleges elemek M (G; 1, A; P)-bol. Ekkor

(4,9, N, hy p)e ((4, fg, (gN, N), gN)((4, fa, (AN, 1)), hN)

= (4, fg, (9N, X)) - 9%(4, fn, (RN, 1)), ghN)
((4, fg: (9N, A))(' INfu, (ghN, 1)), ghN)
(3, fy " q(gN,N).j fh,(ghN 1)), ghN),

tovabba

[(Z7 g, )‘)(% ha /L)](p - (Za gp,\jh, /“L)QO - ((Z7 fgp)\jh7 (gp)\th7 M))? gp)\th)'

Mivel tudjuk, hogy py; € N, ezért gpy;hAN = ghN. Igy a két kozépss kompo-
nens, ami N*-beli leképezés, egyenlSségét elegendd igazolni. Legyen A € H
tetszdleges. Ekkor

Afy - aennyy - Nfn)

(Afy) (ACJ(gN ) )((A 9N ) fn)
7"A0‘77”,4-91\77'14-9N Dxj rA-gNTA'gN h‘rAlghN
TAGDPN; hrz-lghN

TAGDX; hTAT-lgthN

= A(fgpxjh)-

Ezzel a tételt belattuk.

Beagyazhatésag koszortuszorzatba

Ebben a fejezetben példat adunk arra, hogy teljesen egyszerti félcsoport cso-
porttal vett bévitése nem mindig dgyazhato be a koszortszorzatukba. Legyen
S = M(G;I,A; P) az U teljesen egyszerii félcsoport H csoporttal vett bo-
vitése. Mint fent lattuk, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
N<G,H =G/N,U = M(N;I,A; P), valamint a P szendvicsméatrix minden
eleme N-bdl valo. Tegyiik fel, hogy létezik S — U H beagyazas. Az el6z6
fejezet végén leirtak értelmében ez ekvivalens azzal, hogy létezik

0: S — M(N", 17 A": PH)y x H

beagyazas. A 9. Allitas alapjan az M(N; 7 A", PH) x H szemidirekt
szorzatban egy tetszéleges (7, f, ), A] elem R-osztalya csak n-tol fugg, L-
osztalya pedig A-tol és &-t6l. Mivel a ¢ beagyazas R-ekvivalens elemeket
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R-ekvivalensekbe, L-ekvivalenseket L-ekvivalensekbe visz, ebbdl kovetkezik,

hogy
Viel I eI™; V(A N) € Hx AIEay €AY,

amelyre
(4, 9. N = [0, f3 €gvr), 9N,
ahol fi* € N*.
Mivel tudjuk, hogy ¢ homomorfizmus, ezért

(ia g, A)SO ’ (]7 h> /J“)QO = (Z7 gp)\jha M)@?
azaz
[(nza f;/\a ggN,)x)a gN][(njv }];Ma 6hN,u)7 h'N] = [(7717 f;th? gghN7M), ghN]

Ebbél kovetkeznek az aldbbiak:

PPy R = g (4)

9N, ghN,u = gghN,u- (5)
Vilagos, hogy (5) ekvivalens a kovetkezdvel:
Eap="Cnyu (LEN, AEH).

Igy a tovabbiakban & ~, helyett réviden £,-t és £4,, helyett A 4t frunk. Ezek
utan vegyiik észre, hogy (3) alapjan (4) ekvivalens a kovetkezdvel:

i iN  gN H gN rjp
fgm]h - f Peyn; h - (6)

Ebb6l g = h = 1, illetve g = p;il, 7 = 1 helyettesitéssel, 1, p;il € N-et
hasznalva kévetkeznek az alabbiak:

in _ pix H J 1
pl;j —J1 .p§/\77j “J1 o (7)
valamint
i>\ -
ugyanis fiu = f;’;;m 1= fl)\lpgml o
Ha py; = 1, akkor a
unt G N"x H, g (pl, [, gN) 9)

leképezés injektiv csoporthomomorﬁzmus. Ugyanis (6) alapjan pfw 0=

i\ i\ N,
p§A7Iz ;pkz pf)\"hfz -9 (pg)\nz h ) lgy

(pﬁwz g ’gN)(pfw AJLN) (pgw ghaghN)
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azaz t;, homomorfizmus, injektivitdsa pedig kovetkezik ¢ injektiv voltabol.

Most megadunk egy megfelel6 G csoportot, benne egy N normaélosztot és
egy M(G; 1, A\; P) Rees-métrix félcsoportot, amelyre nem létezik bedgyazas.
Legyen G = Z7 x [5} az a csoport, ahol Z; a mod 7 additiv csoport, [5] =
{1,2,4} a 2 altal generalt részcsoport a mod 7 redukélt maradékosztalyok Z%
multiplikativ csoportjdban, és a [5] elemei szorzassal hatnak Zr;-en. Tehéat
a G-beli mivelet a kovetkezd: (a, k)(b,h) = (a + kb, kh), ahol az Gsszeadas
és a szorzés is modulo 7 értendd. Konnyen ellenérizhets, hogy N = {(a,1) :
a € Z7} normalosztd G-ben, melyet azonositunk Zz-tel, valamint, hogy H =
G/N = [2]. Legyen I = A = {1,2}, és legyen a P szendvicsméatrixban
p11 = pi2 = pa1 = (0,1), a G egységeleme, és legyen pyy = (1,1).

A bizonyitashoz sziikségiink lesz egy harmadrendd elemre G-ben, és az
osszes harmadrendi elemre N x H-ban. Lathato, hogy (0,2)(0,4) = (0,1),
azaz (0,2) és (0,4) egymés inverzei, valamint mindketten harmadrendi ele-
mek. Mivel 3 1 7, ezért N-ban nincs harmadrendd elem, igy N¥ x H har-
madrendd elemei (£,2) vagy (t,4) alaktuak. Egyszeriien ellenérizheté — bér
erre nem lesz sziikségiink —, hogy (¢,2), illetve (¢,4) pontosan akkor har-
madrendi, ha 1t + 2t + 4t = 0. Egyszerd szamolassal azonnal adodik, hogy
(L) = (A—),2) 6s (1.2) 7 = ((-1), 7).

Tekintsiik a (9)-ben definialt leképezést az 1 = A = 1 esetben:
A G — NH X H

ahol pgotyy = (h,1) és h = pgm - Mivel tudjuk, hogy ¢ injektiv, ezért
harmadrendd elem képe csak harmadrendi elem lehet, azaz a kovetkezé két
eset egyike all fenn. ~

1. eset: (0,4)t11 = (t,4). Ekkor (0,4) 'pe2(0,4)e11 = (A—t),2)(h, 1)(t,4) =

A(—t)+%+2%1) = (*h,1). Ugyanakkor (0,4) 'p22(0,4) = pi,, és piyt =
(h,1)(h,1) = (2h, 1). Igy % = 2h, mint leképezések, azaz tetszéleges i € H
esetén i(%h) = i(2h), ami miatt (2i)h = ih + ih = 2(ih). Igy 2h = 2(1h) &s
4h = 2(2h) = 4(1h). Mivel tudjuk, hogy h nem az N¥ csoport egységeleme,
igy 1h # 0, ami miatt 1h # 2h, 1h # 4h és 2h # 4h, azaz h harom kiilénbozé
értéket rendel H elemeihez, amelyek egyike sem az egységelem.

2. eset: (0,4)11; = (t,2). Ekkor az 1. esethez hasonlé szamolassal kapjuk,
hogy 2h = 4(1h) és 4h = 2(1h), ami miatt ebben az esetben is latszik,
hogy h harom kiilénbo6z6 értéket rendel H elemeihez, amelyek egyike sem az
egységelem.

Ugyanakkor (7) és (8) szerint

fp22 = f p§2W2f21 1) - (pgm)_lpgnz <pg772)_1’
azaz

_ . H 1, H H —1
h_pfwl p22 pflnl(p§2771) pf2772(p£1n2) : (10)
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Tehét h-t el6 tudjuk allitani, mint a szendvicsmétrix két sordnak és két osz-
lopanak metszetében 1év6 négy elem és inverzeik megfelel§ sorrendben vett
szorzata. Ugyanakkor a P szendvicsméatrix (2)-beli definicidja alapjan tet-
sz6leges i € H és k,l € {1,2} esetén

Zpgkm - psz,zm ;

azaz
iDgym = P22 = 18 = i = 2.

Ebbél azonnal kovetkezik, hogy
o H o H S H o H
Zp51771 - prgng - p22 = Zp£2n1 - Zpgl',p - p22'

Emiatt nem lehet egyetlen i-re sem egyszerre két atlos elem képe poo, hiszen
(10) miatt ih = (0, 1) lenne, ami ellentmond a fentieknek. Ezért minden i-re a
négy elembdl legalabb kettd G egységeleme, és ha pontosan kettd, akkor azok
egy sorban vagy egy oszlopban vannak. Igy a megfelels négytényezss szorzat
értéke csak (0,1), pyy, vagy poo lehet. Tehat (10) miatt tetszoleges i € H
esetén ih € {(0,1), pa, Py }. Ez azonban ellentmond annak, hogy a fentiek
értelmében ih # (0, 1), és h harom kiilonb6z6 elemet rendel H elemeihez.
Ez az ellentmondés mutatja, hogy nem létezik

0: S — MG, 1% A", P*) x H
beagyazas. Ezzel igazoltuk a kovetkezét:

13. Tétel. Létezik olyan teljesen egyszerd félcsoport, amely valamely U tel-
jesen eqyszert félcsoport H csoporttal vett bovitése, és amely nem dgyazhato
be az U H koszoriszorzatba.
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