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Bevezetés

A Cauchy-féle fliggvényegyenletnek egy altalanositasaként, egy 1903-ban megjelent
dolgozataban W. Pexider az

fiiggvényegyenleteket vizsgalta a valds szamok halmazan. Ezek az igynevezett Pexider-
egyenletek alapvetd fontossdguak a fiiggvényegyenletek elméletében.

Legyen (X, +) egy félesoport, (Y, +,) pedig egy integritdsi tartomany. Ekkor nyil-
vanvald, hogy ha az f : X — Y fliggvény additiv, akkor minden x,y € X esetén fennall

az

[f@+ ) = [f(z)+ fy)]

fiiggvényegyenlet is. A megforditas azonban mar nem igaz, hiszen ennek az egyenletnek

a teljesiilésébdl csupan az

fle+y) = flo)+ f(y) vagy flz+y)=—f(x)— f(y)

alternativak valamelyikének fenndllasa kovetkezik. Ez az oka annak, hogy ezt a fiigg-
vényegyenletet szokds alternativ Cauchy-egyenletnek is nevezni.

A Pexider-egyenlet négyzetre emelésével kapott

[f(@oy)]® = [g(x) + h(z)]*

fiiggvényegyenlet vizsgdlatat Dardczy Zoltan 1962-ben kezdeményezte. Az altala felvetett
kérdést Vincze Endre 1964-ben megjelent dolgozataban valaszolta meg. A dolgozatban

ismertetjiik Vincze Endre eredményének ([8]) egy természetes altaldnositasat. E célbdl a
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Vincze Endre altal hasznalt jeloléseket igy mddositjuk, valamint a mdédszert megalapozd
lemmékat és a féeredményt is gy fogalmazzuk meg, illetve a bizonyitasok lépéseit is
ugy irjuk le, hogy azok értelmezhetok és atvihetok legyenek tetszoleges testekbe képezd
fiiggvényekre.

A féeredménybdl kideriil, hogy tul azon a nyilvanvald jelenségen, hogy a négyzetre
emelt egyenlet a harom fiiggvény egyikének csak a négyzetét hatarozhatja meg, tovabbi,
a Pexider-egyenlet megoldésaitol 1ényegesen kiilonboz6 megoldasok is felléphetnek, az
értelmezési tartomany strukturdjatol fiiggéen. A dolgozatban elegendo feltételeket és
példakat adunk olyan strukturdkra, amelyekben vannak, illetve nincsenek ilyen elére nem

vart szerkezetli megoldasok.

1.1. JELOLES. Legyen Q tetszéleges halmaz, K eqy tetszbleges test, valamint legyenck

Fi By Fepin: Q — K ésxy,xo,...,x, € Q. Ekkor a kovetkezd jelolést vezessiik be:

F1<$1> Fl(IQ) Fl(xn)
A(FL, Fy, ... Foi 1, @, oo ) = F2<,x1) F2<fp”2) FQ(fT") . (1)
Fo(z1) Fu(rz) -+ Fu(zn)

Ezen jeloléssel egy-egy, a [3] dolgozatban taldlhaté lemmara és tételre egy attekint-

hetobb bizonyitast tudunk adni.

1.2. LEMMA. Ha adott Fi, Fs, ..., Fynin : Q — K gy, hogy bdrmely x1, x5, ...,x, €

Q) esetén

k
A<F1jn+17}7jn+2a---7F}n+n;xlax27---7wn) =0 (2)
7=0

teljesil, akkor barmely F': QQ — K €és x1,Ta,...,Tp, Tny1 € Q esetén

k
E A(En-ﬁ-la an+27 s 7F"jn+n7 F7 T1,T2,...,Tn, :Bn—i-l) =0.

j=0
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BIZONYITAS. A(Fy, Fy, ..., Fy; @1, 2o, . .., x,)-et utolsd sora szerint kifejtve azt kap-

juk, hogy
AF,Fy, ..., Fyixy, 20, ..., x) = (=) YHE, (2)A(FL, Fy, ..., Fy_1; 00,23, ..., 1)
— Fo(zo)A(Fy Foy oo By, T3, oo ) o — o
+ (=D (2)A(FL, Fy, .. Fooyi 00,00, .. Tp1) )

Ez az egyenl6ség minden Fj, 1, Fjnio, ..., Fjnin, F' figgvényre teljesil j = 0,1,...,k

esetén az Ty, To, ..., Ty, Tyy1 valtozok mellett, azaz
AFjni1, Finso, ooy Fingn, Fy 21,22, .o, Ty, T
= (=1)"{F(x1)A [Fjns1, Fjnt2, - s Fjnan; T2, 3, . . ., T
— F(22) A [Fjnst, Finsos ooy Fjngn; 1, T3, ooy Tpa] + 00— o1
+ (=1)"F(2p41)A [Fjnt1, Fingos - Fjnan; 1, T2, oo, Ty b

(2) miatt pedig

k
ZA(FjTL+17 an+27 ey -an—i-m F7 L1,X2,...,Tn, xn-{-l)
7=0
k
= (=1)"{F(x1) Z AFjpi1s Fjnsos oo Flingn; @2, 23, ., T
7=0
k
— F(.T,'Q) ZA [an+1,an+2, ey FjjnJrn;iL'l,.Z'g, . ,iL‘nJrl] + =
7=0
k
+ (—1)nf($n+1) Z A [‘an—l-lv .an_i_g, Ce 7P}'n+n; T1,T2,... ,In]}
7=0

=0.
U

A kovetkezo tételhez eloszor definidlnunk kell, mikor neveziink egy fliggvényrendszert

linedrisan fiiggonek.

1.3. DEFINiCIO. Az F\, F,, ..., F, : Q — K fiigguényrendszert linedrisan fiiggének

nevezziik, ha léteznek olyan ¢y, ca, . .., c, nem eqyszerre nulla K-beli konstansok, melyekre



minden x € Q) esetén
o Fi(x) + coFs(z) + ... + ¢y Fo(x) =0 (3)

telyesil. FEllenkezo esetben azt mondjuk, hogy az Fi, ..., F, figgvényrendszer linedarisan

fuggetlen.

1.4. TETEL. Az F\, F>, ..., F, : Q — K figguények pontosan akkor linedrisan fiiggdk,

ha tetszdleges x1, o, ..., x, € QQ esetén teljesil a
A(Fy, By, ... Fyyxy, 29, ...,x,) =0 (4)
az0nossdg.
BizoNYITAs. Eldszor tegyiik fel, hogy F, Fs, . .., F, linedrisan fliggd, azaz (3) teljesiil

és ¢, # 0 valamely k € {1,2,...,n} esetén. Ekkor tetszoleges x1, s, ..., x, esetén (3)-bdl

(x = x; valasztassal)

aFi(x;) + coFs(xy) + ...+ enFu(z;) =0

adddik, ahol j € {1,2,...,n}. A feltétel szerint ezen egyenletrendszernek van nemtrivialis
(c1,¢0, ... y¢cn) #(0,0,...,0) megoldésa, ezért a rendszer determinénsa eltiinik, azaz (4)
teljestil.

Most teljes indukciéval megmutatjuk, hogy (4)-bél kovetkezik (3). n = 1 esetén
A[Fy;xq] = Fi(z) = 0, melyb6l kdvetkezik, hogy van olyan ¢; # 0, melyre ¢, Fy(x) = 0.

Tegytik fel, hogy n—1-re igaz az allitas és meg kell vizsgalnunk, hogy n esetén kovetkezik-e

(4)-bél (3).
Ha
AR, Fy, .. Fy g2y, 00, ... 2y 1] =0, (5)
akkor az indukcids feltételbol kovetkezik, hogy vannak olyan ¢y, co, ..., c,_1 nem mind

nulla konstansok, hogy minden = € () esetén
o Fi(z) + eoFs(x)+ ...+ cp1Fq(x) =0,

tehat
aFi(z)+eaFo(x)+ ...+ cp1Fuq(x) + e Fu(x) =0
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¢, = 0 és tetszbleges F,(x) esetén. Ha viszont (5) nem teljesiil, azaz léteznek olyan

Y1, Y2, - - -, Yn_1 € Q konstansok, melyekre

cn=(—1)"AF, Fo, ..., Fo ;91,925 - - s Yn1] # 0,
akkor legyen z € () tetszéleges és alkalmazzuk a (4) azonossdgot az z; = y; (j €
{1,2,...,n—1}), x, = = pontokra

A[F, oy Fy 1, Foyya, Yoy - oy Yno1, ) = 0.
Ezt a determinanst az utolsé oszlopa szerint kifejtve az alabbi eredményre jutunk:
A[F, Fyy oo Fy 1, B yn, Yo, e oy Y, @

= (=" H{F(2)A[F, Fs, o Fuiyn, Yo s Yot

— B(x)A[FL sy Foyn, You ooy Yt + o —

+ (=) F(2)A [, Foy o Pt g1, 02, - - Ynet] }

= (=1)""He Fi(z) + coFo(x) + ...+ e F(z)} = 0,

és a c1,Cy, ..., c, konstansok koziil nem mind nulla (mivel ¢, # 0). fgy a tételt belattuk.

O



A Pexider-egyenlet négyzetre emelésének megoldasairol

1962-ben a Sarospatakon megtartott Fiiggvényegyenletek konferencian Dardczy Zol-
tan felvetette azt a kérdést, mit mondhatunk a Pexider-egyenlet és a négyzetre emelt
Pexider-egyenlet kapcsolatarol. Ezen kapcsolat vizsgalatakor Vincze Endre a kovetkezd
eredmény azon specialis esetét igazolta, amikor a vizsgalt fliggvények komplex értékiiek

[8]. Az aldbbiakban, az el6z6 fejezetnek megfelelden, K tetszéleges testet jelol.

2.1. TETEL. Legyen (Q,o) olyan Abel-félcsoport, ahol az x oy minden Q-beli ele-
met legaldbb eqyszer felvesz, ha x és y befutja a @) elemeit. Ekkor az f,g,h : Q — K

fuggvényekre akkor és csak akkor teljesil minden x,y € () esetén az

flzoy)® = [g(z) + h(y))? (6)

fuggvényegyenlet, ha
(i) létezik d,ci,co,c5 € K ése: Q — K gy, hogy d* =1,
(F1.1) minden x,y € Q esetén d-e(xoy) = e(x)e(y),
(F1.2) minden x € Q esetén e(z)? = 1;

teljesil, tovabba minden x € ) esetén

f(z)* =c2 [1 + c?), +d- 2636(35)] ,
9(x) = cee(x) — 1, Es (7)
h(x) = cacse(x) + ¢y
vagy
(ii) létezik d,ci1,co € K ése: Q — K 1igy, hogy d> =1,
(F2.1) minden z,y € Q-ra d-2[e(xoy)+d| = [e(z) + d] [e(y) + d],

(F2.2) minden x € Q-ra d* = e(x)* = 1;
6



teljesiil, tovabbd minden x € Q) esetén
f@) =c[5+d-de(x)],
g(x) = ce(x) — 1 és (8)
h(z) = co [e(x) + d] + 1

vagy
(111) létezik c1,co € K €s ¢ : Q — K gy, hogy minden x € () esetén

f@)? = [(2) + o1 + o],
g(x) = ¢(x) + 1 és (9)
hz) = ¢(x) + c;
ahol ¢p(xz oy) = ¢(x) + ¢(y) teljesil minden x,y € Q esetén.
B1zONYITAS. A bizonyitds sordn tobbszor osztunk kettével. Ezt nyilvdn csak akkor
tehetjiikk meg, ha K-ban 2 # 0. Ezért legel@szor targyaljuk kiilon a 2 = 0 esetet. Ekkor

minden & € K esetén 0 = 2k = k + k miatt k = —k, tehdt a,b € K, a®> = b? esctén
0=a?>-0"=(a—b)(a+0b) = (a—0b)? azaz a = b, tehat a (6) egyenletbdl az

flxoy)=g(z)+h(y) (r,y€Q) (10)

Pexider-egyenletet kapjuk, aminek a megoldasa bizonyos specialis esetekben egyszerti,

illetve altalaban véve is jelentGs szerepet jatszik a fliggvényegyenletek elméletében. Most

megmutatjuk, hogy a Q-ra tett feltevéseink mellett (10) megoldasai (9) alakuak.
Legyen a € @ rogzitett. Ekkor (10) és a o miivelet kommutativitdsa miatt tetszéleges

T € @ esetén
9(x) + h(a) = f(zoa) = flaox) = g(a) + h(z),

azaz

ahol A = h(a) — g(a). Tehat a (10) egyenletbol

flxoy)=g(x)+g(y) + A (v,y €Q) (11)



adédik. Tovabba tetszdleges x € () esetén
g(xoa)+gla) + A= f(roaoca)=yg(r)+glaoca)+ A,
tehat

glxoa) =g(x)+B (re€Q),
ahol B = g(aoa) — g(a). Ezt felhasznalva kapjuk, hogy tetszéleges x,y € @) esetén
glwxoy) +hla) = f(royoa) =g(x)+g(yoa)+ A=g(x)+g(y) + B+ A
tehat
glxoy) =g(x) +9y) +C (2,y € @), (12)
ahol C'= B+ A — h(a). Tehédt a ¢(x) = g(x) + C (x,y € Q) mbdon definialt ¢ : Q — K

fiiggvényre
¢(xoy) =o(x)+oy) (v,y€@), (13)
g(x) =0¢(x) — C, h(z) =¢(x) —C+ A=¢(x)+ D (xr € Q) (ahol D = A — C) teljesiil,

tovabba

f(xoy) =g(x)+h(y) = o(x) =C+o(y) + D = ¢(x) +¢(y) + D = C = ¢(xoy) + D - C,
azaz
fe)=¢(z)+ D -C (2€Q)
Ezzel belattuk a (9) Osszefiiggéseket ¢ = —C, ¢y = D vélasztassal.
A tovébbiakban feltessziik, hogy K-ban 2 # 0. Ekkor észrevehetd, hogy a (6) egyen-

letben szereplo g és h fliggvények szerepe felcserélhetd, igy ez a megoldasokban is meg-

engedett. A (6) egyenlet alapjin, valamint a o miivelet kommutativitdsa miatt

flar0m2)® = [g(z1) + h(x2)]” = [g(22) + h(z1)]?,

9(21)* + 2g(x1)h(x2) + h(22)® = g(2)* 4 29(22)h(21) + h(21)?

teljesiil, melyet determinansos jeloléssel irva

A(g?, 1m0, m9) + A1, A% 21, 29) + 2A(g, hy 21, 22) = 0. (14)



Ha az 1.2. Lemma alapjan bovitiink az 1 fliggvénnyel és az x3 valtozoval, az
A(g% 1,152, 29, 23) + A(1, B2, 1; 21, 09, 23) + 2A(g, b, 1; 21, 29, 73) = 0
egyenletet kapjuk, melybdl az 1.4. Tétel miatt
2A(g, h, 1; 21,29, 23) = 0
adédik, tehdt van olyan a,b, ¢ (z-t6l fiiggetlen) konstans, melyekkel
a-g(x)+b-h(x)+c=0, (15)

ahol

a, b és ¢ nem egyszerre nulldk. (16)

A (15) és (16) feltételek miatt a = b = 0 nem lehetséges. Ha tehdt a = 0, (15)-bol
h(z) = ¢; konstans kovetkezik, ahol ¢; = —¢/b. Ezt (14)-be irva

0= A(¢* 121, 29) + AL, s 1, 22) + 2A(g, 1521, 22)
= A(g27 ]-a Iy, :UQ) + A<chga 1a Ty, 'IQ)
= A(gQ + 20197 17 Iy, {Eg),
ahonnan
9(2)* + 2c19(2) = ki, (17)
azaz bevezetve a 3 = ¢} + ky jelolést
g(x) = —c; + crea(x), ahol ex(z)? =1 (18)
kovetkezik. Ezek alapjan (6)-bdl az
f(z) = e1(x)cy, ahol e;(z)* =1

megoldést kapjuk. E megoldasfiiggvények pedig specidlis esetei a (7) alakid megoldasok-
nak c3 = 0 valasztassal.

Ha h azonosan konstans, mindig erre az eredményre jutunk. Ezért a tovabbiakban
feltehet, hogy h nem azonosan konstans, igy g-rol is feltehetjiik ugyanezt.

Lattuk tovdbba, hogy a h(z) = k a (17) egyenlet teljesiilését, azaz a {g%,g,1}

fiiggvényrendszer linedaris fiiggéségét vonja maga utan. Természetesen ez forditva nem
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igaz. A kés6bbiek miatt azonban célszerii most vizsgalnunk azt az esetet, mikor a
{g?, g, 1} fiiggvényrendszer linedrisan fiiggd.

Tegyiik fel tehat, hogy (17) fennall. Ekkor az altaldnossig csorbitdsa nélkiil felte-
hetd, hogy a {¢?, g,1} fiiggvényrendszer linearis fliggéségét pontosan (17) irja le, hiszen
ezzel csak azt az esetet nem fedjiik le, mikor ¢ azonosan konstans, de ezt az esetet mar
megvizsgaltunk. Ugyanezért feltehetd, hogy (18)-ban e; nem azonosan konstans. Helyet-

tesitsiik g-t a (6)-bdl kovetkezd

[g(x1) + h(z2)]” = [g(22) + h(z1)]”

egyenletbe. Ekkor azt kapjuk, hogy

[—c1 + coea(xq) + h(:cg)]2 = [—c1 + cea(x2) + h(a;l)]2 ,

azaz
3 — 2cicoeq(w1) 45 — 2¢1h(29) + 2c0e2(21)h(22) + h(xs)?
= c? — 2c1c9e9(x9) + cg — 2c1h(xq) + 2¢0ea(x2)h(z1) + h(afl)Q.

Ezt determindnsként felirva
QA(h, — C1,C2€9 — C1; X7, 1'2) + A(hz, 1, Ty, 1'2) = O,

melyet ha bévitiink az 1 fliggvénnyel, atirhatjuk
O = 2A(h — C1,C2€9 — Cq, 17 €1, T2, $3) + A(h27 17 17 X1, T2, 'CC3)
= 2A(h, cze9, 1501, 72, 73)

alakba. Léteznek tehat olyan a, b, ¢ konstansok, melyekkel
a-h(x)+b-crea(z)+c-1=0

teljestil. Itt a = 0 nem johet széba, mert abbdl az kovetkezne, hogy es konstans, de ezt

kizartuk. Igy a # 0, tehat

h(.f) = CQC362($) + Cy,
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ahol c3 = —b/a és ¢4, = —c/a. Helyettesitsiik most a g és h megoldasokat a (6) egyenletbe.
gy
flxoy)? =[—c1 + caea(@) + cacsea(y) + ]’
= (cs —a1)* + 3 [1 + & + 2csea(w)ea(y)] + 2a(ca — ¢1) [ea(@) + csea(y)] .
A jobb oldalon csak az utolsé tag nem feltétleniil szimmetrikus z-ben és y-ban, igy ez

az egyenlet a bal oldal szimmetriaja és es nem azonosan konstans volta miatt csak ugy
allhat fenn, ha az alabbi egyenletek valamelyike teljesiil:
1. co =0,
2. ¢4 —c1 =0,
3. c3=1.
Az 1. esetben h konstans lenne, amit mar korabban targyaltunk.

A 2. esetben f(x oy)*re az

fl@oy)? =c5 [1+4 ¢+ 2czea(x)ea(y)]

kifejezést kapjuk. Most kihasznalva, hogy a bal oldal argumentuma asszociativ, valamint,

hogy h nem azonosan konstans,
csc3 # 0
adodik, {gy
ea(r oy)es(z) = ex(x)ea(y o 2).

Innen viszont az

€2(20)
jeloléssel
ex(x 0y) = ex(w)eh(y) = ea(y)ey(),
en(z) = ¢ ea(x),
azaz eo(x)? = €)(x)? = 1 miatt vagy
ey(z) = e2(x) vagy ey(x) = —ex(w),
tehat

ea(zoy) = ex(x)ex(y) vagy ey(zoy) = —ex(z)ex(y)
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kovetkezik. fgy
f(xoy)? =c3 [1 +c3+d-2czeq9(w 0 y)} ,
ahol d?> = 1. Mivel ¢; = cq, ezért

g(x) = caeq(x) — 1, illetve  h(z) = caczea(x) + 1.

Az gy kapott megoldasok (7) alakuak.
A 3. esetben f(x oy)?re c5 = ¢y — c1 # 0 és ¢y # 0-val adédik, hogy

f(xoy)? = [es + caealz) + crea(y)]” (19)
Kihasznalva a bal oldal argumentumanak asszociativitasat,
c3 [ea(w 0 y) + e2(2)]” + 2¢5¢2 [ea(x 0 y) + €2(2)]
= &3 [ea) + ea(y 0 2)]* + 2¢503 [ea(x) + e2(y 0 2)],
melybodl az
[caea(x 0 y) + 5] [cae2(2) 4 c5] = [caea(y © 2) + ¢5) [caea(T) + c5)

azonossagok kapjuk. Mivel es nem azonosan konstans, ezért van olyan zp, melyre

0262(20) # 0,

tehat
6262<y (@) Zo) —f- Cr
cae2(20) + ¢5

coea(T 0 Y) + 05 = [caea(x) + c5],

majd ennek az egyenletnek ismételt alkalmazasaval a

c2€2(T 0 Y) + 5 = o [e2e2(T) + 5] [e2e2(y) + 5]

Pexider-egyenletet kapjuk, ahol

cae9(20 0 20) + 5

B [caea(20) +c5]2 .

Nyilvan ¢y # 0, ugyanis ellenkez6 esetben ey konstans lenne.

Megjegyezziik tovabba, hogy az egész bizonyitas soran a ()-nak azt a tulajdonsagat,
hogy az z o y is befutja az egész halmazt, csupan itt hasznéljuk, ugyanis kiillonben csak

es(x o y) konstans voltara tudndnk kovetkeztetni.
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Tekintve, hogy az e; nem azonosan konstans fiiggvény mind a +1, mind pedig
a —1 értékeket felveszi, de mds értéket nem, az el6z6 Pexider-egyenletben szerepld
o [c2e2(x) + ¢5] fliggvény is csak két értéket vesz fel, legyenek ezen értékek a és b. Nyil-
van a # b. Ekkor az egyenlet barmely szébajoheto x és y értékpar esetén a kovetkezo

egyenletek egyikére egyszertisodik:

1. aa = a,
2. ab=a,
3.bb=a
4. aa = b,
5. ab =0,
6. bb =b.

Szimmetria okok miatt felteheto, hogy éppen ab = a.

Itt két esetet kiillonboztetiink meg:
Ha a = 0, akkor a bb szorzat b # a miatt nem lehet nulla, igy bb = b # 0, azaz b = 1.
Ha viszont a # 0, akkor ab = a alapjan b = 1 és mivel a # 1 miatt aa # a is teljesiil,

ezért aa = b = 1-bdl a = —1 kovetkezik. Eszerint az elsé esetben

co[caea(u) +¢5] =0 és  coleaea(v) +c5) =1, (20)
illetve a masodikban

co[caea(u) + 5] =1 és  coleaea(v) +c5) = —1, (21)

ahol mindkét esetben az es(u) és ea(v) sziikségképpen kiilonbozd elsjeliiek. gy (21)
maris figyelmen kiviil hagyhat6, mert cocs = 0 kovetkezik, amibél ¢y # 0 miatt ¢ = 0
kovetkezne, ezt az esetet azonban kordbban mar kizartuk. (20)-bdl viszont rogton lathatd,
hogy c5 = d - ¢y és d - 2coco = 1, ahol d? = 1 és ekkor

es(roy)+d es(r)+dey(zr)+d

d . =
2
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A (19) egyenletbél kiindulva a kovetkezéképpen szdmolhatunk:
flzoy)? = & +2¢5 + 2c5c0ea() + 2c5¢2€2(y) + 2¢5ea()ea(y)
= 5 [3+d - 2ex(x) + d - 2e5(y) + 2ea(x)ea(y)]

= {1+ 2ea(x) + d) [e2(y) + d} = 3 {1+ d - 4[ex(x 0 y) +d]},

azaz
flxoy)? = [B5+d-dey(zoy)],

d-2lex(xoy) +d] = [ex(x) +d] [e2(y) + d] .
A c3 = 1-et is figyelembe véve
9(x) = crea(x) — cs,
]’L(Z‘) = C9 [62(%) + d] + C3.

E megoldasok valéban (8) alakuak.

Ezzel tehat teljesen elintéztiik azt az esetet, amikor a {g? g,1} fiiggvényrendszer
linedrisan fliggo. Igy a kovetkezokben feltehetjiik, hogy g és h is olyan fiiggvények,
melyeknél a {g?, g, 1} és {h% h, 1} fiiggvényrendszerek linedrisan fiiggetlenek.

Térjiink most vissza a (15) egyenlethez. Legyen most a # 0. Ekkor (15)-6t

g(x) = koh(x) + 2k (22)

alakra hozhatjuk, ahol kg = —b/a és 2k = —c/a. Itt feltehetd, hogy ko # 0, ugyanis ellen-
kez6 esetben g azonosan konstans lenne, ezt az esetet azonban kordbban méar targyaltuk.

Irjuk a (22) megoldast (14)-be:
0 = A([koh + 2K]?, 1; 21, 20) + A(1, B?; 21, 29) + 2A(koh + 2k, by 21, 29)
= A([koh + 2k)%, 1; 21, 5) + A(=Rh* 1; 20, 25) + A(—4kh, 1; 21, 25)
= A([koh + 2k)* — h* — 4kh, 1; 21, 25),
tehat
[koh(z) + 2k)° — h(z)? — 4kh(z) = ks,

ahol k3 konstans szamot jelol. A fenti azonossagot atirva a

(kg — 1) h(z)® + (dkok — 4k) h(z) + 4k*> — ks =0
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alakot kapjuk. Mivel feltettiik, hogy a {h? h, 1} fliggvényrendszer linedrisan fiiggetlen, a

fenti azonossdg csak a kovetkezo két eset valamelyikeként teljestilhet:
1. k(] =1¢és ]{?3 = 4]432,
2. k():—léSk?:k‘g:O
[gy az elsé esetben a (22) megoldas

g(x) = h(x) + 2k, (23)
a masodikban pedig

g9(x) = —h(z) (24)

alakba frhaté.

Most (23)-at (6)-ba irva, a o miivelet kommutativitdsa és asszociativitdsa miatt az

fl(zrot)oxa)? = flxy o (toxy)]
egyenletet kapjuk, amibél az
[h(zy o t) + 2k)° + 2 [h(zy ot) + 2k] h(xs) + h(zs)?
= [h(xy) + 2k]° + 2 [h(x1) + 2k] h(xg 0 ) + h(zg 0 )2

egyenlet adodik. Ez azonban felbontva a zardjeleket és megfelel6en csoportositva a tago-

kat
[h(z1 0 t) + k]* + 2 [h(wy o t) + K] [h(22) + K] + [A(x2) + K]
= [h(zy 0 t) + k]* 4 2[h(zq o t) + k] [h(z1) + k] + [h(z1) + K]?
alakra hozhatd, melynél bevezetve a
h'(z) =h(x)+k, és (25)
Th(x) = h(x ot)

jeloléseket, az aldbbi egyenletet kapjuk:

A(T 2,120, m0) + 2A (b B 2y, 20) — A(W?, 1520, 25) = 0. (26)
Ha ezt bovitjiik a konstans 1 fliggvénnyel, azt kapjuk, hogy

2A(eh! 11520, 29, 3) = 0.
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Léteznek tehat olyan a(t), b(t), c(t) z-t6l fiiggetlen konstansok, melyekkel a(t), b(t) és

¢(t) nem egyszerre nulla esetén
a(t) - mh'(x) +0(t) - W(x) +c(t)-1=0

teljestil. Mivel A nem azonosan konstans, ezért b’ sem lehet az, tehat a(t) sehol sem lehet
nulla. fgy
Tl () = h(z ot) = a(t)W'(z) + B(t), (27)

ahol a(t) = —b(t)/a(t) és B(t) = —c(t)/a(t).

A (27) egyenlet alapjan 7 o t kommutativitdsa miatt a
A(a, h's 21, 29) + A(B, 1,21, 29) =0 (28)
egyenlet irhat6, majd ezt 1-gyel bévitve
Ao, W, 1521, 29, 23) =0
kovetkezik. Léteznek tehdt olyan a, b és ¢ egyszerre nem mind zérd konstansok, melyekkel
a-alx)+b-hM(z)+c-1=0

teljestil.

Nyilvan a # 0, mert ellenkezd esetben A/(x) azonosan konstans lenne. Igy
a(r) = ksh'(x) + ky
adédik a ks = —b/a és ky = —c/a jelolések mellett. (28)-bol pedig
0= A(ksh' + kg, 021, 190) + A(B, 1; 21, 20) = A(B — kah!, 1; 21, 29),

azaz
B(x) — kah'(x) = ks.
Ezen megoldasokkal (27)-b6l

]’L,(I o) t) = ]{33h,(t)h,(l’) + k?4h/(ZL’) + ]{74hl(t) + k?5,
amibdl ks = 0 esetben

h'(x) = ¢(x) — ks, ahol ky =1 és (29)
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d(xot) = o(x) + (1),
illetve ks # 0 esetben a ks = (k? — ky) /ks, ke = 1/ks és ky = —ky/ks jeloléseket bevezetve

h'(x) = kep(x) + k7, ahol (30)

U(xot) =P(z)e(t),
kovetkezik [1].

Igy (25) és (29) alapjdn a megoldés
h(z) = ¢(x) + ks, ky=—k—ks
¢(xoy) = o(x) + o(y),
(22) miatt pedig
9(x) = o(x) + ki, ky = k — ks.

Végiil (6) szerint

flwoy)® = [(x) + ki + S(y) + ko] = [0(x) + d(y) + kr + ka]”,
tehat
f(z) =e(x)[p(x) + k1 + ko], ahol e(z)? = 1.

E megoldasok valéban (9) alakuak.
Irjuk most a (30) megoldést (26)-ba:

0 = A(k2(t)2? + 2kekop () + k2, 1521, 29) + 2A(keth (1)) + ky, ket + kry 21, 1)
— A(k2? + 2kgkotp + k2, 1; 21, 19)
= k2 (t)* A%, 1521, 29) + 2kekr (D) AW, 1521, T0) — 2kekr A, 1; 21, 25)
+ 2kkp (D) A, 1; 21, 15) — kiAW?, 121, 29) — 2kkr A2, 1521, 29)
azaz

0= kg [0(t)* = 1] A(W?, 1521, w0) + dhighs [() — 1] A(¢, 1521, 72). (31)

Bévitsiik ezt az egyenletet i-vel:

O = k(23 [w(t)2 - 1i| A(Q/}2,1/}, 1;.1'1,(1)271‘3)-
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(30)-bdl 1athatd, hogy k¢ = 0 nem johet széva, mert akkor A’ azonosan konstans lenne.
Ugyanezért a ¢ azonosan konstans esetet is elintézettnek tekinthetjiik, tehat az elobbi

egyenletbol
U(x)? = ksp(2) + Ky (32)
kovetkezik (ez tartalmazza a 1(x)? = 1 esetet is). A (26) és (30) képletek alajan kg # 0

miatt

vl = 4

Ha most (32) fennéllna, ez (33)-mal egyiitt a {h? h,1} fliggvényrendszer linedris

() + &k — k). (33)

fligg6ségét jelentené. Ezt az esetet azonban az el6bbiekben mar kizartuk. (30)-bdl tehat
nem adédott megoldés.

Térjiink most vissza a (24) Osszefiiggéshez. Mivel a o miivelet asszociativ, igy minden
x1,To,t € () esetén

fllarot)oms)® = flaio(tom)?,

ami a (6) fiiggvényegyenlet miatt éppen azt jelenti, hogy
g(z10t)* = 2g(z1 0 t)g(2) + g(w2)* = gl 0 1)* — 29(z2 0 t)g(z1) + g(21)?%,
teljesiil. Ezt determinansos alakba irva és a konstans 1 fliggvénnyel bévitve
A(1eg®, 121, 22) — 2A(1g, g; 11, 22) + A(L, g% 21, 1) = 0, (34)

—2A(mg, g, 1; 21, 12, 23) = 0.
Minden ¢ € @ esetén léteznek olyan a(t), b(t) és c(t) egyszerre nem mind nulla konstansok

ugy, hogy
a(t) - mg(x) +b(t) - g(x) +c(t) - 1=0

teljestil. Mivel g nem azonosan konstans, ezért a(t) sehol sem tiinhet el, igy
nig(x) = a(t)g(z) + B(t) (35)

lesz, ahol a(t) = —b(t)/a(t) és B(t) = —c(t)/a(t).
A (27), (28), (29) és (30) Osszefliggésekkel teljesen analég médon kapjuk, hogy

9(x) = ¢(x) + ks, ahol  ¢(zot) = () + 4(t) (36)
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vagy
g9(x) = ksp(x) + ke, ahol p(zot) =P(z)(t) (37)
fennall.
A (36) fiiggvénynek természetesen (34)-et is ki kell elégitenie, tehdt
0= A(¢" +20(t)p + p(t)* + 2ka + 2kap(t) + ki, 15 21, 22)
— 2A(¢ + ¢(t) + ka, ¢ + kas w1, 22) — A(¢? + 2kad + K, 1; 21, T2)
= 40(H) A9, 1; 21, 22).
Ez az egyenlet azonban csak akkor teljesiil, ha ¢ azonosan konstans, ami viszont (36)
miatt azt jelentené, hogy ¢ is azonosan konstans lenne, tehat ezt az esetet nem vizsgaljuk.
Végiil a (37) megoldést irjuk (34)-be:
0 = A(k30()** + 2ksket) ()1 + kg, 15 21, 09) — 2A(ks1h (1)) + ke, kst + ke; 1, 22)
+ A(1, k2p? + 2ksketh + k2; 21, 29)
= k2 [0()* — 1] AW?, 121, 2) + 2ke [1 — ks] A(y, 1; 21, 22).

Innen mar teljesen ugy haldunk tovabb, mint a (31) egyenlet esetében tettiitk. A w-vel

valé bévités utan kideril, hogy

U(z)? = kep(x) + ks,

majd a (37) egyenlet alapjan azt kapjuk, hogy ez a {g?, g,1} fliggvényrendszer linedris
fliggGségét jelentené.

Minden esetet megvizsgaltunk, mas megoldasok tehat nincsenek.

Végiil megmutatjuk, hogy (7), (8) és (9) valéban kielégitik a (6) egyenletet. Tekintsiik
els6ként a (7)-ben felirt fiiggvényharmast. Ekkor

[9(x) + h(y))* = [eze(2) — c1 + caczely) +a1]” = & [e(x) + exe(y)]”

& [e(z)? + 2cse(x)e(y) + cie(y)’] = [1+d - 2cse(z 0 y) + 3]

flzoy)



A (8)-ban g és h helyettesitésével adédik, hogy

[9(x) + h(y)]” = [ee(z) — 1+ ee(y) +d e+ 1] = Ee(x) + e(y) +d]”
1+ 2e(z)e(y) +d-2e(z) + 1+ d - 2e(y) + ]

[
[
[1+2e(2)e(y) + d - 2e(z) +d - 2e(y) + 2d°]
[1+2(e(z)e(y) +d-e(x) +d-e(y) +d*)]
[142(e(x) +d) (e(y) +d)] =3 [1+d-4(e(zoy) +d)]
[
Majd a (9)-ben ugyanigy szamolva kapjuk, hogy

[9(2) + h(W)]* = [6(z) + c1 + $(y) + ca]” = [8(@) + d(y) + e1 + o]

= [p(zoy) + e+ el = f(woy)
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Megjegyzések, kovetkezmények

3.1. MEGJEGYZES. A (7), (8) és (9) megolddsokbdl kitinik, hogy a (6) egyenlet még
akkor sem ekvivalens a Pexider-egyenlettel, ha f, g, h mindenitt folytonos figgvények.

Peélddaul x € R esetén az
f(.flj) :_C$_k1_k27 9(1’) :C$+k1, h($) :C$+k2

figgvényhdrmas a (6) egyenletet kielégiti, de ¢ € R\ {0} esetén a Pexider-egyenletet nem.
Altaldban a (6) egyenlet csak f(x)?-re ad Osszefiiggést, kozvetleniil f(x)-re nincs

feltételiink.

3.2. MEGJEGYZES. Ha K = Zs, akkor (6) és a Pexider-egyenlet:

f(zoy) = g(x)+ h(y), (38)

ahol x,y € Q, nyilvdnvaléan ekvivalensek.

3.3. MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy példdul e : Z — K, d € {—1,1} esetén a
kovetkezo feltételek ekvivalensek:
Lex)?=1(zxe7), de(x +y) =e(x)e(y) x,y € Z
II. létezik 6 € {—1,1} dgy, hogy e(x) = & ha-x pros,
0, ha x pdratlan.
BizoNYITAS. Ha az 1. feltétel teljesiil, akkor minden x € Z esetén de(2x) = e(z)* =
1 = d? miatt e(2z) = d, illetve de(x +2) = e(x)e(2) = e(x)d miatt e(z + 2) = e(x), tehat
a II. tulajdonsag is fennall.
Megforditva, ha a II. feltétel teljesiil, akkor behelyettesitéssel (3 esetet megkiilonboz-
tetve aszerint, hogy x és y koziil hany darab pératlan [0, 1 vagy 2]) ellenérizhetd az
I. feltételrendszer érvényessége. U
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3.4. ALLiTAS. Ha Q) 2-oszthato abban az értelemben, hogy bdrmely x € () esetén

létezik z € Q, melyre x = z 0 z, akkor d € K, d*> =1 esetén

e(x)? =1 (r € Q)
de(zoy) = e(x)e(y) (z,y € Q)

pontosan akkor, ha e(x) = d (z € Q).
[de(x) = de(z02) =e(2)? = 1]
3.5. ALLITAS. Ha (Q,0) Abel-csoport, akkor d € K, d> =1 esetén

e(r)? =1 (reQ)
d-2[e(zoy) +d =[e(z) +d]le(y) +d  (z,y€Q)

pontosan akkor, ha e(z) = d (v € Q) vagy e(x) = —d (z € Q) (azaze : Q — {—1,1}

konstans).

BizoONYITAS. Ha e(yy) = —d valamely yy € @ esetén, akkor minden z € @Q-ra létezik
u € @ agy, hogy x = uoyy, ezért d-2[e(x)+d] = d-2[e(uoyy)+d] = [e(u) +d][e(yo) +d] =
(e(u) +d) -0 =0, vagyis e(x) = —d.
Ha e(x) # —d (z € Q), akkor e(z)? =1 = d* miatt e(x) =d (x € Q). O

3.6. KOVETKEZMENY. Legyen (Q,0) 2-oszthaté Abel-csoport. FEkkor az f,g,h :
Q — K figguényekre akkor és csak akkor teljesil minden x,y € Q esetén a (6)
fugguényegyenlet, ha létezik c1,co € K és ¢ : QQ — K gy, hogy minden x € QQ esetén

f(@)? = [b(x) + 1 + o]
g(@) =o(x) +c1  és
h(x) = ¢(2) + ca;
ahol ¢(z o y) = ¢(x) + d(y) teljesil minden z,y € Q esetén.

3.7. MEGJEGYZES. Az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek példdul akkor, ha (Q,o)
specidlisan (Q,+), (R4,-), (R,+), (C\ {0},) vagy (Z,,+) (ahol p > 3 primszim,).
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3.8. MEGJEGYZES. A 2.1. Tételben felsorolt hdrom eset eqyike sem hagyhatd el,

ugyanis van olyan, a tétel feltételeinek eleget tevs alaphalmaz, amelyen a hdrom eset

mindegyikére adhato olyan példa, ami nem dllithato eld a mdsik két esetben leirt for-

mulak egyikével sem.

L.

II.

BizoONYITAs. Eldszor is tegyiik fel, hogy (Q,0) = (N, ) és K = R.

Ekkor a 2.1. Tétel (iii) esetében ¢(z) =Inx (x € N) és ¢; = ¢o = 0 valasztassal

P(zy) = o(z) + ¢(v), (39)

f(z) = g(x) = h(x) = ¢(x) (feliilr6l) nem korlatos, tehét (f, g, h) példa a (iii) esetre,
de nem tartozik az (i) és (ii) esetekhez, mert azokban minden fliggvény korlatos.
Masrészrol, ha (39) teljesiil és ¢(zo) # 0 valamely x¢ € N esetén, akkor ¢(xy) =
no(zo) miatt ¢ és vele g(x) = ¢(x) + ¢1, h(x) = ¢(x) + c2 nem korlatos, tehat az
(iii) eset nem konstans példai nem korlatosak.
gy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy (i)-nek és (ii)-nek vannak olyan (nem
konstans) megoldasai, melyek a masik feltétel-rendszert nem teljesitik.
Els6ként vegyiink egy olyan eg(z)-et, mely teljesiti a rd vonatkozé (i)-beli feltétele-

ket. Ilyen nemkonstans fiiggvény példaul

€o (Hp?j> = do(=1)>=1%,  eo(1) = do,
j=1

ahol d? = 1. Ekkor legyen g(z) = h(z) = eo(x), azaz ¢; = 0, co = c3 = 1, d =
dy, e(x) = eo(z). Igy f(2)? = 2(1 + doey(x)). Ez példa (i)-re.
A tovabbiakban megvizsgéljuk, hogy lehet-e ez a (ii) specidlis esete. Ekkor

eo(z) = g(x) = cae(z) — 1,

ami eg(x) = 1 esetén az
1 =ce(x) —y

egyenletet adja, mig ey(y) = —1 esetén a

—1=ce(y) —a
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egyenlethez jutunk. A kapott egyenleteket egymdasbdl kivonva 2 = cy(e(z) — e(y))
adédik, melybdl kévetkezik, hogy co # 0 és ilyenkor e(x) # e(y). Valamint ha
eo(z) = eo(w), akkor cee(z) — 1 = ce(w) — ¢, 1gy 2 (e(z) —e(w)) = 0, vagyis
e(z) = e(w). Ebbdl az adddik, hogy e(z) = deg(z) (x € N), ahol §% = 1.

Tehat

1=1cy0 —cyq,
—1=—c90 — .
Ezeket Osszeadva kapjuk, hogy ¢, = 0, tovabbé gy c26 = 1 = 62, amibdl ¢o = 6
adddik.

Nlletve eg(x) = h(z) = c2le(z) +d] + 1 = d[deg(x) +d] = §ep(x) + 6d =
eo(x) 4 0d, azaz dd = 0, ami lehetetlen, mert §,d € {—1,1}. Tehét ez nem speciélis
esete (ii)-nek.

Vegyiik most a (ii) e(z)-re vonatkozé feltételeit teljesitd
dq, ha z paratlan

61(1’) = ’ dl
—dy, ha x paros

I
—

(40)

figgvényt. Ekkor legyen g(x) = ei(x) (¢ = 0, co = 1, d = dy, e(z) = e1(2)
valasztassal), melybdl h(z) = ej(z) + dy és f(x)? = 5 + 4dye (x) kovetkezik. Ez
példa (ii)-re.

A tovabbiakban megvizsgéljuk, hogy lehet-e ez az (i) speciélis esete. Ekkor

ei(z) = g(x) = coe(x) — ¢y,

ami e (z) = 1 esetén az

1 = ce(x) — ¢y,
mig e(y) = —1 esetén az

—1l=ce(y) —a
egyenleteket adja. A kapott egyenleteket egymasbdl kivonva kapjuk, hogy 2 =
o (e(x) — e(y)), melybél kévetkezik, hogy cq # 0 és ilyenkor e(x) # e(y). Valamint
ha e1(2) = e1(w), akkor coe(2) — ¢; = cae(w) — ¢ és igy o (e(2) — e(w)) = 0, tehat

e(z) = e(w). Ebb6l adédik, hogy e(z) = deq(x) (z € N), ahol 6% = 1.
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Tehat
1= 025 — Cq,
—1=—c0 — .
Ezeket osszeadva kapjuk, hogy ¢; = 0 és igy 62 = 1 = c30-bdl kovetkezik, hogy
Cy = 0.

Nlletve e1(z) + di = h(z) = cacze() + ¢1 = dczder(x) = czeq(x), azaz
er(z)(es — 1) =d;.

Mivel ¢z és d; konstansok, ezért ebbdl azt kapnank, hogy e;(x) is konstans, el-

lentétben a (40) konstrukcioval.
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