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Bevezetés

Jelen dolgozatomban azt vizsgalom, hogy bizonyos feltételezésekkel élve (példaul a
hozamok closzlasara, a likviditasi politikara, a korrelaciés matrixra stb.) a Shapley-féle koc-
kazatelosztasi modszer milyen mértékben tekinthetd stabilnak, illetve melyek azok a feltéte-
lek, amelyek teljesiilése esetén ez a stabilitds maximalis. Onmagaban ez a kérdés nehezen
értelmezhetd, hiszen a kockazatelosztasi modszerek vilaga a maga matematikai precizitasaval
Osszhangban fekete-fehér: egy adott allokacios modszer vagy stabil, vagy nem. Ezért (is)
szlikséges a hasznalt fogalmak, az alkalmazott modszerek, illetve a feltételezések pontos defi-
nialasa: mit is értiink stabilitas alatt, mit jelent a Shapley-féle t6keallokacidos modszer a befek-
tetések vilagara vonatkoztatva, mit tekintiink likviditasi politikanak stb.*

Dolgozatom motivaciojaul azoknak a feltételeknek a meghatarozasa szolgalt, amelyek
teljesiilése esetén a Shapley-féle tokeallokaciés mddszer alkalmazdsa az egyiittmiikodo part-
nerek (kiilondsen a pénzintézetek, illetve befektetési intézmények divizioi) kozott hatékony és
igazsagos elosztast tesz lehetové. Ezeknek a feltételeknek a feltérképezése — ahogyan azt a
dolgozatom késdbbi részében részletesen kifejtem — eldsegiti a hatékony kockéazatkezelést,
makroszinten pedig — a makroprudencialis elvekkel valo erételjesebb Gsszhang miatt — egy
stabilabb pénziigyi rendszer 1étrejottét €s fennallasat.

A kovetkez6 néhany mondatban bemutatom, hogy leegyszeriisitve mir6l is van szo.
Tegyiik fel, hogy van harom bank, amelyek befektetési tevékenységet végeznek. A bankok
kockazata az Expected Shortfall (ES)? mutat6 alapjan rendre 10, 15 és 20 egység. Ha a harom
bank koaliciot alkot, azaz ugy dontenek, hogy kozosen fektetik be azt az 0sszeget, amelyet
eredetileg kiilon-kiilon szerettek volna befektetni, a kockazatukat kifejez6 Expected Shortfall
a diverzifikacié miatt csokken: tegyiik fel, hogy 10 + 15 + 20 = 45 egység helyett 35
egység lesz. Mivel a bankok altal tartando t8ke® nagysaga — mind szabalyozo6i eldirasok miatt,

mind az adott pénzintézet sajat ,,j0zan” belatasa alapjan — szoros 0sszefiiggésben van a vallalt

! A dolgozat bevezetd részében sok, az Olvasé szamara ismeretlen fogalom szerepelhet. Kérem, ettél ne ijedjen
meg: az el6forduld fogalmakat és az értelmezési keretet a késGbbiekben részletesen és precizen definialom.

> Az Expected Shortfallra mint kockazati mutatéra a magyar pénziigyi szaknyelvben nem igazan taldlni gyakran
hasznalt, meghonosodott elnevezést. Olykor a ,varhatd veszteség” kifejezéssel taldlkozhatunk, de annak ke-
vésbé elterjedt volta (Varga-Haszonits [2009]) miatt dolgozatom tovabbi részében az angol Expected Shortfall
kifejezést hasznalom. Az Expected Shortfall mutatordl részletesebben ir Jorion [2006].

> A t6ke” kifejezés itt nem szigoruan a szamviteli sajat téke kategérit jelenti, hiszen a szamviteli idegen téke
egyes részei olyan tulajdonsagokkal rendelkeznek, amelyek alapjan kockazatkezelési szempontbdl inkabb a
sajat t6ke részeként tekinthetlink rajuk. Példaul az alarendelt kdlcsontSke szamviteli értelemben idegen téke-
ként jelenik meg a mérlegben, de a rendelkezésre allasa (,visszakovetelhet6sége”) alapjan kozelebb all a sajat
t6kéhez.




kockéazat mértékével (nagyobb kockdzat esetén nagyobb tokét tartanak), a koalicio 1étrejotte
miatti kockazatcsokkenés a hdrom intézmény szdmara azt jelenti, hogy 0sszességében keve-
sebb tokét kell tartaniuk. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel tovabba, hogy a bankok altal
tartand6 toke megegyezik az Expected Shortfall nagysagaval. A kevesebb toke tartasa kisebb
alternativ koltséget (opportunity cost) jelent, ezaltal a koaliciot alkotd intézmények jovedel-
mezdsége, profitja nd. A kérdés mar csak az, hogy hogyan osztozik meg a hadrom intézmény a
koalicio 1étrejotte miatti potldlagos profiton, amely annak kovetkeztében termelddott meg,
hogy nem 45, hanem 35 egységnyi tokét tartottak. Ez a kérdés megfogalmazhatd egy masik
megkozelitésben is: hogyan ossza meg a harom intézmény a 10 egységnyi (45 — 35)
,,t6kemegtakaritést”.4 A jatékelméleti szakirodalomban kiilonféle modszerek talalhatok ennek
a kérdésnek a megvalaszolasara. Dolgozatomban ezek koziil a Shapley-féle allokacios mod-
szert fogom részletesen megvizsgalni. Ennek oka, hogy az egyes elosztasi modszerek koziil
egyediil a Shapley modszer felel meg a szimmetrikus (Equal Treatment Property) és az 6sz-
tonz6 (Strong Monotonicity) tulajdonsagnak. Bizonyithato viszont, hogy a Shapley modszer
nem stabil, mas néven nem magbeli (Core Compatibility). Léteznek ugyanakkor olyan kortiil-
mények, feltételek, amelyek teljesiilése esetén a Shapley modszer stabilitdsdnak hidnya in-
kabb csak elméleti problémanak tekinthetd, és a gyakorlatban — a dolgozatban késobb részle-
tesen definialando értelemben — a stabilitasi arany akar 90% f61¢é is mehet, s6t a 100%-ot is
megkozelitheti. Jelen dolgozatomban ezeket a feltételeket tdrom fel: meghatarozom, hogy
minek kell ahhoz teljesiilnie, hogy a Shapley-féle tdkeallokacids moddszer amellett, hogy
szimmetrikus €s 0sztonzo, a gyakorlati alkalmazas soran a stabilitasi tulajdonsadgnak is megfe-

leljen.

*Ezta10 egységet — a késGbbiekben majd pontosan definidlva azt — a koalicid értékének fogom nevezni.




Koherens kockazati mértékek

A pénziigyi szakirodalomban a jovoére, jovobeli kimenetelekre vonatkozd bizonyossag
fokat harom fogalommal szokas jellemezni: egy adott esemény megtorténtében biztosak va-
gyunk (bizonyossdg); nem tudjuk pontosan, hogy mi fog torténni a jovében, de vannak elkép-
zeléseink, és a kimeneteleket valoszintiségszamitasi eszkozokkel jellemezni tudjuk (kockdza-
tossag); vagy egyaltalan semmit nem tudunk a jovordl (bizonytalansag). A pénziigyi kozgaz-
dasagtanban ezen harom fogalom koziil a kockazatossag az, amely tudomanyos szempontbo6l
a leginkabb érdekes, hiszen ha valamit biztosra tudunk (bizonyossdag), vagy ha valamirdl
semmit sem tudunk (bizonytalansag), nehéz szakértoként jelentdséggel bird és felelosségteljes
doéntést hozni.”

Rogton adodik a kérdés, hogy hogyan mérhetjiik valamely befektetési pozicio kocka-
zatossagat. A kockazat mérésére kiilonféle mutatdoszamok léteznek: a hozam szorasa vagy
variancidja, a kockaztatott érték (Value at Risk, VaR), a mar a bevezetében emlitett Expected
Shortfall (ES) stb. Ezeket a mutatészamokat, amelyek a kockazat mérésére szolgalnak, kocka-
zati mértékeknek hivjuk. Definialjunk egy véges valoszinliségi mezét (2, M, P), ahol 2 a
lehetséges kimenetelek halmazat jelenti. Egy egység (unit) — ami lehet példaul egy bank —
véges szamu alegységbdl (subunit) — példaul a bank divizidi — all. Definialjunk egy adott i
alegységet egy X; : 2 — R valosziniiségi valtozoval®; az dsszes, az (0, M, P) véges valdszi-
niségi mezoén definialt valdsziniiségi valtozé halmazat pedig jeloljik X-szel. Ekkor a
p: X — R fliggvényt kockazati mértéknek nevezziikk. A p fliggvény minden portf6lidhoz
hozzarendel egy valds szamot (amit az egyszerliség kedvéért egy pénzben kifejezett 6sszeg-
ként képzelhetiink el), példaul az adott portfolio szorasat vagy VaR-jat.

A kockazati mértékekkel szemben ugyanakkor ,,jogos” elvarés, hogy bizonyos kove-
telményeknek megfeleljenek, példaul egy kockdzatosabb pozicid magasabb értéket kapjon,
mint egy kevésbé kockazatos. Ahhoz, hogy egy kockazati mértéket koherensnek nevezhes-
slink, négy kovetelménynek kell megfelelnie (Artzner, Delbaen, Eber és és Heath [1999];
Csoka [2003]): monotonitas (monotonicity), szubadditivitas (subadditivity), els6fokt homo-
genitas (positive homogeneity) és sallangmentesség (translation invariance). Azaz: egy p

kockazati mértéket koherensnek neveziink, ha minden X;, X; € RS esetén (ahol S az X; és X f

> El6bbi esetben azért, mert bizonyossag esetén a déntés meghozataldhoz nincs sziikség szakértdi tudasra;
utébbi esetben pedig azért, mert nem létezik olyan szakértGi tudds, amellyel a véletlenszerd tippelésnél haté-
konyabb dontéshozatal lehetséges.

® Tehat az X;-t felfoghatjuk egy véges elemszamu vektornak, ahol a vektor egyes elemeihez tartozé valdszindG-
ségek elbre rogzitettek, és az X; vektor tartalmazza a lehetséges profitokat (azaz a lehetséges kimeneteleket).




vektorok elemeinek szamat, azaz a lehetséges kimenetelek szamat jelenti) teljesiti a kovetkezo

négy axiomat:
e monotonitas: ha X; = X;, akkor p(X;) < p(X;)
e szubadditivitas: p(X; + X;) < p(X;) + p(X;)

e cls6foki homogenitds: minden A>0  pozitiv  valés  szamra
p(AX;) = Ap(Xy)

e sallangmentesség: minden a € R szamra p(X; + a1°) = p(X;) — a, ahol 15

az S elemi 6sszegzévektort jeloli.

A monotonitas azt jelenti, hogy ha egy alegység egyetlen kimenetel esetén sem reali-
kazata a p kockazati mérték szerint nem lehet nagyobb az utdbbi alegység kockazatanal.

A szubadditivitas értelmezéséhez sziikséges egy 0j fogalom bevezetése: a koalicidé.
Jeloljiik egy egység alegységeinek a halmazat V'-nel! Ekkor koalicionak az V' halmaz tetszo-
leges részhalmazat nevezziik (Solymosi [2009]). Ebbdl kovetkezik, hogy koalicionak tekint-
hetjiikk az tires halmazt is, akarcsak az egy elemii halmazokat, illetve az V' halmaz minden
elemét tartalmazo halmazt is.” A szubadditivitas kovetelménye azt mondja ki, hogy abban az
kazata a p kockazati mérték szerint nagyobb, mint ha a két, koaliciot alkoto alegység pozicio-
janak kockazatat 6sszeadnank.

Az els6foku homogenitas szerint, ha tekintiink egy tetszéleges alegységet, és az altala
tartott pozicidt ardnyosan megtobbszorozziik (vagy éppen aranyosan valahanyad részére
csokkentjiik), akkor az igy létrejovo pozicid p kockdzati mérték szerinti kockazata az eredeti
pozici6 kockazatanak az 0j és a régi pozicid nagysaga hanyadosaval megszorzott értéke lesz.
Példaul: ha tekintiink egy tetszéleges portfoliot, és azt megduplazzuk azéltal, hogy a portfoliot
alkotd eszk6zokbdl kétszer annyit tartunk, mint amennyit eredetileg, az elséfokt homogenitas
kritériumat kielégitd kockazati mérték ilyenkor az Gjonnan 1étrejovo portfolidnak éppen két-
szer akkora kockazati értéket ad, mint az eredeti portfolionak.

Végiil a negyedik kritérium, a sallangmentesség a készpénz kockazatcsokkentd szere-
péhez kapcsolodik: ha egy tetszdleges portfoliohoz a egységnyi készpénzt adunk, akkor a p

szerinti kockdzat a egységgel csokken.® A készpénz helyett természetesen barmilyen mas

” Az V" halmaz minden elemét tartalmazé (rész)halmazt nagykoalicionak hivjuk.
® Ezzel Osszhangban, ha a portfélidbdl a egységnyi készpénzt vonunk el, a p szerinti kockazat a egységgel né.




kockazatmentes® eszkozt is tarthatunk a portfolioban, a sallangmentességnek ugyanugy igaz-
nak kell lennie, feltéve, hogy az adott eszkdz a jovOben egészen biztosan ugyanannyit (nem
kevesebbet és nem tobbet) fog érni, mint a portfolié kockazatossaganak vizsgalatakor. A sal-
langmentesség kritériuma megfogalmazhat6 olyan kockazatmentes eszkozre is, amely (expli-
cit vagy implicit) kamatot is hoz a portfolié kockazatossdganak vizsgélatat jelentd és a kime-
netelek bekovetkeztének idopontja kozott. Ennek részleteirdl ir Csoka, Herings és Koczy
[2009].

A leggyakrabban hasznalt kockazati mértékek koz¢ tartozik a szoras (o) és a kockazta-
tott érték (Value at Risk, VaR), am ezek egyike sem koherens. Koherens kockazati mérték
viszont példaul a szélen mért kockaztatott érték (Tail Value at Risk, Tail Conditional
Expectation) (Meyers [2000]), illetve az Expected Shortfall (ES, olykor Average Value at
Risk, AVaR néven talaljuk meg a szakirodalomban) (Rachev, Stoyanov és Fabozzi [2008]).
Dolgozatom masodik felében a szimuldcidkra €piild elemzéseim soran az Expected Shortfallt

fogom kockézati mértékként hasznalni.

? Lényeges, hogy az adott eszkdz kockdzatmentes jellege magaban foglalja a likviditasi kockazattél valé mentes-
séget is, azaz a jov6ben minden nehézség nélkiil, koltségmentesen pénzzé tehets legyen.




Elosztasi mdadszerek és hatékonysag

Miutén létrejott egy koalicio abbol a célbodl, hogy a — megfeleld mérték szerint megha-
tarozott — kockdzatat csokkentse, rogton adodik a kérdés, hogy a diverzifikaciobol eredd
hasznot (ami jelen esetben abban testesiil meg, hogy alacsonyabb a tartandé téke) hogyan
osszak meg egymassal a koalicio tagjai. Erre a kérdésre a kiilonféle tokeallokaciés modszerek
(capital allocation methods)'® adnak valaszt. A kévetkezOkben matematikailag definidlom a

tOkeallokacios modszert mint fogalmat (Denault [2001] alapjan).

e Tegyiik fel, hogy egy adott egység n darab alegységbdl all, €s minden alegység
egyetlen portfolidt tart! Emiatt, hogy minden alegység egyetlen portfoliot tart,
a portfolio és az alegység megnevezések — amennyiben nem ragaszkodunk a
szigoru matematikai precizitdshoz — akar szinonimaként, egymassal szabadon
felcserélve is hasznalhatdk, hiszen bar matematikailag két kiilonb6z6 objektu-
mot jeldlnek, egyértelmiien meghatarozzak egymast. Ennek megfelel6en a dol-
gozat tovabbi részében én is igy, egymassal azonos értelemben hasznalom ezt a
két kifejezést, éppen a hangsulyozéas szempontjabdl jobban odaillét alkalmaz-
va, a hattérben persze hallgatolagosan odafigyelve a matematikai definicio altal
magéban hordozott kiilonbségre, és ha az elnevezés barmilyen félreértésre adna

lehetéséget, azt kiilon jelzem.

e Jeldlje az X;,i € {1,2,...,n} vektor a i-edik portfolio lehetséges kimeneteleit

tartalmazo vektort!

o Az egység kimeneteleit tartalmazo vektort ekkor a kovetkezOképpen definial-
hatjuk: X £ '™, X;. Vegyiik észre, hogy az egység az Osszes alegység koalici-
6jabol jon létre, tehat magat az egységet jelolhetjiik N -nel mint az Gsszes

alegységet tartalmazé halmazzal.

19 A t8keallokécio (capital allocation) kifejezés helyett a szakirodalomban gyakran taldlkozhatunk a kockazatal-
lokacid (risk allocation) kifejezéssel. Az emdgott meghlzédd logika a kdvetkezd: egy adott alegység p(X;)-jét
(pénzértékben kifejezve) kockazati t6kének (risk capital) nevezziik. A C koalicid azért jon létre, mert a teljes
koalicié p(X.)-je kisebb, mint a koaliciét alkotd alegységek egyénileg meghatéarozott p(X;)-jeinek az Gsszege,
azaz ,kockazati t6ke megtakaritas” keletkezik. Azaltal, hogy ezt a , kockazati t6ke megtakaritast” felosztjak a
koaliciot alkotd alegységek, egyben felosztjak a teljes kockazati tékét is (azaz kiinduldsi alapként szolgal az ere-
deti, egyénileg meghatarozott kockazati t6kéjik, és ebbdl keriil levondsra a kockazati t6ke megtakaritasbdl
rajuk jutd rész). A koalicio kockazati t6kéje viszont (amelyet a tagok az el6bbiek szerint felosztanak egymas
kozott) a koalicid kockazatat tikrozi, ezaltal kvazi a kockazatot osztjak fel egymas kozott.

Ugyanakkor kockazatallokacié alatt egyes szerzék gyakran mast értenek, mint amit az el6z6ekben bemutattam,
ezért a dolgozatomban a tékeallokdcio vagy a kockdzati téke allokdcidja kifejezéseket fogom hasznalni az egy-
értelm(iség kedvéért.




e A atbkeallokacios szituaciok halmaza: azaz egy olyan halmaz, amelynek ele-
mei az (V, p, {X; }ien) rendezett harmasok, és ezek a harmasok n darab portfo-
liot, egy p koherens kockazati mértéket, illetve az n darab portfolié kimenet-
eleit tartalmazo vektorokat reprezentalnak. Az (IV, p, {X;}ien) rendezett har-

mast X ]\p,-val jelolhetjiik.
o K = p(X) az egység kockazati tokéje.

o lgy egy tékeallokacios modszert egy IT : A — R™ fiiggvényként definialha-
tunk, amely minden egyes X ]\pf rendezett harmast egy egyértelmii allokaciova

képez le:

[nl(XJ\r) ] 761
I : —>| HZ( ») |— ;2 ugy, hogy Yjex K = p(X) legyen.
lnn(X;’r)J K

e Egy koalicié értéke™ a kockazatkezelés szemszogébdl azt mutatja meg, hogy
mennyivel (azaz mekkora pénzértékkel) kisebb a koalicidé kockézata, mint a

koaliciot alkotd alegységek kockazatanak Osszege, azaz: v(X.) =
2iec P(Xi) — p(Xc).

A szakirodalomban az elosztasi modszerek széles korével talalkozhatunk. A legismer-
tebbek ezek koziil az egyéni kockazattal aranyos modszer (activity based method) (Hamlen,
Hamlen és Tschirthart [1977]), a béta-mddszer (beta-method), a névekményi modszer
(incremental method), a koltségmodszer (cost gap method) (Driessen és Tijs [1986]), az Eu-
ler-médszer (Euler method), a Shapley-modszer (Shapley method) (Shapley [1953]) és a
nukleolusz-modszer (nucleolus method) (Schmeidler [1969]) *2

Hasonloan a kockazati mértékek eseté¢hez, a tokeallokacios modszerekkel szemben is
jogosan tamasztunk bizonyos kdvetelményeket. Ilyen kovetelményekrdl ir részletesen példaul
Denault [2001] és Kalkbrener [2005]. Elemzésemhez harom kovetelmény definidlasara van
szlikség: szimmetrikussag (Equal Treatment Property), 6sztonzdség (Strong Monotonicity) és
stabilitas vagy mas néven magbeliség (Core Compatibility). Ezen kovetelmények bemutatasa

soran Balog, Batyi, Csoka és Pintér [2011a] cikkének gondolatmenetét fogom kovetni.

1 A jatékelméleti szakirodalomban gyakran karakterisztikus fiiggvénynek is nevezik a koalicié értékét meghata-
rozo fliggvényt, a koalicio értéke pedig ennek a fliggvénynek egy adott helyen (konkrétan a koaliciot létrehozé
alegységekhez tartozo helyen) felvett értéke lesz.

2 Az els négy elosztasi modszerrdl részletesen ir Homburg és Scherpereel [2008].




Egy Il tokeallokacios modszert szimmetrikusnak neveziink, ha minden X J\pf rendezett
harmast és tetszbleges j és k alegységet, illetve tetszbleges C € N \ {j, k} koaliciot tekintve
az v(Xcugy) — v(Xe) = v(Xcupg) — v(Xe) egyenl8ség fenndllasa implikalja a I1;(X%.) =
M, (X5,) egyenldség teljesiilését. Megfigyelhetjiik, hogy az elsé egyenléség mindkét oldala
egy novekményt tartalmaz: az U(XCU{ j}) —v(X,) kiilonbség azt mutatja meg, hogy mennyi-
vel fog néni egy C koalicio értéke, ha csatlakozik a j alegység is a koaliciohoz. Hasonlokép-
pen értelmezhetd az egyenldség jobb oldala a k alegység csatlakozasara a C koaliciohoz. A
szimmetrikussag tehat azt koveteli meg a tokeallokécios modszertdl, hogy ha két portfolio
teljesen azonos a kockazat szempontjabol (azaz barmely koaliciohoz val6 egyéni csatlakoza-
sukkor a koalici6 értékét ugyanakkora mértékben valtoztatjdk meg, és ez minden koherens
kockazati mértékre, illetve minden egységre igaz), akkor ugyanakkora tokerész jusson rajuk a
tokeallokacid soran.

Egy IT tokeallokacios modszert dsztonzének neveziink, ha minden X? 1,Y]f;2 € A és
minden j € IV esetén tetszéleges C € N'-re a Ul(XCU{j}) —v,(Xe) < Uz(Ycu{j}) —v,(Ye)
egyenl6tlenség fennallasa implikalja a HJ(X ]\pﬁ) < I'[j(Y]@Z) egyenl6tlenség fennallasat, ahol
v, a koalicio értékét jelenti akkor, ha az alkalmazott kockazati mérték a p,, v, pedig a koali-
ci6 értéke akkor, ha az alkalmazott kockéazati mérték a p,. Y; a lehetséges profitok (kimenete-
lek) vektorat jelenti ugyanarra az alegységre vonatkozoéan, amelyhez az X; vektor is tartozik,
de abban az esetben, ha ez az alegység egy masik (az X; profitvektortol eltérd profitvektorral
rendelkez8) portfoliot tart.*®

Az 06sztonzdség kritériuma két részre bonthato. Nézziik eldszor az elsé kritériumot!
Eszerint, ha egy tetsz6leges alegység barmely koalicio értékéhez valo hozzajarulasat két, nem
feltétleniil azonos kockazati mérték szerint hatarozzuk meg, és az elsé kockazati mérték sze-
rint az alegység nem nagyobb mértékben (azaz nem nagyobb 6sszeggel) jarul hozza az adott
koalici6 értékéhez, mint a masodik kockazati mérték szerint, akkor a koalicid kockazati toké-
jébdl sem juthat ra nagyobb rész (azaz nagyobb Osszeg), mint a masodik kockazati mérték
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hasznalata esetén jutna.

B A két portfélié lehet azonos is, azaz az X; profitvektor megegyezhet az Y; profitvektorral. A szévegbeli megfo-
galmazassal célom annak érzékeltetése volt, hogy az eltérés megengedett, de semmi nem tiltja a teljes egyez6-
séget a két portfolid kozott.

Y Az 6szténzéségi kritérium ezen része a kdvetkez8képpen fogalmazhaté meg: egy IT tékeallokdciés modszert
o0sztonzének neveziink, ha minden (XJ’\’fl), (XJ‘\’fz) € A és minden j €N esetén tetszéleges C € N-re a
U1 (Xcugy) — V1 (Xe) < U2(Xeugy) — V2(Xo) egyenlbtlenség fenndlldsa implikdlia a IT;(X3) < IT;(X4?)
egyenlGtlenség fenndllasat. Tehat a kritérium ezen vetllete felteszi, hogy X; = Y;, és nem koveteli meg, hogy az
implikacié X; # Y; esetén is fennalljon.




Nézziik most az 6sztonzdségi kritérium masik részét! Ebben a vetiiletben a kritérium
azt mondja ki, hogy ha egy adott egység egy adott portfoliot tartva nem nagyobb mértékben
jarul hozza egy tetszOleges koalicio értékéhez, mint egy masik portfoliot tartva, akkor az elsé
portfolio tartasa esetén nem juthat rd magasabb 0sszeg a koalicio kockazati tokéjébol, mint a
mésodik portfolié tartisa esetén.™

Ahhoz, hogy egy tékeallokacios modszer megfeleljen az 6sztonzéségi kritériumnak,
sziikséges az, hogy a kritérium elébb emlitett mindkét részének eleget tegyen. A kritérium
elsé része a kockazati mértékek szerint monoton, mig annak masodik része az alegységek
altal tartand6 portfoliok profitvektora szempontjabol az.

A harmadik kovetelmény a stabilitas. Egy tokeallokdciés modszert stabilnak neve-
ziink, ha minden X%, rendezett harmasra a v(Xy) = Xen IT;(X%) egyenldség fennall, tovabba
minden C c V' koaliciora érvényes a v(X¢) < X jec 1 (X)) dsszefiiggés. Tehat — hasonléan
az 0sztonzdségi kritériumhoz — a stabilitas kritériumanak valdo megfelelés is valojaban két
feltételt szab.

Az els§ feltétel, mely szerint minden X,  rendezett hirmasra az
v(Xy) = Yjen 1] (X ]’\)r) azonossagnak érvényesnek kell lennie, tulajdonképpen azt koveteli
meg a tékeallokdcios mddszertdl, hogy a tokét teljes mértékben ossza fel az alegységek ko-
zOtt, azaz a toke felosztdsa utdn ne maradjon olyan tokerész, amely nem keriilt felosztasra;
illetve a felosztand6 toke elegendd legyen arra, hogy minden alegység ,,megkapja” a ra juto
tOkerészt. Valdjaban ez a feltétel semmilyen korlatot nem tamaszt a tokeallokaciés modsze-
rekkel szemben, hiszen maga a feltétel szerepel a tékeallokacios modszer altalanos definicio-
jéban is.

Eppen ezért sokkal érdekesebb a stabilitasi kritérium mésodik feltétele, amely azt ko-
veteli meg, hogy minden C c IV koaliciéra teljesiiljon az v(X¢) < Xjec I;(X5.) dsszefiig-
gés.16. Gyakorlatilag ez a feltétel azt fogalmazza meg, hogy az alegységeknek ne létezzen
olyan C koalicidja, amely megalakulvan nagyobb értékii, mint a nagykoalicié 1étrejotte esetén

a C koaliciot alkoto alegységekre juto, elosztott ,.ertékszeletek™ Osszege. Ha 1étezne ilyen C

> Az 8szténzéségi kritérium ezen része a kdvetkez8képpen fogalmazhaté meg: egy IT tékeallokdciés modszert
o0sztonzének neveziink, ha minden (X]’\’f), (Y]C) €A és minden j EN esetén tetszGleges C S N-re a
U(XCU{I-}) - U(XC) < U(YCU{]-}) - U(YC) egyenl6tlenség fennallasa implikalja a HJ-(XJ’:,) < HJ-(YJ@) egyenl6t-
lenség fennalldsat. Tehat a kritérium ezen vetilete felteszi, hogy p; = p,, és nem koveteli meg, hogy az impli-
kacié p; # p, esetén is fennalljon.

'® Habar a feltételben megfogalmazott C € V' megjeldlés kizarja, hogy a C koalicié az ' minden elemét (azaz
minden alegységet) tartalmazo koalicio legyen, valéjaban ennek megengedése (azaz a € € V' megjeldlés he-
lyett a C € V' megjeldlés hasznalata) semmilyen kilonbséget nem okozna, amennyiben a stabilitasi kritérium
elsé feltétele teljesiil (azaz amennyiben az v(Xy) = X jen HJ(XJ@) azonossag fennll).




koalicio, akkor az 1étre is jonne (abbol a célbol, hogy igy nagyobb legyen az értéke, azaz ala-
csonyabb legyen a kockazata, és ezaltal a kockazati tokéje is alacsonyabb legyen), azaz meg-
akadalyozna a nagykoalici6 1étrejottét, és ha a nagykoalicidé nem jon létre, nem is lehet annak
kockazati t6kéjét felosztani a I1 tékeallokaciés mddszernek megfelelden. Lényeges, hogy a C
koalicio allhat akar egyetlen alegységbdl is, azaz a feltétel magaba foglalja azt a kitételt is,
miszerint az V' halmazt alkoté barmelyik alegység 6nmagaban (koalicio alkotasa nélkiil) te-
Kintett értéke nem nagyobb, mint az adott alegységre a nagykoalicio 1étrejotte és a nagykoali-
ci6 kockazati tokéjének felosztasa utan jutd tékerész. Matematikailag ezt a kdvetkezOképpen
fogalmazhatjuk meg: az v(X j) < I (X ]’\)f) egyenl6tlenségnek teljesiilnie kell minden j € V-
re. Ett6l azonban tovabb is 1éphetiink: mivel az egyes alegységek értéke koalicio alkotasa nél-
kil nulla, az U(X j) < I (X ]’\)r), Jj € IV kritériumot a kovetkezOképpen is megfogalmazhatjuk:
1I; (X ]’\)f) > 0,j € V. Azaz, ha a nagykoalicio értékét a I tokeallokdcids modszer alapjan oszt-
juk szét, a nagykoalicio értékéb6l minden alegységnek nemnegativ nagysaggal kell részesed-

nie.




A Shapley-féle tokeallokacios modszer

Bizonyithat6, hogy olyan tékeallokacios modszer, amely — tetszOleges koherens koc-
kazati mérték esetén — kielégiti mindharom fent emlitett kritériumot, azaz egyszerre szimmet-
rikus, 0sztonzé és stabil, nem 1étezik (Csoka, Pintér [2010]). Szintén bizonyithatd6 matemati-
kailag, hogy az egyetlen olyan t6keallokacidos mddszer, amely egyszerre szimmetrikus és 6sz-
t6nz6, a Shapley-modszer (Young [1985])*.

A Shapley-féle tokeallokacios modszer pontos definidlasahoz el6szor vezessiik be a ,, j
alegység hozzdajarulasa a C koalicio értékehez” fogalmat! Egy tetszéleges X ][\’f € A rendezett
harmasra a j alegység C koalicio értékéhez vald hozzdjaruldsat v;(C)-vel jeloljiik, és a kovet-
kezdképpen definialjuk: v;(C) £ U(XCU{]-}) —v(X,).

Ezt felhasznalva mar definidlhatjuk a Shapley-féle tokeallokacidos modszert:

Shapl N (A X (MANA Kl O L
Shariey (2 Z v/(C) T jEN.
CEN\j

Tekintslink egy példat a Shapley-modszerre! Tegyiik fel, hogy adott egy bank mint
egység, és ennek harom divizidja (1, 2 és 3) mint alegységek! Két idopont 1étezik: t = 0 és
t = 1. Jelenleg t = 0-ban vagyunk. t = 1-ben négyféle vilagallapot lehetséges. Mindharom
alegység egy-egy eszkozt tart. Jelenleg (azaz t = 0-ban) mind a négy alegység altal tartott
eszkdz 100-at ér. Az egyes alegységek, illetve az alegységekbdl 1étrehozhatd koaliciok altal
tartott eszkozok értékét t = 1-ben, a kiilonb6zd vilagallapotokban az 1. tablazat mutatja, mig

az elérhetd profitokat a 2. tdblazatban talalhatjuk.

7 Egészen pontosan Young [1985] a kovetkez6képpen fogalmazta meg tételét: az egyetlen olyan tékeallokdcios
modszer, amely kielégiti a szimmetrikussag, az 0szténzGség és a Pareto-optimalitds kritériumat, a Shapley-
moddszer. A Pareto-optimalitas kritériuma a fentebb definidlt stabilitasi kritérium elsé feltételét kdveteli meg,
azaz azt, hogy minden X]‘\), rendezett hdrmasra az v(Xy) = Xjen Hj(X]‘\),) azonossagnak érvényesnek kell len-
nie. Mivel — ahogyan azt mar korabban is emlitettem — ezt a tulajdonsagot definicid szerint kielégiti minden
t6keallokacios mddszer, ezért a tételben ezt figyelmen kivil hagyhatjuk, és elegendd a szimmetrikussag, illetve
az 6sztonzGség kritériumaira fokuszalnunk.




1. tablazat: Az egyes alegységek, illetve koalicidk altal tartott eszkdzok értéke t = 1-ben, ha
mind a hdrom alegység altal tartott eszkoz értéke t = 0-ban 100 volt.

{1} {2} 3y | (1,2} | {1,3} | {2,3} |{1,2,3}
1.vilagallapot | 110 106 104 216 214 210 320
2.vilagallapot 86 93 98 179 184 191 277
3.vilagallapot | 101 102 100 203 201 202 303
4.vilagallapot | 104 105 96 209 200 201 305

2. tablazat: Az egyes alegységek, illetve koalicidk altal elérhet profit t = 1-ben.

{1} {2} 3y | (1,2} | {1,3} | {2,3} |{1,2,3}
1. vilagallapot 10 6 4 16 14 10 20
2.vilagallapot | -14 -7 -2 -21 -16 -9 -23
3. vilagallapot 1 2 0 3 1 2 3
4. vilagallapot 4 5 -4 9 0 1 5

Meérjiik a kockazatot a legnagyobb veszteség (maximum loss) mutatoval! A fenti ada-
tokbol konnyen meghatdrozhatjuk a harom alegység, illetve az alegységek altal alakithato két-

¢s haromszereplds koaliciok értékét; valamint az egyes alegységek hozzéjarulasat a koaliciok

értékéhez. Ezeket a 3. tablazat tartalmazza.

3. tablazat: Az egyes alegységek, illetve koaliciok értéke; valamint hozzdjarulasuk a
kilonboz6 koaliciok értékéhez.

C
{1} {2} {3} {1,2} | {1,3} | {2,3} |{1,2,3}
v(C) 0 0 0 0 2 2 2
v (0) 0 0 2 0 0 0 0
v5(C) 0 0 2 0 0 0 0
v5(0) 2 2 0 2 0 0 0
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A 3. tdblazat adatai alapjan mar meg tudjuk hatarozni az egyes alegységek Shapley-
értékeét:

Shapley( )___ Shapley( ) __. Shapley( )=%+1+§=%

w

Lathatjuk az adatokbol, hogy az 1. és a 2. alegységek a kockéazat szempontjabol egy-
forman viselkednek abban az értelemben, hogy barmelyik alegységgel, illetve mar 1étez6 koa-
licidval koalicidra 1épve ugyanannyival valtoztatjdk meg annak értékét. A szimmetrikussag
kovetelménye ilyen esetekre azt mondja ki, hogy a nagykoalicio értékébol valod részesedésiik-
nek is azonosnak kell lenni, ami teljesil is: mindkettejiik részesedése (azaz Shapley-értéke) é

Az 0sztonzdség kritériumanak valdo megfelelést nem tudjuk a példankon kozvetleniil
demonstralni, hiszen ahhoz vagy két kiilonb6z6 koherens kockdzati mérték hasznalataval is
meg kellene hatarozni az egyes alegységek Shapley-értékét, vagy ujra kellene szamolni a
Shapley-értékeket egy olyan esetre, amikor az alegységek mas portfoliot tartanak. Ahogyan
azonban korabban emlitettem, matematikai uton belathato, hogy a Shapley-féle tékeallokacios
modszer 6sztonzo.

Lathatjuk viszont a példankban azt, hogy a Shapley-modszer megfelel a stabilitasi kri-
térium els6 kovetelményének, azaz v(Xy) = Xjen I'IJ(X ~.), hiszen a nagykoalici6 értéke 2,
az egyes alegységek Shapley-értékének Osszege pedig hasonloképpen §+ é + g = 2. Nem
felel meg viszont a stabilitasi kritérium masodik kovetelményének: két olyan koalici6 is ki-
alakulhat, amely meggatolja a nagykoalicio létrejittét. Tekintslik az 1-es és a 3-as alegysége-

ket! Ha koaliciora 1épnek egymassal, az altaluk 1étrehozott, két alegységbdl allo koalicio érté-

ke 2 lesz, igy a két alegység ezen a 2 egységnyi értéken osztozhat egymassal. Viszont ha a
nagykoalici6 jon létre, akkor az 1-es alegység %, a 3-as alegység pedig g egyseégnyi részese-
deéshez jut, azaz kettejiik részesedése 0sszesen csak g Ok ketten tehat nem fognak hozzajarul-

ni a nagykoalici6 1étrejottéhez, inkabb egymassal alkotnak koalicidt. Ugyanez megtorténhet a

2-es és a 3-as alegységre is: Ok is koaliciora 1éphetnek egymassal, hiszen igy a kettejiik altal
létrehozott koalicid értéke 2 lesz, mig a nagykoalicio 1étrejotte esetén ketten Osszesen csak 3

aranyban részesiilnének a nagykoalicio értékébol. Tehat akar az 1-es és a 3-as, akar pedig a 2-

es és a 3-as alegységek Osszefogva meggatolhatjak a nagykoalicid 1étrejottét, azaz példankban




is lathatjuk, hogy a Shapley-féle tékeallokaciés mddszer nem stabil, vagy masképpen nem

magbeli.




Stabilitasi (magbeliségi) arany

Most, miutan egy példan keresztil is lathattuk, hogy a Shapley-féle tokeallokacios
modszer altalanosan nem stabil, felvetdédik a kérdés, hogy mégis melyek azok a helyzetek,
amikor a Shapley-féle tokeallokacio stabil eredményre vezet? Illetve: mennyiben jelent gya-
korlati problémat az a matematikai tény, hogy a Shapley-féle tokeallokacidos mddszer nem
elégiti ki a szimmetrikussag, az 6sztonzdség €s a stabilitds kritériumat egyszerre? Azt lathat-
tuk, hogy maga a modszer szimmetrikus és 0sztonzo, de az esetek mekkora részében stabil?
Erre a kérdésre keresték a valaszt cikkiikben Balog, Batyi, Csoka és Pintér [2011b]. Tulaj-
donképpen azt kisérlik meg megvalaszolni, hogy az a matematikai tény, mely szerint a
Shapley-féle tokeallokacios modszer nem stabil, pusztan elméleti szempontbol érdekes, vagy
a gyakorlati ¢letben is problémat jelent? Példaul, ha valamilyen méodszertan szerint eljarva azt
tudnank mondani, hogy ,,a Shapley-féle tokeallokacios mddszer 100 esetbdl 99-szer stabil”,
akkor a stabilitas hidnyat inkabb tekinthetjiik pusztan elméleti jelentéséglinek, mint a gyakor-
lat szempontjabdl is relevansnak. A szerzOk vizsgalati modszere a kovetkezéképpen foglalha-
to Ossze:

e Tekintsiink harom alegységet!

¢ Mindharom alegység egyetlen eszkozt tart.

e Az alegységek long pozicidoban vannak.

o K¢ét idépontot tekintiink: t = 0 és t = 1.

e Az egyes alegységek altal tartott eszkdzok hozamat a kovetkezoképpen defini-

aljuk: 7 = In

eszkézértékl)
eszkozértéky)’

o Az egyes alegységek altal tartott eszkozok hozama®® valdsziniiségi valtozonak
tekinthetd, amely normalis eloszlast kovet nulla varhato értékkel €és g; szoras-
sal (i €{1;2;3}). 04,0, ésa; fiiggetlen valdszinliségi valtozok, amelyek
egyenletes eloszlast kovetnek a [0,01; 0,04] intervallumon (azaz az eszkdzok
hozamanak szorasa 1% és 4% kozott véletlenszertien alakul).

o Az egyes alegységek altal tartott eszk6zok hozamai kozotti korrelacios ossze-

fliggéseket meghatarozo korrelacios matrix szintén véletlen jelleggel generalo-
dik.

% tt és a dolgozat tovabbi részében mindenhol ,hozam” alatt folytonos t6késitéssel szamitott hozamot, azaz
loghozamot értek.




e Szimulaljunk 1000 lehetséges kimenetelt az egyes eszkdzok hozamaira vonat-
kozdan az el6z6 pontban leirtak szerint meghatarozott normalis eloszlasbol!

e M¢érjiik a kockazatot a 99%-o0s Expected Shortfall mutatoval!

e A kockazatot meghatarozzuk az egyes alegységekre kiilon-kiilon, illetve az
alegységek altal alkotott két- és haromelemii koaliciokra egyarant.

e Hatarozzuk meg az egyes koaliciok értékét!

e Hatarozzuk meg a harom alegység Shapley-értékét!

e Allapitsuk meg, hogy az adott esetben a Shapley-féle tokeallokacios modszer
stabil (magbeli)-e!

e Hajtsuk végre a teljes eddigi algoritmust 6sszesen 100 ezerszer, és vizsgaljuk
meg, az esetek mekkora részében (hany szazalékaban) bizonyul a Shapley-féle
tokeallokacidos modszer stabilnak!

A szerzOk azt talaltak, hogy az esetek kb. 59%-aban a Shapley-féle tokeallokacios
modszer stabilnak bizonyult. Ez a stabilitasi arany csak kis mértékben valtozik (kb. 57%-ra
csokken), ha normalis eloszlas helyett 3, illetve 10 szabadsagfokkal birdé Student-féle t-
eloszlast hasznaltak. Ha beépitettek a modellbe egyfajta likviditasi koltséget, a stabilitasi
arany ugyan nétt (normalis eloszlast hasznalva 68%-ra, harom szabadsagfokkal rendelkez6
Student-féle t-eloszlast hasznalva 66%-ra, mig tiz szabadsagfokkal rendelkez6 Student-féle t-
eloszlas haszndlata esetén 61%-ra), de annak értéke tovabbra is olyan tavol esik a 100%-t6l,
hogy a Shapley-féle tokeallokacios modszer stabilitasanak hianyat nem tekinthetjiik pusztan
elméleti problémanak: gondolnunk kell annak gyakorlati szempontbol felvetett aggalyaira is.

Dolgozatomban arra a kérdésre keresem a valaszt, hogy lehetséges-e olyan feltételek
meghatarozasa, amelyek teljesiilése esetén ez a stabilitasi arany jelentdsen novekedhet, és ha

igen, akkor konkrétan melyek ezek a feltételek.




A véletlen korrelaciés matrix generalasanak modszere

Az elézbéekben emlitett 59%-0s, illetve a modellen bizonyos modositasokat végrehajt-

va ennél valamivel magasabb stabilitasi rata eléréséhez a szerzok a véletlen korrelaciés matri-

xot a kovetkezoképpen generaltak:

Generaljunk egy 3 X 3-as Ch matrixot a kdvetkezd modon:

1 0 0
Ch=|2-a,-1 2-a,—1 0 |ahola (i=12..,5)egy a

2-a;-1 2-a,-1 2-ag—1l
[0; 1] intervallumon értéket felvevd, egyenletes eloszlasu valosziniiségi valto-
z6. Igy a 2+ a; — 1 transzformalt valosziniiségi valtozo szintén egyenletes el-

oszlast kovet, de a [0; 1] intervallum helyett a [—1; 1] intervallumon.

A Ch matrixot szorozzuk meg a transzpondltjaval, és jeloljiikk az igy kapott —
szintén 3 X 3-as — matrixot CM-mel:

CM = Ch-Ch’

A kovetkezd modositasokat végezziik el a CM matrix elemein (zardjelben az

adott elem soranak és oszlopanak szama szerepel):

cM(1,2)

JCM(2,2)

cM(2,1)

JCM(2,2)

CM(1,3)

JCM(3,3)

cM(3,1)

JCM@3,3)

cM(2,3)

JCM(3,3)-CM(2,2)

o CM(1,2) >

o CM(2,1) -

o CM(1,3) -

o CM(3,1) -

o CM(2,3) -

cM(3,2)

JCM(3,3)-CM(2,2)

o CM(3,2) >

A CM matrix féatlojaban 1€vo elemek értéke legyen 1! A CM matrix elsé so-

ranak és elsé oszlopanak metszetében 16vé érték a Ch - Ch' szorzas elvégzése
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utdn mar eleve 1 lesz, igy csak a féatloban 1€vé masik két elem értékét kell 1-

re valtoztatnunk.

Az ezen Iépések elvégzése utdn kapott matrix matematikailag bizonyithatéan pozitiv
szemidefinit lesz (azaz sajatértékei kivétel nélkiil nemnegativok lesznek); foatlojaban 1-esek
fognak allni; a féatlojan kiviili elemek a [—1; 1] intervallumbdl keriilnek ki; és a matrix
szimmetrikus lesz. Ebbdl kovetkezden az igy kapott CM matrixot korrelacidos matrixként ér-
telmezhetjiik, ahol a (féatlon kiviili) korrelaciok véletlentiil generalodnak.

Lehetséges azonban mas modon is generadlni véletlen korreldcidos matrixot. Ehhez
mindenekeldtt abbol kell kiindulnunk, hogy milyen tulajdonsaggal kell egy korrelacios mat-
rixnak rendelkeznie: négyzetes és szimmetrikus legyen, f6atlojaban 1-esek alljanak, a f6atlo-
jan kivili elemei a [—1; 1] intervallumbol keriiljenek ki, és a matrix legyen pozitiv
szemidefinit. Egy potencialis alternativa lehet a fentebb bemutatott eljarasra a kovetkez6 kor-

relacidés matrix generalasi modszer:
e Tekintsiink egy 3 X 3-as matrixot, amelynek féatlojaban 1-esek allnak!

e A matrix ,,alsé haromszogébe” tartozd elemek (azaz a (2,1), a (3,1) és a
(3,2) elemek) legyenek olyan valosziniiségi valtozok kimenetelei, amelyek
egymastol fliggetlenek, egyenletes eloszlast kovetnek és értékeiket a [—1, 1]

intervallumon veszik fel!

e A matrix ,,felsé hdromszogébe” tartozo elemek (azaz az (1,2), az (1,3) és a
(2, 3) elemek) rendre legyenek egyenldk a matrix ,,als6 haromszogébe” tartozo

megfeleld elemmel ugy, hogy szimmetrikus matrixot kapjunk!

e Vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott matrix pozitiv szemidefinit-e!
o Haigen, készen vagyunk: generaltunk egy korrelacidos matrixot.
o Ha a kapott matrix nem pozitiv szemidefinit, kezdjiik el6lrdl a folyama-

tot az els6 ponttol!

Ha ezzel az eljaréssal generdljuk a harom alegység altal tartott eszkozok hozamai ko-
z0Otti korrelaciokat mutatd korrelacios matrixot, a stabilitasi arany jelentdsen novekedni fog: a
korabbi 59%-rdl kb. 77,2%-ra.

Egy harmadik lehetséges modszer véletlen korrelacios matrix generaldsara a Bendel-

Mickey algoritmus (Bendel és Mickey [1978]), amelyrdl a szerzéparos eredeti miive mellett




kiting leirast talalhatunk Davies és Higham [2000] cikkében. Ezt az algoritmust hasznalja
tobbek kozott a MATLAB 2011b a gallery('randcorr’, N) fiiggvényében. Ha ezzel a mod-
szerrel generdljuk a korrelaciés matrixot, tovabb emelkedik a Shapley-féle tkeallokacios
modszer stabilitdsi ardnya: mig az els6ként bemutatott mdodszerrel 59%-ot, a masodikként
bemutatott modszerrel pedig 77%-ot sikeriilt elérni, a Bendel-Mickey algoritmussal generalva

a korrelacios matrixot a stabilitasi arany kb. 88,3% koriil alakul.




Determinisztikus korrelaciés matrix

Ha a korrelacidos matrixot nem véletlen jelleggel generaljuk, hanem elére megadjuk
determinisztikus jelleggel, és igy vizsgaljuk meg a Shapley-féle t6keallokacios modszer stabi-
litasat, ujabb érdekes megfigyeléseket tehetiink.

Mindenekel6tt vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a harom alegység altal tartott egy-
egy eszkéz hozama kozott nincs linearis kapcsolat, azaz a hozamok kozotti korrelacios
egyiitthatd értéke rendre nulla. Ekkor a szimuléacidt lefuttatva azt a megallapitast tehetjiik,
hogy a Shapley-féle t6keallokacios modszer stabil: a 100 ezer futtatas mindegyike esetében az
alegységek sem oOnalldan, sem pedig valamilyen kétszereplds koaliciot alkotva nem fogjak
blokkolni a nagykoalicio 1étrejottét, ha a Shapley-féle allokacidés modszer szerint torténik meg
a nagykoalicio létrehozdsa miatti ,,nyereség” (azaz a kockazati tOke értékének csokkenése)
felosztasa. Ha a kimenetelek szamat lecsokkentjik 1000-r6l 100-ra, a stabilitdsi arany is
csokkenni fog: 100%-r6l kb. 88%-ra. Ha viszont ezutan valamelyest emeljiik a kimenetelek
szdmat, a stabilitdsi arany jelentds mértékben novekszik, és nagyon gyorsan konvergdl a
100%-hoz. Ha példaul a kimenetelek szdmat 200-nak valasztjuk, a stabilitasi ardny maris 98%
kortl alakul, mig ha 300-ra emeljiik, 99,8% koriili stabilitasi aranyt figyelhetiink meg. 500
lehetséges kimenetel esetén a stabilitasi arany mar 99,99%. Mindezek a szimulacios eredmé-
nyek azt sugalljdk, hogy abban az esetben, ha a harom alegység altal tartott eszk6zok hozama
korrelalatlan (és teljesiilnek a korabban altalanos jelleggel bevezetett feltételek, példaul a le-
hetséges kimenetelek szimulalasakor normalis eloszlas hasznalata, az eloszlas szorasanak 1%
és 4% kozotti intervallumbol torténd generalasa egyenletes eloszlasbol, stb.), a Shapley-féle
tékeallokacios modszer amellett, hogy szimmetrikus és §sztonzd, stabil is, hiszen a lehetséges
kimenetelek szdma a gyakorlatban végtelennek tekinthetd.

Vizsgaljuk meg a masik végletet: hogyan alakul a stabilitasi arany, ha a harom alegy-
ség altal tartott eszk6zok hozama kozott erdteljes linedris kapcesolat van. Tegytik fel, hogy a

korrelacios matrix a kdvetkezOképpen néz ki'®:

1 0,999999999999999 0,999999999999999
0,999999999999999 1 0,999999999999999
0,999999999999999 0,999999999999999 1

% Azért nem adhatunk a f64tl6n kiviili elemeknek 1 értéket, mert abban az esetben a matrix nem lenne pozitiv
definit (hiszen lenne két olyan sajatértéke, amely nulla), igy a Cholesky-dekompozicid nem lenne egyértelmd.




Ebben az esetben a stabilitasi arany rendkiviili mértékben lecsokken: 24,2% koriil ala-
kul.

Ha az erételjes linearis kapcsolatokat megjelenitd korrelacids egylitthatok kozott nega-
tiv értékliek is megjelennek, hasonldan alacsony stabilitasi ardnyt tapasztalhatunk. Tegyiik fel
példaul, hogy a kovetkezd korrelacidés matrix irja le a harom alegység altal tartott eszkozok

hozamai kozotti korrelaciot:

1 0,999999999999999 —0,999999999999999
0,999999999999999 1 —0,999999999999999
l—0,999999999999999 —0,999999999999999 1 J

Ekkor a stabilitasi arany még az el6z6nél is alacsonyabb, kb. 20,9% lesz.




Szoras

Tovabbi érdekes kovetkeztetéseket vonhatunk le a Shapley-féle tékeallokacios mod-
szer stabilitasi aranyara vonatkozdan, ha megvizsgaljuk az egyes alegységek altal tartott esz-
ko6zok hozamanak szorasat. Az eddigi vizsgalataink soran mind a harom szoras egy-egy valo-
szinliségi valtozd egy realizacioja volt. Ezek a valdszinliségi valtozok fliggetlenek voltak
egymastol, egyenletes eloszlast kovettek, értékeiket pedig a [0,01; 0,04] intervallumon vették
fel. Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha a szdrast elére meghatarozzuk determinisztikus jelleggel!
A tovabbiakban kovetkez6 vizsgalatok soran végig a Bendel-Mickey algoritmust fogom hasz-
nalni a véletlen korrelacidos matrix generalasara, igy benchmarknak a korabbiakban ezen méd-
szer alkalmazasakor (és a szoras sztochasztikus viselkedésének megtartasaval) megfigyelt
88.3%-o0s stabilitasi arany tekinthetd.

Mindvégig tegyiik fel, hogy az eldre, determinisztikus jelleggel meghatarozott szoras
mindharom alegység eszkdzének hozamara vonatkozik, azaz a harom alegység altal tartott
eszk6zok hozama azonos. Rogzitsiik eldszor a szorast relative alacsony, 1%-0s szinten. Ekkor
a stabilitasi arany valamelyest csokken, 85,7%-ra. Ha a szorast a korabbi intervallum felsd
hataran, 4%-on rogzitjiik, a stabilitasi arany érdekes modon szintén a sztochasztikus szoras
esetén tapasztalt alatt marad, de a csokkenés itt sem jelentds: a stabilitasi arany kb. 86,2%. Az
sejthetd tehat, hogy ceteris paribus a szdorast novelve novekszik a stabilitasi arany is. Ezt er6-
siti meg az a megfigyelés, mely szerint 25%-0s szOras esetén a stabilitds aranya 89,5%-ra
emelkedik, 100%-os szoras esetén a megfigyelhetd stabilitasi arany mar 93,9%, mig 500%-0S
szoras esetén 98%. Erdekes modon, ha a szorast 1% ala csokkentjiik, nem figyelhetd meg a
stabilitasi arany csokkenése az 1%-o0s szoras esetén tapasztalhatd 85,7%-o0s értékrol.

Abban az esetben, ha az alegységek altal tartott eszkdzok hozamanak szorasat nem ha-
tarozzuk meg eldre determinisztikus jelleggel, hanem — az eredeti koncepcionak megfeleléen
— egyenletes eloszlasbol véletlenszerlien generaljuk, szintén azt figyelhetjiik meg, hogy minél
nagyobb értekek felvételére van lehetdsége a szorasoknak, anndl nagyobb a stabilitasi arany.
Ha a szorasok altal felvehet6 érték also hatarat 1%-on rogzitjiik, a felsé hatart pedig 25%-ban
hatdrozzuk meg, a stabilitasi arany 91% koriil alakul; ha a felsé hatart 100%-ban hatarozzuk
meg, a stabilitdsi ardny 92,6% lesz; mig 500%-os felsé hatar esetén 93,3%-os stabilitasi
aranyt figyelhetlink meg. Lathatjuk, hogy mindhdrom esetben a kapott stabilitasi ardny az
eredeti, [0,01; 0,04] intervallum esetén kapott 88,3%-0s érték és az egyes fels6 hatarok (azaz
a 25%, a 100% ¢és az 500%) determinisztikus hasznalata esetén megfigyelt értékek kozé esik.

A stabilitasi ardnynak ez a fajta magatartdsa megfelel a varakozéasoknak, hiszen ha engedjiik a




szorast sztochasztikusan viselkedni egy adott intervallumon ahelyett, hogy az intervallum
fels6 hataranak felvételére ,,kényszeritenénk”, pozitiv valdszinliség van arra, hogy a fels6 ha-
tartol alacsonyabb értéket vegyen fel, ezaltal pedig — ahogyan azt az eldbb, a determinisztikus
felsd hatarokkal valo vizsgéalodaskor megallapitottuk — alacsonyabb stabilitasi ratat ,,produ-

kaljon”.




Osszegzés

Dolgozatom alapjaul az a tény szolgal, hogy a kockdzatkezelés szempontjabdl nem
elég a diverzifikacidé miatti hasznot (azaz a kockazat csokkenését) tudomasul venni, hanem
ennek a haszonnak a koaliciot alkotd tagok kozotti tisztességes, fair elosztasara is nagy fi-
gyelmet kell forditani. Mindenekel6tt ennek oka, hogy ha a koaliciot alkoto felek kozott nincs
meg a keletkez6 haszonnak ilyen jellegii elosztasa, maga a koalicio sem jon létre, ez pedig azt
jelenti, hogy a kockazatcs6kkenés mint implicit haszon nem is jon létre, kvazi ,,nem termel6-
dik meg”. Dolgozatomban pontosan definidltam a kockazati mértéket és az ehhez kapcsolodo
fogalmakat, illetve bemutattam, hogy melyek azok a kovetelmények, amelyeknek egy kocka-
zati mérték megfelelve koherensnek tekinthetd. Felvazoltam, hogy hogyan foghaté meg a
tokeallokacid (mint a korabban emlitett haszon elosztdsa) matematikailag, és milyen tokeallo-
kacidés modszerek lelhetok fel a szakirodalomban. Bemutattam, hogy melyek azok a tulajdon-
sagok, amelyeket ,,jogosan” kovetelhetiink meg egy fair tékeallokacios modszertdl, és hogy
nem létezik olyan tékeallokacids mddszer, amely koherens kockazati mértékeket alkalmazva
mind a hdrom bemutatott kritériumot kielégitené. Kiemelkedd szerepe van ugyanakkor az
elosztasi modszerek kozott a Shapley-féle tokeallokacios modszernek, hiszen ez az egyetlen
olyan moddszer, amely egyszerre szimmetrikus és 0sztonzé. Ugyanakkor az, hogy milyen mér-
tékben tekinthetd stabilnak (amely a harmadik kritériumot jelenti), tobb tényez6tdl fiigg.
Megvizsgaltam, hogy ezek a tényezOk milyen iranyban, illetve milyen mértékben befolyasol-
jék a stabilitasi aranyt.

A tényezOk kozott kiemelt szerepe van a hozamok kozotti linearis kapcsolatot mutato
korrelacios matrixnak (illetve a korrelacios matrix generalasa algoritmusanak), tovabba a ho-
zamok szorasanak. A véletlen korrelacios matrixot mas-mas eljarassal generalva eltérd stabili-
tasi aranyt kapunk, €és az ezen ardnyok kozotti kiilonbség szamottevd, majd’ 30 szazalékpon-
tos. Szintén érdekes kiilonbséget fedezhetiink fel az eszk6zok hozamai kozotti linearis kap-
csolat szorossaga, illetve a stabilitasi arany kozotti kapcsolatot vizsgalva: mig fiiggetlen ho-
zamok tekintetében gyakorlatilag stabilnak tekinthetd a Shapley-féle tdkeallokacios modszer,
addig nagyon erds linearis kapcsolat esetén a stabilitas aranya alig haladja meg a 20%-ot. Ez
tehat azt sugallja, hogy abban az esetben, ha a koaliciot alkotd szereplok olyan eszkozoket
tartanak, amelyek hozama kozott a linedris kapcsolat mértéke elhanyagolhato, a Shapley-féle
tokeallokacios modszerrel megosztva a koalicid 1étrejottébol szarmazd kockazatcsokkenés

hasznat egyik szerepld sem fogja megakadalyozni a nagykoalicid 1étrejottét sem egyénileg,




sem pedig azaltal, hogy két szerepld egymadssal 1épne koaliciora €és kihagyndk a koaliciobdl a
harmadik szereplot.

A szoras tekintetében azt allapitottam meg, hogy minél nagyobb az egyes alegységek
altal tartott eszk6zok hozamanak szérasa, annal inkabb tekintheté a Shapley-féle tokealloka-
ciés modszer stabilnak. Tehat ha olyan szerepldk egyiittmiikodési lehetdségeit vizsgaljuk a
gyakorlatban, akik magas volatilitasi hozammal rendelkez6 eszkdzoket tartanak, nagyobb az
es¢lye annak, hogy egy szerepld sem fogja megakadalyozni a nagykoalicid 1étrejottét, mint
olyan szereplok esetében, akik alacsonyabb volatilitdst hozammal rendelkezd eszkozoket

tartanak.
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