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1. Bevezeto

A nyugdijrendszer fenntarthatésiga és az 6regedd tarsadalom olyan fogalmak, amikr6l nagyon
sokat lehet hallani manapsag. Dolgozatunkban az 6regedd tarsadalom miatt fenndll6, a nyug-
dijrendszer fenntarthat6sagdval kapcsolatos témdval foglalkozunk. Mégpedig ugy, hogy a Lee-
Carter modell segitségével eldrejelezziik a magyar népességszadmot, aztan pedig ezt a szamitast
felhaszndljuk arra, hogy elemezziik a magyar nyugdijrendszer fenntarthatosdgat. A téma aktua-
litdsat nem kell nagyon indokolni, hiszen a magyar nyugdijrendszer fenntarthatosiga egy égetd

kérdés manapsag.

A dolgozatban arra keressiik a vélaszt, hogy a magyar nyugdijrendszer adott paraméterek
mellett mikor lesz varhatéan deficites. Illetve azt szeretnénk megtudni, hogy mekkora jaru-
lékkulcs és nyugdijkorhatar emelés lenne sziikséges ahhoz, hogy ezt a helyzetet elkeriiljiik.
Emellett a két f6 kérdés mellett persze olyan kérdésekre is vdlaszt kapunk, minthogy miképpen
alakulhat Magyarorszag népességszama a 2020-as évek végére, vagy milyen bovitési lehetdsé-

gei lehetnek a Lee és Carter altal el6szor 1992-ben publikélt Lee-Carter modellnek.

A dolgozat felépitését illetden azt a gondolatmenetet kovetjiik, hogy eldszor a hasznédlt mo-
dellrdl sz6l6 szakirodalmat foglaljuk 6ssze. Kezdve onnan, hogy a modell egyik felirdja, Lee
szerint mik a népességszam eldrejelzésének a nehézségei, illetve ezek kezelési modjai. Majd
az eredeti Lee-Carter modellt mutatjuk be. Kitérve késébb ennek a bdvitési és alkalmazisi le-
hetdségeire. Az elmélet utdn mi magunk is alkalmazzuk a modellt arra, hogy Magyarorszig
népességszamat és kiillonbozd demografiai mutatdit eldrejelezziik a 2020-as évek végéig. Ezen
adatok birtokdban pedig igyeksziink megvalaszolni a magyar nyugdijrendszer fenntarthatosaga-
nak kérdéseit. Mégpedig tgy, hogy mind a bevételi, mind pedig a kiadasi oldalra vonatkoz6an
szamitasokat végziink. A dolgozat végén pedig levonjuk a szamitdsok alapjan a kovetkezteté-
seket. Azt mdr itt a dolgozat elején szeretnénk tisztazni, hogy nyugdijrendszerrel kapcsolatos
probléma kozelségét és mértékét szeretnénk meghatarozni, viszont az ezt kezeld leheteséges

1épésekre nem terjed ki elemzésiink.



2. A népességszam elorejelzésérol altalanossagbhan

A népességszam elGrejelzése egy nagyon sok lehetdséget nyujtd kutatdsi teriilet. De miért is
igaz ez az allitas? Lee érvelése [1998] szerint egyrészt, mert a népességgel kapcsolatos muta-
tok jol eldrejelezhetéek. Ennek egyszerli oka az, hogy a demogréfiai mutatdk lassan és csak
fokozatosan valtoznak évrol évre. Ezek utdn azonban felvetddik a kdvetkezd kérdés, hogyha jol
eldrejelezhetd, akkor hogyhogy olyan sokféle mddszert, megkozelitést dolgoznak ki a kutatok.
Ez azért van, mert az elrejelzések nem biztosak, szdmos feltételezés bizonytalan a modellek-
ben. Es ennek kivetkezményeként az eldrejelzésnek lesznek hibai, ha a valds aktudlis adatokkal
Osszevetik utdlag dket. Mivel ezek a hibdk, illetve a bizonytalansdg minden mdédszernél jelen

van, igy a demografustdl az varhat6 el, hogy valahogy kezeli, illetve jelzi ezeket.

Lee [1998] tobbféle modszert emlit a kordbbi szakirodalom alapjan a bizonytalansag kifeje-
z€sére. Hagyomdnyos megkozelitésként emliti, amikor tobbféle verziét vazol fel a demogréfus.
Altaldban haromfélét szoktak, ha az adott valtozé alacsony szinten vesz fel értékeket, kozepes
illetve magas szinten. Ezzel kapcsolatban Lee azt veti fel hibdanak, hogy nincsenek feltiintetve
valoszintiségek, hogy az egyes verzidknak mi a bekovetkezési esélye. Rdaddsul sokszor félrevi-
szik a becslést. Ez sokszor ldthat6 is, mert néha ugy alakul, hogy - mar nem sokkal az elGrejelzés
készitésének datuma utan - az aktualis értékek kiviil esnek azon az intervallumon, amit az ala-

csony €s a magas érték meghatdaroz az adott id6pontra.

A biztonytalansdg forrasat Lee [1998] részletesen kifejti. Egyrészt egészen lebontja a kér-
dést az egyén szintjére. Egyéni szinten a demografidval kapcsolatos kérdések idSpontja - példaul
terhesség/ gyermekaldés, betegség, haldl - bizonytalan. Es ha ebbdl indulunk ki, akkor véges
szamu egyén aggregdlasa esetén a demografiai viltozoknak - példaul a mortalitasnak - van egy
véletlen eleme. Ha belegondolunk, akkor egy orszag népessége is véges szdmu egyénbdl all. Vi-
szont a népesség szdmanak nagysiagrendje miatt ez a kérdés ott mar nem okoz problémat, mert
ez az emlitett véletlen elem viszonyitva az adott valtozé nagysagrendjéhez képest elenyészd.
De ezenkiviil még szdmos oka lehet a bizonytalansdgnak. Nemcsak a jovobeli torténések okoz-
hatnak bizonytalansdgot, hanem példdul a meglévé adatok is lehetnek hibasak. Fbleg a pér
évtizeddel kordbbi adatok tartalmazhatnak mérési hibat. Ennek oka, hogy akkoriban még nem
allt rendelkezésre a maihoz hasonl6 informatikai rendszer az adatok nyilvantartdsahoz. De per-
sze a legf6bb bizonytalansdgot a jovibeli torténések jelentik. PElddul politikai dontések is nagy
befolydsold tényezot jelentenek. Ugyanis ha egy drasztikus dontés sziiletik - péld4ul valamilyen
modon tdmogatjak a gyermekvallalast - , akkor az jelentSs hatdssal lehet a demografiai szamok
alakuldsdra. Hasonloképpen tarsadalmi vagy orvostudomdnyi valtozasok is hasonlé nagy erejti

befolydst okozhatnak. Az elsére példaként tobbek kozott a ndk tomeges munkdba 4lldsat hozza



Lee [1998], mig a masodikra a fogamzdsgéitlé moédszerek fejlédését és elterjedését. Itt lehet
megemliteni a katasztréfdkat is - példaul kornyezeti katasztr6fdk -, amik még hirtelenebb és
varatlanabb sokkot okozhatnak a demogréfiai adatokra. Egy harmadik nagyobb kategoridja a
bizonytalansag forrdsanakaz magdval a modell felirdsaval kapcsolatos. Ez jelenthet modellspe-
cifikdcids, de paraméterbecslési hibit is.

Lee [1998] ezt a kérdéskort a kovetkezOképpen Osszegzi: a kiillonbozd mddszerek kiillonbozd
bizonytalansdgot vesznek figyelembe, mig masokat figyelmen kiviil hagynak. Az megszokott
- képtelenség szamszerdsiteni ugyanis -, hogy az elséként emlitett egyéni szintrdl induld, va-
lamint esetleges katasztréfa miatt fenndll6 bizonytalansdggal nem szdmolnak a demografusok.
Az azonban vita tdrgya, hogy melyik statisztikai modell szdmol a politikai, tirsadalmi, orvostu-

domanyi dontések, valtozdsok €s eredmények altal fenyegetd bizonytalansaggal.

A bizonytalansdg forrdsainak 0sszeszedése egy fontos pont, hiszen igy lehet érzékeltetni,
hogy mennyi buktatdja lehet az eldrejelzésnek. De még fontosabb a kezelése, igy a bizonyta-
lansag kérdésének kifejtése utin a hagyomanyos kezelési méd mellett egy masik lehetdséget is
mutat Lee [1998]. Tanulmanya kdzéppontjaban tulajdonképpen a valoszintis€gi megkozelités all
- az angol nyelvi szakirodalomban ’probabilistic approach’-ként szerepel, a magyar forditas sa-
jat elnevezés. A hagyomanyos utat azért emliti, hogy elmondja a fenntartdsait réla, illetve, hogy
tém4jat legyen mivel szembe dallitani. Ez a valdszinliségi megkozelités is abbdl indul ki, hogy
valahogy jelezni és kezelni kell a bizonytalansdgot. Ennek kétféle mddja van: valdszinliségi
eloszlassal, illetve sziiletések és haldlozdsok valoszinlis€gi modellezésével. A valoszinliségi el-

oszléssal dolgozé médszerek alapvetSen a kovetkezd otletek koziil haszndljdk valamelyiket:
e vagy a multbeli el6rejelzések pontossagat vizsgaljak,
e vagy elemzik a mult demografiai idGsordnak a szor6dasat,
e vagy szakért6i szemmel probéljak a jovébeli adatokat megbecsiilni,
e vagy sztochasztikus megujuldssal szamolnak.

A gyakorlatban azonban az a jellemzd, hogy ezeknek a megkozeltéseknek egy kombindcidjat
haszndljék az el6rejelzéseknél. Nem véletlen, hogy a valdszintiségi eldrejelzésrdl ir Lee, hiszen
az egyik fejleszt6je volt a Lee-Carter modellnek. A Lee-Carter modell pedig a mortalitds kor
szerinti valészintiségi eloszlasat haszndlja. A tovabbiakban a modellel kapcsolatos elmélet ke-

riill bemutatasra.



3. A Lee-Carter modell

Az el6szor 1992-ben publikdlt Lee-Carter modell jelent6ségét az adja, hogy ez egy sokszor
alkalmazott médszer a mortalitds hosszutavi el6rejelzésére. Az eljards haszndlja a statisztikai
id6sorelemzési moédszereket, valamint a mortalitds kor szerinti eloszldsanak megkozelitését is.
Lee és Carter [1992] tanulmanyuk elején tisztazzak, hogy a modell felirdsa sordn nem céljuk
az orvosi és tarsadalmi tényez6k mortalitdsra gyakorolt hatdsat kiilon vizsgdlni. Ezzel arra utal-
nak, hogy nem térnek ki egyesével a 1ényeges orvosi eredmények - péld4ul haldlos betegségek
gyogymadjai, illetve megel6zése terén elért eredmények - mortalitdsra vonatkozé hatdsara. Azt
is eldre kijelentik, hogy egy modell sem tud minden kor illetve id6 szerinti valtozast pontosan
leirni. Ugyanis néhdny valtoz nagyon szabalytalanul vesz fel értékeket bizonyos idészakokban.
Es ez sokszor abbdl ered, hogy vannak egyes idéperiédusban addig fenn nem 4116 és késGbb sem
jellemzd koriilmények. Erre példaként az 1918-19-es spanyolndtha jarvanyt hozzak fel, aminek
hatdsdra minden népességgel kapcsolatos mutaté nagyon kiugré értékeket produkélt. De errdl és
ennek kezelésér6l még késobb lesz sz6. A modellt ismertetd tanulményban egy alkalmazast is
rogton bemutatnak. Az Egyesiilt Allamok mortalitasat modellezték, illetve jelezték elére méd-
szeriikkel. 1900-t61 1989-ig voltak adataik, igy ennek alapjan irtdk fel a modellt, majd 1990-t51
jeleztek elére. A modell tobbféle jelolésbeli felirdsa megtaldlhat6 a szakirodalomban. Mi a Lee
és Carter [1992] tanulmdnyéban olvashaté alakjat €s jeloléseket alkalmazzuk a modell ismerte-

tése soran.

A Lee-Carter mddszerrel fel lehet irni egy kortdl és id6tdl fiiggd mortalitdsi valdszintiség
logaritmusat (In(m, )), ami hdrom tagot dsszegez. Az elsé (a,) egy kor szerint valtozé kompo-
nens, ami fiiggetlen az id6t6l, a masodik tag (b, k;) egy 1d6tdl fiiggd és egy kortdl fiiggd valtozéd

szorzata, a harmadik tag (e, ;) pedig egy hibatag. Az egyenlet ezek alapjan a kovetkezd:
ln(mx,t) =a; + bxkt + €ty (1)

masképpen felirva:

mLI:,t — ea:c“!‘b:ckt‘i‘ex,t‘ (2)

Az egyenletben szerepld valtozok koziil az a, azt mutatja meg, hogy mi az atlagos mortali-
tasi értéke az adott korosztalynak. A b, k; szorzatban a masodik tényezd - a szakirodalomban a
mortalitdsi index kifejezést szoktdk rd haszndlni, a tovdbbiakban mi is igy hivatkozunk ra - az
altalanos mortalitdsi szint valtozdsat mutatja, mig az els6 tényez6 korosztdlyonként mutatja meg
azt, hogy milyen mértékben valtozik a mortalitds, ha az dltaldnos mortalitdsi szint valtozik. A b,
mutatdval kapcsolatban Lee és Carter [1992] megjegyzi, hogy negativ értéket is felvehet bizo-
nyos x korndl. Ez azért van, mert ez mutatja azt, hogy anndl a korosztalynél né a mortalitds, mig

mds korosztalyndl csokken. A k valtozordl pedig azt emlitik meg, hogyha lineéris idében, akkor
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a mortalitds minden kor esetén egy megfeleld konstans exponencidlis rita alapjan véaltozik. Ha
a k a negativ végtelenhez tart, akkor - mivel exponencidlis ratardl van szé - a korspecifikus ra-
tdk nulldhoz tartanak. Ami azt eredményezi, hogy negativ haldlozasi rata még ebben az esetben
sem fordulhat el6 a modellben. Ez a tulajdonsag pedig csokkenti annak a lehetdségét, hogy az
eldrejelzés lehetetlen eredményt ad. Az Osszeg harmadik tagjatdl az az elvards, hogy kis vari-
ancidval rendelkezzen. Emogott az all, hogy azt feltételezziik, hogy a variancia nagyrészét a k;,

valtoz6é magyardzza €s igy a rezidudlis hibatag fehér zaj.

Ahhoz, hogy egyértelmli megoldast kapjunk tovébbi feltételeket kell felirni Lee [2000] ta-

nulmdnya alapjan. Mégpedig a kovetkezdket:

be =1 3)
Z k, = 0. 4)

Ezek mellett a feltételek mellett a a,, az In(m,,) értékeinek az atlagat adja a kiilonboz6 x érté-
kekre.

A masik f6 momentum a k; valtozdk becslése a modellezés sordn. Olyan k, értéket keresiink,

ami kielégiti a kovetkez0 egyenletet:

Dy =) e trIN,, 5)

ahol D; a haldlozdsok szdma a t. idGszakban, és N, ; pedig az x kort népesség szdma a t. id6-
szakban. De a k értékének ilyen médon valé megtaldldsat csak az értékek egy tartomanyon
beliili keresgélésével lehet megtenni. Semmilyen analitikus megoldas nem 1étezik erre.

A k; véltozét sztochasztikus idsor folyamatként érdemes modellezni. A Box-Jenkins méd-
szerrel lehet megfeleld modellt keresni ezen beliil. A tapasztalatok szerint az eltoldsos véletlen

bolyongds j61 modellezi k, viltozasat. fgy a modell masodik egyenlete a kivetkezs:
ke =c+ki—1 + wy. (6)

Ez az egyenlet sokszor van kibdvitve mds tagokkal is. Ez a modell bvitésének - a pontosabb

elorejelzés felé tett - egy lehetdsége, amirdl a késGbbiekben még lesz szo.

Es ha megvan a modell a k; mortalitdsi indexre, akkor eldre lehet jelezni az értékét. Aminek
a segitségével pedig - az In(m, ) egyenletet is felhaszndlva - kiilonboz3, a haland6sagi tablak-

ban is megtaldlhat6 véltozokat lehet eldrejelezni.



Ezek koziil a valtozok koziil kiemelendd a sziiletéskor varhat6 élettartam. Ennek oka, hogy
ezzel a véltozoval mar Lee és Carter [1992] is kiilon foglalkozott, masrészt konnyen értelmez-

hetd fontos 6sszegz6 valtozordl van szo.

Az elméleti modell felvdzoldsa utdn fontos még néhdny technikai informéciét kiemelni,
amit Wilmoth [1993] foglalt 6ssze a szdmitdsokrol. Az (1) egyenletben az m, ; egy megfigyelt
valtoz6, mig az a,, b, és k; paraméterek. A (3) és (4) feltételek felirdsa utdn a modell alkalmas

arra, hogy minimalizéljuk az eltérések négyzetdsszegét, azaz

min [ey¢] = min [Z(f” — ay — boky)?| (7)

Ebben az egyenletben az f,, a megfigyelt haldlozasi ratdkat jelenti. A legegyszer(ibb mddja
ennek, ha a,-et egyenl6vé tessziik az f,, métrix sorainak dtlagaival. A b, és k, paramétereket
pedig az f,; — a, matrix szinguldris érték szerinti felbontdsabol kapjuk. Ez a szamitds ugyanazt

az eredményt adja, mint a Lee-Carter modellben javasolt mddszer.



4. A Lee-Carter alapmodell hianyossagai és bovitési leheto-
ségei

Az 1992-es publikalds ota szamos alkalmazasét, tovabbfejlesztését és kritikajat publikaltak
szerzOk a Lee-Carter modellnek. A kritikdk és az alkalmazds sordn szerzett tapasztalatok szer-

tedgazoak, de mégis érdemes rovid emlitést tenni ezekrol.

Lee [2000] 6sszefoglal6 tanulméanyaban - amit majdnem tiz évvel a modell els6 publikalasa
utdn irt - felhivta a figyelmet szdmos problémadra, hidnyossdgra a modellel kapcsolatban, kezdve
a kovetkezovel. Lee és Carter [1992] az Amerikai Egyesiilt Allamok mortalitdsat modellezte
1900 és 1990 kozott. Ez alatt az idGszak alatt a mortalitdsi index (k(t)) csokkend fiiggvénye
meglepben jOl kozelithetd egy linedris fliggvénnyel. Azonban ennek a fiiggvénynek a feltétele-
zése mds idészakra mar kordn sem biztos, hogy igaz. Példaul, ha azt feltételezziik, hogy ez a 19.
szdzadra is igaz, akkor olyan magas mortalitdsi indexet kapunk, aminek értéke mar lehetetlen.
Es azt is meg kell itt jegyezni, hogy a csokkend haldlozds alapveten 20. szdzadi jelenség a
fejlédo orszagokban. Ami mellesleg az egyik meghatdroz6 oka az dregedd tarsadalomnak, ami
kimondottan korunk problémdja.

Itt emlitjiik meg, de nem a modell hibdja, hogy az 1990-ig meglévé Amerkai Egyesiilt Alla-
mokat leiré adatok a sziiletéskor varhat6 élettartamrol jol kozelithetGek novekvd linedris fiigg-
vénnyel. Lee és Carter [1992] meg is emlit ezzel kapcsolatban egy érdekes adatot. 1900-ban
még 47 év volt a sziiletéskor varhat6 élettartam, mig 1988-ban mar 75 év. Ha ennek a trendnek
a linedris folytatdsat feltételezték volna, akkor azt kaptdk volna eredményiil, hogy 2065-ben 100
év lesz ugyanez a mutatd. Ami nyilvan nem fedi majd a valdsagot.

Egy ujabb probléma a modellel Lee [2000] szerint, hogy azt is feltételezi, hogy az egyes kor-
osztalyok esetén a mortalitds csokkenése mindig ugyanolyan mérték{i marad id6rdl idore. Azaz

az In(m, ) egyenlet meredeksége - t szerinti derivéltja - konstans. Azaz:

W = bx% = konstans. 8)
Ez pedig nem nagyon dllja meg a helyét a gyakorlatban. Ugyanis ha egy adott korosztalynal
nézziik a mortalitas csokkenésének az iitemét, az nagyon véltoz6. Az alapmodell nem kezeli ezt
a problémat. Persze lehet a béviteni a modellt ilyen irdnyba, hogy vegye figyelembe az egyes
korosztélyok esetén bedll6 valtozasokat. De nem lehet tudni, hogy a véltoztatdsok az elorejelzés
pontossdgdt mennyire segitik, ahhoz képest mintha nem lett volna a modell bdvitve.
Egy masik hidnyossag, hogy a modell nem tartalmaz semmi tovabbi informaciét a mortalitds
jovobeli trendjérdl, csak azt feltételezi, hogy a jelen trend folytatddik. Lee [2000] véleménye
szerint a kovetkez6 moddszer volna a legjobb. El6szor elérejelezni annak feltételezése mellett,

7z 2

hogy az eddigi trend fog a késdbbiekben is folytatédni. Majd médositani az alapmodellt asze-
8



rint, hogy a hosszutdvu trend ehhez képest milyen lesz. Azonban ehhez elég konkrét elképze-
1ések kellenek, amit ald is kell tudni tdmasztani. Ehhez adatok pedig ritkdn dllnak rendelkezésre.

A hianyossagok és kritika mellett Lee [2000] bovitési lehetdségeket is ismertet a jobb eldre-
jelzés érdekében. Ezek koziil azonban nem mindegyiknél kell a modell egyenleteinek a bovité-
sére gondolni. Lee ugyanis tobb olyan médszert is emlit, ami tobb esetre valé felbontdst hasznal.
Els6ként a nem szerinti felbontast részletezi. Ennél a férfi és n6i adatokra vonatkozé elérejel-
z€st az alapmodell két kiilon alkalmazasdnak veszi. Ezzel persze megnd a modell dimenzidinak
a szama. Ezen Ugy lehet segiteni, ha a korosztily szerinti csoportokndl vessziik kiilon a férfi
és néi adatokat. Igy a k mortalitdsi index idGsordra csak egyetlen becslést és elGrejelzést kell
késziteni. De az a, és b, valtozok mar kiillonboz6 értékeket vesznek fel a két nemnél. Nagyon

hasonlé médszer ehhez a foldrajzi alapon torténd felbontds, ami szintén egy lehet8ség.

Megint hasonld, de technikailag azért nem teljesen megegyezd mddszer a haldl oka alapjan
torténd felbontds. Wilmoth [1993] megemliti, hogy Lee és Carter célja, azaz a teljes mortali-
tas eldrejelzése mellett a haldl oka szerinti trendek el6rejelzése is hasznos informaciét hordoz.
Ha a halal oka szerint tekintjiik az adatokat, akkor igaz az, hogy bizonyos korosztilyokndl bi-
zonyos haldlmédok ratdja 0. Azonban a modellillesztd folyamat ezt mddositja, hogy elkeriilje
a [n(0) kifejezést, amit nem lehet értelmezni. Ez a probléma nem jelentkezik azonban, ha a
modell stlyozott legkisebb négyzetek modszere segitségével van illesztve. Ahol a sily mindig
az adatmatrix megfeleld celldjanak eleme, azaz a haldlozasok szama x éves korban, a t. év-
ben. A stlyozott legkisebb négyzetek mddszerének van egy madsik eldnye is. Japan adatokra
¢és becslésekre hivatkozva azt dllitja Wilmoth, hogy a sulyozott legkisebb négyzetek modsze-
rével illesztett modell egész pontos becslést ad nagyobb haldlozasu korokra. Wilmoth felirta a

minimalizaldsi problémat silyozott legkisebb négyzetének modszerével is:

> wai(for — az = bokr)’, ©

ahol w, ; a sulyt jeloli, ami jelen esetben a haldlozdsok szama x korban t. évben. A minima-
liz4lasi feladathoz ugyanazokat a korlatokat hasznélja ((3) és (4)), mint amit az alapmodell
felirasdndl mar kordbban bevezettiink. A feladat gy oldhaté meg, ha ennek a minimalizadlandé

kifejezésnek vessziik a parcidlis derivaltjait a valtozok szerint. Ezzel a kovetkezd harom egyen-

letet kapjuk. o
dm _ Z wx,t(f:r,t - b:(:kt) (10)
Z wx,t
Z)x _ Z wx,tkt(fz,f - a’l‘) (11)
Z wx,tth
]%t _ sz,tbx(fmf — ay) (12)

> Wb
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Ezek utdn olyan megolddsokat kell keresni a véltozokra, amik mindhdrom egyenletet egy-
szerre kielégitik. Persze méds megolddsi menete is lehet a minimalizéldsi problémdnak, példaul
a szimplex algoritmus is j6 mddszer erre tobbek kozott.

Wilmoth [1993] a legkisebb négyzetek modszerén kiviil mas technikai megoldast is kindl a Lee-
Carter modell paramétereinek a becslésére. Ez pedig a Maximum Likelihood médszer. Ehhez
fel kell irni egy valdszintiségi modellt, melynek alapjan felirhat6 a log-likelihood fiiggvény,
amit majd maximalizalunk. Wilmoth szerint - Brillinger kordbbi eredményére hivatkozva - a
D, ; j6l kozelithetd A, 4tlagi Poisson eloszldssal, ahol \,; = m,E, ;. Innen a likelihood

fliggvény:

Nde=*
d!

A log-likelihood fiiggvény ebben az esetben - amit mindkét oldal logaritmizaldsaval kapunk:

L(d: ) = (13)

1(d; ) = din(\) — A — In(d)). (14)

Ha azt feltételezziik, hogy a megfigyelések fiiggetlenek, akkor a kovetkez6képpen Osszegezhet-
jiik a log-likelihood fiiggvényt:

L= (dayln(Nay) = Any — In(dy ). (15)

A megoldds azok a )., értékek lesznek, amik maximalizdljak az el6bbi egyenletet. Mivel a
harmadik tényezdje a kifejezésnek nem fiigg A, ;-tol, igy elég csak a kovetkezd kifejezést ma-

ximalizalni - mivel a (15) kifejezés tovabbi része nem befolyésolja a megoldast:

1= (dagln(Nay) — Az, 1). (16)

Ha nincs semmilyen kikotés A, ;-re, akkor konnyd belétni, hogy a maximum A, ; = d,; esetén
van. Fentebb a A, ;-t a kovetkezd egyenlettel irtuk fel: A\, ; = m, . F, ;. A maximum likelihood
becslés menete igy Ggy néz ki, hogy a A, ;-t helyettesiteni kell e =%t F ;-vel a log-likelihood
egyenletben, és tigy maximalizdlni - azaz parcidlisan derivalni, majd egyenl6vétenni nulldval -

az egyes valtozok szerint.

Wilmoth technikai mddszerei utdn egy tjabb, az alapmodellhez képesti bovités: dummy
valtozé haszndlata a mortalitds index egyenletében. Ezt azonban annyiban nem lehet 4jitasnak
tekinteni, hogy mar Lee és Carter is hasznalta 1992-ben az elsé alkalmazdsndl, azaz az Egye-
siilt Allamok mortalitdsanak modellezésénél. Ahogy kordbban volt mér réla sz6, az Egyesiilt
Allamok k, mortalitdsi indexe meglepd médon j61 kozelithetS csokkend linedris fiiggvénnyel
1900-1989-ig. Azonban az 1918-19-es években a demografiai mutatok nagyon kiugroé értékeket
produkaéltak. Ennek van egy nagyon ésszerli magyardzata, mégpedig hogy ezekben az években

spanyolndtha jarvany pusztitott. Mivel ez a jarvany egyszeri nagy sokk volt, igy a hatdsat Lee
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és Carter ki akarta szlirni a modellbdl, €s erre a célra hasznéltdk a dummy véltozot. Mégpedig
ugy, hogy a mortalitdsi index véltozdsanak az egyenletéhez hozzdadtak egy dummy valtozét
- ami ezekben az években 1 értéket vesz fel, mig minden mds évben 0-at - megszorozva egy

egyiitthatoval - aminek értéke a trendtdl valo eltérés. Ennek megfelelden a véltozas egyenlete:

Akt = kt — kt,1 =c+ th + €x,t- (17)

Egy tjabb érdekesség Hanewald [2009] tanulménya, ami a mortalitdsi index és makrodko-
nomiai véltozok alakuldsa kozott hiz parhuzamot. Annyiban kapcsolddik ez a tanulmany az
el6z6 témahoz, hogy a technikai megoldast itt is a dummy véltozok jelentik. Hanewald hat
orszdg - Ausztrilia, Kanada, Franciaorszdg, Japdn, Spanyolorszdg és az Egyesiilt Allamok -
adatait dolgozta fel 1950-t61 2005-ig. Arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a mortalitdsi index
nem egy latens véltozd, ami kiszdmithatatlanul valtozik, hanem egy kiils6 hatdsok 4ltal befoly4-
solt véltoz6. Eddig azt lattuk, hogy a k; véltoz6 véletlen bolyongdsként van felirva. Hanewald
[2009] azonban megvizsgalta a korrelacios egyiitthatd alakuldsit a mortalitdsi index fluktua-
ci6ja és makrookonémia valtozok - mégpedig a redl GDP novekedése, valamint a munkanél-
kiiliségi rata véltozdsa - kozott. Korrelaciot szamolt az egész periddusra, meg harom kisebb -
1951-1970-1g, 1971-1990-ig, 1991-2005-ig tart6 - periddusra is. Ebbdl két kovetkeztetést vont
le. Az Amerikai Egyesiilt Allamok és Ausztralia adatainal szignifikinsan pozitiv korrel4ciot ta-
1alt a redl GDP novekedés és a mortalitdsi index kozott mindkét nem esetében. Kanadara nézve
ugyanez csak a férfiakra nézve igaz. Szignifikdnsan negativ kapcsolatot talalt a japan munkanél-
kiiliségi rita véltozésa és a mortalitdsi index kozott mindkét nemre. Ausztrélia esetén ez csak a
ndkre igaz. Masodik eredménye, hogy az orszdgoknadl strukturdlis valtozast lehet megfigyelni a
gazdasagi feltételek és a mortalitdsi index kapcsolatdban a mar emlitett rovidebb iddszakokban.
Az adatok részletezése nélkiil, csak a valtozds nagysagit érzékeltetni emlitjiik meg a kovetkezd
adatokat. Mig 1951-1970 kozott a legtobb orszag korrelacidja a mortalitasi index valtozédsa és
a redl GDP novekedés kozott pozitiv volt - példaul az USA-ban 0,4 -, addig 1991-2005 kozott
ugyanerre negativ korreldciot talalt. Hanewald igy ezekre a véltdsokra hasznalt dummy valtozét
a Ak, egyenletében. A dummy valtoz6 akkor vesz fel 1 értéket, ha az adott kisebb periédusba
eso idopillantrdl van sz, egyébként 0 az értéke. Ezzel a megoldassal egy egyenlettel fel lehet

irni az egész 1950-2005-ig tarté periddusra a Ak; alakuldsat.

Hanewald tanulméanya egyben j6 dtvezetés, hogy az elméleti dltalanos fejtegetések utan ki-
csit belenézziink a modell orszdgokra val6 alkalmazdsanak tapasztalataiba is. Ugyanis az egyes
orszdgokrodl sz6l6 tanulmanyok is sok érdekes megoldast tartalmaznak, természetesen ezeket
nem lehet dltaldnos érvénytinek venni. Egy ilyen alkalmazésra példa a Coelho [2001] altal irt

tanulmdny a portugdl tapasztalatrdl. A tanulmanybol két dolgot szeretnénk kiemelni. Egyrészt
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Coelho modellje kor szerint nem w szdmu kategdriat hatdroz meg, hanem 5 éves intervallumu
korosztélyokat képez. Ettdl eltérés csak a két végletnél van. 0-tdl 4 éves korig két csoportra
osztotta az embereket: egy 1 éves alatti és egy 1 éves és 4 éves kor kozotti csoportra. Az utolsé
csoport pedig a 85 évesnél idosebbeket foglalja magaban. Ez a 85 évesnél 1dosebb korcsoport
pedig eléggé jelentds szerepet tolt be. Hiszen Coelho [2001] szerint 1942-ben az 6sszes halal-
eset 5,5 %-a kapcsolddott ehhez a korcsoporthoz, mig 1999-ben mar tobb mint a 25 %-a az
eseteknek. Ez a tény pedig a korcsoport felbontdsat igényelné, azonban ezzel gondok vannak az
adatok elérhet6ségével és mindségével kapcsolatos problémdak miatt, f6leg ha nem olyan kozeli
multbdl valok az adatok. Hasonld probléma felmeriilt Lee és Carter szdmoldsa sorén is - nekik
is csak egy szamadatuk volt a 85 éves és anndl idGsebb korosztély haldlozasardl. Ok végiil - ko-
rabbi kutatdsok alapjdn - azt a mddszert valasztottdk, hogy feltételezték, hogy a haldlozas ebben
a korosztalyban a kor emelkedésével linearisan csokken. Mivel azonban Portugalia mortalitdsa-
r6l nem sziiletett még kordbban hasonlé tanulmany, ami alapjan hasonl6 feltételezéssel lehetne
élni, igy Coelho inkdbb hagyta aggregélva a korosztdly adatait. Masik érdekesség a k; valtozé
értékeinek alakuldsa. A amerikai esetnél mar lattuk, hogy meglep6 mddon jol kozelithet6 az
1dGsor egy linedris fliiggvénnyel. Ugyanez igaz a portugdl adatokra is. De ha még pontosab-
ban akarjuk kozeliteni, akkor két kiilonb6z6 linedris fiiggvénnyel lehet kozeliteni, azaz van egy
strukturalis torés 1976 koriil. Es ez a k; idGsoran jol lthaté valtozas az 1974-76-os politikai
valtozdsokat mutatja: ekkor sokat javultak a gazdasagi feltételek és sokat fejlodott példaul a
kozegészségiigy is, ami a mortalitds csokkenéséhez vezetett - igy a k; idésordnak grafikonja

meredekebb lett.

A svéd alkalmazdsrol sz616 tanulmany nagyon részletes. A demogréfiai adatok nyilvantar-
tasdnak svéd torténelmével kezdodik Wang [2007] értekezése. Itt az is meg van emlitve, hogy
habar 1750-t61 2004-ig csokkend trendje van a mortalitdsnak, tobb olyan idépont is volt, amikor
hirtelen megnétt. Ilyen volt az 1772-73-as aratdsi hidny, 1808-09-es finn hdboru, és a kordbban
mdr emlitett 1918-19-es spanyolndtha jarvany id6szaka. A "torténelmi bevezetdnek" megfele-
16en a Lee-Carter modell felirasa is hosszu idészak alapjan torténik ennél az alkalmazasnal.
Mégpedig 1860-t6l 2004-ig. Erdekesség, hogy a mortalitdsi index férfi trendjében 1965 utén
lathat6 egy valtas. Ezt a szerz6 a dohdnyzasi szokdsok valtozdsdnak tulajdonitja. Wang [2007]
megemliti, hogy a modell felirdsa, az a,, b,, k; paraméterek becslése utdn csak a mortalitasi
indexet kell elorejelezni. Lee és Carter ezt eltolasos véletlen bolyongas egyenletével tette meg,
azaz:

ki =k 1 +0+e. (18)
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Ahol a 6 paraméter az eltolds, amit a kovetkez&képpen lehet becsiilni:

lACT'f—iﬁ

0= .
T-1

(19)

Ez pedig azt jelenti, hogy 0 értékét az elss és az utolsé mortalitdsi index értéke hatdrozza meg.
Wang [2007] szakit ezzel a megoldassal tanulmanyédban és azt mondja, hogy ¢ meredeksége az

utols6 6t mortalitdsi index atlagatol fiiggjon. Azaz az Ujitds egyenletekben kifejezve:

briar = kr+ (At)0r, (20)
ahol . . ) . .
~ kp +kpr1+ kp_o+ kpr_s+ kp_
g — T+ Rr—1 + Kr—2 + Kr—3 + =y 1)
5
Ezek utdn pedig legkisebb négyzetek modszerével megtalélja a Or meredekségét. Ezek utan:
k At
Op = M (22)

2. (At)?

Wang [2007] azt is tanulmdnyozta, hogy hogyan vailtozik az eldrejelzés pontossdga, hogyha
a modell felirdsdhoz haszndlt id6szak hosszat valtoztatja. Az ellendrizhetdség kedvéért olyan
idGszakra jelzett elre, ami mar a mdlthoz tartozik, azaz van réla adat. fgy példdul abban az
esetben, amikor 100 évre jelzett elére 1900-t6l kezdte az eldrejelzést. A kortilbeliil 100 és 50
éves intervallumra vonatkozé eredményeket tabldzatba foglalta, annak megfelel6en, hogy az
el6rejelz€s mennyire volt j6 vagy rossz - az 6t fokozati skdla: nagyon rossz, rossz, megfeleld,
jO, nagyon jo. A tabldzatban nemek szerint 25-t8l 29 éves, 45-t81 49 éves, 65-t61 69 éves és
85-t01 89 éves korig értékelt. Ezek alapjan a kovetkezd kovetkeztetést lehet levonni. Az 50 éves

eldrejelzés pontosabb, mint a 100 éves.

Utoljdra pedig egy olyan tanulmdnyt emlitiink, ami tulajdonképpen minden eddig emlitet-
tet Osszefog. Lee és Miller [2000] ugyanis majd tiz évvel a modell publikéldsa utin irtak egy
értékeld tanulmdnyt, amiben a fent emlitett észrevételeket, alkalmazdsokat is szinte kivétel nél-
kiil megemlitik. A modell sikerességének legf6bb okaként az egyszertiségét emelik ki. Igaz,
hogy tobb 1épésbdl 4ll a modell, mégis minden 1épés egyszerli. Rdaddsul a modell a tényleges
mortalitasi adatokra épit, emellett pedig statisztikai eszkozoket haszndl a modell felirdsandl. Az
eddigi tapasztalatok mind azt mutatjdk, hogy a k valtozé a multban elég linedris trendet kove-
tett valoban, és az eltoldsos véletlen bolyongds jol illeszkedik. Ez a kozel linearitds pedig nagy
segitség az eldrejelzésben. Itt a sziiletéskor varhat6 élettartamot hozzék fel ellenpéldaként, ami-
nek nemlinedris trajetoridi vannak.

Persze azt is megemlitik, hogy szamos kritika és javaslat is sziiletett a modell publikdldsa 6ta.
Kritikaként Lee és Miller [2000] a kovetkezOket gy(jtotte dssze. Volt, aki azt hozta fel kriti-

kaként, hogy a valdszinliségi savok tul sziikek. Mdasok azt kifogdsoltak, hogy a korspecifikus
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ratak olyan alacsonyak, hogy nem lehet azt feltételezni, hogy sokkal tovabb csokkennek még.
Volt, aki hidnyolta az orvosi tényezdk hatdsét az eldrejelzésbdl. Volt olyan kritika is, ami azt
vetette fel, hogy az a, és b, valtozokat nem kellene dllandonak tekinteni az id6k soran. Ezek
utdn kitértek azokra a munkdkra, amik nagyon hasznos és érdekes bovitései az alapmodellnek.
Ezekre kiilon nem tériink ki, mert ez a fejezet ezekrdl szolt.

Végezetiil, a mar altalunk is emlitett kritikdkra ad valaszt Lee és Miller. Egyrészt 6k azt ta-
pasztaltak, hogy 50 éves elorejelzésnél a valoszinliségi hatarok inkdbb tdl szélesek, minthogy
tul keskenyek. Az igaz, hogy még tdvolabbi eldrejelzésnél valoban kicsit szlikek, mert csak 80-
90%-a esik a tényleges adatoknak az eldrejelzett hatarok kozé, szemben az elvart 95%-kal. A
korspecifikus rataval kapcsolatban az az allitdsuk, hogy a mortalitds tovabb fog csokkeni. Az
igaz, hogy 10-t61 50 éves korig a csokkenés lassul a tobbi korosztilyhoz képest. Es ennek a
lassuldsnak koze van az als6 hatarokhoz is. Habdr az is igaz, hogy masik megkozelitésbol azt
lehet mondani, hogy a nagyon fiatal és az idGs korosztdly esetében a mortalitds csokkenése na-
gyon fel van gyorsulva. Az orvostudomanyi tényez6k vizsgdlataval kapcsolatban azt a kérdést
tették fel, hogy hogyan kellene bele venni az eldrejelzésbe? Megemlitik, hogy a szamitdsok,
amik ilyen szakért6i véleményen alapulnak folyamatosan tul alacsony becslést adnak. Valamint
az 4tlagos négyzetes hibdja is nagyobb annak a médszernek, mint a Lee-Carter médszeré. A a,
és b, valtozok id6tol fiiggdvé tételével egyetértenek. Emellett azzal érveltek, hogy az évszazad
masodik felében a mortalitds csokkenése az id6sebb korosztalyndl a fiatalabb korosztalyhoz ké-
pest sokkal nagyobb volt, mint az els6 6tven évben.

Osszességében tligy zarjdk az értékelést, hogy bar tisztdban vannak a médszer hidnyossagaival,
de mindemellett jobban miikodik mint azt elészor vartdk. Az eddigi alkalmazédsok alapjan a
Lee-Carter modell megbizhaté eredményt ad, amennyire elére lehet becsiilni. Azt sose lehet
pontosan tudni, hogy mit hoz a jov, de mindenesetre a Lee-Carter modell egy j6 alapot ad a

tervezéshez.
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5. Demografiai elorejelzés

A Lee-Carter modellt, ahogy az el6z6 fejezetekben ezt l4thattuk, els6sorban és leggyakrabban
demogréfiai (mortalitds) elorejelzésre hasznaljak. Jelen fejezetben a modell segitségével préba-
lunk meg eldrejelzést adni a magyarorszagi halandésdgra. Tovabba az igy kapott adatokkal a
férfi €s ndi populdcidt szeretnénk szamszerdsiteni. A {6 cél az a szamitdsokkal, hogy ravilagit-
sunk a nyugdijrendszer esetleges demografiai valtozasok altal gerjesztett fesziiltségeire. Amit

szinte mindenhol a vildgon a tartds trendszerd eloregedd tarsadalmak okoznak.

5.1. Adatallomany és tesztelés

Az adatsorunk [11] terjedelmére val6 tekintettel fontos szempontnak éreztiik a modell vissza-
tesztelését. Igy elsGsorban az volt a £ kérdés, hogy a modell milyen bazisbél épitkezzen annak
érdekében, hogy a lehetdségekhez mérten a pontossdgot is szem el6tt tartsuk. Ennek megfele-
16en 1950, 1960, 1970, 1980 és 1989-ban kezd6dd periddusban szarmazé adatok alapjan alapjan
becsiiltiikk a modell paramétereit 2000-ig. Ezt kovetden a 2001-t61 2009-ig tartd periddusra jelez-
tilnk el6re. Annak érdekében tettiik ezt, hogy az igy kapott becsiilt mortalitasi tdbldnkat Ossze-
vethessiik a tény adatokkal (2001 - 2009). A mortalitds tdbldk tesztelését x? teszt segitségével
végeztilk. Annak érdekében, hogy ellendrizhetové valjon a becsiilt haldlozési valdszintiségek
valéban a tény valésziniiségek halmazabol szarmazé mintdnak tekinthet6-e. Tehat a kérdés az,
hogy binomiélis eloszlést kovet-e a minta £, g, varhato értékkel és F,.q,p, variancidval. Ennek

megfelelden a hipotézis:

Kiszamitasdnak a médja:
2 (0:5 - Ew%c)2
=y 24)
; Ee(aDa

A tesztelést 1 — 24 éves korosztdlyokra végeztiik, hiszen varhatdan ez a generacié fogja meg-

hatdrozni a nyugdijrendszert a becsiilt periédusra. Az igy szamitott szabadsdgfok: 24 — 2 — 1.

Az igy kapott eredmények alapjan az illeszkedés a ndi mortalitds tdblara majdnem minden
bazisbodl inditott el6rejelzésben elfogadhatd. Azonban a férfi halanddsdgi valoszintiségekre sok
esetben, jellemz&en 1950 - 2000, 1960 - 2000, 1970 - 2000-re elutasithat6 a nullhipotézis. Az
1980 és 1989-es adatokra azonban a férfi mortalitdsi tdbla is elfogadhaté. Ennek tudatdban az
1980 - 2009-es bazist vdlasztottuk bdzis idszaknak, amibdl a modell paramétereit becsiiljiik.
Ugyanakkor, az 1989-es bazisbdl inditott tesztelés soran még tovabb javultak a tesztelési ered-

mények, de ezt az id6tdvot elvetettiik. Mivel Ggy gondoltuk, hogy 1989 - 2009-es id6tdv mér
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nem elég hosszd, egy hosszabb eldrejelzés elvégzéséhez. Természetesen a x? teszteket a tel-
jes mortalitdsi tablara is elvégeztiik, mely alapjan az empirikusan megfigyelt értékek szintén
az 1989 - 2009-es id6tdvon voltak a legalacsonyabbak. Azonban itt a nullhipotézist elutasitdsra
keriiltek minden teszt sordn, mivel a szabadsdgfok ndvekedése altal indukalt inverz 2 értéke

nem novekedett olyan mértékben, ahogy az empirikus érték. De ez nem is volt meglepd.

5.2. Modell paratméterek,becslései és eredmények
5.2.1. Mortalitasi index

A megfeleld transzformdcidk és az alap matrixok meghatarozasat kovetden az el6rejelzéshez
kulcs fontossagi paraméterek becslése kovetkezett. Igy a bk, értékeket a (18) egyenlet alapjdn

jeleztiik el6re, természetesen alkalmazva a (19) egyenlet dltal szamitott driftes tagot. A 1. dbrdn
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1. 4bra. tény és eldrejelzett mortalitdsi index

a ndi és férfi mortalitds indexek alapjdn j6l 1athatd, hogy nem jelentdsen, de a néi nagyobb mér-
tékben csokken, mint a férfi mortalitas index. A mortalitdsi indexeket nemcsak a (18) egyenlet-
tel jeleztiik el6re, hanem Eviews idosorelemz6 program segitségével is. A mortalitdsi indexekre
ARIMA folyamatot illesztettiink. Ennek eredményét az 2. dbran lathatjuk. Az tény, hogy morta-
litasi indexek értéke folyamatosan csokken, vagyis egy nem konstans varhat6 értékii folyamatrél

van sz0. Ennek megfeleléen nem staciondrius iddsorra gyanakodhatunk. Ezt igazolja a harom
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2. abra. mortalitdsi index eldrejelzése ARIMA folymattal

(Augmented Dickey-Fuller, Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin és Phillips-Perron) teszt is. Me-
lyekbdl kitlinik, hogy egységgyok folyamatokrdl van sz6. A korrelogramot vizsgélva latszik,
hogy az eredmények nem robosztusak. Ezért egyszeri differencidldsra van sziikség. Ezt kove-
téen, a néi és férfi mortalitds indexre egy ARIMA(1,1,1) folyamat illeszkedett megfelelGen,
ahol még a paraméterek is szignifikdnsak. A néi mortalitds indexre illesztett ARIMA modell

magyarazo ereje (0.9829), mig a férfi modell esetében (0.9883).
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5.2.2. Halandosag (q.)

A férfi halandésag alakuldsa a 3. dbran j6l lathato (x tengely = kor, y tengely = valdsziniiség),
ahogy haladunk az idében eldre, igy javulnak a haldlozési valészintiségek. Egyre jobban lejjebb
tolodnak a gorbék, mely mar arra is utal, hogy a varhato élettartamok is novekednek. A férfiak
esetében a haldlozasi valdszinliségek hozzavetSlegesen a 78. életévtdl kezdenek el drasztikusan
emelkedni. A gorbék 80-90 év feletti szakasza azonban nem feltétlen relevans, hiszen a kiilon-

boz6 mortalitds tdblak ezen része jelentds véletlen hibdval terhelt adatokat tartalmaz. A 4. dbran
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3. dbra. férfi halanddsag valtozasa

a ndi haldlozasi valészintiségek taldlhatéak. Ahol a gorbék az 58. életévig szinte egy vonalon
mozognak, de 58. életévtd]l mar elkezdenek egyre erdteljesebben kiilon vélni. A haldlozasi va-
16szintiségek exponencidlis novekedése a 83. évtdl kezd el gyorsulni. A két abra jol mutatja,
hogy mindkét nem esetében a csecsemShalanddsdg nagy ardnyban csokkent, méra szinte eltiint.
Ezzel egyiitt az iddskori haldlozds is csokkendben van. Tovabbi észrevétel, hogy a férfi ¢,-ek
esetében megfigyelhet6 a haldlozasi valdszintiségek emelkedése 40 és 66 életévek kozott. En-
nek megfelelden az vizsgalt 1950 és 2029 periddushoz tartozé férfi haldlozasi valdszintiségek
40 és 66 életév kozott folyamatosan emelkedett.

Természetesen a tobbi lejarat (1970, 1990, 2010) e két gorbe kozott helyezkedik el, mu-
tatva a folyamatos véltozast, ahogy a haldlozési valdszintis€égek folyamatosan konvergélnak a
magasabb értékekhez. Ennek egyik f6 oka lehet a modern korral jar6 fokozott stressz faktor,
ami parosul a mozgasszegény életmoddal. A masik nem 4brdjan ilyen jellegli tendencia nem

figyelhetd meg a 40-66 éves korosztalyok kozott.

A 3. és a 4. abrakbdl is kovetkezik, hogy a lakossag varhato élettartam novekszik, de ez
kiilon is szamithato, természetesen az alapmodellre épitve. A varhato élettartam meghatirozasa

az alabbi mdédon torténik:

w—x l
e, = Zkll xz+k (25)
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4. abra. n6i halandésag valtozasa

ahol:
e 1 az életkor
e [, az x éves él6k szdma, 100 000-es indulé populdcidval

e w a populdcidban 1évo feltételezett maximaélis életkor

5.2.3. Sziiletéskor varhato élettartam (e)

Demogréfidban haszndlatos mutaté a sziiletéskor varhato élettartam, mely fontos jelz6szama le-
het egy k6zosség tarsadalmi,gazdaségi fejlettségének. A fenti képletbdl konnyedén szamithatd,
hiszen ez esetben x = 0 paraméterre kell szummazni. A 5. 4brabdl lathato is a sziiletéskor var-
hat6 élettartam novekedése, mely eltéré ndk és férfiak esetében. NGk esetében 2029-es évrea
sziiletéskor varhato élettartam 79.83 év mig férfiak esetében ez a szam mintegy 6t évvel alacso-
nyabb (74.62 év). Ez is tiikrozi azt a folyamatot, hogy a ndk atlagosan 5-6 évvel élnek tovabb
mint a férfiak. Ezen értékek kalkuldldsakor eltérd bazisbol indultak a becslések. No6i kalkuldlas
esetében 1980-as becslésbdl, azonban a férfi adatok szamitasa soran 1989-as bazisbdl tortént az
el6rejelzés, mivel itt a trend illesztését nagy ardnyban eltorzitotta volna a rendszervaltas elotti

csokkend trend. Azonban ez 1989 — 1990-t61 megvéltozott és ismét emelkedd trendbe viltott.
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5. dbra. n6k(bal) és férfiak(jobb) sziiletéskor varhatd élettartam

5.2.4. Fertilitas és populaciéo méret

Fertilitds, vagyis a termékenységi ardnyszdm, nagyban meghatdrozza persze a mortalitdssal
egyetemben a tarsadalom méretének jovoképét. Mint ilyen igen fontos mérdszamot szintén
fontosnak tartottuk beemelni az elemzésiinkbe, mivel a nyugdijrendszer egyik 1dba a jovdbeni
befizetdk (aktivak) és nyugdijasok ardnya. Amely nagyban meghatdrozza a fenntarthatosagot.

Fertilitds szamitdsanak a moédja[4]:

Tfr= - 100 26
fr="2 (26)
Ahol:

o Sz,,: sziiletések szama

e N,: termékeny kort néi népesség

A termékeny kord ndi népesség szdma a 15 — 49 éves ndi népesség. Ahhoz, hogy a népesség
ne csokkenjen tartdsan, a fertilitasi rata ért€ékének minimum 2, 1-es értéket [15] el kell érnie.
Amennyiben ez az érték nem 4ll fenn, akkor kiilonb6z0 tarsadalmi, gazdaségi fesziiltségek ke-
letkeznek (pl.:nyugdijrendszer, migrdcio). A 6 dbran lathatd, hogy Magyarorszdgon hogy alakult
a fertilitasi ardnyszdm. Szembet(inG a csokken trend. A cstucs idészakban 1956-ban a 4, 0 érték-
t6] folyamatos a csokkenés. Két csics az elsd az tin. Ratké-korszak, amikor nagyon alacsonyra
csokkent a mortalitds és az abortusz tilalom miatt megndvekedett a termékenység. A masodik
csucs a csokkend trendben az in. Ratké-unokdk megsziiletése és szintén az abortusz szigoritdsa
magyardazza. Ezt a két kiugrast kivéve egyenletesen csokkent a termékenység, mely rata még az
ezredfordulo el6tt elérte a minimum értéket a 2, 1-t. 1995-t6] mar a fertilitasi rata a minimum

érték alatt ingadozva csokkent tovabb.

A népesség elbrejelzésben harom fajta fertilitdssal szamoltunk: egy konstans csokkend trend-

del, egy kevésbé csokkend és egy kevésbé javulé népesedési trenddel. A csokkenés/novekedés
20
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7. 4bra. korosztalyos sziilési ardny

mértéke minden esetben a konstans trendtdl +/ — A 10% volt. Ezen médositas egyik irdnyban

sem indukdlt jelentGsebb mértékli populacié novekedést/csokkenést.

Ezt kovetden meghatarozasra keriilt a becsiilt paraméterek segitségével és az eddig bemuta-
tott eredményekre épitve a populdcié mérete. Ahol azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a sziile-
tések szamdnak minden esetben 55%-a fit a maradék pedig lany gyermek volt. A sziiletésszam
meghatdrozdsanak alapjat képezte, a KSH altal 2000 — 2008-as periédusra kézolt ndi korosz-
talyos sziilési ardny. Amely adatokra linedris regressziét (7. dbra) illesztve jeleztiink elbre, a
regresszié magyarazo ereje minden esetben magas volt R? (0.790 — 0.969).Igy meghatiroz-
tuk a sziiletésszamokat amire a mar emlitett 55%/45% aranyt alkalmaztuk. Ezek utdn egyszerd
rekurzidval adédtak a populdcié részletes szamai. Melynek eredményei a 9. dbran lathatdak,
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8. abra. nemenkénti és teljes idOskori fliggdségi rata

ahol szintén l4that6 két enyhébb kiemelkedés, ami szintén a Ratké-korszak €s az unokdiknak a
nyoma. Itt sem mondhaté el mds, mint az, hogy a magyar lakossdg hasonldan a vildg szdmos
allamahoz fogydban van. Az eldrejelzés alapjan 2029-re hozzavetdlegesen 8 639 328 f6vel lehet

szamolni, melybdl 4 603 656 £6 lesz né nemi mig a fennmaradé 4 035 671 6 a férfi.

A populéci6 és ezen halmazon beliil a nemek megoszldsa mellett nyugdijrendszer finanszi-
rozhat6sdgat figyelembe véve beszédes demografiai mutaté az iddskori fliggdségi rata. Amely
az elméleti aktiv népesség 19 — 65 év kozottiek szama és a 65€v felettiek aranydt mutatja meg.
Ami a nyugdijrendszer szempontjabdl - plane egy feloszto-kirové rendszer esetében - kulcsfon-

tossagd mutatd. Igy a mutaté kiszamitdsanak a médja:

fliggGségi rata = % (27)
i=19 i

A 8. dbran lathatd, hogy az iddskori fliggdségi rata monoton médon novekszik. Mind a néi,

mind a férfi és ebbdl kovetkezben a teljes oregségi fliggdségi réta is.
Ezen adatok 6nmagukban sem til iidvozitdek, azonban a tdrsadalomra a nyugdijrendszeren

keresztiil visszacsatolva tovabb gazdasdgi hatdsai is varhatéak. Ezt a problémakort jarja koriil a

kovetkezd fejezet, vagyis hogy miképpen hat a demogréfiai valtozdsok sora a nyugdijrendszerre.
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9. dbra. populaci6é nemek kozotti megoszlasa

6. Nyugdijmodell

A kordbbiakban bemutatott demografiai modell eredményeinek felhaszndldsaval, ebben a fe-
jezetben létrehozunk egy modellt a magyar nyugdijrendszer varhat6 bevéleinek és kiadasai-
nak eldrejelzésére, kiilonos tekintettel arra hogy e fenti kettd kiilonbsége véarhatéan mikor vé-
lik negativva. A modell alapgondolata, hogy a magyar nyugdijrendszer, 1évén feloszté-kirovéd
rendszerrdl beszéliink, a mindenkori foly6 bevételeibd] teljesiti folyé kiadasait. gy a rendszer
fenntarthat6sdgdhoz elegendd vizsgélni a bevételek, és a kiaddsok varhat6 jovébeni alakuldsét,

illetve ezek egymashoz viszonyitott ardnyat.

6.1. A bevételi oldal meghatarozasa

A nyugdijrendszer bevételeit egyrészr6l a munkaadé altal befizetett nyugdijbiztositasi jarulék,
masrészrdl pedig a munkavéllal6 altal fizetett nyugdijjarulék hatdrozza meg. Mindkét jarulék,
a brutté bér szdzalékdban van meghatdrozva, igy az Osszes befizetés meghatdrozasdhoz, mar
csak az dtlagos brutté bérre, valamint a foglalkoztatottak szdmdra van sziikségiink. Tekintsiik

az alabbi képletet, melyet a modellezés sordn hasznéltunk.

5

ZLi,j-ai,j).(1—u).(w.b-12) (28)

2
i=1 j=1

Bevételek = (

ahol:
e ; = 1,2 aztjeloli hogy férfi vagy n6i adatokrdl van-e sz6

e j =1,23,4,5 pedig rendre a 0-14, 15-24, 25-64, 65-74, 75-110 beosztdsu korosztilyok
megfeleld adatait indexeli
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e [, ;jeloli a Lee-Carter modell éltal eldrejelzett népességi adatok alapjdn az adott korcso-

portokban €16k szamét férfi-n61 megbontasban.

e a;; jelolje az < nemii és j-edik korcsoportban €16 gazdaségilag aktiv személyek szamanak,
a csoport teljes népességével vett hanyadosat. Roviden az adott nem és korcsoport aktivi-
tasi ratajat. Ezzel a paraméterrel kapcsolatban feltessziik, hogy j = 1,5 esetén a; ; = 0,
azaz a 0-14 éves és a 75-110 éves korosztalybdl senki sem dolgozik, €s ez a jovoben is igy
marad majd. A 2,3,4-es korcsoportok esetén a KSH honlapjin elérhetd 1992-2010 kozti
adatokat vizsgdlva kivalasztottuk a legjobban illeszked6 ARIMA modellt, é€s ennek segit-
ségével becsiiltiink eldre a vizsgalt idészakra (2011-2029). A hasznilt ARIMA modellek
paraméterei a férfiakndl a kiilonb6z6 korcsoportokra rendre (2,1,1), (0,1,2), (0,0,2), mig
a n6knél (0,1,2), (1,1,0), (1,1,1).

e 1 jeloli a gazdasagilag aktivakon beliil a munkanélkiiliek ardnyét, azaz a munkanélkiili-
ségi ratat. Ennek el6rejelzéséhez, szintén a KSH honlapjan elérhetd 1992-2010 adatokra
illesztettiink ARIMA modelleket, melyek koziil a legjobban illeszked6t ((1,1,4) paramé-

ter(it) hasznalva végeztiik el az el6rebecslést.

e w jeloli a foglalkoztatottak brutt6 dtlagkeresetét. Ennek eldre becsléséhez, a KSH, brutté
atlagkeresetek 1960-2010 tart6 id6sordra illesztett ARIMA modellek koziil a legjobban
illeszked6 ARIMA(1,1,1) modellt hasznaltuk.

e b-vel jeloltik a brutté bér szdzalékdban megéllapitott munkaadé éltal fizetett nyugdij-
biztositasi jarulék, valamint a munkavallal6 éltal fizetett nyugdijjarulék osszegét. Jelen
modellben azzal a feltevéssel éliink, hogy ez a szdzalékos érték a jovOben valtozatlanul
a 2011-es szinten marad. 2012 elejével ugyan a munakado6i nyugdijbiztositasi jarulékot
az egészségbiztositdsi és munkaerd-piaci jarulékkal Osszevontdk, dgynevezett szocidlis
hozz4jarulési adova, 4m ennek mértéke éppen az el6z6 kettd szazalékos mértékének az
osszege. Igy feltételezziik, hogy az egyben beszedett szocidlis hozzdjruldsi adébél be-

folyt Osszeg véltozatlan ardnyban keriil szétosztasra a két teriilet kozott.

Tehat az egyenlet elsd két tagja az el6z6 fejezetben szdmolt demografiai adatokbdl, a korcso-
portos aktivitdsi ratdkat, valamint a munkanélkiiliségi ratat felhasznalva, megadja a foglalkoz-
tatottak Osszlétszamat. A harmadik tag pedig megadja az egy foglalkoztatottra juté dtlagosan

befizetett jarulék abszolut nagysagat éves szinten.
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6.2. A kiadasi oldal meghatarozasa

A nyugdijmodell kiadési oldaldnak meghatdrozasa az aldbbi képlet alapjan tortént, ehhez dssze-

sen hat kiillonb6z6 paramétert hasznéltunk fel.

2 5 2 5
Kiaddsok = (Z > L,-,j> p-12+ <Z Li, - ai,j> w12 (29)
=1

i=1 j=4 i=1j

ahol:

e 7 jeldli a sajat jogu nyugdijasok atlagnyugdijat. Ennek becsléséhez a KSH 2000-2010-es
id6szak 4tlagnyugdijainak id6sordra linedris regressziét illesztettiink (R? = 0, 998), és

ezt hasznalva becsiiltiink elore.

e 1 jeloli a rokkantnyugdijakra kifizetett Gsszeget a bruttd bér szdzalékdban. Ezen értékre
és annak jovébeni alakuldsara vonatkozéan a Jelentés a nyugdij és id6skor kerekasztal

tevékenységérol [2010] ciml konyvben taldltunk informéciot.

Lathat6, hogy a fenti képlet elsé tagja, a kifizetett 6regségi nyugdijak értékét adja meg, mig
a masodik a kifizetett rokkantnyugdijak értékérdl szolgaltat informécidt. A kiadési oldal ilyen

modon torténd felirdsa tobb implicit feltételezést is magdban hordoz, melyek a kovetkezok:

o Az elsd tag felirasdbol kovetkezik, hogy a modellben nem vessziik figyelembe a koren-
gedményes nyugdijazas lehet6ségét. Az is latszik, hogy az oregségi nyugdij korhatérat a
jelenleg érvényben 1év6 szabdlyozdsnak megfeleléen 65 évben éllapitjuk meg, tovabb4,
hogy 65 éves kordban minden embernél elkezdik folydsitani a nyugdijjaradékot, fiigget-
leniil attdl, hogy rendelkezik-e aktiv munkaviszonnyal. Ez utébbi feltevés elsore élet-
idegennek tlinhet, azonban a jelenlegi szabdlyozas szerint, az oregségi nyugdijkorhatart
elérdk esetében csak akkor nem indul meg a jaradék folydsitdsa, ha azon tidl, hogy ren-
delkezik aktiv munkaviszonnyal, az éves jovedelme meghaladja a mindenkori minimalbér

18-szorosit. Igy, ez a feltételezés csak minimdlis hatdssal van a végeredményre.

e A kiadasi oldallal kapcsolatban egy tovabbi fontos feltételezés, illetve modell egyszeri-
sités az, hogy nem foglalkozunk a nem sajat jogu nyugdijak éltal generdlt kiaddssal, tehat
mind az 6zvegyi nyugdijakkal, mind pedig az arvaellatdsokkal kapcsolatos kifizetéseket

nulldnak tekintjiik.

6.3. A modell altal adott eredmények

Nyugdijmodelliinket a hazai adatokra futtatva kapott eredményeket az aldbbi dbra szemlélteti.
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10. abra. A nyugdijrendszer bevételei, kiaddsai és egyenlege éves szinten
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11. abra. Hidny mértéke a teljes bevétel aranydban

A modelliink eredményei alapjan l14that6 (10.4bra), hogy amennyiben a nyugdijrendszerben

nem torténik valtozas a jarulék mértékek, és a nyugdijkorhatér tekintetében, valamint ha a tobbi

paraméter is az altalunk eldrejelzett médon alakul, akkor a magyar nyugdijrendszer 2013-ra

mdr az 0zvegyi és drvaellatdsok nélkiil is deficites lesz. Ez a hidny pedig az id6 muldsdval csak

fokozddik. A 10. 4brabdl az is viladgosan latszik, hogy a nyugdijrendszer hidnyéat elsé sorban

a kedvez6tlen demogrifiai valtozasok, azaz a magyar tarsadalom eléregedése okozza. Igy nem

meglepd, hogy a problémat az sem oldand meg tartésan, ha a rokkant ellatast kivezetnénk a

rendszerbdl. A modell ugyanis ebben az esetben is, még a vizsgalt periddus vége eldtt (egész

pontosan 2021-t6l) deficitessé valo, és évrdl évre egyre nagyobb hidnnyal kiizd6 rendszert jelez

elore.
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12. dbra. Nullszaldds rendszerhez minimélisan sziikséges jarulékkulcsok

A 11. 4bran o6l l4thatd, hogy a rendszer véltozatlansaga esetén a hidny mértéke 2029-re a tel-
jes jarulékbevétel mintegy 46,01%-at tenné ki. Csak az oregségi nyugdijakat tekintve ugyan ez
az arany 17,53%-os lenne. Amennyiben ezt a deficitet a jarulékkulcsok novelésével kivannank
kiegyenliteni, ugy 2029-re a munkavallal6i nyugdijjarulék, valamint a munkaltat6 altal fizetett
nyugdijbiztositdsi jarulék brutté bérben kifejezett szazalékos kulcsai 0sszegének kozel 50%-ra
kellene emelkednie, a jelenlegi 34%-os szintrdl. A jarulékkulcsok emelése abban az esetben is
sziikségessé vilik, ha csupdn a nyugdijrendszer 6regségi nyugdijakkal kapcsolatos részét kivan-
juk fenntartani. Természetesen ekkor a miniméalisan sziikséges emelés mértéke az el6z06 esetben
sziikséges 16 szdzalékpont helyett mindossze 6 szazalékpont. Egy ilyen, 2013-t6] folyamatosan

nullszaldés modellben a minimélisan sziikséges jarulékkulcsokat az 12. dbra mutatja.

Igy lthat6, hogy ahhoz hogy a nyugdijrendszer ne legyen deficites, a jarulékkulcsokat olyan

mértékben kellene emelni, amely mér jelentdsen megterhelné a gazdasigot.

Az allam kezében a jarulékkulcsok emelésén kiviil, tobbek kozt még a nyugdijkorhatar
emelésének lehet6sége van (a nyugdijak csokkentésének, illetve az ongondoskodasra valé at-
térés Osztonzésének lehetdségével dolgozatunkban azért nem foglalkoztunk, mert a nyugdijak
osszege modelliinkben exogén valtozéként szerepel). Igy modelliinkben vizsgiltuk a nyugdij-
korhatar emelésének hatdsait is. A kapott ereményeinket az 1. tdbldzat mutatja (az els6 sor a
feltételezett nyugdijkorhatart, még a masodik sor a rendszer deficitessé valasanak idépontjat

mutatja).
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Ez alapjan lathatd, hogy az 6regségi nyugdijkorhatért ceteris paribus egészen 72 éves korig
kellene emelni 2029-ig, ha el szeretnénk keriilni, hogy a nyugdijrendszerben hidny keletkezzen.
Egy ilyen mértéki emelés végrehajtdsa azonban valdszintileg kivitelezhetetlen lenne, annak tar-

sadalmi kovetkezményei miatt.

Osszességében lathat, hogy 6nmagédban egyik médszer sem képes a problémadra elfogad-
hat6 megoldést adni. Ezért megvizsgéltuk a jarulékkulcsok, és a nyugdijkorhatar emelés egyiit-
tes lehetdségét is. Mivel a 70 év folotti nyugdijkorhatédr feltételezése a magyar halandosagi
viszonyok mellett irredlisan magas lenne, ezért azt tessziik fel, hogy a nyugdijkorhatar 68 évre
emelkedik. Emellett az érték mellett a rendszerben 2020-t6l jelentkezik hidny. Ahhoz hogy ezt
kikiiszoboljiik, €s 2029-ig ne legyen deficites a rendszer, a jarulékokat Osszesen 8,29 szdzalék-

ponttal 42,29%-ra kellene emelni.

nyugdikorhatdr | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 |
év | 2013 | 2015 | 2018 | 2020 | 2023 | 2025 | 2028 | nem megy csGdbe |

1. tdblazat. rendszer deficitessé valasdnak éve kiilonbozd nyugdijkorhatarok esetén

Igy osszességében lithaté, hogy a magyar nyugdijrendszer fenntarthatésaganak megérzése
érdekében, az elkovetkezend6 10-15 évben a nyugdijkorhatdr, valamint a jarulékkulcsok val-

toztatdsandl jéval komolyabb reformokra lesz sziikség.
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7. Konklazio

Dolgozatunkban arra voltunk kivancsiak, hogy a magyar nyugdijrendszer adott paraméterek
mellett meddig fenntarthaté még. Hiszen nagyon sokat hallani arrél, hogy az oreged tarsada-
lom és a felosztd-kirovo jellegli rendszer miatt az orszag komoly problémakkal fog szembesiilni
par éven beliil. Illetve azt is szerettiik volna megtudni, hogy milyen jarulékkulcs és nyugdijkor-

hatar emelés lenne sziikséges ahhoz, hogy a rendszer fenntarthaté maradhasson.

Ezeknek a kérdéseknek a megvélaszoldsdhoz a Lee-Carter modellel jeleztiik elére Magyar-
orszdg demografiai mutatdit a 2020-as évek végéig. A modell alkalmazdsa el6tt azonban annak
elméletét is részletesen attekintettiilk. Megtudtuk, hogy az el6szor hisz éve publikdlt modellt
szamos orszag demografusai alkalmaztak mar eldrejelzéseikhez. A modell pedig jol teljesitett
az eldrejelzések aktudlis értékekekkel vald Osszevetése alapjan. A modell sikerességét a fel-
ir61 annak tulajdonitjdk, hogy egyszerl 1€pésekbdl all. A modell Magyarorszagra vonatkozé
alkalmazdsa sordn megtudtuk, hogy 2029-re Magyarorszdg népessége varhatéan a 8 640 000
fot sem fogja elérni, azaz jelentdsen csokkenni fog. Ebbdl kicsit tobb mint 4 640 000 {6 lesz
nd, mig a férfiak szdma a 4 100 000 {6t se fogja elérni. Ezen adatok mellett a nyugdijrend-
szer vizsgalata miatt az idskori fliggdségi rata a masik f6 mutaté. Nem meglepé médon azt az
eredményt kaptuk, hogy ennek hatdsdra vdrhatdan az iddskori fliggdségi rata 2029-ig monoton
néni fog. 2029-re a teljes népességre nézve a 30%-ot is meghaladhatja. Ezen adatok tudatdban -
azaz, hogy a népességszdm ennyire le fog csokkenni varhatdan, az idéskori fiiggdségi rata pedig
ennyire megnd varhatéan ennek kovetkeztében - az, hogy a magyar nyugdijrendszer fenntart-

hat6sdga éget6 kérdés, beigazolddott.

Az azonban, hogy a nyugdijrendszer mikor lesz deficites tovdbbra is kérdéses maradt. Ehhez
felirtunk egy nyugdijmodellt, ami eldrejelzi a rendszer bevételeit és kiaddsait. Azt az eredményt
kaptuk ezzel, hogy a nyugdijrendszer az adott paraméterek mellett mar 2013-ban deficites lesz,
€s ez a deficit folyamatosan nd az eldrejelzett id6szak végéig. Arra is kivancsiak voltunk, hogy
mikor vdlna deficitessé a nyugdijrendszer, ha csak az 6regségi nyugdijakat vessziik figyelembe
és a rokkantsagi nyugdijakat nem. Erre azt az eredményt kaptuk, hogy igy a modell csak 2021-
ben vélna deficitessé. Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy adott a probléma, hogy lehetne meg-
oldani. Erre egyik vdlasz, hogy a jarulékkulcsot lehetne ndvelni. Erre vonatkozéan elvégeztiink
egy érzékenységvizsgdlatot. Ez a vizsgélat azt az eredményt hozta, hogy kozel 50%-ra kellene
emelni a jarulékkulcsot, ami egy nagyon magas érték. Masik lehetdség a nyugdijkorhatir eme-
1és, amit ceteris paribus 72 évre emelve lehet kitolni a problémét 2029-ig. Harmadik lehet6ség
a két intézkedés egyiittes alkalmazdsa. Ez 2029-ig akkor tolja ki a problémat, ha jarulékkulcsot

42,29%-ra, a nyugdijkorhatart pedig 68 évre emelik.
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Ezek alapjan 0sszességben azt lehet mondani, hogy Magyarorszdgon is fenndll6 éreged6 né-
pesség problémdja mar éveken beliil komoly gondokat fog okozni a nyugdijrendszerben tobbek
kozott. A szamok - azaz a ditumok kozelisége, illetve a kelld valtoztatas nagy mértéke - mu-
tatja a probléma nagysagat. A véltoztatasok elkeriilhetetlenek, de a sziikséges 1épések tobbfélék

lehetnek.
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