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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban az ellatési lancokat, mint lokélisan additiv m-oldala hozzarendelési jatéko-
kat targyaljuk, ahol az ellatasi lanc szerepl6i jelentik a jatékosokat. Ha az ellatasi lancokat
tekintjiik, rogton felmeriil a kérdés, hogy a piaci szerepl6k miként alakitsak ki a lancokat,
hogy azok hatékonyan, a lanc szereplGinek a legnagyobb hasznot biztositva tudjanak mii-
kodni. Arra keressiik a valaszt, hogy a piaci szereplék miként osztozzanak a kozosen elért
hasznon, ha egy olyan elosztéast szeretnénk, amelybdl senkinek sem érdeke elmozdulni.

A dolgozat 0j eredménye, hogy szemben a kétoldalu piacokkal, ahol a nukleolusz paron-
ként élmonoton (lasd. Solymosi et al| (2012))), megmutatjuk, hogy a legalabb haromoldala
piacok esetében a nukleolusz paronkénti élmonotonitisa nem teljesiil.

A dolgozatot az atruhézhatd hasznossagi kooperativ jatékok, azaz TU-jatékok rovid
ismertetésével kezdjiik. Bevezetjiik a TU-jatékok vizsgalatdhoz sziikséges legfontosabb
alapfogalmakat és tulajdonsigokat, amelyekre minden esetben példat is adunk.

Az alapok bevezetése utan, immar a sziikséges fogalmak ismeretében ratériink a hoz-
zarendelési jatékok vizsgalatara. A dolgozat harmadik fejezetében a [Shapley és Shubik
(1972)-féle kétoldalu hozzarendelési jatékokat targyaljuk. Shapley és Shubik| (1972)-hoz
hasonléan mi is igazoljuk, hogy a kétoldali hozzarendelési jatékok magja nem iires.

A kovetkezo fejezetben a kétoldala hozzarendelési jatékok egy altalanositasat tekint-
jik, a kétoldalu piacokat kiterjesztjitk és m-oldalu piacokat vizsgalunk. Quint| (1991b))
alapjan példat hozunk olyan m-oldali hozzarendelési jatékra, amelynek a magja, a két-
oldala jatékokéval szemben, iires.

Ami az ellatasi lancokat illeti, megjelenitésiikre az m-oldala hozzarendelési jatékok egy
specialis esetét, a [Stuart| (1997) altal bevezetett lokalisan additiv m-oldali hozzarendelési
jatékokat hasznaljuk. Megmutatjuk, [Stuart| (1997)-hoz hasonloan, hogy a lokalisan additiv
jatékok magja nemiires, tehat az ellatasi lanc szerepl6i szét tudjak gy osztani a kozdsen
elért hasznukat, hogy abbol az elosztasbol senkinek sem éri meg (kézosen sem) elmoz-

dulni. Ennek az igazolasahoz a jatékot atalakitjuk egy specidlis maximalis-haszon folyam



problémava. A konnyebb megértés végett az atalakitast és a bizonyitast is 1épésenként
végezziik el és minden egyes lépést konkrét példaval is illusztralunk.

A dolgozatban vizsgaljuk tovabbéa a hozzarendelési jatékok nukleoluszat. Solymosi et al
(2012) igazoltak, hogy a kétoldali hozzarendelési jatékokra teljesiil a nukleolusz (paron-
kénti) élmonotonitasa. Ezzel szemben mi megmutatjuk, hogy a lokalisan additiv m-oldala
(m > 3) hozzarendelési jatékok nukleolusza nem paronként élmonoton.

A utols6 fejezetben a nukleolusz kiszamitasat a Sziklai Balazs altal készitett program

segitségével végeztiik.



2. fejezet
TU-jatékok

A kooperativ jatékelmélet olyan szituaciokkal foglalkozik, amelyekben a jatékosok koali-
cibba léphetnek egymassal és kikényszeritheté megallapodéasokat kothetnek. A koopera-
tiv jatékelméleten beliil megkiilonboztetiink atruhazhato hasznossagi és nem atruhazhato
hasznossagi jatékokat, valamint olyan jatékokat, amelyek az elébb felsorolt két tipus ko-
zOtt, mint &tmenet helyezkednek el. A dolgozatban az atruhdzhaté hasznossagi, azaz TU-
jatékkal foglalkozunk, azon beliil is a hozzarendelési jatékokkal. Miel6tt azonban ratérnénk
a hozzarendelési jatékok részletes vizsgalatara, a dolgozat masodik fejezetében szeretnénk
roviden bemutatni a TU-jatékokat, kiemelni a szadmunkra legfontosabb tulajdonsagaikat
és a hozzajuk kapcsolodo alapfogalmakat.

Jelolje N a jatékosok véges, nemiires halmazat. A jatékosok tetszéleges T C N rész-
halmazat koalicionak nevezziik. T = N esetén a nagykoaliciorol, T = () esetén az iires

koaliciorol beszéliink.

2.1. definici6. Legyen N a jdtékosok véges, nemiires halmaza. Legyen v : 2V — R olyan
fiigguény, amelyre v(0) = 0. Ekkor v-t dtruhdzhatd hasznossdgi, azaz TU-jdtéknak (trans-
ferable utility game) nevezziik. Jeldlje tovdbbd GV az N jdtékoshalmazon értelmezett TU -

jatékok osztdlydt.

Az altalunk vizsgalt problémakdrben a TU-jatékokat gy reprezentalhatjuk, hogy a
koaliciok a vallalatok egy-egy csoportjat jelentik, akik Osszhasznukat maximalizaljak, a
kifizetések pedig hasznossaggal (vagy tetszélegesen masként mérve, példaul pénzben) mér-
hetsk, amelyeket a koalicioba 1ép6 vallalatok tetszéleges médon oszthatnak szét egymas
kozott. A definiciéban szereplé v fiiggvény a vallalatok kiilonboz6 koaliciéihoz rendeli

az altaluk kozosen elérhetd kifizetést.

2.2. definici6. A : A = RY figguényt, amelyre A C GV, az A jdtékosztdlyon értelmezett

megolddsnak nevezzik.

2.3. megjegyzés. A definicioban a = halmazértékii leképezést jelol.
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2.4. definicié. Azt mondjuk, hogy a v € GV jdték monoton, ha S C T esetén teljesil,
hogy v(S) < v(T) minden S,T C N koalicidra.

2.5. példa. Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2,3} és a v jaték a kovetkez6 modon
adott: v(1) = 0, v(2) = 0, v(3) = 0, v(12) = 0, v(13) = 5, v(23) = 3 és v(123) = 5.
Koénnyen belathatjuk, hogy az ily médon adott jaték monoton, ugyanis az egyszemélyes
koaliciok értéke nem nagyobb sem a nagykoalicio, sem a kétszemélyes koaliciok értékénél,

valamint a kétf6s koaliciok kifizetése is legfeljebb akkora, mint a nagykoalici6 kifizetése.

2.6. definici6. Azt mondjuk, hogy a v € GV jdték szuperadditiv, ha tetszéleges S, T C N
koalicicra, amelyre SN'T = (), teljesil, hogy v(S) +v(T) < v(SUT).

2.7. példa. Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2,3} és a v jaték a kovetkez6 modon
adott: v(1) = 0, v(2) = 0, v(3) = 0, v(12) = 0, v(13) = 3, v(23) = 4 és v(123) = 4. Az
SNT =0 feltételbsl adodik, hogy elegends (1) — (23), (2) — (13), (3) — (12), (1) — (2),
(1) — (3) és (2) — (3) koalicioparokat vizsgalni (az iires koaliciora nyilvanvaloan mindig
teljesiil a feltétel). Az els6 harom esetben a koaliciok unioja a nagykoaliciot adja, amelynek
kifizetése minden esetben legalabb akkora, mint a megfelels egy- illetve kétfés koaliciok
kifizetéseinek Osszege. A masodik harom esetben unidként éppen a kétszemélyes koaliciok
adodnak, amelyek mindegyikére teljesiil, hogy értéke legalabb akkora, mint a megfelels

egyszemélyes koaliciok értékéinek Osszege.

2.8. definici6. Azt mondjuk, hogy a v € GV jdték konvex, ha minden S, T C N koaliciora
teljesiil, hogy v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT).

2.9. példa. Tekintsiik a példaban adott jatékot. Ha az egyfds koaliciokat tekintjiik a
két-, illetve haromszemélyes koaliciokkal, akkor azokra vagy SNT =i, i = 1,2,3, vagy
az SNT = () miatt v(S) +v(T) < v(SUT) teljesiil. Ha a kétfgs koaliciok metszetét
vessziik, akkor azok mindig egyelemi koaliciot adnak, amelyekre v(i) = 0, i = 1,2, 3, igy
v(S) +v(T) < v(SUT) teljesiil az el6z6 esethez hasonloan. Végiil, ha az egyik kétfGs,
a masik pedig a nagykoalicio, akkor azok metszete mindig az adott kétfGs koalicio, igy a
definiciéban szereplé egyenlGtlenség mindig egyenlGség forméjaban teljesiil. Tehat a v

jaték konvex.

2.10. definicié. (Mag (Gillies, 1959)) Legyen v € GV jdték és S C N egy koalicid. Ekkor

a v jaték magja a kévetkezd:

C(v) = {uE]RN ] Zuz >v(S5),S C N és Zui :v(N)}. (2.1)

€S 1EN



2.11. példa. Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2,3} és a v jaték a kovetkez6 modon
adott: v(1) =0, v(2) =0, v(3) = 0, v(12) = 0, v(13) = 1, v(23) = 3 &s v(123) = 3. Az u

vektor a jaték magja, ha eleget tesz a kdvetkezd feltételeknek:

uy, ug,uz > 0
up +ug >0
up +uz > 1
uy +usz >3
U +us +us =3
Koénnyen lathato, hogy az u = (0,1, 2) vektor kielégiti az Gsszes feltételt, igy u magbeli.

Ugyanakkor u nem az egyetlen magbeli vektor, hiszen példaul az «' = (0,0, 3) vektor is

eleget tesz minden feltételnek.



3. fejezet

A kétoldala hozzarendelési jatékok

A kétoldalu hozzarendelési jatékok els§ interpretacidja a von Bohm-Bawerk| (1923)-féle
lovasar modellekre nytlik vissza. A modern értelemben vett hozzarendelési jatékok Shap-
ley és Shubik| (1972) nevéhez fiiz6dnek. A [Shapley és Shubik| (1972)-féle hozzarendelési
jatékok esetében olyan kétoldala piacokrol beszélhetiink, amelyek egyik oldalan az eladdk,
a masikon pedig a vevek allnak. Parositas alatt az elado-vevs parokat értjiik.

A kétoldalu hozzarendelési jatékokat a kovetkezdképpen definidlhatjuk:

3.1. definicié. Legyenek B,S C N nemiires, diszjunkt, véges halmazok, N = B U S,
|B| = nq, |S| = ny és A nemnegativ ny X ny-es mdtriz. Minden T C N koalicid esetén
legyen Pa(T) = {A C A |Va;j,apj € A:(3,7),(,7) € (BNT)x(SNT) és ((4,75) = (7, j')
vagy {i,7} N {i', 7'} = 0)}, tovdbbd

va(T) s EAaa (3.1)
Qg5

Az igy meghatdrozott vy jdtékot az A mdtrizszal és a B, S jdtékoshalmazokkal adott

kétoldali hozzdrendelési jatéknak nevezziik.

Jelsljiik tovabba GP-sel a B és S jatékoshalmazokkal adott kétoldali hozzarendelési

jatékok osztalyat. A

@" = argmax Z oy (3.2)
AEPA(T) Qij cA

elemei maximalis parositast hataroznak meg a T koalicion. Az igy meghatarozott kétol-
dald hozzarendelési jatékban a B jatékoshalmaz jeloli a veviket, az S pedig az eladdkat.
A kétoldala hozzarendelési jatékok, tehat a jatékoshalmaz két diszjunkt halmazanak jate-
kosait, az eladokat és a fogyasztokat rendelik egymashoz, oly moédon, hogy minden elado
csak egy fogyasztoval kothet iizletet és forditva, igy maximalizaljak a jatékosok az altaluk

elérhet Osszhasznot. Az A matrix a,; eleme azt mutatja, hogy az i-edik vevé a j-edik
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eladoval kézosen mennyi hasznot tud elérni. Nézziink egy példat kétoldala hozzarendelési
jatékra.
3.2. példa. Vegyiink egy kétoldali hozzarendelési jatékot, amelyben adott két fogyasztod

és harom elad6. Tovabba a hozzarendelési jatékhoz tart6z6 A métrix legyen a kovetkezd:

1s=1 ig=2 ig=3
1p =1 3 4 )
g =2 2 4 1

Ebben a jatékban maximalis parositast hatdroz meg a p* = {(1,3), (2,2)} és a nagykoa-
licio értéke v(N) = 9.
3.1. A kétoldali hozzarendelési jatékok magja nemiires

A kétoldalu hozzarendelési jatékokat egészértéki linearis programozasi feladatok segitsé-

gével vizsgaljuk. Ekkor az LP primélis feladata a kovetkezéképpen alakul

Z= Y > G;jT;j — max
i€B jes

S.t. Z Ty < 1 i€B (3'3)
JES
Yoy <1 JES
i€B

r; € {0,1} ieB,jes
ahol a a;;-k a hozzarendelési jatékhoz tartozé A matrix megfelel§ elemei. A feladat cél-
fliggvénye azt jelenti, hogy a jatékosok maximalizaljak az altaluk elérhets 6sszhasznot. Az
elsé korlatozo feltétel szerint egy fogyaszto sem kothet egyszerre tobb eladoval iizletet. A
masodik korlatozo feltétel szerint, a fogyasztokhoz hasonléan az eladokra is teljesiil, hogy

egyik elad6 sem fizletelhet tobb fogyasztoval egyszerre.
Tekintsiik a (3.3) ILP probléma relaxaltjat:

Z= Y > G;jT;j — max
i€B jes

i€B
Z Lij < 1 1€ B
jeSs
T4 Z 0 1€ B, j )

Megmutatjuk, hogy a (3.4]) feladatnak van egészértéki optimalis bazismegoldasa. Az

egészértékiiség feltételezésére azért van sziikségiink, hogy biztositani tudjuk azt, hogy a
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folytonos feladat optimalis célfiiggvény értéke ne haladja meg a diszkrét feladat optiméa-
lis célfiiggvény értékét. Miel6tt az egészértékiiség bizonyitasara ratérnénk, megadjuk a

bizonyitashoz sziikséges fogalmakat és tételeket.

3.3. definicié. Fqy mdtrizot totdlisan unimoduldrisnak neveziink, ha minden négyzetes

almdatrizanak determindnsa —1,0 vagy 1.
3.4. tétel. A (3.4)) linedris programozdsi feladat egyiitthatémdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitds. Az feladat egyiitthatéméatrixa olyan, hogy minden oszlopanak pontosan
két eleme 1, a tébbi 0. Szorozzuk meg a métrix ZjeS x;; < 1 feltételekhez tartozé sorait
—1-gyel. Az almétrixok mérete szerinti teljes indukcidval megmutatjuk, hogy az igy kapott
matrix és ezaltal az eredeti is, totalisan unimodularis.

Minden 1 x 1-es almatrix determinansa nyilvanvaldéan csak —1, 0 és 1 lehet. Tegyiik fel,
hogy az allitas igaz minden r x r-es almatrixra. Vegyiink egy tetszéleges (r+1) x (r+1)-es

almatrixot. Ekkor harom eset lehetséges:

e ha az (r + 1) x (r + 1)-es almatrix olyan, hogy van csupa 0-bol allé oszlopa, akkor

a determinansa 0,

e haaz (r+ 1) x (r + 1)-es alméatrixnak van olyan oszlopa, amelynek csak egy eleme
kiilénbozik 0-t6l, akkor ezen oszlop szerint kifejtve egy r x r-es almétrix determi-
nansanak +1-szeresét kapjuk, ami az indukcios feltevés szerint csak —1, 0 vagy 1
lehet,

e haaz (r+1) x (r+ 1)-es alméatrix minden oszlopanak pontosan két eleme nemnulla.
Ekkor a matrix minden oszlopdban pontos egy elem —1 és pontosan egy elem 1.
Ekkor a matrix sorainak Osszege éppen a nullvektort adja, igy mivel a nullvektor
nem trivialis linearis kombinacioként adodott, a matrix sorai linearisan Gsszefiiggsd

rendszert alkotnak, tehat determinénsa 0.

3.5. definici6é. Normdl feladatnak nevezziik az aldbbi modon adott linedris programozdsi
feladatot:
max{z = ¢’z | Az < b;x > 0}

3.6. definici6. Kanonikus alaki feladatnak nevezzik az aldbbi modon adott linedris prog-
ramozasi feladatot:

max{z = c'z | Az = b;z > 0}



3.7. definicié. Moadositott normdl feladatnak nevezzik az aldbbi modon adott linedris

programozdsi feladatot:
max{z = ¢’z | Ayx < by; Ayr = by > 0}

3.8. definici6. Az A mdtriz oszlopaibol vdlasszunk ki eqy B bdzist. Az x = [xp, xN| vektort
az Ax = b egyenletrendszer B bdzishoz tartozo bazismegolddsdanak nevezzik, ha Bxg = b

éSl’N:O.

3.9. tétel. Ha a kanonikus alaki feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis

bdzismegolddsa is.

A tétel kozismert, igy a bizonyitasatol a dolgozatban eltekintiink, a bizonyitast

lasd. [Fiala (2010b). Mostméar ratérhetiink az egészértékiiség bizonyitasara.
3.10. allitas. A (3.4) feladatnak van egészértékd optimdlis bazismegolddsa.

Bizonyitds. A normal feladat 0j, nemnegativ valtozok hozzavételével ekvivalens mo-
don atalakithaté kanonikus alakd linearis programozasi feladatta. Az 4j, kanonikus alakt
feladat egyiitthatomatrixa totalisan unimodularis marad, hiszen az 0j valtozok bevezeté-
sével az eredeti feladat egyiitthatomatrixa egységvektorokkal b&viil.

Lévén, hogy a B, S C N nemiires halmazok és a feladat megoldashalmaza korlatos és
zart, a feladatnak van optimalis megoldasa. Igy tehét a tétel alapjan a feladatnak van
optimalis bazismegoldasa is. Tegyiik fel, hogy a kapott kanonikus LP feladat egyiittha-
tomatrixdnak rangja r. Legyen B r X r-es invertalhato almatrixa a feladat egyiitthato-
matrixanak. Mivel a feladat egyiitthatoméatrixdnak minden eleme egész szdm, igy B-nek
a B*-gal jelolt adjungalt matrixanak is minden eleme egész. Minthogy a feladat egyiitt-

hatomatrixa totalisan unimodularis és B invertalhato, kovetkezik, hogy det B==+1. Tehéat

abbol, hogy a B™! = ﬁB* méatrix és a b vektor minden eleme egész, adodik, hogy
rp = B7'b bazismegoldas is egész. [ |

A jatekosok kifizetéseit megkapjuk, ha meghatarozzuk a (3.4) feladat duélisat és azt
megoldjuk. A duélis feladat:

w= > u;+ »y, 6 v; = min

i€B j€S
(3.5)
s.t. Yooui+ >, vy > o)
i€TNB JETNS
Uz, Vj Z 0 1€ B, j es

Ebben az u vektor elemei a fogyasztok, a v vektor elemei pedig az eladok kifizetéseit
jelolik. Az erds dualitas tételebdl adodik, hogy =z = w = v(N) és a (3.5) feladat (u*,v*)
optimalis megoldasara teljesiil, hogy (u*,v*) € C(v).



4. fejezet

Az m-oldalt hozzarendelési jatékok

Az m-oldalu hozzarendelési jatékok a kétoldalu hozzarendelési jatékok altalanosita-
sanak tekinthet6k. A dolgozat negyedik fejezetében célunk az m-oldali hozzarendelési
jatékok révid bemutatasa, majd ezt kovetGen ratériink az ellatasi lancok vizsgalatara.

Az m-oldalia hozzarendelési jatékokat a kovetkezGképpen adhatjuk meg:

4.1. definicié. Legyenek N1, Ns, ..., N,, € N nemiires, diszjunkt, véges halmazok, ame-
lyekre N = Uj, Nj, [N;| = n; és legyen A nemnegativ ny X ny X -+ X nyp-es pol-
imdtriz. Tovabbd minden T C N-re legyen Pao(T) = {A C A | Vay, 4,01 .4, € A :
(11, ey im), (il ) € (N NT) X -« X (N NT) s ((i1, -y 0m) = (i), ...,4 ) vagy

’'m ’'m

{i, o vimp O {0} = 0)) és

va(T) = Ag}a}({ﬂ E Wiy iy
A ail...imeA

Az igy meghatdrozott vy jatékot az A polimdtrizszal és az Ny, No, ..., N,, jdtékoshalma-

zokkal adott m-oldali hozzdrendelési jdatéknak nevezzik.

A

@ = argmax E @iy i
AeP4(T
A(T) @iy i €A

elemei maximalis parositast hataroznak meg a jatékosok halmazan és a T koalicion.
Az me-oldalu jatékok estében a hozzérendelés oly modon torténik, hogy csak azon
koaliciok kifizetése kiilonbozhet 0-t6l, amelyekre teljesiil, hogy minden jatékostipusbol

tartalmaznak legalabb egyet.

4.2. példa. Vegyiink egy m = 3 oldali hozzarendelési jatékot és legyen minden jatékosti-
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pusra |N;| =2, j = 1,2,3. Az A polimatrix legyen a kovetkezs:
22:1 22:2 22:1 7,2:2
11 =1 6 2 11 =1 3 4
Az ily modon adott 3-oldalt hozzarendelési jatékban p = {(1,2,1),(2,1,2)} egy le-
hetséges, u* = {(1,1,1),(2,2,2)} pedig maximalis parositas és v(N) = 10.
Az m-oldali hozzarendelési jatékok magja a kétoldala hozzarendelési jatékokéval szem-

ben mar lehet iires is. A kovetkezs egy olyan m-oldali hozzarendelési jatékra példa, amely-

nek a magja iires.

4.3. példa. Mag iiressége (Quint (1991b)))
l9=1 19 =2 19=1 19 =2
1 =2 0 1 1 =2 1 1
?:3 =1 ig =2

Ebben a jatékban mind a négy lehetséges parositas maximalis. Legyen p*={(1 1 1), (2 2

2)} maximalis parositas. Ekkor az

Uil +ug +uz = 0
g + Uz +uzy = 1
Uy +uge Huzx > 1
Urp + Uz +uzy > 1
g + uge +uz; > 1
Uy, U1z, Uso1, Uga, U3l, Uzz = 0

feltételekbsl kovetkezik, hogy uy; = us = ugr = 0. Igy adodik, hogy nincsen olyan u

vektor, amely eleget tesz az

U2 +uge tuzz = 1
Ugy +uze > 1

uig tugp > 1

up +ug > 1

U2, U2, Uzg = 0

feltételeknek.

11



Az m-oldalt hozzarendelési jatékok magjanak nemiirességére vonatkozo sziikséges és

elégséges feltételeket |Quint| (1991b) fogalmazta meg.

4.1. Lokalisan additiv m-oldali hozzarendelési jatékok

A Shapley és Shubik (1972)-féle kétoldala hozzarendelési jatékok egy természetes altala-
nositasaként adodtak az m-oldali hozzarendelési jatékok. Ebben a fejezetben az m-oldala
hozzarendelési jatékok egy specialis esetét, a lokalisan additiv jatékokat vizsgaljuk. Meg-
mutatjuk, hogy a lokalis additiv jatékok magja nem iires. A bizonyitas alapgondolata
az, hogy a lokalisan additiv m- oldali hozzarendelési jatékokat LP feladatok segitségével
vizsgaljuk. El6szor tekintjiik az ILP feladatot, majd annak relaxaltjat. A relaxalt feladat-
r6l megmutatjuk, hogy van egészértékd optimalis megoldésa oly modon, hogy a felada-
tot Dantzig (1963)) alapjan atalakitjuk egy specialis maximélis-haszon folyam probléma-
va (transshipment problem). Az egészértékiiség bizonyitasat kovetGen felirjuk az eredeti
feladat dualisat és azt megoldva megadunk egy magbeli elosztast. Tovabba a kétoldala
hozzarendelési jatékoknél vizsgalt kétoldala piacokat kiterjesztjiik m oldalra, amelyeket
ellatasi lancokként interpretalunk.

A harmadik fejezetben vizsgalt kétoldali hozzarendelési jatékok esetében eladdkat és
fogyasztokat rendeltiink egyméshoz és maximalizéltuk az altaluk elérhet§ Gsszhasznot.
Az ellatasi lancok ezzel szemben méar tobbféle piaci szerepls egyiittmiikodését feltételezik,
altalaban magukban foglaljak a gyartokat, az ellatokat, a beszallitokat, a raktarozokat,
a kiskereskeddket és magukat a fogyasztokat is. Ennek megfelelen a dolgozatban is az
ellatasi lancok hazai gyakorlatban legelterjedtebb meghatarozasat hasznaljuk: ,az elldtds:
lanc értékteremtd folyamatok vdllalatokon dtiveld sorozata, mely vevdi igények kielégitésére
alkalmas termékeket, illetve szolgdltatdsokat hoz létre” (Chikan|, 1997).

Az ellatasi lanc kifejezésbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy ahhoz, hogy a lanc végén
a fogyaszto hozzajuthasson az altala kivant termékhez, minden felsorolt piaci szereplGbdl
sziikség van pontosan egyre. Természetesen a gyakorlatra az jellemzd, hogy kiilonb6zG
hossztisagt lancok 1étezhetnek, a dolgozatban azonban megkdveteljiik, hogy az adott fel-
adatban felsorolt Osszes szereplé megjelenjen a lancban. Tovabba meg kell jegyezniink,
hogy a legtobb esetben az ellatési lancok valdojaban mér nem lancként, hanem halozatok
formajaban jelennek meg, ami azt jelenti, hogy a piaci szerepl6k, a mi esetiinkben jatéko-
sok, kozott a kapcsolatok nem kizardlagosak, tehat példaul egy kiskeresked6 kapcsolatban
allhat egyszerre tobb szallitoval is (a dolgozatban mi ezzel az esettel nem foglalkozunk,
de lasd. Chopra és Meind] (2010))). Az ellatasi lancok esetében, a kétoldala piacokkal
szemben, a lanc kozbiils6 szerepli egyszerre toltenek be elado6i és vevéi szerepet.

A dolgozatban az ellatasi lancok jatékelméleti megkozelitéséhez a Stuart| (1997) altal
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bevezetett lokalisan additiv m-oldalt hozzarendelési jatékokat hasznaljuk, ahol az m, mint
az oldalak szama utal arra, hogy az ellatasi lanc hanyféle kiilonb6z6 piaci szereplébél

(gyarto, szallito, kiskereskedd, stb.) all Gssze.

4.4. definici6. (Lokdlisan additiv m-oldali hozzdrendelési jdaték (Stuart (1997)) Legyen

A az m-oldalii hozzdrendelési jatékhoz tartozd polimdtriz. Tekintsiink egy [B*] mdtrizrend-

k

szert, amelyre B¥ ny, x ng.1 dimenzids és a B* mdtriz dltaldnos elemét jeldlje OF inin -

Egy m-oldali hozzdrendelési jatékot lokdlisan additivnak neveziink, ha

m—1
k .
ail,”im = E bilmik+1 Vailmim € A,Zk e Nk, k} = 1, oo, .
k=1

A lokalisan additiv m-oldala hozzarendelési jatékokat megadhatjuk olyan (iranyitott)
grafokkal, amelyek csticsai jelolik a jatékosokat (az ellatési lanc szerepléit), oly modon,
hogy azonos és nemszomszédos tipusba tartozo jatékosok nincsenek éllel Gsszekotve (azaz
példaul szallito szallitoval, illetve az ellatési lanc nemszomszédos szereplGi egymassal nem
kothetnek {izletet).

4.5. definicié. Legyen N = WL, N; jatékoshalmaz. Ekkor a G = (N, E, W ) siilyozott grdf,
amelyre w;; > 0, E = U;’:ll E;, ahol E; C {ij | i € Nj,k € Njy1, j € {1,...,m—1}}

lokdlisan additiv m-oldali hozzdrendelés: jdatékot hatdroz meg.

Graffal valo megadas esetén a graf élsilyai a jatékosok altal kozosen elérhets hasznot
mutatjak.
4.6. példa. Tekintsiink egy olyan ellatasi lanc problémat, amelyben a lanc haromféle sze-
replébdl (gyartod (iq), kiskereskedd (is), fogyaszto (i) all és legyen mindegyikiikbdl 2,
azaz vegyiink egy m = 3-oldali hozzarendelési jatékot és minden jatékostipusra legyen
|N;| = 2, j = 1,2,3. Ekkor a definici6 alapjan a jaték az alabbi irdnyitott graffal
adhat6 meg:
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4.1. dbra. 3-oldalu lokalisan additiv hozzarendelési jaték

A graf megfelel§ éleirdl a stlyokat leolvasva konnyen felirhatjuk a lokélis additivitas

“, e,

Z2:1 Z2:2 Z3:1 Z3:2
11 =1 3 4 19 =1 3 2
1 =2 2 4 1p =2 1 4

Az A polimatrix elemei kétféle modon is megkaphatoak: vagy a By és a By matrixok

megfelels elemeinek, vagy pedig a graf megfelel élsilyainak Osszegeként:

o =1 i9=2 o =1 i9=2
11 =1 6 5 11 =1 ) 8
1 =2 ( 5 5 ) i1 =2 < 4 8 )
ig =1 i3 =2
A lokalisan additiv m-oldali hozzarendelési jatékokat egészértéki linearis programo-

zési feladatok segitségével vizsgéljuk, amelyekben az x;;-k jelolik a jatékosokat Osszekotd

éleket, a w;;-k pedig az élsulyokat. A ILP feladat ekkor a kovetkezd alakban adhato meg:
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A primalis feladat

m—1

z = Z Z Z W;;T45 — Max

k=1 i€N}, jENk41

s.t. inj S 1 iGNk_l,k::Z...,m
JEN
E.ﬁlﬁji < 1 ’iENk+1,/{7:1,...,m—1
JEN
Z Tij — Z T = 0 iGNk,k:2,...,m—1
JENK4+1 JENK—1
T4 S {0,1} iENk,jeNk+1,k:1,...,m—1
(4.1)
amelynek a relaxaltja a
m—1
Z= >, >, > wijT; — max
k=1 i€Ny jENm+1
s.t. Z Ty < 1 iENk_l,k;:Z...,m (Ul)
JEN
iji < 1 iENk+1,k:1,...,m—1 (U;)
JENE
Z Tij — Z T = 0 iGNk,k:Z...,m—l (U;’)
JENE11 JENE_1
zi; > 0 i €N jENwk=1,....m—1
(4.2)

feladat. A relaxalt feladat korlatozo feltételei mellett feltiintettiik a hozzajuk tartozé du-
alvaltozokat is.

A feladat célfiiggvénye ekkor azt fejezi ki, hogy a jatékosok az 0sszhasznukat ma-
ximalizaljak. Az els6 korlatozo feltétel szerint a megfelels graf egyik csicsabol sem mehet
ki tobb egy egységnél, ugyanakkor megengedjiik az ennél kevesebb kimené forgalmat, mi-
vel el6fordulhat, hogy az adott cstics nincsen parositva. A masodik korlatozo feltétel azt
mondja, hogy egyik csicsba sem érkezhet be tobb egy egységnél, ugyanakkor a kevesebb
bemend forgalmat ismételten megengedjiik, abban az esetben, ha az adott csiics nincsen
parositva. A harmadik feltétel alapjan a kozbiilsé cstucsok bejové forgalma pontosan meg
kell, hogy egyezzen a kimené forgalmukkal, ugyanis ha egy csics balrél parositva van,
akkor jobbrol is és forditva. A korlatozo feltételeket gy is megfogalmazhatjuk, hogy az
ellatasi lanc szerepl6i olyan médon maximalizaljak az 6sszhasznukat, hogy minden lanc
ugy épiil fel, hogy annak minden tagja, mindkét oldalrol kizardlag egy szomszédos sze-
replgvel allhat kapcsolatban (az ellatasi lancok végpontjaiban elhelyezkedd szereploket

természetesen csak egyoldali kapcsolatok jellemzik). Tovabba a lanc kozbiilsg szerepldire
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az teljesiil, hogy ha az egyik oldalrol bekeriiltek a lancba, akkor a masikrél is. A nem

parositott szerepld pedig azt jelenti, hogy az adott jatékos nincsen benne a lancban.

4.7. példa. (2 x 2 x 2 x 2-es eset) Tekintsiink egy 4-féle piaci szereplébdl allo ellatéasi lanc
problémat, oly modon, hogy a példaban adott feladatot kiegészitjiik két szallitoval
is, azaz vegyiink egy m = 4-oldali hozzarendelési jatékot, amelyben legyen |N;| = 2,

j =1,2 3, 4-re. Ekkor a jaték a kovetkezs iranyitott graffal adhatd meg:

1 10 3 24 5 6 7

4.2. dbra. 4-oldali lokdlisan additiv hozzarendelési jaték

A abran lathato grafon az 1, 2 a gyartokat, a 3, 4 a szallitokat, az 5, 6 a kiskeres-
kedGket és végiil a 6, 7 pedig a fogyasztokat jeloli.
Az ebben a példaban szerepld jatékot a kdvetkezs linearis programozasi feladattal

vizsgaljuk:

z = 10213 + 25214 + 12293 + 17294 + - - - + 19267 + 17263 — max

s.t. T3+ a4 <1 (uy) T13 + Tog < 1 (ub)
To3 + T4 < 1 (u2) Ty +x9q <1 (uy)
T35 + 36 < 1 (u3) T35 + 245 < 1 (us)
Tg5 + Tae < 1 (us) T35+ 246 < 1 (ug)
Ts7 + T5s < 1 (us) T57 + Ter < 1 (ur)
Te7 + Tes < 1 (ug) T + Tes < 1 (ug)

T35+ T35 — T13 — To3 =0 (u3)

Ta5 + Ta6 — T14a — T4 (uf)

Ts7 + Tsg — T3s — Tas (u5)

Ter + Tes — T36 — Ta6 =0 (ug)
T13, T14, T3, Tad, - - -, Te7, Teg > 0

Minden egyes korlatozo feltétel mellett feltiintettiik zardjelben a hozza tartozo dual-

valtozot.
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A mag nemiirességének a belatasahoz késébb sziikségiink lesz a feladat duélisara is, de
miel6tt a dualist felirnank, megmutatjuk, hogy a feladatnak van egészértékd optimé-
lis bazismegoldasa. Az egészértékiiség feltételezésére a kétoldalu hozzarendelési jatékok-
hoz hasonléan azért van sziikségiink, mert kiilonben, nem egészértékd optimélis megoldas
esetén a folytonos feladat optimalis célfiiggvény értéke meghaladhatna a diszkrét feladat
optimalis célfiiggvény értékét. Ahhoz, hogy ezt belassuk a kétoldali hozzarendelési jatékok
esetében mar alkalmazott eszkozokkel, sziikségiink van egy ekvivalens atalakitasra. Igy te-
hat a feladatot egy vele ekvivalens, specialis maximalis-haszon folyam feladat forméajaban
irjuk fel.

Az atalakitott feladatban jeloljék az N; jatékoshalmaz elemei a forrasokat és az N,,
jatékosai pedig a nyel6ket. Duplazzuk meg a kozbiils§ szinteken talalhato jatékosokat oly
modon, hogy az i és j' csicsokat, amelyekre ¢ € Ny, j' € N csak akkor kosse dssze él, ha
j'=1'. A jés j' csticsokat Osszekotd élek kapacitasa legyen 1. Azért van sziikség arra, hogy
a kozbiilsg csticsok atmend forgalma ne lehessen egy egységnél nagyobb, hogy egyik piaci
szerepld se szerepelhessen egyszerre tobb ellatasi lancban. Végiil legyen minden wy; = w;;
és w;y = 0, ahol @ € Ny, 7/ € Ny és j € Nyy1, j' € N, . Az atalakitott feladatot, az

eredetihez hasonloan, a kovetkezd lineédris programozasi feladattal vizsgaljuk:

m—1
Z = Z Z Wi Tij + Z Z Z Wi j Ty — max

i€N71 jEN2 k=2 i’eN} jE€Nk+1
S.t. Z ZEZ']‘ S 1 1€ Nl
JEN2
Tjp— 2, vy =0 j €N,
i€EN
'eEN]_,
> ryi—xiy =0 JENKk=2,....m—1
1€ENE 11
jIGN,:n71
Tij 20 ZeNk7]€Nk+lvk:17am_1
x]]l Sl jENk,k’:2....,m—1

Miel6tt tovabblépnénk az egészértékiiség bizonyitasara, az egyszeriibb megértés kedvé-
ért nézziink egy példat ekvivalens maximalis-haszon folyam probléméva valod atalakitasra.
4.8. példa. A példa feladatat alakitsuk at ekvivalens folyam probléméava. Duplazzuk
meg a szallitokat és a kiskereskeddket és adjunk 1-et az azonos tipust, duplédzott csticsokat
0sszekoto élek felss korlatjanak. Ekkor az ellatasi lancot meghatarozo graf az alabbi modon

alakul (az élstlyokat a grafon nem tiintettiik fel):
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4.3. abra. Az ekvivalens folyam feladathoz tartoz6 graf

Ekkor ekvivalens folyam probléma a kdvetkezd lineédris programozéasi feladat formaja-

ban adhato meg:

10213 + 25214 + 12293 + 17294 + - - - + 19267 + 17248 — max

s.t.
T3+ 214 < 1 Ty — T35 — Tyr5 = 0
Ta3 + T <1 Teer — Tyi6 — Tag =0
r33 — x13 — T3 =0 T57 + Tyg — Tsy =0
Ty — T1qg — Toq =0 Ter + Terg — Teer = 0
T35+ w36 — T3z =0 Ty +wer <1
Tys + Tye — Ty =0 Tyg + weg < 1
X337, Taar, sy, Teer < 1 13, X145 - - -, Tor7, Torg = 0

4.9. tétel. A (4.3)) linedris programozdsi feladat egyttthatomdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitds. A szubmatrixok mérete szerinti teljes indukcioval. Tetszéleges 1 x 1-es al-
matrixot tekintve, annak determinansa biztosan —1,0 vagy 1, mivel az egyiitthatomatrix
minden eleme csak —1, 0, 1 értéki lehet. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz tetszéleges r x r-es

almatrixra. Tekintsiink egy (r + 1) x (r + 1)-es almatrixot. Ekkor négy eset lehetséges:

e az (r + 1) x (r + 1)-es alméatrix olyan, hogy annak a zérusvektor oszlopvektora.
Ekkor ennek a matrixnak az oszlopai linearisan Osszefiiggs rendszert alkotnak, tehét

a determinansa 0,

e az (r+1)x (r+1)-es almétrix olyan, hogy van olyan oszlopa, amelynek csak egyetlen
eleme kiilonbozik 0-t6l. Ekkor ezen oszlop szerint kifejtve determinansat egy r x r-

es almatrix determinansanak +1-szereseként kapjuk. Mivel az indukcios feltevés
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alapjan minden 7 x r-es almatrix determinansa —1,0 vagy 1, igy az (r+1) x (r+1)-

es matrixé is csak —1,0 vagy 1 lehet,

e az (r+ 1) x (r 4+ 1)-es almatrix minden oszlopanak pontosan két eleme nem 0 és
azok ellentétes elGjeltiek. Ekkor a matrix sorainak 6sszege éppen a nullvektort adja,
igy mivel a nullvektor nem trivialis linearis kombinécioként adodott, a matrix sorai

linearisan sszefiiggd rendszert alkotnak, tehat determinénsa 0,

e az (r+1)x(r+1)-es almatrix minden oszlopaban van két azonos elgjeli elem. Ekkor
az almatrixnak van olyan sora, amelyben pontosan egy elem kiilonbozik 0-tol, igy

ezen sor szerint kifejtve a determinansa csak —1,0 vagy 1 lehet.

4.10. példa. Tekintsiik a [4.7| példaban adott feladat egyiitthatomatrixat.

1 0o o o0 O o o o o o o o0 0 o0 o

0 1 o o o o o0 o0 o0 o o o0 0 0
-1 0 -1.0o 1 0 O O O o0 o O o0 0 0 O
o -10 -1 0 1 o0 o0 O O o0 o0 o0 0 0 O
o o0 o o0 -1 0 1 1 o0 O O o0 o0 0 0 O
o o o o o6 -1 0 o0 1 1 0 0 0 0 0 O
o o0 o o o0 0 -1 0 -1 0 1 0 0 0 0 O
- o o o o o0 o0 o0 -1 0 -1 0 1 0 0 0 O
o o o o o0 o0 o o o o0 -1 0o 1 1 0 O
o o o o o o0 o0 o o o o0 -1 0 0 1 1
o o0 o o o0 o0 o o o0 o0 o o0 -1 0 -1 0
o o0 o o o0 o0 o o o o o o o0 -1 0 -1
o o0 o o 1 0 O o o o0 o o o0 0 0 o0
o o o o o0 1T o0 o0 o o o0 o0 o0 o0 0 0
o o0 o o o0 o0 o o o o 1 o o0 0 0 O
o o0 o o o o0 o o o o o 1 o0 0 0 O

Az A matrixrol a[4.9 allitas alapjan azonnal adédik, hogy totalisan unimodularis.

4.11. allitas. A (4.3) linerdris programozdsi feladatnak van egészértéki optimdlis bdzis-

megolddsa.

Bizonyitas. A (4.3) modositott normal feladat 4, nemnegativ valtozok hozzavételével ek-
vivalens moédon atalakithaté kanonikus alaku linearis programozasi feladatta. Az 1j, ka-
nonikus alaka feladat egyiitthatomatrixa totalisan unimoduléris marad, hiszen az 1j val-

tozok bevezetésével az eredeti feladat egyiitthatomatrixa egységvektorokkal béviil. Mivel
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a feladat egyiitthatomatrixa totalisan unimodularis a tétel bizonyitasdhoz hasonléan

igazolhatd, hogy a feladatnak van egészértéki optimélis bazismegoldasa. |
Mivel a relaxalt feladatnak van egészértékii optimalis bazismegoldasa azt kapjuk, hogy
az eredeti (4.2)) feladatnak is van egészértéki optimalis bazismegoldasa.

4.12. példa. példaban a primalis feladatot megoldva azt kapjuk, hogy az optimaélis
megoldés egészértékﬁ és igy T14 = T93 = X35 — Ty =— T8 = Ty — 1, T13 = T9q4 = T3 —
T45 = 57 = xes = 0, valamint a célfiiggvény értéke és ezdltal a nagykoalicid kifizetése

z =v(N) = 116.
A (4.2) feladat dudlisa

m—1
w= > u+ >, > (u+u})+ > u— min

1€EN k=2 i€Ng 1€ENm,
s.t. UZ—f—U;—U;/ > Wi Z'ENl,]' € N,
ui+u9+u;’—u;’ > Wy 1€ Niyj € Ngw1, k=2,....m—2
U; + U; + U;’ > Wy 5 1€ Nmfl,j € Nm

Vv
o

Ui, Uj, Uj 1€ NNUN,,,j € Np,k=2,... m—1
(4.4)
A célfiiggvényben nem szerepelnek uj és v valtozok, mivel azok egyenlGséghez tar-

toztak, igy célfiiggvénybeli egyiitthatojuk 0.

4.13. Allitas. Legyen

u? ie Ny,
yi=9 ui+u 1€ N,ke{2...m—1},
u i€ Ny,

ahol u* a (4.4) dudlis feladat optimdlis megolddsa. Ekkor y magbeli.

Bizonyitds. Elég "lancra" belatni. Vegyiik példaul az {iy,1s, ..., i, } koaliciot, ahol i €
Nk, k= 1,2,...,’]77,.

up +uy, g g = (ug, o) (ug, ) 4 (e )

Tm—1
43 % 143 M 143
Z wi1i2 + uig + wi2i3 + u’ig - uig + T + win 2im—1 _'_ uim_l - uim_z +

43

FWiy, gy, = Wi, | = Wigiy T Wigig + o+ Wiy, 9ip, g + Wiy iy

Az &llitas hasonldo modon teljesiil a tobbi koaliciora is. Az erds dualitas tételébdl és

abbol, hogy a célfiiggvényben az uj és uj véltozok 0 egyiitthatoval szerepelnek adodik,
hogy Zie]\[yi = v(N). L
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4.14. példa. Trjuk fel a példa feladatdnak dudlisat.

3
w:Zui+ZZ(ui+u§)+Zug—>min

€N k=2 i€ Ny i€ Ny

s.t.
uy + uy —uy > 10 ug + ug + uy —us > 24 us + un + ug >
uy +uly —ul > 25 ug + ug + uy —ug > 11 us + ug + ug > 20
ug 4 uy — uy > 12 g+ us +uy —us > 9 ug + ur + ug > 19
ug +uly —uy > 17 ug + ug + uy —ug > 16 ug + ug +ug > 17

/ roor I
Uy, Uz, Uz, Uyg, Us, Us, Ug, Uy, U, Ug, Uy, Ug Z 0

A dualis feladatot megoldva az u vektorra egyik optimalis megoldasaként azt kapjuk,
hogy uj = 12,5, uj = 6, uf = 12, uj = 8, uf = 10, uf = 9,5, vy =6, uyf = 12,5, ut* = 12,

Ik I __ Ix : Mx __  Mx __ M __  IIx
ug =8, ur = 9,5, ug = 10 valamint u5* = uy* = uz* = ug* = 0.

Legyen
: 1€ Ny,
yi=1< ul+ur 1€ Ny ke{23}
ut 1€ Ny,

ahol u* a duélis feladat optimalis megoldasa. Ekkor y magbeli. Vegyiink két tetszGleges
koaliciot. Példaul az (1357) és a (2468) koaliciokat:

ui tug +ug g+ g +ug = (u] +ug) + (ugtug) £ (ug 4 ug)”
=125+ 1246+ 12+ 12+ 9,5 > (w3 + u3") + (wss — us* +uz*) + (ws7 — us”)
:w13+w35+w57:10+24—|—6

uy +up + oy +ug g +ug = (uy + ) + (ug +ug) + (ug + ug)
=6+12,5+8+8+9,5+10 > (wag + uy*) + (wag — u)" + ug") + (wes — ug")
= Wayq + Wyg + Weg = 17+16+17

Hasonloéan modon teljesiil az allitas a tobbi koaliciora is.

Az erés dualitas tételébdl és abbol, hogy ”-6s valtozok silya a célfiiggvényben 0 ko-
vetkezik, hogy z =w = ),y v = v(N) = 116.

21



5. fejezet

A nukleolusz élmonotonitasa

A TU-jatékok esetében, ahogyan azt a dolgozat harmadik fejezetében emlitettiik, a koa-
licibba 1ép6 jatékosok a kifizetéseket tetszéleges modon oszthatjak szét egymas kozott. A
jaték |Schmeidler| (1969) altal bevezetett nukleolusza egy olyan elosztas koncepcid, amely
lexikografikusan minimalizalja a jatékosok legnagyobb elégedetlenségét. A nukleolusz meg-

hatarozésahoz sziikségiink lesz az alabbi fogalmakra:

5.1. definicié. Legyen v € GV. Ekkor a v jdték preimputdcidinak halmaza

]%@z{UGRﬂ}Zm:MN&.

iEN

5.2. definici6. Legyen v € GV, Ekkor a v jdték imputdcidinak halmaza

I(v) = {UERN | Zui:v(N), és uiZU(E),iEN}.

iEN
5.3. definici6. Legyen v € GV jdték. Ekkor az e(-,-) : GN x RN — R2" tobbletfigguény
tetszdleges S koaliciohoz és u elosztdshoz az aldbby mddon adhatd meg:
(e(v,u)s = v(S) = ) u;
ieS
A S koalicidhoz és az u kifizetésvektorhoz tartozd tobblet tehat azt mutatja meg,
hogy az S koalici6 mennyit nyerhet (vagy negativ tobblet esetén mennyit veszithet), ha

elutasitja a nagykoalicioban valod részvételt és ezzel az u kifizetést.

5.4. megjegyzés. Legyen v € GV. Ekkor a jaték magja a kovetkezSképpen adhato meg:

ﬂw:{UGWW§:w=wNMSMuwn§&SgN}.
ieN
5.5. definicié. Legyen p : R? — R? a kivetkezd mddon adott, tetszdleges u € R-re és
1<i<d-re

(Mw%:TQJQﬁmﬂ%g%-
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A p rendezés tehat az u vektor koordinatait nemnovekvd sorrendbe rendezi.

5.6. példa. Vegylink egy tetszéleges u vektort és alkalmazzuk ra a p rendezést.

plu) =

=~ = NN W
_— NN W

5.7. definici6. (Nukleolusz (Schmeidler, 1969)) Legyen v € GV. Ekkor a v jdték nukleo-

lusza a kévetkezd modon hatdrozhato meg:
N(w) = {u € I(0) | po e(v,u) <t po (v, 2), 2 € (v)},

ahol <., a vektorok kiézitti gyenge lexikografikus rendezést jeloli, azaz A <i.. B, ha A= B

vagy A; < B, arra az elsé i komponensre, amelyben az A és a B vektorok killonbéznek.

Ezt a definiciot felhasznalva a kévetkezd optimalizalési-sorozat eredményeként hata-
rozhatjuk meg a jaték nukleoluszat: kivalasztjuk azt az elosztast, amelynél az elérhets
legmagasabb tobblet a legkisebb. Mivel a p rendezéssel a tobbletvektor koordinatait nem-
novekvo sorrendbe rendeztiik, ezért a kivalasztast elGszor az els6 koordinatédk alapjan
végezzik el. Ha ez nem ad egyértelmt megoldast u-ra, akkor a vektorok maéasodik koor-
dindtajat, azaz ahol a masodik legnagyobb tobblet is a lehetd legkisebb, vizsgaljuk. Ha
még ilyen elosztasbol is tobb van, akkor az eljarast mindaddig folytatjuk, amig vagy az
v minden koordinatajat meg nem vizsgaltuk, vagy pedig a k-adik koordinita alapjan
egyértelmi elosztast nem kaptunk.

A nukleolusz a definicidja szerint egy kifizetéshalmaz, ugyanakkor a bevezetésekor |Sch-
meidler| (1969) megmutatta, hogy minden elosztassal rendelkez jaték nukleolusza egyetlen

elosztasbol all, tehat a kifizetéshalmaznak egyetlen eleme van.

5.8. példa. Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2} és a koaliciok értéke rendre 2,4,5
és u = [3,2]. Igy a megfelels koaliciokhoz tartozo tobbletek: (e(v,u)); = 2 — 3 = —1,
(e(v,u))z=4—2=2¢s (e(v,u))z =5— (3+2) = 0. Ekkor

(e(v,u))z 2
poe(v,u)= | (e(w,u))m | = | 0
(e(v, u))7 -1

5.9. definici6. (Pre-nukleolusz) Legyen v € G . Ekkor a v jdték pre-nukleolusza a kévet-
kezd:
PN(@) = {u€ I'(6) | po e(v,u) <iu poe(v, 2), 2 € I'(0)}

ahol <. a vektorok kézitti gyenge lexikografikus rendezést jelils.
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5.10. megjegyzés. Ha a jaték magja nemiires, akkor a nukleolusz és a pre-nukleolusz meg-

egyezik.

Solymosi et al (2012)) vizsgaltdk a nukleolusz monotonitasat a hozzarendelési jatékok
osztalyan. A hozzarendelési jatékok nukleoluszara az aggregalt monotonitas csak (14 1)-
szereplGs jatékok esetében értelmezhetd, ekkor viszont a kétoldalt hozzarendelési jatékok
nukleolusza aggregalt monoton. Tovabba vizsgaltdk a kétoldali hozzarendelési jatékok
nukleoluszanak egy "természetesebb" monotonitasi tulajdonsagat is, a paronkénti él- vagy
adat-monotonitast. Megmutatattak, hogy a kétoldala hozzarendelési jatékokra teljesiil a

(paronkénti) élmonotonitas. Ezt mondja ki a kovetkezs tétel:

5.11. tétel. Legyen vy € GV kétoldalii hozzdrendelési jdték és A a hozzd tartozd mdtriz.
A vy jdték nukleolusza pdronként monoton, azaz tetszdleges A = [ay] és A" = [aj;] hozzd-
rendelési mdtrizok esetén, ha a;; < aj; és an = ay, minden (k,1) # (i,7)-re, akkor a va
és a vy jatékokra N;(va) < Nj(var) és Nj(va) < Nj(var) teljesiil.

Bizonyitds. A tételt igazoltak Solymosi et al (2012)). |

5.12. példa. (Kétoldala hozzarendelési jaték nukleolusza) Tekintsiink egy kétoldalt hozza-
rendelési jatékot, amelyben legyen adott 2 fogyaszto és 3 eladd, valamit a jatékhoz tartozo
A matrix. Vegyiink egy olyan v jatékot, amelyikre az teljesiil, hogy a hozza tartozo A’

matrix csak az a), elemében kiilonbozik A-tol. Legyen e két matrix:

is=1 ig=2 ig=23 ig=1 ig=2 ig=23
ip=1 2 4 5 ig=1 2 4 5
ip =2 3 0 1 ig =2 3 4 1

Ekkor a v, és a vy jatékok nukleoluszara kapjuk ig = 1,ig =2,ig = 1,15 = 2,15 = 3

sorrendben, hogy

4,5 4
1,75 3,5

N(va) = | 1,25 N(va)=1 0
0 0,5
| 0,5 1

Lathatjuk tehat, hogy mind a 2-es fogyasztonak, mind pedig a 2-es eladonak a kifizetése

nétt.

A lokalisan additiv m-oldala hozzarendelési jatékok esetében a (paronkénti) élmonoto-
nitast ugy értelmezhetjiik, hogy a graffal megadott jatékban egyetlen élsilyt valtoztatunk

meg, azaz Stuart| (1997) jelolésével a [B*] és [Bkl], k =1,...,m — 1, matrixrendszerek
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valamely B* = [b}'] és BY = [bf]/ ] hozzarendelési métrixaira b, < bf; és bf, = bf; teljesiilne
minden (I, p) # (i, 7)-re. (Az A polimatrixra ez nyilvan nem teljesiilhet, mivel az A nem
csak két oldalt kot Ossze, igy egyetlen élsuly megvaltoztatasaval tobb eleme is valtozna).
Az lokalisan additiv m-oldala (m > 3) hozzérendelési jatékokra azonban nem teljesiil,
hogy N;(va) < N;(var) és Nj(va) < Nj(var).

5.13. tétel. A lokdlisan additiv m-oldali (m > 3) hozzdrendelési jatékok nukleolusza nem
(pdronként) élmonoton, azaz létezik olyan m-oldali (m > 3) hozzdrendelési jaték, amelyre
a [B*] és [Bk/], k=1,....,m— 1, mdtrizrendszerek valamely B¥ = [b}] és B¥ = [bg]
hozzdrendelési mdtrizaira b;; < bf; és by, = bE . minden (I,p) # (i,7) esetén N;(va) <

lp>’
Ni(var) és Nj(va) < N;(var) nem teljesil.

Bizonyitds. Ellenpélda: Tekintsiink egy m = 3 oldalt hozzarendelési jatékot és minden

jatékostipusra legyen |N;| = 2, j = 1,2, 3-ra. Ekkor a jatékhoz tartozo graf a kovetkezd:

5.1. abra. A nukleolusz élmonotonitasa 1.

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a jaték nukleolusza, ha a graf egyetlen, az xoy élé-
nek silyat 0-rol 3-ra valtoztatjuk. Tekintsiik elGszor a jatékhoz tartozd grafot, amely a

kovetkezSképpen modosul:
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5.2. 4bra. A nukleolusz élmonotonitasa I1.

Ekkor a vy és a va jaték nukleoluszat a Sziklai Balazs altal készitett program segit-

ségével kiszamolva kapjuk, hogy:

- - _ 2’5 -
4
3 4,25
N(UA): 15 N(UA/)I 35
1,5 3,9
3 4,25

Lathatjuk, hogy a va modositott jatékban a 2-es jatékos esetében a nukleolusz &ltal
meghatarozott kifizetése kisebb, mint az eredeti jatékbeli nukleolusz kifizetése. Tehat er-
re a jatékra nem teljesiil a nukleolusz élmonotonitasa. A példabol kovetkezik, hogy a
tetszdleges, tobb, mint 2-oldala lokalisan additiv hozzarendelési jatékokra sem teljesiil a

nukleolusz élmonotonitésa. [ |

5.14. kovetkezmény. A nukleolusz élmonotonitisa az m-oldali (m > 2) hozzdrendelési

jatékokra sem teljesiil.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban ellatasi lancokat vizsgaltunk jatékelméleti modszerekkel. Megmutat-
tuk, hogy az ellatéasi lancok kialakitasanal a piaci szerepldk szét tudjak osztani a kdzosen
szerzett hasznot gy, hogy attdl az elosztasbol senkinek sem egyediil, sem pedig mas jaté-
kosokkal kézosen nem éri meg eltérni. Azaz igazoltuk, hogy a lokalisan additiv m-oldala
hozzarendelési jatékok magja nemiires. A lokélisan additiv m-oldali hozzarendelési jaté-
kokat linearis programozasi feladatok segitségével vizsgaltuk. A problémat ILP feladattal
irtuk fel, majd annak relaxaltjarol megmutattuk, hogy van egészértékii optimalis bazis-
megoldasa. A mag nemiirességének belatasahoz felirtuk a feladat duélisat, amelyet meg-
oldva meg tudtunk adni magbeli elosztast. Ezt kvetGen megvizsgaltuk a lokalisan additiv
m-oldali (m > 3) hozzarendelési jatékok nukleoluszat és példan keresztiil megmutattuk,
hogy az nem (paronként) élmonoton.

A dolgozat megirasakor torekedtiink arra, hogy az olvas6 szaméara vildgossé és érthe-
tévé valjon a lokalisan additiv m-oldalt hozzarendelési jatékok gyakorlati alkalmazasa az
ellatasi lancok esetében. A dolgozatban az ellatasi lancok azon esetét vizsgaltuk, amelyben
a kiilonb6z6 tipusi piaci szerepl6k egyméssal csak kizardlagos szerzédéseket kothetnek és a
lancok tgy épiilnek fel, hogy az 0sszes kiilonb6z8 tipust szereplébdl sziikség van pontosan

egyre ahhoz, hogy az ellatasi lanc miikodni tudjon.
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