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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban koltségelosztasi jatékok egyik legjelent&sebb megoldasat tanulmanyozzuk
repiil6tér jatékokon. Ez a megoldas a Schmeidler| (1969) altal bevezetett nukleolusz. Meg-
vizsgaljuk Sobolev| (1975)) nukleolusz axiomatizaciojat atruhazhato hasznossagu jatéko-
kon, és bebizonyitjuk, hogy ez az axiomatizalas érvényes marad a repiilGtér jatékok oszta-
lyan is. Ezutan bemutatjuk [Sonmez| (1994) algoritmusat, és a karakterizaciot felhasznalva,
Sonmez (1994) bizonyitasdnak finomitasaval belatjuk, hogy az algoritmus a nukleoluszt
eredmeényezi repiil6tér jatékokon.

A koltségelosztasi problémak gyakorlati szempontbél is relevansak, hiszen gazdasagi
szituaciok soran gyakran meriil fel a kérdés, miként osszuk fel egy létesitmény koltsé-
geit a haszonélvezdi kozott. Ezen problémék szamos tovabbi alkalmazasarol olvashatunk
Thomson| (2007) cikkében.

Az els6 fejezetet az dtruhdzhato hasznossagi kooperativ jatékok rovid bemutatésaval
kezdjiik, ahol definidljuk a dolgozat alapjat képz6 {6 fogalmakat. Bemutatunk egy jelen-
t6s megoldést, a magot, ami tovabbi vizsgalataink kiindul6pontjat fogja képezni. Majd
bevezetjiik a dolgozat kdzponti részében vizsgalt modellt, a repiilétér jatékok osztalyat.

A maésodik fejezetben definialjuk a nukleoluszt (Schmeidler, [1969)) és a prenukleoluszt
(Sobolev, |1975)), valamint megmutatjuk, hogy a vizsgalt jatékosztalyon a két megoldas
egybeesik. Ezutan axiomakban rogzitjiik azokat a tulajdonsagokat, amelyek az atruhaz-
hato hasznossagi jatékok osztalyan (Snijders| (1995) és [Sobolev| (1975) karakterizacioja
alapjan) a nukleoluszt és a prenukleoluszt jellemzik. Bebizonyitjuk, hogy a repiilgtér jaté-
kok osztalyan a két karakterizacio megegyezik. Azonban, mivel |Sobolev| (1975)) és Snijders
(1995) axiomatizacidja az atruhézhatoé hasznossagi jatékok osztalyara érvényes, meg kell
vizsgalnunk bizonyitasaik részleteit, hogy belathassuk: a két tétel érvényes marad a re-
piil6tér jatékok osztalyan is. A nukleoluszt a repiilétér jatékok osztalyan korabban mér
Potters és Sudholter| (1999), valamint Hwang és Yeh| (2012) is karakterizaltak az eredeti

axiomak kiilonféle gyengitésével, azonban mi t6liik fiiggetleniil adunk a karakterizicio-



ra egy alternativ bizonyitast. Az utols6 részben definialjuk Sonmez| (1994) algoritmusat,
amely kiszamolja egy n-személyes repiiltér jaték nukleoluszat. [Sonmez| (1994) bizonyité-
sanak finomitasaval, valamint a nukleolusz karakterizaciojat felhasznalva igazoljuk, hogy

az algoritmus valoban a nukleoluszt eredményezi.



2. fejezet
TU-jatékok

A kooperativ jatékelmélet olyan helyzeteket vizsgal, ahol a jatékosok célja részben, hogy
egyiittmiikddjenek, részben pedig, hogy versengjenek egymassal. Olyan szituaciokat mo-
dellez, ahol az egyiittmiikodés kozos hasznot eredményez, amit a jatékosoknak el kell
osztaniuk egymas kozott. Mindegyik jatékos torekszik arra, hogy sajat hasznit maxima-
lizalja, e célbol koalicioba lépnek egymaéssal.

Ha a kooperativ jatékelméleten beliil &truhézhato hasznossagi — réviden TU- — jateé-
kokrol beszéliink, akkor a jatékosok olyan haszon elosztasardl targyalnak, mely mindenki
altal egyenlGen értékelt, és at is ruhazhato.

A TU-jatékokat Markus| (2011) dolgozata, valamint Peleg és Sudholter| (2003) konyve

alapjan mutatjuk be.

2.1. definici6. Legyen N # (), |N| < oo a jdtékosok véges halmaza, és jelolje P(N) az N
halmaz dsszes részhalmazdnak az osztdlydt. Legyen tovdibbd v : P(N) — R olyan fiigguény,
melyre v(0) = 0. Ekkor v-t dlruhdzhald hasznossdgi kooperaliv jatéknak nevezzik, és az

N jdtékoshalmazzal rendelkezd dtruhdzhato hasznossdqi jatékok osztdlydt GV -el jeldljik.

A jatékosok halmaza legtobbszor emberek csoportjat jelenti (példéul falukozosséget,
szakszervezetet), de gazdasagi problémék esetén a jatékosok halmazan gyakran nem sze-
mélyeket, hanem a szituaciotol fliggden valamilyen gazdasagi valtozot (példaul termelési
tényezét) értiink. Az N részhalmazait koalicioknak nevezziik, specidlisan az N-t nagykoa-
licionak, az (-t {ireskoalicionak hivjuk. A v fiiggvény minden koaliciohoz hozzéarendeli azt
az értéket, amelyet az adott koalici6 elér a tobbi jatékos cselekedetétdl fiiggetleniil. Ez az
érték valamilyen kifizetést vagy koltséget takar, melynek egy egysége mindegyik jatékos

szamara ugyan annyit ér. A v(.S) szamot az S koalicié értékének nevezziik.

2.2. definicié. Egy v € GV jdték monoton, ha minden S, T C N koalicid esetén teljesil,
hogy ha S C T, akkor v(S) < v(T).



2.3. példa. Legyen N = {1,2,3} a jatékosok halmaza, és legyen a v jaték olyan, melyre
v(1) = 2,v(2) = 2,0(3) = 3,v(12) = 4,v(13) = 5,v(23) = 3, és v(123) = 5. Lathato,
hogy a nagykoalicio értékénél (5) mindegyik egy f6s koalicio értéke (2,2,3) kisebb, és
a nagykoalicio értékénél a kétfss koaliciok értéke (4,5,3) sem nagyobb. Igy mar csak a
kétfés koaliciok értékét kell Gsszehasonlitanunk az egy f6s koaliciok értékével. Egyik egy
f6s koalicio értéke (2,2,3) sem nagyobb, mint a kétf@s koaliciok értéke (4,5,3), igy a v

jaték monoton.

2.4. definicié. Egy v € GV jdték szubadditiv, ha minden olyan S, T C N koaliciora,
melyre SNT =0, teljesil, hogy v(S) +v(T) > v(SUT).

2.5. példa. Tekintsiik a [2.3] példaban szerepl jatékot. Hat eseteben kell megvizsgalnunk
v(S) +v(T) > v(SUT) feltétel teljesiilését, mivel a definicié szerint S és T koaliciok
metszetének iiresnek kell lennie. Ez a kovetkezd részhalmazparokra teljesiil: 1—2,1—3,2—
3,1-23,2—13, és 3—12. Az els6 harom esetben v(SUT) értéke rendre 4, 5, 3 és v(S)+v(T)
értéke rendre 4, 5, 5. Tehat ezekben az esetekben teljesiil, hogy v(S) +v(T) > v(SUT).
Az utols6 harom eset mindegyikében a koaliciok unidja a nagykoalicio, melynek értéke 5,
és a koaliciok értékének Gsszege rendre 5,7,7. Igy lathato, hogy a gyenge egyenlGtlenség

ezekben az esetekben is teljesiil, a v jaték szubadditiv.

2.6. definicié. Egy v € GV jdték konkdv, ha minden S, T C N-re v(S) +v(T) > v(SU
T)+v(SNT).

2.7. megjegyzés. Minden konkav jaték szubadditiv.

2.8. definici6. Egy v € GV jdték nemnegativ, ha v : P(N) — RTU{0}, ahol RT a pozitiv

valos szamok halmazdt jelols.

Egy v € GV jatékot koltségjatéknak neveziink, ha nemnegativ, monoton és szubaddi-
tiv. Az N jatékoshalmazzal rendelkezs koltségjatékok osztalyat GN-el fogjuk jeldlni.

Koltségjatékok esetén az N jatékoshalmaz fogyasztok egy csoportjat jeloli, akik egy
bizonyos szolgaltatast szeretnének igénybe venni. v a koltségfiiggvény, mely N halmaz
minden koalici6jahoz megadja azt az értéket, amennyiért a koalicid tagjai egyiittesen a

szoban forgo szolgaltatast igénybe vehetik.

2.9. definici6. A ¢ : A = RY (halmazértéki) fiigguényt, ahol A C GV, az A halmazon

értelmezett megolddsnak nevezzik.

Egy jaték megoldashalmaza minden jatékoshoz hozzérendeli azokat az értékeket, amennyi-
vel az adott jatékosnak a kozos koltség finanszirozasdhoz hozza kell jarulnia.
Felmeriilhet a kérdés, hogy létezik-e olyan koltségelosztasi modszer, amellyel minden

elvarasnak megfelels, minden szempontot kielégité modon tudjuk felosztani a koltséget a
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szerepl6k kozott. Természetesen ilyen megoldas nem 1étezik, mindegyik megoldés egy saja-
tos szempontrenszernek megfelelGen eredményezi elosztésok egy halmazat. Ilyen szempont
lehet példaul, hogy az 6sszes koltség keriiljon felosztasra, vagy hogy egyik koalicionak se
alljon érdekében eltérni a kapott megoldastol. A kdvetkezs részben ezeket a feltételeket

kielégité megoldasrol lesz sz6.

2.1. A mag

Koltségelosztasi jatékok egyik legismertebb megoldasa a magl, mely a dolgozat tovab-
bi részében is meghatarozé szerepet fog jatszani. Segitségével megkaphatjuk azokat az
elosztasokat, amelyeket minden koalicio elfogad megoldasként. A mag definidlasa el6tt

tekintsiik az alabbi fogalmakat.

2.10. definicié. Legyen v € GV. Ekkor a v jdték preimputdcidinak a halmazdt a kivet-

kezdképpen definidlyuk:

I*(v) = {w ERV:D o= U(N)} :
ieN
2.11. definicié. Legyen v € GN. Ekkor a v jdték imputdcidinak a halmazdt a kévetkezd-

képpen definidljuk:

I(v) = {:L‘ cRY: sz =v(N) ésv({i}) —z; > 0,i € N}.
ieN

A definici6 alapjan egy jaték preimputacidinak a halmazat olyan vektorok al-
kotjak, melyek a nagykoalicid értékét, az Osszes koltséget osztjak fel. A definicioban
bevezetett imputaciok halmaza olyan preimputaciokbol all, melyeknél az elosztas egyé-
nileg racionalis, azaz semelyik jatékosnak nem &all érdekében egyénileg eltérni az adott
elosztastol.

A kovetkezd 1épésben egy olyan fiiggvényt definidlunk, mely megadja, hogy egy koalicio
mennyivel jar jobban egy adott elosztas elfogadasaval ahelyett, hogy sajat koltségének

megfelel6 értékben jaruljon hozza az 6sszkoltség finanszirozésihoz.

2.12. definicié. Aze(-,-) : GV xRN — R2" fiigguényt tébbletfigguénynek nevezziik, ahol
tetszdleges v € GN-re, x € RN-re és S C N-re

(e(v.2))s = v(S) = Y |
€S

az S koalicio x imputdcio mellett elért v jatékbeli tdbblete.

UGillies| (1959)



Koltségjatékok esetén a tobbletfiiggvény értéke valodi tobbletet jelent, tehat minél

nagyobb az (e(v,x)) érték, az S koalicié annal jobban jar.

2.13. definicié. (Gillies,|1959) Legyen v € GN. Ekkor a v jaték magjdt a kovetkezdképpen
definidljuk:

Clv) = {x cRY: le =v(N) és (e(v,x))s > 0,5 C N} :
i€N

2.14. példa. Tekintsiik jra a [2.3] példaban szerepls jatékot, tehat legyen N = {1,2,3} a
jatékosok halmaza, és legyen a v jaték olyan, melyre v(1) = 2,v(2) = 2,v(3) = 3,v(12) =

4,v(13) = 5,v(23) = 3, és v(123) = 5. Ekkor minden magbeli elosztasnak teljesitenie kell

a kovetkezé feltételeket:

(1)2—[[‘120 (4)4—1‘1—1’220 (7)331—1—:1:24—333:5
(3)3—1’320 (6)3—1’2—1‘320

Atrendezéssel a kivetkezskhoz jutunk:

Al 2 (4)1’1+$2§4 (7)1’1+I2+l’3:5
(2) ) 2 (5) T+ X3 S 5
(3) I3 3 (6) To + X3 S 3

(7)-es (6)-os feltételeket Osszevetve kapjuk, hogy =1 > 2. Azonban (1) szerint z; < 2,
igy azonnal adodik, hogy (8) z1 = 2. Emiatt (7)-bol kovetkezik, hogy (9) xo + x5 =

IAIA A

3. (8)-at felhasznalva, az (5)-0s, illetve (6)-os egyenlGtlenségekbdl épp (2)-es és (3)-as
egyenlGtlenségekkel megegyezG feltételeket kapunk, igy xo és z3 meghatérozasahoz méar

csak az alabbi feltételek allnak rendelkezésiinkre:

Minden olyan x5 és x3-ra, melyekre (2), (3) és (9) teljesiil, igaz, hogy xs, x5 > 0,15 = 3—x3.
Tehét a jaték magjat azok az x = (x1, 9, x3) elosztasok alkotjak, melyekre fennall, hogy

x1:2ésx2:3—x3, aholx2§2ésm2,x320.

A példaban szerepl6 jaték magja vektorok egy halmazabdl all, azonban ez nem igaz
minden jatékra. Léteznek olyan koltségelosztasi problémak is, melyek magja egyetlen el-

osztasbol all, s6t olyanok is, melyek magja iires.

2.15. megjegyzés. Shapley (1971) tétele szerint konkav jatékok magja sohasem iires, és a

Shapley-értéket mindig tartalmazza.



2.2. A repiil6tér jatékok osztalya

Ebben a részben koltségelosztéasi jatékok egy specialis részosztalyat mutatjuk be, melyhez
foként [Thomson| (2007) cikkét hasznaljuk fel.

A repiil6tér problémat E] a kovetkezd példaval szokas reprezentalni. Tobb repiil6gép ko-
zosen hasznal egy kifutopalyat, de kiillénb6z6 méretd repiilégépek kiilonb6z6 hosszisagu
kifutopélyara tartanak igényt. Egy adott repiil6gép befogadasara alkalmas le- és felszal-
lopalya felar nélkiil képes befogadni az adott repiil6gépnél kisebb gépeket is. Tovabba a
kifutopalya elég nagy ahhoz, hogy hasznélatba vehesse a legnagyobb repiil6gép. Hogyan
kell a koltségeket felosztani a repiilégépek kozott? RepiilGtér probléma elnevezéssel hivat-
kozunk erre a helyzetre, és tgy hasznaljuk ezt a kifejezést, hogy kijelolje az 6sszes ilyen
strukturaval rendelkezé problémat.

Altalanosan elmondhato, hogy a felhasznalok (repiilégépek) sziikségleteik szerint line-
4risan novekvs sorrendbe rendezettek. Igy ha egy létesitmény (kifutopélya) alkalmas egy
felhasznalo befogadasara, akkor minden tovabbi koltség nélkiil alkalmas az adott felhasz-
nalot megeléz6 felhasznalok befogadasara is.

A modell tehat a kovetkezd: adott felhasznaloknak egy N = {1,2,...,n} halmaza, akik
kozos hasznalatra egy létesitményt épitenek. A felhasznéloknak kiilonbo6z6 sziikségleteik
vannak, igy a létesitményt tgy kell megépiteni, hogy befogadhassa az Osszes felhaszna-
l16t. Minden ¢ € N felhasznal6 jellemezhets egy ¢; nemnegativ koltségparaméterrel, amely
megmutatja, hogy mennyivel dragabb az ¢ felhasznalonak az 6t kozvetleniil megel6z6 fel-
hasznalohoz képest a létesitmény hasznélata. Igy valojaban egy olyan létesitmény koltsége,

mely éppen az i felhasznalo igényeinek kielégitésére alkalmas, pontosan v(i) = > i1

Cj.
A c=(c1,co,...,c,) vektort a jaték koltségvektoranak nevezziik.
Mivel a felhasznalokat a névekvs koltségeik szerint rendezziik linearis sorrendbe, a

tovabbiakban tgy is hivatkozunk rajuk, mint az els6, a masodik, ..., és utolso jatékos.

2.16. definicié. Egyv € GY kiltségjdtékot repiilétéridtéknak neveziink, ha minden S C N
koaliciora teljesil, hogy

v(S) = rlgleaéxv(g).

Az N jdtékoshalmazzal rendelkezd repiilétér jdatékok osztdalydt GYN -el jeldljik.

A repiilGtér jatékokat szokas egy (G, ¢) lanccal modellezni. A lanc egy gyokérrel indul,
majd ezt kdveti az elsd, a masodik, ..., az utolsod jatékos, akiket a csicsok reprezentalnak.
Az élek stlyai a ¢ = (¢, ¢a,...,c,) koltségvektor komponensei, melyek megadjik, hogy
mennyibe keriil a kifutopalya hasznalata a gyokértél az els6, az els6tdl a masodik, .. ., az

n — l-edikt6l az utolso jatékosig. Egy altalanos v € GN N = {1,2,...,n} jaték lanccal

2Littlechild és Owen| (1973)



torténé abrazolasat mutatja a. dbra. Ez alapjan példaul az 1-es jatékos koltsége v(1) =
c1, a 4-es jatékos koltsége v(4) = ¢; + co + ¢3 + ¢4, @ 2-es és 3-as jatékosok altal alkotott

koalici6 értéke v(23) = ¢1 + ¢ + ¢3, és a nagykoalicio értéke v(N) =,y ¢

gyokér 1 2 3 n-1 n
Ps ..

03 n

2.1. abra. Egy altalanos repiil6tér jaték

2.17. példa. Tekintsiink az el6bbiekre egy szamszerd példat is! Az abran lathato lanc-
cal megadott jatékban a jatékoshalmaz négyelemt, a koltségvektor ¢ = (7,2,5,1), igy a

koaliciok értékei:

2.2. abra. Szamszeri példa a repiilGtér jaték abrazolasara

A kovetkezd két tétel meghatérozo jelentGségii lesz dolgozatunk tovabbi részében.
Radvanyi| (2010), illetve Markus (2011) diplomamunkajiban ezek a tételek bizonyités-

sal egyiitt megtalalhatoak, ezért mi eltekintiink az igazolasuktol.
2.18. tétel. A repiildtér jatékok konkdvak.
2.19. tétel. Az N jatékoshalmazzal rendelkezd repildtér jatékok osztdlya kip.

Egy repiil6tér probléma esetén tehat a kérdés, hogy miként osszuk fel az 6sszkoltséget
a felhasznélok (jatékosok) kozott. Olyan elosztasokat keresiink, melyek minden koltséget
felosztanak gy, hogy csak a nulla jétékosﬂ koltsége lehet nulla, és egyik jatékos sem fizet
tobbet annal, mint amennyibe a létesitmény keriilne szamaéra, ha egyediil hasznalna. A

kovetkezs fejezetben a probléma egy lehetséges megoldasaval foglalkozunk.

3Egy i € N jatékost nulla jatékosnak neveziink, ha barmely S C N,i ¢ S koaliciéra teljesiil, hogy
v(SUi) =v(S).



3. fejezet
Nukleolusz

Egy ¢ megoldds mag-kompatibilis, ha (v) C C(v), v € GV, amennyiben C(v) # 0.
Milyen modszer mindsiil ésszertinek és kovetkezetesnek ahhoz, hogy kivalasszuk egy ja-
ték (nemiires) magjanak egy egyediilallo pontjat? A hagyoméanyos valasz erre a kérdésre
az, hogy valasszuk ki azt az imputaciét, ami a legrosszabbul jar6 koaliciot is a lehets
legjobb helyzetbe hozza. Ehhez meg kell egyezniink abban, hogy mi alapjan dontsiik el
adott imputacié mellett két koalicid koziil, hogy melyik jar jobban. Egy modszer erre a
kovetkezd:

Tetsz6leges v € GV koltségjatek, z € RY imputacio, és S, T C N koaliciok esetén azt

mondjuk, hogy az S koalici6 az x imputacié mellett jobban jar, mint a T koalicid, ha

(e(v,x))s > (e(v,x))r.

Azt a megoldast, amelyik egy v jaték Osszes imputacidja koziil kivalasztja azt, ame-
lyik mellett a legrosszabbul jaré koalicié is a lehetd legjobban jar, ezen beliil pedig a
méasodik legrosszabbul jaro koalicié is a lehetd legjobban jar, és igy tovabb, nukleolusznak
nevezziik. Igy a nukleolusz mindig egy magbeli megoldast eredményez, amennyiben a
mag nem iires. Ha pedig a mag iires, akkor a nukleolusz a mag altal képviselt stabilitast
"lexikografikusan legjobban" megkdzelité megoldas.

Egy még enyhébb feltételeket magiba foglalé megoldds a prenukleolusz P aminek
a kiilonbsége a nukleolusztol abban rejlik, hogy a preimputiciok halmazan végzi el a
szoban forgd optimalizalasi eljarast. A nukleolusz és a prenukleolusz pontos definidlasdhoz

tekintsiik az aldbbi rendezést.

3.1. definici6. Legyen p : R — RY olyan rendezés, mely minden x € R vektorra és

1 <@ < d komponensre a kdvetkezéképpen definidlt:

p(x); = min  maxux;.
TC{1,2,...d},|T|=i j€T

ISchmeidler| (1969)
ZSobolev| (1975)



3.2. példa. Adott x = (5,1,7,4). Ekkor keressiik p(x)-et. (p(x))1-et megkapjuk ha vessziik
az x vektor komponenseinek Gsszes egyelemt részhalmazat, és kivalasztjuk ezek koziil a
legkisebbet. Igy (p(z)); = 1. Ezutin (p(z))2-héz az 2 vektor komponenseinek minden
két elemi részhalmazabol kivalasztjuk a legnagyobbat (igy olyan halmazokat kapunk,
melyek egyetlen eleme 4, 5 vagy 7), és ezek koziil kivalasztjuk a legkisebbet. Ebbdl kapjuk,
hogy (p(x))s = 4. Es igy tovabb, (p(x))s egyenls z vektor azon komponensével, mely a
komponensek altal alkotott haromelemii halmazok legnagyobb elemei koziil a legkisebb.
Tehat (p(z))s = 5. Igy a legvégén kapjuk, hogy (p(x)); = 7. Val6jaban p egy olyan

fiiggvény, mely egy vektor elemeit nemcsékkend sorrendbe rendezi.

3.3. definici6. Legyen v € GY kiltségjdték. Ekkor a v jdték prenukleolusza a kévetkezd-
képpen adhalo meg:

PN () ={z € I"(v) : poe(v,z) > poe(v,y),y € I"(v)}.

3.4. definici6. Legyen v € GV kéltségjdaték. Ekkor a v jdték nukleolusza a kovetkezdképpen

adhato meg:
N@w)={z € I(v): poe(v,x) > poe(v,y),y € I(v)}.

3.5. megjegyzés. A3.3] és a3.4] definiciok soran >, vektorok kozotti gyenge lexikografikus
rendezést jelent, miszerint pontosan akkor A >,., B, ha A = B vagy A, > B, az els6 olyan

© komponensre, melyben A és B vektorok kiilonbdznek.

A nukleolusz az imputaciok olyan halmaza, mely az imputaciok kozott lexikografikusan
maximalizilja a nemcsokkend sorrendbe rendezett tobbletek vektorat. A nukleolusz tehét
minden imputaciohoz kiszamolja a koaliciok tobbletei altal alkotott vektort, és megkeresi,
hogy melyik az az imputacio, ahol a legkisebb tobblet a legnagyobb. Ha ebbdl t6bb is
van, akkor ezek koziil megkeresi azt az imputaciét, melynél a masodik legkisebb tébblet
is a lehetd legnagyobb. Ha még ebbdl is tobb van, akkor tovabb megy: kivalasztja azt az
imputaciot, ahol a harmadik legkisebb tobblet is maximaélis a tobbi imputéiciohoz képest,
és igy tovabb, amig nem talal egyetlen egy lexikografikusan maximalis elosztast.

A megoldas pontos megértéséhez egy példaval szemléltetjiik a p o e(v,z) Osszetett
fiiggvény miikodését, majd pedig egy altalanos kétszemélyes koltségjaték nukleoluszara

adunk zart képletet.

3.6. példa. Legyen N = {1,2} a jatékoshalmaz, és legyenek a koaliciok értékei v = (1,2, 3).
Tekintsiik ekkor az x = (2,1) elosztast. A koaliciokhoz tartozé tébbletek a kévetkezsk

lesznek:



A tobbletfiiggvény p fiiggvénybe torténd beagyazasa utan a kovetkezs vektort kapjuk:

(e(v, @)z -1
poe(v,z) = |(e(v,z))z| =10
(6<U7x))§ 1

3.7. példa. (Solymosi et al, 2007) Legyen v € GV, N = {1,2} olyan koltségjaték, melyre
igaz, hogy v(1) + v(2) > v(12). Ekkor az imputaciok halmaza

I(v) = {(z1,22) : 71 + 22 = v(12),0(1) — 21 > 0,0(2) — 22 > 0} .
Ezen feltételek mellett keressiik azt az (z1,x9) vektort, mely maximalizilja a legkisebb
tobbletet. Mivel csak az egyszemélyes koaliciok tobbletei valtozhatnak, keressiik azt az
(21, 22) vektort, melyre min {v(1) — z1,v(2) — 22} maximalis. Kénnyen lathato, hogy a
két tobblet minimuma akkor lesz maximalis, ha egyenlk. Tehat z1 + x5 = v(12) és

v(1) — 21 = v(2) — 2y egyenletekbdl azt kapjuk, hogy

v(12) +o(D)—v(@)

T = ( és 1y = U(ﬁ)—&—v(i)—v(i)'

2

Vegyiik észre, hogy ez alapjan a vizsgalt kétszemélyes koltségjatékok esetén a nukleolusz

és a Shapley-érték megegyezik.
3.8. tétel. Ha C(v) # 0, akkor PN (v) = N (v).

Bizonyitdas. Ha C(v) # 0, akkor létezik x € RN (pre)imputacio, melyre e(v,x) > 0.
Ebbél adodik, hogy PN (v) és N (v) is magbeli lesz, hiszen lexikografikusan a legnagyobb

preimputécio illetve imputéicié igy mar nem lehet nem pozitiv. Emiatt
PN () = N(v) = {& € C(v) : poe(v,) Ziea poe(v,y),y € CV)} .
[ |

A tétel kimondja, hogy egy repiilétér jaték mindig konkav, és a megjegyzés
szerint konkav jaték magja sohasem iires, igy a [3.8 tételbdl a kovetkezdt allapithatjuk

meg:

3.9. kovetkezmény. Repiildtér jatékok esetén a nukleolusz és a prenukleolusz eqyenld.

3.1. Axiomak

Koltségelosztasi problémak megoldasa soran rendszerint igazsagos elosztasokat keresiink.
Szamos igazsagosnak tekintheté megoldaskoncepcié 1étezik, azonban ezek nem ugyanaz

az elv szerint igazsidgosak, mindegyik mas-mas elvarasnak felel meg.
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Ebben, és a kovetkezd részben arra a kérdésre adjuk meg a valaszt, hogy mik azok
a tulajdonsagok, amelyekkel a nukleolusz és a prenukleolusz egyértelmiien jellemezhetd,
tehat milyen elvek alapjan ad ez a két megoldas egy-egy igazsagos elosztéast. ElsG 1épésben
a karakterizacidhoz sziikséges tulajdonsdgokat mutatjuk be.

Egy tetszblegesen rogzitett v € GV jaték esetén az i, j € N jatékosokat ekvivalensnek
nevezziik a v jatékban (jelolés: ¢ ~V j), ha minden S C N koaliciora, melyre i,j ¢ S
fennall, teljesiil, hogy v(S U i) = v(S U j). Vegyiik észre, hogy barmely v € G repiil6tér
jaték esetén az i,j € N jatékosok ekvivalenciaja csak annyit takar, hogy v(i) = v(j).

Jelljon a tovabbiakban egy tetszéleges v € GV jatek és f € RY vektor mellett
v® B € GV olyan jatékot, melyre minden S C N koaliciora v & 5(S) = v(S) + > .cs i
ahol (; a 8 vektor i-komponense.

Legyen v € GV jaték, egy v € RY tetszéleges elosztassal. Ekkor a v jaték barmely
S C N koalicidjara x(S) = >, g Ti.

3.10. axiéma. Az A C GV jdtékosztdlyon értelmezett 1) megoldds Pareto-optimdlis (PO),
ha minden v € A jatékra teljesiil, hogy ..y Vi(v) = v(N).

3.11. axiéma. Az A C GV jdtékosztdlyon értelmezett 1 megoldds eqyértéki (SIVA), ha
minden v € A jatékra | (v)| = 1.

3.12. axiéma. Az A C GV jdtékosztdilyon értelmezett 1) megoldds eqyenléen kezelé (ETP),

ha minden v € A jdtékra és i,j € N jatékosokra teljesil, hogy, ha 1 ~

Vi(v) = ¥;(v).

3.13. axioma. Az A C GV jdtékosztdlyon értelmezett 1 megoldds kovaridns (COV), ha
minden v € A jdtékra, o > 0 szdmra és 3 € RN wektorra fenndll, hogy ha av & 8 € A,
akkor v (av @ B) = ap(v) + B.

J, akkor

Ezek alapjan a definialt 1) megoldas

e PO, ha minden jatékban az egyes jatékosokhoz rendelt kifizetések Osszege kiadja a

nagykoalicio értékét.
e SIVA, ha minden jaték esetén teljesiil, hogy a megoldashalmaz egyelemd.

e ETP, ha barmely jatékot tekintve, az ekvivalens jatékosokhoz azonos értéki kifizetés

pérosul.

e COV, ha az értékelési modszer invarians az Osszeadasra és a pozitiv skalarral valo
szorzasra. Tehat ha adott két jaték: v € GV és v/ € GV, melyekre talalhaté olyan
a>0¢é B € RN hogy v = av ® 3, akkor a két jatékhoz tartozo 1 (v) és ¥(v')

megoldasokra ugyanez a transzformacio all fenn. Tehat ¥ (v") = ay(v) + 5.
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3.14. allitas. Legyen v € GY egy repiilétér jaték, amelyre |N| = n. Ekkor tetszdleges
a > 0 szamra és 3 € RY vektorra av @ B pontosan akkor eleme a GY jdtékosztdlynak, ha
61:62:”':Bn—120 éSﬂnER.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy a transzformacioval kapott jaték is repiil6tér jaték legyen, min-
deni € N-re és T C {1,2,...,i — 1} koaliciora teljesiilnie kell, hogy v(i)’ = v(iUT)’, ahol
vV =v® 8. (A tétel miatt a-ra semmilyen megkotést nem kell tenniink a feltétel
teljesiiléséhez, ezért vizsgaljuk csak f(-t.)

Legyen most T'= {1,2,...,7 — 1}. Ekkor

U(i)/201+...+0i+ﬁi:Cl+...+Ci71+Ci+61+...+ﬁi—1+ﬁi:U(EUT).
Ez csak akkor igaz minden ¢ € N-re, ha g =...= 0,1 =0¢s 3, € R. [ |

3.15. példa. Az eddig definialt axiomak jelentésének illusztralasara tekintsiik a kovetkezd
szituaciot: adott egy kifutopélya, melyet tobb légitarsasag egyiittesen hasznal repiilgépeik
fel- és leszallasdhoz. A kifutopalya éves fenntartasi koltségeit a légitarsasagok kozosen
finanszirozzak. A kérdés, hogy milyen elvek alapjan osszak fel a kifutopalya fenntartési

koltségeit a repiil6gépek, és ezaltal a légitarsasagok kozott.

e PO tulajdonsag: A légitarsasagok altal fizetett 6sszeg nem lehet kevesebb, mint a
kifutopalya koltségei, kiilonben nem fedezné a fenntartas dijat. A befizetett Gsszeg
természetesen tobb sem lehet a szoban forgd koltségnél, mivel a felhasznalok kiza-

rolag a fenntartasi koltségen osztozkodnak.

e SIVA tulajdonsag: Ha adott a kifutopalya hasznélata szempontjabol két teljesen
egyforma év, melyekben igy az 6sszkoltség egyenld, és a repiil6gépek szama és mérete
valtozatlan, akkor alapvets elvaréds, hogy a két évben a repiil6gépek tulajdonosait

ugyanannyi koltség terhelje.

e ETP tulajdonsag: A kifutopalya hasznalata szempontjabol egy adott évben két repii-
16gép ekvivalensnek tekinthetd, ha egyenld mérettiek, tehat ugyanolyan mértékben
hasznaljak ki a kifutopélya adottsagait. Ennek megfelelen, ha adott két ekvivalens
repiil6gép, akkor elvarjuk, hogy a kifutopalya hasznalatdért mindkét repiil6gépnek

ugyan annyi koltséget szamoljanak fel.

e COV tulajdonsag: tegyiik fel, hogy a kifutopalyat lizemeltets cég egyik évrél a ma-
sikra a-szor nagyobb &sszegért vallalja a kifutopélya lizemeltetését, mikozben a re-
piilégépek valtozatlanul hasznaljak a kifutopalyat. Ekkor jogosan varhato el, hogy
az egyes repiilégépek kéltsége ebben az évben éppen a-szor legyen nagyobb, mint

az elézében.
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Masrészt a COV tulajdonsag tovabbi elvirasa a kovetkezs: tegyiik fel, hogy egyik
évrdl a masikra minden mas valtozatlansaga mellett az eddigi legnagyobb repiilgé-
pet lecserélik egy még nagyobbra, mely ezaltal a kifutopalya nagyobb részét veszi
igénybe. Ekkor a kifutopalya ijonnan hasznalatba vett reszének koltségei kizarolag

ezt a repiil6gépet terhelik.

3.16. definici6. (Davis és Maschler, |1965) Legyen v € GN jdték, ) # S C N koalicié
és x € RN egy tetszbleges elosztds. Ekkor minden T C S koalicidra, az S-re és x -re

vonatkozo v(sz) € G? redukdlt jdtékot a kévetkezdképpen definidljuk:

0, haT =10
Vs (T) = v(N) —z(N\S5), haT=S
Jin (W(TUQ) ~2(Q)) kildnben

A redukalt jaték a kovetkezd szitudciot irja le. Adott egy v € GV jaték, melyet az
N\ S koalicio tagjai elhagynak. Tegyiik fel, hogy az N jatékoshalmaz tagjai megegyeznek
abban, hogy az N \ S kiléps koalicio x(N \ S)-el jarul hozza az dsszkoltséghez. Igy a
jatékban marado S koalicio koltsége v(N) — (N \ 9) lesz. Tegyiik fel tovabba, hogy a
jatéekban marado S koalicio tagjai szovetkeznek a kiléps N \ S koalicié tagjaival. Ennek
eredményeképpen minden nemiires 7' C S koalicio koltsége az 1) jatékban a szovetkezéssel

elérhet6 legkisebb Osszeg lesz.

3.17. példa. Tekintsiik a [2.17 példdban bemutatott jatékot! Legyen z = (3,3,4,5), és
tegyiik fel, hogy az l-es jatékos kilép. Ekkor a vz, redukalt jaték a definicio alapjan
az alabbiakban lathato.

Az egyelemi koaliciok:

2) = min{ 9, 9-3 } = 6,
Vi (3) = min{ 14, 14-3 } = 11,
1) = min{ 15, 15-3 } = 12

A két elemd koalicidk:

Ui (23) = min{ 14, 14-3 } = 11,
Vaiy(24) = min{ 15, 15-3 } = 12,

34) = min{ 15 15-3 } = 12
A nagykoalicio:

3.18. axioma. A v megolddst az A C UnGY jatékosztdlyon redukdlt jaték tulajdonsdgii-
nak (RGP) nevezink, ha tetszdleges S C N, S # 0 koalicidra és x € ¥ (v) kifizetésre, hogy
U(s,z) € A, fenndll, hogy x5 € Y(v(sw), ahol xs az x kifizetésvektor azon komponenseit

tartalmazza, melyek az S koalicidhoz tartoznak.
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Egy redukalt jaték imputéacidinak halmaza akar iires is lehet (Snijders, 1995). A ko-
vetkez§ fogalom annyiban tér el a definiciétol, hogy ezt az esetet kizarja.

3.19. definicio. (Snijders, |1995) Legyen v € GN jdték, 0 # S C N koalicid és x €
RN tetszdleges elosztds. Ekkor az S-re és x-re vonatkozd v5% € G imputdciot megdrzd

redukdlt jatékot a kévetkezdképpen definidljuk, minden T' C S koaliciora:

U(S,:E) <T) B U(S,x)7 ha |T| 7é 1
max {zj,v52) ()} Kilonben

3.20. példa. Tekintsiik ijra a[2.17 példaban szerepld jatékot! Legyen a példaval meg-
egyezGen x = (3,3,4,5). Ha az 1-es jatékos elhagyja a jatékot, akkor a 0v342) imputaciot
megl6rzd redukalt jaték a[3.171 példa eredményeit felhasznalva a kovetkezs lesz.

Az egyelemi koaliciok:

v@42)(2) = max{ 3, 6 } = 6,
v (3) = max{ 4, 11 } = 11,
v (4) = max{ 5, 12 } = 12

A kételemi koalicidk:

PN (23) = vy (23) = 11,
v(34) (ﬂ> UV (234,2) (ﬂ) 12,
v(234) (ﬂ> = V@3dz) (3_) = 12

A nagykoalicio:

3.21. axiéma. A ¢ megolddst az A C UyGYN jdtékosztdlyon imputdciot megdrzd redukdll
jaték tulajdonsdgunak (ISRGP) neveziink, ha tetszéleges S C N, S # 0 koalicidra és x €
Y(v) kifizetésre, hogy v € A, fenndll, hogy xg € ¥(v5?)), ahol vg az x kifizetésvektor

azon elemeit tartalmazza, melyek az S koalicichoz tartoznak.

A és a példakat Osszehasonlitva lathato, hogy ha a vizsgalt jatékot az 1-es
jatékos elhagyja, akkor az adott jaték esetén a redukalt jaték és az imputaciot megérzé
redukalt jaték teljesen megegyezik. Ez azonban nem véletlen, erre mutat ra a kovetkezs

segédtétel.

3.22. segédtétel. Legyen v € GY kiltségjdték és v € C(v). Ekkor birmely S C N

koaliciora v(s ) = v(5:),

«,0 .

belatasahoz csak az egyelemi koaliciok értékeit kell vizsgalnunk.
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Az imputaciot megérzé redukalt jaték egy f6s koaliciok esetén v(9%)(5) = max{z;,
U(s.)(7)} barmely j € S jatékosra. gy a segédtétel belatasahoz a redukalt jaték definicioja

alapjan minden @ C N \ S koaliciora a kovetkezd egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie:

7 <v(jUQ) - =(Q).
A fenti Osszefiiggés teljesiilése a mag definiciojabol atrendezéssel azonnal adodik. W

3.23. kbvetkezmény. A [3.29 segédtételben megfogalmazott dllitds repuldtér jaték esetén
nemcsak a magbeli elosztdsokra, hanem a nukleoluszra s teljesil, mivel a mag nem tres,

és ez esetben a nukleolusz mindig a magba képez.

3.2. A nukleolusz karakterizaciéja repiil6tér jatékokon

A prenukleoluszt — ami a nukleolusszal nagyon szorosan &sszefiiggd megoldas — [Sobolev
(1975) axiomatizalta elGszor a kooperativ jatékok halmazan. Snijders| (1995) modositva a
redukalt jaték fogalmat, bemutatta, hogy az j imputaciot megérzo redukalt jaték tulaj-
donsaggal mar a nukleolusz axiomatizalasa is lehetévé valik (hasonléoan a prenukleolusz

axiomatizalasdhoz). Ez a két tétel lathato az alabbiakban.

3.24. tétel. (Sobolev, |1975) Legyen v megoldds az UnGY jdtékosztdlyon. 1 pontosan
akkor SIVA, ETP, COV és RGP, ha ez a megoldds a prenukleolusz.

3.25. tétel. (Snijders, |1995) Legyen 1 megoldds az A = {v € UGN : I(v) # 0} jdték-
osztdlyon. 1 pontosan akkor SIVA, ETP, COV és ISRGP, ha ez a megoldds a nukleolusz.

3.26. megjegyzés. A fenti tételek nem igazak abban az esetben, ha példiul csak a legalabb
harom jatékossal rendelkezd jatékosztalyokat tekintjiik, tehat, ha a 1) megoldas az A =
{v e Un=sG"Y : I(v) # 0} jatékosztalyokon értelmezett.

Nem tudjuk, hogy az axiomatizalas érvényes marad-e az A = {v € UnyGY : I*(v) # 0}
jatékosztaly részosztalyain is. Ezért mélyen bele kell nézniink Sobolev bizonyitasanak a
részleteibe.

A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy Sobolev| (1975) karakterizacioja a repiil6tér ja-
tékok osztalyan igaz marad. A [3.9] kovetkezmény szerint ezen jatékosztélyon a nukleolusz
és a prenukleolusz egyenld. Emiatt, valamint a[3.23] kovetkezmény miatt elég a nukleolusz

és a prenukleolusz koziil csak az egyiket vizsgalnunk.

3.27. tétel. Legyen ¢ megoldds UnGY jdtékosztdlyon. 1 pontosan akkor SIVA, ETP,
COV és RGP, ha ez a megoldds a nukleolusz.

A tétel bizonyitasa el6tt tekintsiik a kdvetkezd segédtételt.
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3.28. segédtétel. (Peleg és Sudhdlter, 2005) A mag RGP az A = {v € UyGY : C(v) # 0}

jatékosztdlyokon.

Bizonyitds. Legyen v € A jaték, x € C(v), ) # S C N, valamint ) #T C S.
Ha T = S, akkor v(g4)(T) — x(T) = x(S) — 2(S) = 0, mivel a mag definici6ja alapjan
z(N) =v(N).

Ha T # S, akkor a mag és a redukalt jaték definicioja alapjan fennall a kévetkezd

Osszefiiggés:
v (T) = 2(T) = min (u(TUQ) - (@)~ =(T)
= min (W(Tu@)—z(TUQ)) =0
Ezért xg € C(v(s))- [

A[5.27. tétel bizonyitdsa. Sziikséges: A nukleolusz SIVA, COV, ETP, RGP az UyGY jé-
tékosztalyon.

(1) SIVA tulajdonsag konnyen lathato, hiszen ez azt jelenti, hogy egy v € GV jatéek
esetén egyetlen olyan preimputacio létezik melyre a koaliciok tobbletei kozott a legkisebb
a lehetd legnagyobb. Tegyiik fel, hogy 2’ és x” imputacié is maximalizalja a nemcsokkend

o
2

sorrendbe rendezett tobbletek vektorat. Ekkor azonban e(v, ) biztos, hogy lexikogra-
fikusan szigortian nagyobb, mint e(v, z’) illetve e(v, z”), hacsak nem 2/ = z”.

(2) ETP igazolasdhoz legyen tjra v € GV repiilstér jatek, és legyenek 4,5 € N,i < j
jatékosok ekvivalensek, azaz v(S U i) = v(S U j) minden olyan S C N koaliciéra, melyre
i,j ¢ S. Ekkor be kell latnunk, hogy a jaték nukleolusza egyenld kifizetést rendel mindkét
jatékoshoz. Ha létezik k € N, melyre i < k < j, akkor k-ra is teljesiil, hogy v(SUk) =
v(SU) =v(SUJ). Emiatt elég csak két szomszédos jatékos esetét vizsgalnunk. Jeloljiik
6ket i-vel és 7 + 1-gyel.

Tegyiik fel, hogy a jaték nukleolusza egy olyan x € RY™ vektor, melynek i és i + 1
komponense nem egyenld, feltehetjiik, hogy z; < x;.1. E szerint x vektor az az impu-
tacio, mely lexikografikusan maximalizélja a nemcsdkkend sorrendbe rendezett tobbletek
vektorat. Tekintsiik most azt az 2’ € RY imputaciot, melynek komponenseire igaz, hogy
x; = x; minden [ € N-re, melyre | # 4,7 + 1, tovabba legyen z; = x;,,. Ekkor minden

S C N,i,j ¢ S koaliciora fennall az alabbi két Osszefiigges:
(e(v,z))s = (e(v,2'))s
(e(Uax))Su{ < (6(1),.%‘/ )S’Ug'

Ezzel ellentmondéasra jutottunk, mert nem igaz, hogy x az az imputécio, mely lexikografi-
kusan maximalizélja a nemcsdkkend sorrendbe rendezett tobbletek vektorat. A kovetkez-

mény, hogy N;(v) = N;(v), amennyiben ¢ ~" j.
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(3) COV tulajdonség teljesiilését két 1épésben latjuk be. Ehhez legyen v € GY, N =

{1,2,...,n} repiilstér jaték, x = (1, xa, . . ., x,) nukleolusszal. El6szor igazoljuk, hogy egy
a > 0 pozitiv skalar mellett cv jaték nukleolusza éppen ax = (axq, axs, . .., ax,). Méso-

dik lépésben pedig belatjuk, hogy barmely olyan 8 € RY mellett, mely 8 = (0,0,...,8,)
alaku, fennall, hogy a v @ 8 jaték nukleolusza x + 5 = (z1, %2, ..., T, + ).

Az els lépés teljesiilését konnyen meggondolhatjuk. Hiszen © = (z1,z9,...,2,) egy
olyan vektor, mely az imputaciok kozott lexikografikusan maximalizélja a nemcsokkens
sorrendbe rendezett tébbletek vektorat. Ha ekkor a nemcsokkend sorrendbe rendezett
e(v, x) vektort az « skalarral megszorozzuk, akkor az igy kapott ae(v, x) vektor tovabbra
is lexikografikusan maximalis lesz. Ugyanakkor ez az ae(v,x) vektor nem maés, mint az
av jaték tobbletvektora ax imputéicié mellett. Ezért SIVA tulajdonsag miatt az av jaték
nukleolusza valéban au.

A maésodik lépés igazolasahoz jelolje o’ = (2, 2,,...,2)) a v & B jaték nukleoluszat.
A v jatékhoz képest ebben az 1j jatékban allitas miatt csak azoknak az S C N
koalicioknak az értéke valtozott meg (nétt f,-el), melyekre n € S. A t6bbi koalicio értéke
valtozatlan maradt. Ezért 2’ = x + § imputécioval e(v @ g, x + ) = e(v, z). Azonban ha
x’ olyan, melyre 2, > x; valamely i € N,i # n jatékosra, akkor e(v & B, 1) <jer e(v, z).
Valamint ha 2’ olyan, hogy =} < x; valamely ¢ € N,i # n jatékosra, akkor megint csak
e(VD B, ') <jex e(v, z). Ezért a nemesokkend sorrendbe rendezett tobbletek vektora akkor
lesz maximalis, ha 2’ = z + .

(4) RGP tulajdonsag teljesiilése a segédtételbdl azonnal kovetkezik, ugyanis itt
kimondjuk, hogy ha a mag nem iires, akkor minden magbeli elosztas RGP. Esetiinkben
a [2.15] tétel ismeretében a vizsgalt jatékosztalyon a mag nem iires, a nukleolusz pedig

ilyenkor kivétel nélkiil magbeli elosztas, igy sziikségszertien RGP.

Elégséges: Ha ¢ SIVA, ETP, COV és RPG, akkor v = N. Ez valojaban azt jelenti,
hogy egyetlen olyan megoldas van UyGY-en, ami SIVA, ETP, COV és RGP. Az allitast
indukcidval latjuk be.

(1) Tekintsiik az egy jatékossal rendelkezd repiil6tér jatékok osztalyat. Ekkor a 0 €
GL|T| = 1. Legyen v egy megoldés a 0 értéki jatékon. Ekkor azt kell belatnunk, hogy
minden egy jatékossal rendelkezs v € G-ra ¢(v) = N(v), ami egy jatékossal rendelkezs
jatékoknal csak annyit jelent, hogy ¢ PO.

COV-bol adodik, hogy barmely o > 0 szamra 1(0) = ¢(a0) = atp(0). Ez csak gy
lehet igaz, ha (0) = 0. Ujra COV tulajdonsigot felhasznalva lathaté, hogy minden
v € GT jatékra fennall, hogy v = 0 ® v(T), és mivel ¥(0) = 0:

v=0®v(T) =4(0) ®v(T) =0 @ v(T)) = P(v).
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Tehat teljesiil a PO tulajdonséag, ¢ (v) = N(v) az egy jatékossal rendelkezs repiilGtér
jatékok osztalyan.

(2) Tekintsiikk most a két jatékossal rendelkezd repiil6tér jatékok osztalyat, ahol a
jatékoshalmaz T = {1,2}. Mivel a feltevés szerint ) RGP, ezért ha kiszall az 1-es jatékos,
akkor a redukélt jaték definicioja alapjan ¢ (v) = vy = v(T) — ¥1(v). Atrendezéssel
adodik, hogy ¥ (v) + 12(v) = v(T). Ezt, és az el6z6 esetet figyelembe véve lathato, hogy
a PO tulajdonsag most is teljesiil.

Ezek utén legyen B = (0,v(1) — v(2)). A repiilstér jatékok termeészetébsl adodoan
v(1) < v(2). Igy ilyen 8 mellett s COV-ot feltételezve teljesiil, hogy v® 8 € GV, tovabba
[ miatt 1 ~v98 2,

ETP feltétel szerint fennall, igy ¢ (v B) = o(v® B). PO miatt w(vd ) = N (vd ),
amib6l COV miatt kovetkezik, hogy ¥ (v) = N (v).

(3) Tegyiik fel, hogy az allitas igaz | N| = n-re, tehat minden |N| = n jatékoshalmazzal
rendelkez$ v repiil6tér jatékra igaz, hogy ha ¢ SIVA) ETP, COV és RGP, akkor ¢(v) =
N (v).

Ekkor mér csak azt kell belatnunk, hogy ez az allitas |N| = n + 1-re is teljesiil. Ehhez
vegylik észre, hogy vy\1,4) €gy n jatékossal rendelkezs jaték, ebbdl kifolyolag az indukcios

feltevés alapjan

V(i) =NV

Felhasznélva, hogy a redukalt jatékban a nagykoalicié értéke

vt = VIV) = ¥1(v) = Pa(v) + P3(v) + ... + Pu(v),

kapjuk, hogy v(N) = ¢1(v) + ¥a(v) + ... + ¥, (v). RGP miatt az indukcios feltevésbol
kovetkezik, hogy 1s(v) = Na(v), ¥3(v) = N3(v), ..., Y, (v) = N, (v), igy sziikségszertien
kapjuk, hogy ¢1(v) = Ni(v). L

3.29. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitas alapjan repiil6tér jatékokon a
nukleolusz karakterizaciojahoz elég lenne egy gyenge RGP tulajdonsagot hasznalnunk,
mely alatt a kovetkezs fogalmat értjiik.

A ¢ megoldas az A C UyGY jatékosztalyon gyenge redukalt jaték tulajdonsigi, ha
az l-es jatékosra és x € ¥(v) kifizetésre fenndll, hogy zy\1 € ¥(v(\1y)), ahol zy\7 az x

kifizetésvektor azon komponenseit tartalmazza, melyek az N \ 1 koaliciohoz tartoznak.

3.3. Nukleolusz szamitasa repiil6tér jatékokon

Ha ki szeretnénk szamolni egy altalanos jaték nukleoluszat, akkor linedris programozasi

feladatok sorozataval szembesiilnénk. Ezek megoldésa azonban altalaban nem koénnyt
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feladat. Egyszertibb a dolgunk repiil6tér jatékok esetén, ugyanis Sonmez (1994) bevezetett
egy algoritmust, mellyel egyszeriien megkapjuk egy v € GV |N| = n jaték nukleoluszat.
Ezt az algoritmust mutatjuk be ebben a részben, tovabba Sonmez (1994) bizonyitasdnak

finomitasaval igazoljuk is, hogy az algoritmus kimenete a nukleolusz.

3.30. definicid. Megolddsi algoritmus lancra(Sonmez, |1994).
Legyen v € GV repiildtér jdaték, és legyen minden i € N-re ¢; adott. Fkkor x elosztds-

vektor komponenseit rendre a kévetkezdképpen kapjuk:

— ; c1 c1tce2 cit...tc3 cit...tcn—1

T = mln{ 95 3 5 1 g ey Tn }
— mi c1tca—x1 c1+...4+c3—z1 c1+...+cpn—1—x1

T2 =min{ I T T }
— mi ca+..+c3—x1—xo c1t...+Cp—1—T1 -2

T3 = min { T e ) }

xn,1 = min{ C1+.‘.+cn_1;x1—,,,7;pn_2 }

Az utolso jdtékos a fennmarado koltséget fizeti.

3.31. példa. Szamoljuk ki a [2.17, példaban bemutatott jatékhoz tartozo, Sonmez (1994)

algoritmusaban definialt = elosztasvektort! Egyszertien behelyettesitéssel a kivetkez6khoz

jutunk:
r; = min{ %, %, % Po= 3
ro = min{ 23 s ) :
r3 = min{ M58 1 =

Az utolso jatékost a megmaradt koltség terheli, igy x4 =15 —3 -3 —4 =5.
Miel6tt belatjuk, hogy a definiciéban rogzitett algoritmus valéban a nukleolusz-

hoz vezet, vegyiik szemiigyre az alabbi segédtételt.

3.32. segédtétel. Minden v € G jdtékra, és x € C(v) kifizetésre v1,) € G\,
Bizonyitds. Legyen a v repiil6tér jaték koltségvektora ¢ = (cq,...,c,). Tegyiik fel, hogy
az 1-es jatékos kilép. Mivel a mag definicioja alapjan 0 < z1 < ¢1, ezért a vy ;) redukals
jaték a kovetkezo lesz.

Egyelemi koaliciok:

v(k) = min{c; +co+...+cp et Fe—x} =c +cep+ ...+ — a1, ahol
ke N\

Kételemt koaliciok:

VML GE) =min{c; + o4 ... d e Fe ... Fo—mf =ttt — 1 =
v(k) ahol j < k és j, k€ N\T.

A nagykoalicio:
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A fentiekbdl kideriil, hogy az 1-es jatékos kilépésével az eredeti v jatékhoz képest
minden koalici6 értéke pontosan xi-el lesz kevesebb. Ennek tudataban a jaték valéban

repiilstér jaték, melynek koltségvektora ¢ = (¢4 ¢y — 1, ¢3, . . ., ¢,). Bzt szemlélteti af3.1]
abra.

gyokér 2 3 4 n-1 n
@ .« e

C1+ 02 -X1 03 04 C

3.1. abra. Az l-es jatékossal redukalt repiilGtér jaték

3.33. megjeqyzés. A segédtétel valojaban barmely jatékos kilépése esetén igaz ma-
rad. Példaul, ha kiszall a 2-es jatékos, akkor a redukalt jatékban a koaliciok 1j értéke a

kovetkezSképpen alakul.

Hlil’l{Cl+CQ+C3,C1+CQ+C3—I2}:C1+C2+03—I‘2

14) =v(134) = c; + o+ 3+ ¢y — To

c
Yy
B~ Wl
S~—
I
c c
Yy Yy
—
N~—
Il

c
)
I

.o=v(N\2)=c1+...+ ¢, — To.

Tehat v3,) redukalt jatékban v(1) koalicion kiviil minden koalicio értéke egyeértelmi.
Igy két esetet kell megvizsgalnunk. Ha v(I) = ¢;, akkor Un\2,2) €8y olyan repiilGtér
jaték, melynek koltségvektora ¢ = (c1,co + c3 — X9, ¢4, - .., Cp), ¢ € R*7L Ha pedig v(1) =
c1 + co — x9, akkor U(N\2.2) olyan repiil6tér jaték, melynek koltségvektora ¢ = (¢ + ¢ —
T9,C3,Cqy ..., Cp),c € R,

Vizsgaljuk még meg, hogy mi torténik, ha v jatékot a 3-as jatékos hagyja el. Ez esetben

a redukalt jaték koalicivinak értéke a kovetkezs:

v(1) = min{cy, ¢ + o + ¢35 — 3}

v(2) = v(12) = min{c; + 9, ¢; + o + c3 — 13}

v(4) = v(14) = v(124) = min{c; + o + 3 + s, 01 + o + 3+ ¢y — T3} =
Cl1+Cy+C3+cC4— T3

vA)=...=v(N\3)=c +...+ ¢, — 3.

Lathato, hogy itt mar két kiilonbo6zd értéki koalicio van, melyek értéke nem egyértel-
mii. Probléma azonban csak akkor meriil fel, ha v(1) = ¢; +co+c3 — 23, és v(2) = v(12) =

¢1 + 2. Ez csak gy johet létre, ha x3 > co +c3 (¢1 > ¢1 + 2 + ¢3 — 3 egyenlStlenséghdl),
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és 13 < ¢z (c1+ca < 1+ ca + 3 — 3 egyenlStlenségbdl), ami ellentmondds. Azaz viy3 )

redukalt jaték is repiil6tér jaték, méghozza olyan, melynek koltségfiiggvénye a koaliciok

értékeétdl fiiggGen harom kiilonbozs alakot olthet: ¢ = (¢1,¢1 4 co, 3+ ¢4 — 3,05, ..., ¢),
vagy ¢ = (c1,¢1 + o+ 3 — x3,C4, ... ), vagy " = (c1 + o+ 3 — x3,0,¢4, ..., Cp).

Ily médon, barmely jatékos 1ép ki belathato, hogy a kapott redukalt jaték is repiilGtér
jatéek lesz.
3.34. példa. Tekintsiik a[3.32] segédtétel illusztralasara a[2.17 példat. Az példaban
kiszamoltuk. hogy ha az 1-es jatékos kilép, akkor a kapott redukalt jaték a kovetkezd lesz:
Visia) (2) = 6,
Vgt (3) = Vg (23) = 11,
Vi) (4) = Vazig (24) = vz ) (34) = vz, (234) = 12.

A koaliciok értékeibsl kdvetkezik, hogy a jaték az l-es jatékos kilépésével repiilGtér

jaték marad. Ezt tamasztja ala az alabbi abra is.

'gydkér 2 3 4
6 5 1

3.2. abra. A példa illusztralasa

3.35. tétel. |Sonmed (1994))|5.30. algoritmusdnak megolddsa a nukleolusz.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasakor igazoltuk, hogy ha repiil6tér jatékok esetén egy
megoldas rendelkezik SIVA, ETP, COV és RGP tulajdonsagokkal, akkor ez a megoldas
a nukleolusz. Igy most mar csak azt kell belatnunk, hogy ha minden v € GY repiilGter
jatékra 1 (v) = N(v) — ahol 1) S6nmez algoritmusaval kapott megoldas — akkor ) SIVA,
ETP, COV, valamint RGP tulajdonsagokkal bir.

(1) SIVA teljesiil, hiszen az algoritmus minden jatékoshoz egy kifizetést rendel.

(2) ETP bekovetkezésének igazolasahoz legyen v(i) = v(j),i < j, i,j € N. Ekkor ha

letezik k € N, melyre ¢ < k < j, akkor k-ra is teljesiil, hogy v(k) = v(i) = v(j). Emiatt

elég csak két szomszédos jatékos esetét vizsgalnunk. Ekkor az algoritmus alapjan:

(3.1)
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(v =2 — . =2 () Fe — T — . —
Tjy1 = IMin y Yoy
2 3
v(n—l)—xl—...—mz}

(3.2)

n—1+2

Konnyen lathato (3.1) egyenlségben, hogy nem lehet xq = w, mert ennél

a masodik tag mindenképp kisebb. Feltiinik tovabba az is, hogy x; lehetséges értékeinek a
szamlaloi megtalalhatoak x; ;1 lehetséges értékeinek szamlaloiban is, méghozza a kdvetkezs
_b ¢
5 g, 7 .}, ekkor x;,1 = min {b—3, i S } = min {9, T } Ez azt

2 173 3
jelenti, hogy x; minden lehetséges értéke megegyezik x;,; minden lehetséges értékével,

modon: z; = min{

azaz r; = T;y1, amennyiben v (i) = v(i + 1).

(3) COV tulajdonsag teljesiiléséhez fenn kell allnia, hogy ¥ (av @ ) = a(v) + S.
Azonban a[3.14] allitas alapjan [ csak olyan vektor lehet, melynek az utolsd koordinataja
egy valos szam, a tobbi pedig 0. Igy az utolso jatékos kifizetésén kiviil, csak az o szorzo
jatszik szerepet.

Jelolje a av @ B jaték algoritmus szerinti megoldasat z’. Ekkor az egyes jatékosok

kifizetései:
’ . aci afcitca) alcitco+...+en—1)
Il = mln{T,T,..., oy
— amln{%’7w}:axl
n
xlz — 1in a(c1tce)—axy a(cl+024fr03)7o<x1 o a(cit+ca+...4ep_1)—az } = ary
2 y 3 AR n—1

33; — min a(cl+~--+Ci)_C2¥(fl'1+~-~+$i—1)’ CV(CI+~--+Ci+1)_3C¥(1'1+~-~+$i—1)’ o

ofc1+..4en—1)—a(zi+..+xi—1) | _ )

n—it1 = .

Az n-edik jatékos fizeti a fennmarado6 kéltséget, igy most 2/, = ax,, + 5,.
Konnyen lathato, hogy a-t mindenhol kiemelhetjiik, ezért a COV tulajdonsag azonnal
kovetkezik.

(4) RGP teljesiilését a[3.32] segédtétel eredményét felhasznalva latjuk be. Ttt megkap-
tuk az egyes koaliciok 0j értékét, majd az algoritmust felhasznalva, és a kapott redukalt

jaték megoldasat z-vel jelolve a kovetkezdt kapjuk:

= 1 ctep—ay ait..te3—z cit...+cp_1—x1
zy = min{ 2 , 5 e R T }
_ . c1+...4+c3—x1—2x2 CldtCn_1—x1—T2
=3 N H’lln{ T2 =) }
min { s }
Zn—1 = mln{ Cl+---+cn71—2$1—---—xn,2 }

Az utolso jatékos fizeti a fennmaradé koltséget.
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Ekkor a kapott z elosztasvektort osszehasonlitva a|3.30} definicioban rogzitett x elosz-
tasvektorral, adodik, hogy xn\ (1} = 2. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus valoban RGP.
[ |
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4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat els6 részével val6jaban a masodik fejezet vizsgalatait alapoztuk meg. Egy
rovid attekintéssel kezdtiink a TU-jatékokrol, és definidltuk a téma alapjat képzé kulcsfo-
galmakat, mint koltségjaték, megoldas és mag. Féként [Thomson (2007) cikke segitségével
bemutattuk a repiilGtér problémat, és az altala indukalt repiil6tér jatékot. Egy-egy defi-
niciot példa kovetett, ezzel téve szemléletesebbé az alapmodellt.

A maésodik részben ratértiink a dolgozat kézéppontjaban &ll6 nukleoluszra, és pre-
nukleoluszra. Belattuk, hogy mivel repiil6tér jatékok esetén a mag nem iires, igy ezen a
jatékosztalyon a nukleolusz és a prenukleolusz egyenls. Ezutan definidltuk a nukleolusz
és a prenukleolusz karakterizacidojahoz elengedhetetlen axiémékat, és megmutattuk, hogy
koltségjatékok esetén a redukalt jaték és az imputaciot megdrzé redukalt jaték megegye-
zik. A kovetkez6 részben megmutattuk, hogy Sobolev| (1975)) és Snijders| (1995) karakte-
rizacioja érvényes marad a repiilGtér jatékok osztalyan. Ez egy fontos eredmény, hiszen a
TU-jatékok osztalyan teljesiils tulajdonsagok nem feltétleniil teljesiilnek a részosztalyokon
is.

Végiil az utolso részben bemutattuk Sonmez| (1994) algoritmusat, és az eddigi eredmé-
nyeket felhasznélva bebizonyitottuk, hogy az algoritmus kimenetele valoban a nukleolusz.
Ezzel |Sonmez (1994) bizonyitdsanak egy finomitasat kozoltiik. Ahogy mar az elsé fejezet-
ben is, itt is igyekeztiink a legtébb fogalmat, illetve allitast példakkal illusztralni, azzal a
céllal, hogy dolgozatunk kifejezébb, és érthetébb legyen.

Szamos tovabbi, érdekes kutatasi teriilet meriilhet még fel a nukleolusszal kapcsolat-
ban. Annak ellenére, hogy Maschler et all (2010) mar bevezettek egy algoritmust, mely
kiszamolja egy Ontozési jaték nukleoluszat, érdekes kérdés lehet, hogy miként tudnénk
kiterjeszteni Sonmez| (1994) algoritmuséat az ontozési jatékok osztalyara. Azonban ezen a
jatékosztalyon egy algoritmus méar nem bizonyithat6 oly moédon, ahogy jelen dolgozatunk-
ban igazoltuk, ugyanis egy 6ntozési jaték redukalt jatéka mar nem feltétlen lesz 6ntozési
jaték. Erre mutatunk egy példat az alabbi, [£.1] 4dbraval illusztralt jatékkal.
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4.1. abra. Példa 6ntozési jatékra

Tegyiik fel példaul, hogy az 1-es jatékos kilép, valamint tegyiik fel, hogy x = (1,2, 1, 2).

Ekkor a v34%) redukalt jaték a kovetkezs lesz:

Vagin(2) = min{4,4-1} = 3,
V(234,2) (3) min {4,4 — 1} 3,
Vg (4) min {5,5 -1} = 4,
V(531.0)(23) min {5,5 — 1} = 4,
V(agi,) (24) min {6,6 — 1} 5,
V(310 (34) min {5,5 — 1} 4,
Viagig(234) = min{6,6 -1} = 5.

Vegyiik észre, hogy az igy kapott redukalt jaték valoban nem modellezhets egy gyo-
kérrel rendelkezd faval, ahol a csicsok a jatékosoknak feleltethetGek meg. Hiszen példaul
egyedill a 2-es, illetve egyediil a 3-as jatékos altal alkotott koalicié értéke vigzg . (2) =
V@312 (3) = 3. Ez alapjén a 2-es és a 3-as jatékos egymashoz viszonyitott helyzetét te-
kintve két eset meriilhet fel. Egyik esetben mindkét jatékos egy-egy, a gyokérbdl kiinduld
kiilonbz6 agon helyezkedik el. Ekkor vigzz,)(23) = 6. A masik esetben a két jatékos
egy agon tartozkodik, méghozza gy, hogy a 3-as jatékoshoz tartozo6 szegmens koltsége 0.
Ekkor v531,,)(23) = 3. A fentebb felsorolt koalicioértékek alapjan lathato, hogy mindkét

esetben ellentmondasra jutottunk.
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