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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban költségelosztási játékok egyik legjelent®sebb megoldását tanulmányozzuk

repül®tér játékokon. Ez a megoldás a Schmeidler (1969) által bevezetett nukleolusz. Meg-

vizsgáljuk Sobolev (1975) nukleolusz axiomatizációját átruházható hasznosságú játéko-

kon, és bebizonyítjuk, hogy ez az axiomatizálás érvényes marad a repül®tér játékok osztá-

lyán is. Ezután bemutatjuk Sönmez (1994) algoritmusát, és a karakterizációt felhasználva,

Sönmez (1994) bizonyításának �nomításával belátjuk, hogy az algoritmus a nukleoluszt

eredményezi repül®tér játékokon.

A költségelosztási problémák gyakorlati szempontból is relevánsak, hiszen gazdasági

szituációk során gyakran merül fel a kérdés, miként osszuk fel egy létesítmény költsé-

geit a haszonélvez®i között. Ezen problémák számos további alkalmazásáról olvashatunk

Thomson (2007) cikkében.

Az els® fejezetet az átruházható hasznosságú kooperatív játékok rövid bemutatásával

kezdjük, ahol de�niáljuk a dolgozat alapját képz® f® fogalmakat. Bemutatunk egy jelen-

t®s megoldást, a magot, ami további vizsgálataink kiindulópontját fogja képezni. Majd

bevezetjük a dolgozat központi részében vizsgált modellt, a repül®tér játékok osztályát.

A második fejezetben de�niáljuk a nukleoluszt (Schmeidler, 1969) és a prenukleoluszt

(Sobolev, 1975), valamint megmutatjuk, hogy a vizsgált játékosztályon a két megoldás

egybeesik. Ezután axiómákban rögzítjük azokat a tulajdonságokat, amelyek az átruház-

ható hasznosságú játékok osztályán (Snijders (1995) és Sobolev (1975) karakterizációja

alapján) a nukleoluszt és a prenukleoluszt jellemzik. Bebizonyítjuk, hogy a repül®tér játé-

kok osztályán a két karakterizáció megegyezik. Azonban, mivel Sobolev (1975) és Snijders

(1995) axiomatizációja az átruházható hasznosságú játékok osztályára érvényes, meg kell

vizsgálnunk bizonyításaik részleteit, hogy beláthassuk: a két tétel érvényes marad a re-

pül®tér játékok osztályán is. A nukleoluszt a repül®tér játékok osztályán korábban már

Potters és Sudhölter (1999), valamint Hwang és Yeh (2012) is karakterizálták az eredeti

axiómák különféle gyengítésével, azonban mi t®lük függetlenül adunk a karakterizáció-
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ra egy alternatív bizonyítást. Az utolsó részben de�niáljuk Sönmez (1994) algoritmusát,

amely kiszámolja egy n-személyes repül®tér játék nukleoluszát. Sönmez (1994) bizonyítá-

sának �nomításával, valamint a nukleolusz karakterizációját felhasználva igazoljuk, hogy

az algoritmus valóban a nukleoluszt eredményezi.
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2. fejezet

TU-játékok

A kooperatív játékelmélet olyan helyzeteket vizsgál, ahol a játékosok célja részben, hogy

együttm¶ködjenek, részben pedig, hogy versengjenek egymással. Olyan szituációkat mo-

dellez, ahol az együttm¶ködés közös hasznot eredményez, amit a játékosoknak el kell

osztaniuk egymás között. Mindegyik játékos törekszik arra, hogy saját hasznát maxima-

lizálja, e célból koalícióba lépnek egymással.

Ha a kooperatív játékelméleten belül átruházható hasznosságú � röviden TU- � játé-

kokról beszélünk, akkor a játékosok olyan haszon elosztásáról tárgyalnak, mely mindenki

által egyenl®en értékelt, és át is ruházható.

A TU-játékokat Márkus (2011) dolgozata, valamint Peleg és Sudhölter (2003) könyve

alapján mutatjuk be.

2.1. de�níció. Legyen N 6= ∅, |N | <∞ a játékosok véges halmaza, és jelölje P(N) az N

halmaz összes részhalmazának az osztályát. Legyen továbbá υ : P(N)→ R olyan függvény,

melyre υ(∅) = 0. Ekkor υ-t átruházható hasznosságú kooperatív játéknak nevezzük, és az

N játékoshalmazzal rendelkez® átruházható hasznosságú játékok osztályát GN -el jelöljük.

A játékosok halmaza legtöbbször emberek csoportját jelenti (például faluközösséget,

szakszervezetet), de gazdasági problémák esetén a játékosok halmazán gyakran nem sze-

mélyeket, hanem a szituációtól függ®en valamilyen gazdasági változót (például termelési

tényez®t) értünk. Az N részhalmazait koalícióknak nevezzük, speciálisan az N -t nagykoa-

líciónak, az ∅-t üreskoalíciónak hívjuk. A υ függvény minden koalícióhoz hozzárendeli azt

az értéket, amelyet az adott koalíció elér a többi játékos cselekedetét®l függetlenül. Ez az

érték valamilyen ki�zetést vagy költséget takar, melynek egy egysége mindegyik játékos

számára ugyan annyit ér. A υ(S) számot az S koalíció értékének nevezzük.

2.2. de�níció. Egy υ ∈ GN játék monoton, ha minden S, T ⊆ N koalíció esetén teljesül,

hogy ha S ⊆ T , akkor υ(S) ≤ υ(T ).
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2.3. példa. Legyen N = {1, 2, 3} a játékosok halmaza, és legyen a υ játék olyan, melyre

v(1) = 2, v(2) = 2, v(3) = 3, v(12) = 4, v(13) = 5, v(23) = 3, és v(123) = 5. Látható,

hogy a nagykoalíció értékénél (5) mindegyik egy f®s koalíció értéke (2, 2, 3) kisebb, és

a nagykoalíció értékénél a kétf®s koalíciók értéke (4, 5, 3) sem nagyobb. Így már csak a

kétf®s koalíciók értékét kell összehasonlítanunk az egy f®s koalíciók értékével. Egyik egy

f®s koalíció értéke (2, 2, 3) sem nagyobb, mint a kétf®s koalíciók értéke (4, 5, 3), így a υ

játék monoton.

2.4. de�níció. Egy υ ∈ GN játék szubadditív, ha minden olyan S, T ⊆ N koalícióra,

melyre S ∩ T = ∅, teljesül, hogy υ(S) + υ(T ) ≥ υ(S ∪ T ).

2.5. példa. Tekintsük a 2.3. példában szerepl® játékot. Hat eseteben kell megvizsgálnunk

υ(S) + υ(T ) ≥ υ(S ∪ T ) feltétel teljesülését, mivel a de�níció szerint S és T koalíciók

metszetének üresnek kell lennie. Ez a következ® részhalmazpárokra teljesül: 1−2, 1−3, 2−
3, 1−23, 2−13, és 3−12. Az els® három esetben υ(S∪T ) értéke rendre 4, 5, 3 és υ(S)+υ(T )
értéke rendre 4, 5, 5. Tehát ezekben az esetekben teljesül, hogy υ(S) + υ(T ) ≥ υ(S ∪ T ).
Az utolsó három eset mindegyikében a koalíciók uniója a nagykoalíció, melynek értéke 5,

és a koalíciók értékének összege rendre 5, 7, 7. Így látható, hogy a gyenge egyenl®tlenség

ezekben az esetekben is teljesül, a υ játék szubadditív.

2.6. de�níció. Egy υ ∈ GN játék konkáv, ha minden S, T ⊆ N-re υ(S) + υ(T ) ≥ υ(S ∪
T ) + υ(S ∩ T ).

2.7. megjegyzés. Minden konkáv játék szubadditív.

2.8. de�níció. Egy υ ∈ GN játék nemnegatív, ha υ : P(N)→ R+∪{0}, ahol R+ a pozitív

valós számok halmazát jelöli.

Egy υ ∈ GN játékot költségjátéknak nevezünk, ha nemnegatív, monoton és szubaddi-

tív. Az N játékoshalmazzal rendelkez® költségjátékok osztályát GNc -el fogjuk jelölni.

Költségjátékok esetén az N játékoshalmaz fogyasztók egy csoportját jelöli, akik egy

bizonyos szolgáltatást szeretnének igénybe venni. υ a költségfüggvény, mely N halmaz

minden koalíciójához megadja azt az értéket, amennyiért a koalíció tagjai együttesen a

szóban forgó szolgáltatást igénybe vehetik.

2.9. de�níció. A ψ : A ⇒ RN (halmazérték¶) függvényt, ahol A ⊆ GN , az A halmazon

értelmezett megoldásnak nevezzük.

Egy játék megoldáshalmaza minden játékoshoz hozzárendeli azokat az értékeket, amennyi-

vel az adott játékosnak a közös költség �nanszírozásához hozzá kell járulnia.

Felmerülhet a kérdés, hogy létezik-e olyan költségelosztási módszer, amellyel minden

elvárásnak megfelel®, minden szempontot kielégít® módon tudjuk felosztani a költséget a
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szerepl®k között. Természetesen ilyen megoldás nem létezik, mindegyik megoldás egy sajá-

tos szempontrenszernek megfelel®en eredményezi elosztások egy halmazát. Ilyen szempont

lehet például, hogy az összes költség kerüljön felosztásra, vagy hogy egyik koalíciónak se

álljon érdekében eltérni a kapott megoldástól. A következ® részben ezeket a feltételeket

kielégít® megoldásról lesz szó.

2.1. A mag

Költségelosztási játékok egyik legismertebb megoldása a mag1, mely a dolgozat továb-

bi részében is meghatározó szerepet fog játszani. Segítségével megkaphatjuk azokat az

elosztásokat, amelyeket minden koalíció elfogad megoldásként. A mag de�niálása el®tt

tekintsük az alábbi fogalmakat.

2.10. de�níció. Legyen υ ∈ GN . Ekkor a υ játék preimputációinak a halmazát a követ-

kez®képpen de�niáljuk:

I∗(υ) =

{
x ∈ RN :

∑
i∈N

xi = υ(N)

}
.

2.11. de�níció. Legyen υ ∈ GNc . Ekkor a υ játék imputációinak a halmazát a következ®-

képpen de�niáljuk:

I(υ) =

{
x ∈ RN :

∑
i∈N

xi = υ(N) és υ({i})− xi ≥ 0, i ∈ N

}
.

A 2.10. de�níció alapján egy játék preimputációinak a halmazát olyan vektorok al-

kotják, melyek a nagykoalíció értékét, az összes költséget osztják fel. A 2.11. de�nícióban

bevezetett imputációk halmaza olyan preimputációkból áll, melyeknél az elosztás egyé-

nileg racionális, azaz semelyik játékosnak nem áll érdekében egyénileg eltérni az adott

elosztástól.

A következ® lépésben egy olyan függvényt de�niálunk, mely megadja, hogy egy koalíció

mennyivel jár jobban egy adott elosztás elfogadásával ahelyett, hogy saját költségének

megfelel® értékben járuljon hozzá az összköltség �nanszírozásához.

2.12. de�níció. Az e(·, ·) : GN ×RN → R2N függvényt többletfüggvénynek nevezzük, ahol

tetsz®leges υ ∈ GN -re, x ∈ RN -re és S ⊆ N-re

(e(υ, x))S = υ(S)−
∑
i∈S

xi ,

az S koalíció x imputáció mellett elért υ játékbeli többlete.

1Gillies (1959)
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Költségjátékok esetén a többletfüggvény értéke valódi többletet jelent, tehát minél

nagyobb az (e(υ, x))S érték, az S koalíció annál jobban jár.

2.13. de�níció. (Gillies, 1959) Legyen υ ∈ GNc . Ekkor a υ játék magját a következ®képpen

de�niáljuk:

C(υ) =

{
x ∈ RN :

∑
i∈N

xi = υ(N) és (e(υ, x))S ≥ 0, S ⊆ N

}
.

2.14. példa. Tekintsük újra a 2.3. példában szerepl® játékot, tehát legyen N = {1, 2, 3} a
játékosok halmaza, és legyen a υ játék olyan, melyre v(1) = 2, v(2) = 2, v(3) = 3, v(12) =

4, v(13) = 5, v(23) = 3, és v(123) = 5. Ekkor minden magbeli elosztásnak teljesítenie kell

a következ® feltételeket:

(1) 2− x1 ≥ 0 (4) 4− x1 − x2 ≥ 0 (7) x1 + x2 + x3 = 5

(2) 2− x2 ≥ 0 (5) 5− x1 − x3 ≥ 0

(3) 3− x3 ≥ 0 (6) 3− x2 − x3 ≥ 0

Átrendezéssel a következ®khöz jutunk:

(1) x1 ≤ 2 (4) x1 + x2 ≤ 4 (7) x1 + x2 + x3 = 5

(2) x2 ≤ 2 (5) x1 + x3 ≤ 5

(3) x3 ≤ 3 (6) x2 + x3 ≤ 3

(7)-es (6)-os feltételeket összevetve kapjuk, hogy x1 ≥ 2. Azonban (1) szerint x1 ≤ 2,

így azonnal adódik, hogy (8) x1 = 2. Emiatt (7)-b®l következik, hogy (9) x2 + x3 =

3. (8)-at felhasználva, az (5)-ös, illetve (6)-os egyenl®tlenségekb®l épp (2)-es és (3)-as

egyenl®tlenségekkel megegyez® feltételeket kapunk, így x2 és x3 meghatározásához már

csak az alábbi feltételek állnak rendelkezésünkre:

(2) x2 ≤ 2 (3) x3 ≤ 3 (9) x2 + x3 = 3

Minden olyan x2 és x3-ra, melyekre (2), (3) és (9) teljesül, igaz, hogy x2, x3 ≥ 0, x2 = 3−x3.

Tehát a játék magját azok az x = (x1, x2, x3) elosztások alkotják, melyekre fennáll, hogy

x1 = 2 és x2 = 3− x3, ahol x2 ≤ 2 és x2, x3 ≥ 0.

A példában szerepl® játék magja vektorok egy halmazából áll, azonban ez nem igaz

minden játékra. Léteznek olyan költségelosztási problémák is, melyek magja egyetlen el-

osztásból áll, s®t olyanok is, melyek magja üres.

2.15. megjegyzés. Shapley (1971) tétele szerint konkáv játékok magja sohasem üres, és a

Shapley-értéket mindig tartalmazza.
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2.2. A repül®tér játékok osztálya

Ebben a részben költségelosztási játékok egy speciális részosztályát mutatjuk be, melyhez

f®ként Thomson (2007) cikkét használjuk fel.

A repül®tér problémát 2 a következ® példával szokás reprezentálni. Több repül®gép kö-

zösen használ egy kifutópályát, de különböz® méret¶ repül®gépek különböz® hosszúságú

kifutópályára tartanak igényt. Egy adott repül®gép befogadására alkalmas le- és felszál-

lópálya felár nélkül képes befogadni az adott repül®gépnél kisebb gépeket is. Továbbá a

kifutópálya elég nagy ahhoz, hogy használatba vehesse a legnagyobb repül®gép. Hogyan

kell a költségeket felosztani a repül®gépek között? Repül®tér probléma elnevezéssel hivat-

kozunk erre a helyzetre, és úgy használjuk ezt a kifejezést, hogy kijelölje az összes ilyen

struktúrával rendelkez® problémát.

Általánosan elmondható, hogy a felhasználók (repül®gépek) szükségleteik szerint line-

árisan növekv® sorrendbe rendezettek. Így ha egy létesítmény (kifutópálya) alkalmas egy

felhasználó befogadására, akkor minden további költség nélkül alkalmas az adott felhasz-

nálót megel®z® felhasználók befogadására is.

A modell tehát a következ®: adott felhasználóknak egyN = {1, 2, . . . , n} halmaza, akik

közös használatra egy létesítményt építenek. A felhasználóknak különböz® szükségleteik

vannak, így a létesítményt úgy kell megépíteni, hogy befogadhassa az összes felhaszná-

lót. Minden i ∈ N felhasználó jellemezhet® egy ci nemnegatív költségparaméterrel, amely

megmutatja, hogy mennyivel drágább az i felhasználónak az ®t közvetlenül megel®z® fel-

használóhoz képest a létesítmény használata. Így valójában egy olyan létesítmény költsége,

mely éppen az i felhasználó igényeinek kielégítésére alkalmas, pontosan υ(i) =
∑i

j=1 cj.

A c = (c1, c2, . . . , cn) vektort a játék költségvektorának nevezzük.

Mivel a felhasználókat a növekv® költségeik szerint rendezzük lineáris sorrendbe, a

továbbiakban úgy is hivatkozunk rájuk, mint az els®, a második, . . ., és utolsó játékos.

2.16. de�níció. Egy υ ∈ GNc költségjátékot repül®térjátéknak nevezünk, ha minden S ⊆ N

koalícióra teljesül, hogy

υ(S) = max
i∈S

υ(i).

Az N játékoshalmazzal rendelkez® repül®tér játékok osztályát GNa -el jelöljük.

A repül®tér játékokat szokás egy (G, c) lánccal modellezni. A lánc egy gyökérrel indul,

majd ezt követi az els®, a második, . . ., az utolsó játékos, akiket a csúcsok reprezentálnak.

Az élek súlyai a c = (c1, c2, . . . , cn) költségvektor komponensei, melyek megadják, hogy

mennyibe kerül a kifutópálya használata a gyökért®l az els®, az els®t®l a második, . . ., az

n − 1-edikt®l az utolsó játékosig. Egy általános υ ∈ GNa , N = {1, 2, . . . , n} játék lánccal

2Littlechild és Owen (1973)
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történ® ábrázolását mutatja a 2.1. ábra. Ez alapján például az 1-es játékos költsége υ(1) =

c1, a 4-es játékos költsége υ(4) = c1 + c2 + c3 + c4, a 2-es és 3-as játékosok által alkotott

koalíció értéke υ(23) = c1 + c2 + c3, és a nagykoalíció értéke υ(N) =
∑

i∈N ci.

2.1. ábra. Egy általános repül®tér játék

2.17. példa. Tekintsünk az el®bbiekre egy számszer¶ példát is! Az 2.2. ábrán látható lánc-

cal megadott játékban a játékoshalmaz négyelem¶, a költségvektor c = (7, 2, 5, 1), így a

koalíciók értékei:

υ(1)= 7,

υ(2)=υ(12)= 9,

υ(3)=υ(13)=υ(23)=υ(123)= 14,

υ(4)=υ(14)=υ(24)= υ(34) =υ(124)=υ(134)=υ(234)=υ(1234)=15.

2.2. ábra. Számszer¶ példa a repül®tér játék ábrázolására

A következ® két tétel meghatározó jelent®ség¶ lesz dolgozatunk további részében.

Radványi (2010), illetve Márkus (2011) diplomamunkájában ezek a tételek bizonyítás-

sal együtt megtalálhatóak, ezért mi eltekintünk az igazolásuktól.

2.18. tétel. A repül®tér játékok konkávak.

2.19. tétel. Az N játékoshalmazzal rendelkez® repül®tér játékok osztálya kúp.

Egy repül®tér probléma esetén tehát a kérdés, hogy miként osszuk fel az összköltséget

a felhasználók (játékosok) között. Olyan elosztásokat keresünk, melyek minden költséget

felosztanak úgy, hogy csak a nulla játékos3 költsége lehet nulla, és egyik játékos sem �zet

többet annál, mint amennyibe a létesítmény kerülne számára, ha egyedül használná. A

következ® fejezetben a probléma egy lehetséges megoldásával foglalkozunk.

3Egy i ∈ N játékost nulla játékosnak nevezünk, ha bármely S ⊆ N, i /∈ S koalícióra teljesül, hogy

υ(S ∪ i) = υ(S).
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3. fejezet

Nukleolusz

Egy ψ megoldás mag-kompatibilis, ha ψ(υ) ⊆ C(υ), v ∈ GN , amennyiben C(υ) 6= ∅.
Milyen módszer min®sül ésszer¶nek és következetesnek ahhoz, hogy kiválasszuk egy já-

ték (nemüres) magjának egy egyedülálló pontját? A hagyományos válasz erre a kérdésre

az, hogy válasszuk ki azt az imputációt, ami a legrosszabbul járó koalíciót is a lehet®

legjobb helyzetbe hozza. Ehhez meg kell egyeznünk abban, hogy mi alapján döntsük el

adott imputáció mellett két koalíció közül, hogy melyik jár jobban. Egy módszer erre a

következ®:

Tetsz®leges υ ∈ GNc költségjáték, x ∈ RN imputáció, és S, T ⊆ N koalíciók esetén azt

mondjuk, hogy az S koalíció az x imputáció mellett jobban jár, mint a T koalíció, ha

(e(υ, x))S > (e(υ, x))T .

Azt a megoldást, amelyik egy υ játék összes imputációja közül kiválasztja azt, ame-

lyik mellett a legrosszabbul járó koalíció is a lehet® legjobban jár, ezen belül pedig a

második legrosszabbul járó koalíció is a lehet® legjobban jár, és így tovább, nukleolusznak
1 nevezzük. Így a nukleolusz mindig egy magbeli megoldást eredményez, amennyiben a

mag nem üres. Ha pedig a mag üres, akkor a nukleolusz a mag által képviselt stabilitást

"lexikogra�kusan legjobban" megközelít® megoldás.

Egy még enyhébb feltételeket magába foglaló megoldás a prenukleolusz 2, aminek

a különbsége a nukleolusztól abban rejlik, hogy a preimputációk halmazán végzi el a

szóban forgó optimalizálási eljárást. A nukleolusz és a prenukleolusz pontos de�niálásához

tekintsük az alábbi rendezést.

3.1. de�níció. Legyen ρ : Rd → Rd olyan rendezés, mely minden x ∈ Rd vektorra és

1 ≤ i ≤ d komponensre a következ®képpen de�niált:

ρ(x)i = min
T⊆{1,2,...d},|T |=i

max
j∈T

xj.

1Schmeidler (1969)
2Sobolev (1975)
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3.2. példa. Adott x = (5, 1, 7, 4). Ekkor keressük ρ(x)-et. (ρ(x))1-et megkapjuk ha vesszük

az x vektor komponenseinek összes egyelem¶ részhalmazát, és kiválasztjuk ezek közül a

legkisebbet. Így (ρ(x))1 = 1. Ezután (ρ(x))2-höz az x vektor komponenseinek minden

két elem¶ részhalmazából kiválasztjuk a legnagyobbat (így olyan halmazokat kapunk,

melyek egyetlen eleme 4, 5 vagy 7), és ezek közül kiválasztjuk a legkisebbet. Ebb®l kapjuk,

hogy (ρ(x))2 = 4. És így tovább, (ρ(x))3 egyenl® x vektor azon komponensével, mely a

komponensek által alkotott háromelem¶ halmazok legnagyobb elemei közül a legkisebb.

Tehát (ρ(x))3 = 5. Így a legvégén kapjuk, hogy (ρ(x))4 = 7. Valójában ρ egy olyan

függvény, mely egy vektor elemeit nemcsökken® sorrendbe rendezi.

3.3. de�níció. Legyen υ ∈ GNc költségjáték. Ekkor a υ játék prenukleolusza a következ®-

képpen adható meg:

PN (υ) = {x ∈ I∗(υ) : ρ ◦ e(υ, x) ≥lex ρ ◦ e(υ, y), y ∈ I∗(υ)} .

3.4. de�níció. Legyen υ ∈ GNc költségjáték. Ekkor a υ játék nukleolusza a következ®képpen

adható meg:

N (υ) = {x ∈ I(υ) : ρ ◦ e(υ, x) ≥lex ρ ◦ e(υ, y), y ∈ I(υ)} .

3.5. megjegyzés. A 3.3. és a 3.4. de�níciók során≥lex vektorok közötti gyenge lexikogra�kus
rendezést jelent, miszerint pontosan akkor A ≥lex B, ha A = B vagy Ai > Bi az els® olyan

i komponensre, melyben A és B vektorok különböznek.

A nukleolusz az imputációk olyan halmaza, mely az imputációk között lexikogra�kusan

maximalizálja a nemcsökken® sorrendbe rendezett többletek vektorát. A nukleolusz tehát

minden imputációhoz kiszámolja a koalíciók többletei által alkotott vektort, és megkeresi,

hogy melyik az az imputáció, ahol a legkisebb többlet a legnagyobb. Ha ebb®l több is

van, akkor ezek közül megkeresi azt az imputációt, melynél a második legkisebb többlet

is a lehet® legnagyobb. Ha még ebb®l is több van, akkor tovább megy: kiválasztja azt az

imputációt, ahol a harmadik legkisebb többlet is maximális a többi imputációhoz képest,

és így tovább, amíg nem talál egyetlen egy lexikogra�kusan maximális elosztást.

A megoldás pontos megértéséhez egy példával szemléltetjük a ρ ◦ e(υ, x) összetett

függvény m¶ködését, majd pedig egy általános kétszemélyes költségjáték nukleoluszára

adunk zárt képletet.

3.6. példa. Legyen N = {1, 2} a játékoshalmaz, és legyenek a koalíciók értékei υ = (1, 2, 3).

Tekintsük ekkor az x = (2, 1) elosztást. A koalíciókhoz tartozó többletek a következ®k

lesznek:

(e(υ, x))1 = 1− 2 = −1; (e(υ, x))2 = 2− 1 = 1; (e(υ, x))12 = 3− 3 = 0.
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A többletfüggvény ρ függvénybe történ® beágyazása után a következ® vektort kapjuk:

ρ ◦ e(υ, x) =


(e(υ, x))1

(e(υ, x))12

(e(υ, x))2̄

 =


−1
0

1

 .
3.7. példa. (Solymosi et al, 2007) Legyen υ ∈ GNc , N = {1, 2} olyan költségjáték, melyre

igaz, hogy υ(1) + υ(2) > υ(12). Ekkor az imputációk halmaza

I(υ) =
{
(x1, x2) : x1 + x2 = υ(12), υ(1)− x1 ≥ 0, υ(2)− x2 ≥ 0

}
.

Ezen feltételek mellett keressük azt az (x1, x2) vektort, mely maximalizálja a legkisebb

többletet. Mivel csak az egyszemélyes koalíciók többletei változhatnak, keressük azt az

(x1, x2) vektort, melyre min
{
υ(1)− x1, υ(2)− x2

}
maximális. Könnyen látható, hogy a

két többlet minimuma akkor lesz maximális, ha egyenl®k. Tehát x1 + x2 = υ(12) és

υ(1)− x1 = υ(2)− x2 egyenletekb®l azt kapjuk, hogy

x1 =
υ(12)+υ(1)−υ(2)

2
és x2 =

υ(12)+υ(2)−υ(1)
2

.

Vegyük észre, hogy ez alapján a vizsgált kétszemélyes költségjátékok esetén a nukleolusz

és a Shapley-érték megegyezik.

3.8. tétel. Ha C(υ) 6= ∅, akkor PN (υ) = N (υ).

Bizonyítás. Ha C(υ) 6= ∅, akkor létezik x ∈ RN (pre)imputáció, melyre e(υ, x) ≥ 0.

Ebb®l adódik, hogy PN (υ) és N (υ) is magbeli lesz, hiszen lexikogra�kusan a legnagyobb

preimputáció illetve imputáció így már nem lehet nem pozitív. Emiatt

PN (υ) = N (υ) = {x ∈ C(υ) : ρ ◦ e(υ, x) ≥lex ρ ◦ e(υ, y), y ∈ C(υ)} .

�

A 2.18. tétel kimondja, hogy egy repül®tér játék mindig konkáv, és a 2.15. megjegyzés

szerint konkáv játék magja sohasem üres, így a 3.8. tételb®l a következ®t állapíthatjuk

meg:

3.9. következmény. Repül®tér játékok esetén a nukleolusz és a prenukleolusz egyenl®.

3.1. Axiómák

Költségelosztási problémák megoldása során rendszerint igazságos elosztásokat keresünk.

Számos igazságosnak tekinthet® megoldáskoncepció létezik, azonban ezek nem ugyanaz

az elv szerint igazságosak, mindegyik más-más elvárásnak felel meg.
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Ebben, és a következ® részben arra a kérdésre adjuk meg a választ, hogy mik azok

a tulajdonságok, amelyekkel a nukleolusz és a prenukleolusz egyértelm¶en jellemezhet®,

tehát milyen elvek alapján ad ez a két megoldás egy-egy igazságos elosztást. Els® lépésben

a karakterizációhoz szükséges tulajdonságokat mutatjuk be.

Egy tetsz®legesen rögzített υ ∈ GN játék esetén az i, j ∈ N játékosokat ekvivalensnek

nevezzük a υ játékban (jelölés: i ∼υ j), ha minden S ⊆ N koalícióra, melyre i, j /∈ S

fennáll, teljesül, hogy υ(S ∪ i) = υ(S ∪ j). Vegyük észre, hogy bármely υ ∈ GNa repül®tér

játék esetén az i, j ∈ N játékosok ekvivalenciája csak annyit takar, hogy υ(i) = υ(j).

Jelöljön a továbbiakban egy tetsz®leges υ ∈ GN játék és β ∈ RN vektor mellett

υ ⊕ β ∈ GN olyan játékot, melyre minden S ⊆ N koalícióra υ ⊕ β(S) = υ(S) +
∑

i∈S βi,

ahol βi a β vektor i-komponense.

Legyen υ ∈ GN játék, egy x ∈ RN tetsz®leges elosztással. Ekkor a υ játék bármely

S ⊆ N koalíciójára x(S) =
∑

i∈S xi.

3.10. axióma. Az A ⊆ GN játékosztályon értelmezett ψ megoldás Pareto-optimális (PO),

ha minden υ ∈ A játékra teljesül, hogy
∑

i∈N ψi(υ) = υ(N).

3.11. axióma. Az A ⊆ GN játékosztályon értelmezett ψ megoldás egyérték¶ (SIVA), ha

minden υ ∈ A játékra |ψ(υ)| = 1.

3.12. axióma. Az A ⊆ GN játékosztályon értelmezett ψ megoldás egyenl®en kezel® (ETP),

ha minden υ ∈ A játékra és i, j ∈ N játékosokra teljesül, hogy, ha i ∼υ j, akkor

ψi(υ) = ψj(υ).

3.13. axióma. Az A ⊆ GN játékosztályon értelmezett ψ megoldás kovariáns (COV), ha

minden υ ∈ A játékra, α > 0 számra és β ∈ RN vektorra fennáll, hogy ha αυ ⊕ β ∈ A,
akkor ψ(αυ ⊕ β) = αψ(υ) + β.

Ezek alapján a de�niált ψ megoldás

• PO, ha minden játékban az egyes játékosokhoz rendelt ki�zetések összege kiadja a

nagykoalíció értékét.

• SIVA, ha minden játék esetén teljesül, hogy a megoldáshalmaz egyelem¶.

• ETP, ha bármely játékot tekintve, az ekvivalens játékosokhoz azonos érték¶ ki�zetés

párosul.

• COV, ha az értékelési módszer invariáns az összeadásra és a pozitív skalárral való

szorzásra. Tehát ha adott két játék: υ ∈ GN és υ′ ∈ GN , melyekre található olyan

α > 0 és β ∈ RN , hogy υ′ = αυ ⊕ β, akkor a két játékhoz tartozó ψ(υ) és ψ(υ′)

megoldásokra ugyanez a transzformáció áll fenn. Tehát ψ(υ′) = αψ(υ) + β.
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3.14. állítás. Legyen υ ∈ GNa egy repül®tér játék, amelyre |N | = n. Ekkor tetsz®leges

α > 0 számra és β ∈ RN vektorra αυ⊕ β pontosan akkor eleme a GNa játékosztálynak, ha

β1 = β2 = . . . = βn−1 = 0 és βn ∈ R.

Bizonyítás. Ahhoz, hogy a transzformációval kapott játék is repül®tér játék legyen, min-

den i ∈ N -re és T ⊆ {1, 2, . . . , i− 1} koalícióra teljesülnie kell, hogy υ(i)′ = υ(i∪T )′, ahol
υ′ = υ ⊕ β. (A 2.19. tétel miatt α-ra semmilyen megkötést nem kell tennünk a feltétel

teljesüléséhez, ezért vizsgáljuk csak β-t.)

Legyen most T = {1, 2, . . . , i− 1}. Ekkor

υ(i)′ = c1 + . . .+ ci + βi = c1 + . . .+ ci−1 + ci + β1 + . . .+ βi−1 + βi = υ(i ∪ T ).

Ez csak akkor igaz minden i ∈ N -re, ha β1 = . . . = βn−1 = 0 és βn ∈ R. �

3.15. példa. Az eddig de�niált axiómák jelentésének illusztrálására tekintsük a következ®

szituációt: adott egy kifutópálya, melyet több légitársaság együttesen használ repül®gépeik

fel- és leszállásához. A kifutópálya éves fenntartási költségeit a légitársaságok közösen

�nanszírozzák. A kérdés, hogy milyen elvek alapján osszák fel a kifutópálya fenntartási

költségeit a repül®gépek, és ezáltal a légitársaságok között.

• PO tulajdonság: A légitársaságok által �zetett összeg nem lehet kevesebb, mint a

kifutópálya költségei, különben nem fedezné a fenntartás díjat. A be�zetett összeg

természetesen több sem lehet a szóban forgó költségnél, mivel a felhasználók kizá-

rólag a fenntartási költségen osztozkodnak.

• SIVA tulajdonság: Ha adott a kifutópálya használata szempontjából két teljesen

egyforma év, melyekben így az összköltség egyenl®, és a repül®gépek száma és mérete

változatlan, akkor alapvet® elvárás, hogy a két évben a repül®gépek tulajdonosait

ugyanannyi költség terhelje.

• ETP tulajdonság: A kifutópálya használata szempontjából egy adott évben két repü-

l®gép ekvivalensnek tekinthet®, ha egyenl® méret¶ek, tehát ugyanolyan mértékben

használják ki a kifutópálya adottságait. Ennek megfelel®en, ha adott két ekvivalens

repül®gép, akkor elvárjuk, hogy a kifutópálya használatáért mindkét repül®gépnek

ugyan annyi költséget számoljanak fel.

• COV tulajdonság: tegyük fel, hogy a kifutópályát üzemeltet® cég egyik évr®l a má-

sikra α-szor nagyobb összegért vállalja a kifutópálya üzemeltetését, miközben a re-

pül®gépek változatlanul használják a kifutópályát. Ekkor jogosan várható el, hogy

az egyes repül®gépek költsége ebben az évben éppen α-szor legyen nagyobb, mint

az el®z®ben.
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Másrészt a COV tulajdonság további elvárása a következ®: tegyük fel, hogy egyik

évr®l a másikra minden más változatlansága mellett az eddigi legnagyobb repül®gé-

pet lecserélik egy még nagyobbra, mely ezáltal a kifutópálya nagyobb részét veszi

igénybe. Ekkor a kifutópálya újonnan használatba vett reszének költségei kizárólag

ezt a repül®gépet terhelik.

3.16. de�níció. (Davis és Maschler, 1965) Legyen υ ∈ GNc játék, ∅ 6= S ⊆ N koalíció

és x ∈ RN egy tetsz®leges elosztás. Ekkor minden T ⊆ S koalícióra, az S-re és x -re

vonatkozó υ(S,x) ∈ GS redukált játékot a következ®képpen de�niáljuk:

υ(S,x)(T ) =


0, ha T = ∅
υ(N)− x(N \ S), ha T = S

min
Q⊆N\S

(υ(T ∪Q)− x(Q)) különben

.

A redukált játék a következ® szituációt írja le. Adott egy υ ∈ GNc játék, melyet az

N \S koalíció tagjai elhagynak. Tegyük fel, hogy az N játékoshalmaz tagjai megegyeznek

abban, hogy az N \ S kilép® koalíció x(N \ S)-el járul hozzá az összköltséghez. Így a

játékban maradó S koalíció költsége υ(N) − x(N \ S) lesz. Tegyük fel továbbá, hogy a

játékban maradó S koalíció tagjai szövetkeznek a kilép® N \ S koalíció tagjaival. Ennek

eredményeképpen minden nemüres T ⊂ S koalíció költsége az új játékban a szövetkezéssel

elérhet® legkisebb összeg lesz.

3.17. példa. Tekintsük a 2.17. példában bemutatott játékot! Legyen x = (3, 3, 4, 5), és

tegyük fel, hogy az 1-es játékos kilép. Ekkor a υ(234,x) redukált játék a de�níció alapján

az alábbiakban látható.

Az egyelem¶ koalíciók:

υ(234,x)(2) = min { 9, 9− 3 } = 6,

υ(234,x)(3) = min { 14, 14− 3 } = 11,

υ(234,x)(4) = min { 15, 15− 3 } = 12.

A két elem¶ koalíciók:

υ(234,x)(23) = min { 14, 14− 3 } = 11,

υ(234,x)(24) = min { 15, 15− 3 } = 12,

υ(234,x)(34) = min { 15, 15− 3 } = 12.

A nagykoalíció:

υ(234,x)(234) = 15− 3 = 12.

3.18. axióma. A ψ megoldást az A ⊆ ∪NGNc játékosztályon redukált játék tulajdonságú-

nak (RGP) nevezünk, ha tetsz®leges S ⊆ N , S 6= ∅ koalícióra és x ∈ ψ(υ) ki�zetésre, hogy
υ(S,x) ∈ A, fennáll, hogy xS ∈ ψ(υ(S,x)), ahol xS az x ki�zetésvektor azon komponenseit

tartalmazza, melyek az S koalícióhoz tartoznak.
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Egy redukált játék imputációinak halmaza akár üres is lehet (Snijders, 1995). A kö-

vetkez® fogalom annyiban tér el a 3.16. de�níciótól, hogy ezt az esetet kizárja.

3.19. de�níció. (Snijders, 1995) Legyen υ ∈ GNc játék, ∅ 6= S ⊆ N koalíció és x ∈
RN tetsz®leges elosztás. Ekkor az S-re és x-re vonatkozó υ(S,x) ∈ GS imputációt meg®rz®

redukált játékot a következ®képpen de�niáljuk, minden T ⊆ S koalícióra:

υ(S,x)(T ) =

 υ(S,x), ha |T | 6= 1

max
j∈T

{
xj, υ(S,x)(j)

}
különben

.

3.20. példa. Tekintsük újra a 2.17. példában szerepl® játékot! Legyen a 3.17. példával meg-

egyez®en x = (3, 3, 4, 5). Ha az 1-es játékos elhagyja a játékot, akkor a υ(234,x) imputációt

meg®rz® redukált játék a 3.17. példa eredményeit felhasználva a következ® lesz.

Az egyelem¶ koalíciók:

υ(234,x)(2) = max { 3, 6 } = 6,

υ(234,x)(3) = max { 4, 11 } = 11,

υ(234,x)(4) = max { 5, 12 } = 12.

A kételem¶ koalíciók:

υ(234,x)(23) = υ(234,x)(23) = 11,

υ(234,x)(24) = υ(234,x)(24) = 12,

υ(234,x)(34) = υ(234,x)(34) = 12.

A nagykoalíció:

υ(234,x)(234) = 12.

3.21. axióma. A ψ megoldást az A ⊆ ∪NGN játékosztályon imputációt meg®rz® redukált

játék tulajdonságúnak (ISRGP) nevezünk, ha tetsz®leges S ⊆ N , S 6= ∅ koalícióra és x ∈
ψ(υ) ki�zetésre, hogy υ(S,x) ∈ A, fennáll, hogy xS ∈ ψ(υ(S,x)), ahol xS az x ki�zetésvektor

azon elemeit tartalmazza, melyek az S koalícióhoz tartoznak.

A 3.17. és a 3.20. példákat összehasonlítva látható, hogy ha a vizsgált játékot az 1-es

játékos elhagyja, akkor az adott játék esetén a redukált játék és az imputációt meg®rz®

redukált játék teljesen megegyezik. Ez azonban nem véletlen, erre mutat rá a következ®

segédtétel.

3.22. segédtétel. Legyen υ ∈ GNc költségjáték és x ∈ C(υ). Ekkor bármely S ⊆ N

koalícióra υ(S,x) = υ(S,x).

Bizonyítás. Az imputációt meg®rz® redukált játék de�níciójából adódik, hogy a segédtétel

belátásához csak az egyelem¶ koalíciók értékeit kell vizsgálnunk.
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Az imputációt meg®rz® redukált játék egy f®s koalíciók esetén υ(S,x)(j) = max{xj,
υ(S,x)(j)} bármely j ∈ S játékosra. Így a segédtétel belátásához a redukált játék de�níciója

alapján minden Q ⊆ N \ S koalícióra a következ® egyenl®tlenségnek kell teljesülnie:

xj ≤ υ(j ∪Q)− x(Q).

A fenti összefüggés teljesülése a mag de�níciójából átrendezéssel azonnal adódik. �

3.23. következmény. A 3.22. segédtételben megfogalmazott állítás repül®tér játék esetén

nemcsak a magbeli elosztásokra, hanem a nukleoluszra is teljesül, mivel a mag nem üres,

és ez esetben a nukleolusz mindig a magba képez.

3.2. A nukleolusz karakterizációja repül®tér játékokon

A prenukleoluszt � ami a nukleolusszal nagyon szorosan összefügg® megoldás � Sobolev

(1975) axiomatizálta el®ször a kooperatív játékok halmazán. Snijders (1995) módosítva a

redukált játék fogalmat, bemutatta, hogy az új imputációt meg®rz® redukált játék tulaj-

donsággal már a nukleolusz axiomatizálása is lehet®vé válik (hasonlóan a prenukleolusz

axiomatizálásához). Ez a két tétel látható az alábbiakban.

3.24. tétel. (Sobolev, 1975) Legyen ψ megoldás az ∪NGN játékosztályon. ψ pontosan

akkor SIVA, ETP, COV és RGP, ha ez a megoldás a prenukleolusz.

3.25. tétel. (Snijders, 1995) Legyen ψ megoldás az A = {v ∈ ∪NGN : I(v) 6= ∅} játék-
osztályon. ψ pontosan akkor SIVA, ETP, COV és ISRGP, ha ez a megoldás a nukleolusz.

3.26. megjegyzés. A fenti tételek nem igazak abban az esetben, ha például csak a legalább

három játékossal rendelkez® játékosztályokat tekintjük, tehát, ha a ψ megoldás az A =

{v ∈ ∪|N |≥3GN : I(v) 6= ∅} játékosztályokon értelmezett.

Nem tudjuk, hogy az axiomatizálás érvényes marad-e az A = {v ∈ ∪NGN : I∗(v) 6= ∅}
játékosztály részosztályain is. Ezért mélyen bele kell néznünk Sobolev bizonyításának a

részleteibe.

A következ®kben megmutatjuk, hogy Sobolev (1975) karakterizációja a repül®tér já-

tékok osztályán igaz marad. A 3.9. következmény szerint ezen játékosztályon a nukleolusz

és a prenukleolusz egyenl®. Emiatt, valamint a 3.23. következmény miatt elég a nukleolusz

és a prenukleolusz közül csak az egyiket vizsgálnunk.

3.27. tétel. Legyen ψ megoldás ∪NGNa játékosztályon. ψ pontosan akkor SIVA, ETP,

COV és RGP, ha ez a megoldás a nukleolusz.

A 3.27. tétel bizonyítása el®tt tekintsük a következ® segédtételt.
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3.28. segédtétel. (Peleg és Sudhölter, 2003) A mag RGP az A = {v ∈ ∪NGNc : C(v) 6= ∅}
játékosztályokon.

Bizonyítás. Legyen υ ∈ A játék, x ∈ C(υ), ∅ 6= S ⊆ N , valamint ∅ 6= T ⊆ S.

Ha T = S, akkor υ(S,x)(T )− x(T ) = x(S)− x(S) = 0, mivel a mag de�níciója alapján

x(N) = υ(N).

Ha T 6= S, akkor a mag és a redukált játék de�níciója alapján fennáll a következ®

összefüggés:

υ(S,x)(T )− x(T ) = min
Q⊆N\S

(υ(T ∪Q)− x(Q))− x(T )

= min
Q⊆N\S

(υ(T ∪Q)− x(T ∪Q)) ≥ 0

Ezért xS ∈ C(υ(S,x)). �

A 3.27. tétel bizonyítása. Szükséges: A nukleolusz SIVA, COV, ETP, RGP az ∪NGNa já-

tékosztályon.

(1) SIVA tulajdonság könnyen látható, hiszen ez azt jelenti, hogy egy υ ∈ GNa játék

esetén egyetlen olyan preimputáció létezik melyre a koalíciók többletei között a legkisebb

a lehet® legnagyobb. Tegyük fel, hogy x′ és x′′ imputáció is maximalizálja a nemcsökken®

sorrendbe rendezett többletek vektorát. Ekkor azonban e(υ, x
′+x′′

2
) biztos, hogy lexikogra-

�kusan szigorúan nagyobb, mint e(υ, x′) illetve e(υ, x′′), hacsak nem x′ = x′′.

(2) ETP igazolásához legyen újra υ ∈ GNa repül®tér játék, és legyenek i, j ∈ N, i < j

játékosok ekvivalensek, azaz υ(S ∪ i) = υ(S ∪ j) minden olyan S ⊆ N koalícióra, melyre

i, j /∈ S. Ekkor be kell látnunk, hogy a játék nukleolusza egyenl® ki�zetést rendel mindkét

játékoshoz. Ha létezik k ∈ N , melyre i < k < j, akkor k-ra is teljesül, hogy υ(S ∪ k) =
υ(S ∪ i) = υ(S ∪ j). Emiatt elég csak két szomszédos játékos esetét vizsgálnunk. Jelöljük

®ket i-vel és i+ 1-gyel.

Tegyük fel, hogy a játék nukleolusza egy olyan x ∈ RN vektor, melynek i és i + 1

komponense nem egyenl®, feltehetjük, hogy xi < xi+1. E szerint x vektor az az impu-

táció, mely lexikogra�kusan maximalizálja a nemcsökken® sorrendbe rendezett többletek

vektorát. Tekintsük most azt az x′ ∈ RN imputációt, melynek komponenseire igaz, hogy

x′l = xl minden l ∈ N -re, melyre l 6= i, i + 1, továbbá legyen x′i = x′i+1. Ekkor minden

S ⊆ N, i, j /∈ S koalícióra fennáll az alábbi két összefüggés:

(e(υ, x))S = (e(υ, x′))S

(e(υ, x))S∪i < (e(υ, x′))S∪i.

Ezzel ellentmondásra jutottunk, mert nem igaz, hogy x az az imputáció, mely lexikogra�-

kusan maximalizálja a nemcsökken® sorrendbe rendezett többletek vektorát. A következ-

mény, hogy Ni(υ) = Nj(υ), amennyiben i ∼v j.
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(3) COV tulajdonság teljesülését két lépésben látjuk be. Ehhez legyen υ ∈ GNa , N =

{1, 2, . . . , n} repül®tér játék, x = (x1, x2, . . . , xn) nukleolusszal. El®ször igazoljuk, hogy egy

α > 0 pozitív skalár mellett αυ játék nukleolusza éppen αx = (αx1, αx2, . . . , αxn). Máso-

dik lépésben pedig belátjuk, hogy bármely olyan β ∈ RN mellett, mely β = (0, 0, . . . , βn)

alakú, fennáll, hogy a υ ⊕ β játék nukleolusza x+ β = (x1, x2, . . . , xn + β).

Az els® lépés teljesülését könnyen meggondolhatjuk. Hiszen x = (x1, x2, . . . , xn) egy

olyan vektor, mely az imputációk között lexikogra�kusan maximalizálja a nemcsökken®

sorrendbe rendezett többletek vektorát. Ha ekkor a nemcsökken® sorrendbe rendezett

e(υ, x) vektort az α skalárral megszorozzuk, akkor az így kapott αe(υ, x) vektor továbbra

is lexikogra�kusan maximális lesz. Ugyanakkor ez az αe(υ, x) vektor nem más, mint az

αυ játék többletvektora αx imputáció mellett. Ezért SIVA tulajdonság miatt az αυ játék

nukleolusza valóban αx.

A második lépés igazolásához jelölje x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) a υ ⊕ β játék nukleoluszát.

A υ játékhoz képest ebben az új játékban 3.14. állítás miatt csak azoknak az S ⊆ N

koalícióknak az értéke változott meg (n®tt βn-el), melyekre n ∈ S. A többi koalíció értéke

változatlan maradt. Ezért x′ = x+ β imputációval e(υ ⊕ β, x+ β) = e(υ, x). Azonban ha

x′ olyan, melyre x′i > xi valamely i ∈ N, i 6= n játékosra, akkor e(υ ⊕ β, x′) <lex e(υ, x).

Valamint ha x′ olyan, hogy x′i < xi valamely i ∈ N, i 6= n játékosra, akkor megint csak

e(υ⊕β, x′) <lex e(υ, x). Ezért a nemcsökken® sorrendbe rendezett többletek vektora akkor

lesz maximális, ha x′ = x+ β.

(4) RGP tulajdonság teljesülése a 3.28. segédtételb®l azonnal következik, ugyanis itt

kimondjuk, hogy ha a mag nem üres, akkor minden magbeli elosztás RGP. Esetünkben

a 2.15. tétel ismeretében a vizsgált játékosztályon a mag nem üres, a nukleolusz pedig

ilyenkor kivétel nélkül magbeli elosztás, így szükségszer¶en RGP.

Elégséges: Ha ψ SIVA, ETP, COV és RPG, akkor ψ = N . Ez valójában azt jelenti,

hogy egyetlen olyan megoldás van ∪NGNa -en, ami SIVA, ETP, COV és RGP. Az állítást

indukcióval látjuk be.

(1) Tekintsük az egy játékossal rendelkez® repül®tér játékok osztályát. Ekkor a 0 ∈
GTa , |T | = 1. Legyen ψ egy megoldás a 0 érték¶ játékon. Ekkor azt kell belátnunk, hogy

minden egy játékossal rendelkez® υ ∈ GTa -ra ψ(υ) = N (υ), ami egy játékossal rendelkez®

játékoknál csak annyit jelent, hogy ψ PO.

COV-ból adódik, hogy bármely α > 0 számra ψ(0) = ψ(α0) = αψ(0). Ez csak úgy

lehet igaz, ha ψ(0) = 0. Újra COV tulajdonságot felhasználva látható, hogy minden

υ ∈ GT játékra fennáll, hogy υ = 0⊕ υ(T ), és mivel ψ(0) = 0:

υ = 0⊕ υ(T ) = ψ(0)⊕ υ(T ) = ψ(0⊕ υ(T )) = ψ(v).
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Tehát teljesül a PO tulajdonság, ψ(υ) = N (υ) az egy játékossal rendelkez® repül®tér

játékok osztályán.

(2) Tekintsük most a két játékossal rendelkez® repül®tér játékok osztályát, ahol a

játékoshalmaz T = {1, 2}. Mivel a feltevés szerint ψ RGP, ezért ha kiszáll az 1-es játékos,

akkor a redukált játék de�níciója alapján ψ2(υ) = υ(2,ψ) = υ(T ) − ψ1(υ). Átrendezéssel

adódik, hogy ψ1(υ) + ψ2(υ) = υ(T ). Ezt, és az el®z® esetet �gyelembe véve látható, hogy

a PO tulajdonság most is teljesül.

Ezek után legyen β = (0, υ(1) − υ(2)). A repül®tér játékok természetéb®l adódóan

υ(1) ≤ υ(2). Így ilyen β mellett és COV-ot feltételezve teljesül, hogy υ⊕β ∈ GNa , továbbá
β miatt 1 ∼υ⊕β 2.

ETP feltétel szerint fennáll, így ψ1(υ⊕β) = ψ2(υ⊕β). PO miatt ψ(υ⊕β) = N (υ⊕β),
amib®l COV miatt következik, hogy ψ(υ) = N (υ).

(3) Tegyük fel, hogy az állítás igaz |N | = n-re, tehát minden |N | = n játékoshalmazzal

rendelkez® υ repül®tér játékra igaz, hogy ha ψ SIVA, ETP, COV és RGP, akkor ψ(υ) =

N (υ).

Ekkor már csak azt kell belátnunk, hogy ez az állítás |N | = n+1-re is teljesül. Ehhez

vegyük észre, hogy υ(N\1,ψ) egy n játékossal rendelkez® játék, ebb®l kifolyólag az indukciós

feltevés alapján

ψ(υ(N\1,ψ)) = N (υ(N\1,N )).

Felhasználva, hogy a redukált játékban a nagykoalíció értéke

υ(N\1,ψ) = υ(N)− ψ1(υ) = ψ2(υ) + ψ3(υ) + . . .+ ψn(υ),

kapjuk, hogy υ(N) = ψ1(υ) + ψ2(υ) + . . . + ψn(υ). RGP miatt az indukciós feltevésb®l

következik, hogy ψ2(υ) = N2(υ), ψ3(υ) = N3(υ), . . . , ψn(υ) = Nn(υ), így szükségszer¶en

kapjuk, hogy ψ1(υ) = N1(υ). �

3.29. megjegyzés. Vegyük észre, hogy a fenti bizonyítás alapján repül®tér játékokon a

nukleolusz karakterizációjához elég lenne egy gyenge RGP tulajdonságot használnunk,

mely alatt a következ® fogalmat értjük.

A ψ megoldás az A ⊆ ∪NGNa játékosztályon gyenge redukált játék tulajdonságú, ha

az 1-es játékosra és x ∈ ψ(υ) ki�zetésre fennáll, hogy xN\1 ∈ ψ(υ(N\1,x)), ahol xN\1 az x

ki�zetésvektor azon komponenseit tartalmazza, melyek az N \ 1 koalícióhoz tartoznak.

3.3. Nukleolusz számítása repül®tér játékokon

Ha ki szeretnénk számolni egy általános játék nukleoluszát, akkor lineáris programozási

feladatok sorozatával szembesülnénk. Ezek megoldása azonban általában nem könny¶
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feladat. Egyszer¶bb a dolgunk repül®tér játékok esetén, ugyanis Sönmez (1994) bevezetett

egy algoritmust, mellyel egyszer¶en megkapjuk egy υ ∈ GNa , |N | = n játék nukleoluszát.

Ezt az algoritmust mutatjuk be ebben a részben, továbbá Sönmez (1994) bizonyításának

�nomításával igazoljuk is, hogy az algoritmus kimenete a nukleolusz.

3.30. de�níció. Megoldási algoritmus láncra(Sönmez, 1994).

Legyen υ ∈ GN repül®tér játék, és legyen minden i ∈ N-re ci adott. Ekkor x elosztás-

vektor komponenseit rendre a következ®képpen kapjuk:

x1 = min { c1
2

, c1+c2
3

, c1+...+c3
4

, . . . , c1+...+cn−1

n
}

x2 = min { c1+c2−x1
2

, c1+...+c3−x1
3

, . . . , c1+...+cn−1−x1
n−1

}
x3 = min { c1+...+c3−x1−x2

2
, . . . , c1+...+cn−1−x1−x2

n−2
}

...

xn−1 = min { c1+...+cn−1−x1−...−xn−2

2
}

Az utolsó játékos a fennmaradó költséget �zeti.

3.31. példa. Számoljuk ki a 2.17. példában bemutatott játékhoz tartozó, Sönmez (1994)

algoritmusában de�niált x elosztásvektort! Egyszer¶en behelyettesítéssel a következ®khöz

jutunk:
x1 = min { 7

2
, 9

3
, 14

4
} = 3,

x2 = min { 9−3
2
, 14−3

3
} = 3,

x3 = min { 14−3−3
2

} = 4.

Az utolsó játékost a megmaradt költség terheli, így x4 = 15− 3− 3− 4 = 5.

Miel®tt belátjuk, hogy a 3.30. de�nícióban rögzített algoritmus valóban a nukleolusz-

hoz vezet, vegyük szemügyre az alábbi segédtételt.

3.32. segédtétel. Minden υ ∈ GNa játékra, és x ∈ C(υ) ki�zetésre υ(N\1,x) ∈ G
N\1
a .

Bizonyítás. Legyen a υ repül®tér játék költségvektora c = (c1, . . . , cn). Tegyük fel, hogy

az 1-es játékos kilép. Mivel a mag de�níciója alapján 0 ≤ x1 ≤ c1, ezért a υ(N\1,x) redukált

játék a következ® lesz.

Egyelem¶ koalíciók:

υ(k) = min {c1 + c2 + . . .+ ck, c1 + c2 + . . .+ ck − x1} = c1 + c2 + . . . + ck − x1 , ahol

k ∈ N \ 1.
Kételem¶ koalíciók:

υ(N\1,x)(jk) = min {c1 + c2 + . . .+ ck, c1 + c2 + . . .+ ck − x1} = c1 + c2 + . . .+ ck − x1 =

υ(k) ahol j < k és j, k ∈ N \ 1.
...

A nagykoalíció:

υ(N\{1},x)(N \ 1) = υ(N)− x1 = c1 . . .+ cn − x1.
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A fentiekb®l kiderül, hogy az 1-es játékos kilépésével az eredeti υ játékhoz képest

minden koalíció értéke pontosan x1-el lesz kevesebb. Ennek tudatában a játék valóban

repül®tér játék, melynek költségvektora c = (c1+ c2−x1, c3, . . . , cn). Ezt szemlélteti a 3.1.

ábra.

3.1. ábra. Az 1-es játékossal redukált repül®tér játék

�

3.33. megjegyzés. A 3.32. segédtétel valójában bármely játékos kilépése esetén igaz ma-

rad. Például, ha kiszáll a 2-es játékos, akkor a redukált játékban a koalíciók új értéke a

következ®képpen alakul.

υ(1) = min{c1, c1 + c2 − x2}
υ(3) = υ(13) = min{c1 + c2 + c3, c1 + c2 + c3 − x2} = c1 + c2 + c3 − x2

υ(4) = υ(14) = υ(134) = c1 + c2 + c3 + c4 − x2

...

υ(n) = . . . = υ(N \ 2) = c1 + . . .+ cn − x2.

Tehát υ(N\2,x) redukált játékban υ(1) koalíción kívül minden koalíció értéke egyértelm¶.

Így két esetet kell megvizsgálnunk. Ha υ(1) = c1, akkor υ(N\2,x) egy olyan repül®tér

játék, melynek költségvektora c = (c1, c2 + c3 − x2, c4, . . . , cn), c ∈ Rn−1. Ha pedig υ(1) =

c1 + c2 − x2, akkor υ(N\2,x) olyan repül®tér játék, melynek költségvektora c = (c1 + c2 −
x2, c3, c4, . . . , cn), c ∈ Rn−1.

Vizsgáljuk még meg, hogy mi történik, ha υ játékot a 3-as játékos hagyja el. Ez esetben

a redukált játék koalícióinak értéke a következ®:

υ(1) = min{c1, c1 + c2 + c3 − x3}
υ(2) = υ(12) = min{c1 + c2, c1 + c2 + c3 − x3}
υ(4) = υ(14) = υ(124) = min{c1 + c2 + c3 + c4, c1 + c2 + c3 + c4 − x3} =
c1 + c2 + c3 + c4 − x3

...

υ(n) = . . . = υ(N \ 3) = c1 + . . .+ cn − x3.

Látható, hogy itt már két különböz® érték¶ koalíció van, melyek értéke nem egyértel-

m¶. Probléma azonban csak akkor merül fel, ha υ(1) = c1+c2+c3−x3, és υ(2) = υ(12) =

c1 + c2. Ez csak úgy jöhet létre, ha x3 > c2 + c3 (c1 > c1 + c2 + c3− x3 egyenl®tlenségb®l),
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és x3 < c3 (c1 + c2 < c1 + c2 + c3− x3 egyenl®tlenségb®l), ami ellentmondás. Azaz υ(N\3,x)

redukált játék is repül®tér játék, méghozzá olyan, melynek költségfüggvénye a koalíciók

értékét®l függ®en három különböz® alakot ölthet: c = (c1, c1 + c2, c3 + c4 − x3, c5, . . . , cn),

vagy c′ = (c1, c1 + c2 + c3 − x3, c4, . . . , cn), vagy c′′ = (c1 + c2 + c3 − x3, 0, c4, . . . , cn).

Ily módon, bármely játékos lép ki belátható, hogy a kapott redukált játék is repül®tér

játék lesz.

3.34. példa. Tekintsük a 3.32. segédtétel illusztrálására a 2.17. példát. Az 3.17. példában

kiszámoltuk. hogy ha az 1-es játékos kilép, akkor a kapott redukált játék a következ® lesz:

υ(234,x)(2) = 6,

υ(234,x)(3) = υ(234,x)(23) = 11,

υ(234,x)(4) = υ(234,x)(24) = υ(234,x)(34) = υ(234,x)(234) = 12.

A koalíciók értékeib®l következik, hogy a játék az 1-es játékos kilépésével repül®tér

játék marad. Ezt támasztja alá az alábbi ábra is.

3.2. ábra. A 3.34. példa illusztrálása

3.35. tétel. Sönmez (1994) 3.30. algoritmusának megoldása a nukleolusz.

Bizonyítás. A 3.27. tétel bizonyításakor igazoltuk, hogy ha repül®tér játékok esetén egy

megoldás rendelkezik SIVA, ETP, COV és RGP tulajdonságokkal, akkor ez a megoldás

a nukleolusz. Így most már csak azt kell belátnunk, hogy ha minden v ∈ GNa repül®tér

játékra ψ(υ) = N (υ) � ahol ψ Sönmez algoritmusával kapott megoldás � akkor ψ SIVA,

ETP, COV, valamint RGP tulajdonságokkal bír.

(1) SIVA teljesül, hiszen az algoritmus minden játékoshoz egy ki�zetést rendel.

(2) ETP bekövetkezésének igazolásához legyen υ(i) = υ(j), i < j, i, j ∈ N . Ekkor ha

létezik k ∈ N , melyre i < k < j, akkor k-ra is teljesül, hogy υ(k) = υ(i) = υ(j). Emiatt

elég csak két szomszédos játékos esetét vizsgálnunk. Ekkor az algoritmus alapján:

xi = min

{
υ(i)− x1 − . . .− xi−1

2
,
υ(i)− x1 − . . .− xi−1

3
, . . . ,

υ(n− 1)− x1 − . . .− xi−1

n− i+ 1

} (3.1)
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xi+1 = min

{
υ(i)− x1 − . . .− xi

2
,
υ(i) + ci+1 − x1 − . . .− xi

3
, . . . ,

υ(n− 1)− x1 − . . .− xi
n− i+ 2

} (3.2)

Könnyen látható (3.1) egyenl®ségben, hogy nem lehet x1 =
υ(i)−x1−...−xi−1

2
, mert ennél

a második tag mindenképp kisebb. Felt¶nik továbbá az is, hogy xi lehetséges értékeinek a

számlálói megtalálhatóak xi+1 lehetséges értékeinek számlálóiban is, méghozzá a következ®

módon: xi = min
{
a
2
, b

3
, c

4
. . .
}
, ekkor xi+1 = min

{
b− b

3

2
,
c− c

4

3
, . . .

}
= min

{
b
3
, c

4
, . . .

}
. Ez azt

jelenti, hogy xi minden lehetséges értéke megegyezik xi+1 minden lehetséges értékével,

azaz xi = xi+1, amennyiben υ(i) = υ(i+ 1).

(3) COV tulajdonság teljesüléséhez fenn kell állnia, hogy ψ(αυ ⊕ β) = αψ(υ) + β.

Azonban a 3.14. állítás alapján β csak olyan vektor lehet, melynek az utolsó koordinátája

egy valós szám, a többi pedig 0. Így az utolsó játékos ki�zetésén kívül, csak az α szorzó

játszik szerepet.

Jelölje a αυ ⊕ β játék algoritmus szerinti megoldását x′. Ekkor az egyes játékosok

ki�zetései:

x′1 = min
{
αc1
2
, α(c1+c2)

3
, . . . , α(c1+c2+...+cn−1)

n

}
= αmin

{
c1
2
, . . . , c1+c2+...+cn−1

n

}
= αx1

x′2 = min
{
α(c1+c2)−αx1

2
, α(c1+c2+c3)−αx1

3
, . . . , α(c1+c2+...+cn−1)−αx1

n−1

}
= αx2

x′i = min
{
α(c1+...+ci)−α(x1+...+xi−1)

2
, α(c1+...+ci+1)−α(x1+...+xi−1)

3
, . . . ,

α(c1+...+cn−1)−α(x1+...+xi−1)
n−i+1

}
= αxi.

Az n-edik játékos �zeti a fennmaradó költséget, így most x′n = αxn + βn.

Könnyen látható, hogy α-t mindenhol kiemelhetjük, ezért a COV tulajdonság azonnal

következik.

(4) RGP teljesülését a 3.32. segédtétel eredményét felhasználva látjuk be. Itt megkap-

tuk az egyes koalíciók új értékét, majd az algoritmust felhasználva, és a kapott redukált

játék megoldását z-vel jelölve a következ®t kapjuk:

z2 = min { c1+c2−x1
2

, c1+...+c3−x1
3

, . . . , c1+...+cn−1−x1
n−1

}
z3 = min { c1+...+c3−x1−x2

2
, . . . , c1+...+cn−1−x1−x2

n−2
}

. . . = min { , . . . , . . . }
zn−1 = min { c1+...+cn−1−x1−...−xn−2

2
}

Az utolsó játékos �zeti a fennmaradó költséget.
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Ekkor a kapott z elosztásvektort összehasonlítva a 3.30. de�nícióban rögzített x elosz-

tásvektorral, adódik, hogy xN\{1} = z. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus valóban RGP.

�
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4. fejezet

Összefoglalás

A dolgozat els® részével valójában a második fejezet vizsgálatait alapoztuk meg. Egy

rövid áttekintéssel kezdtünk a TU-játékokról, és de�niáltuk a téma alapját képz® kulcsfo-

galmakat, mint költségjáték, megoldás és mag. F®ként Thomson (2007) cikke segítségével

bemutattuk a repül®tér problémát, és az általa indukált repül®tér játékot. Egy-egy de�-

níciót példa követett, ezzel téve szemléletesebbé az alapmodellt.

A második részben rátértünk a dolgozat középpontjában álló nukleoluszra, és pre-

nukleoluszra. Beláttuk, hogy mivel repül®tér játékok esetén a mag nem üres, így ezen a

játékosztályon a nukleolusz és a prenukleolusz egyenl®. Ezután de�niáltuk a nukleolusz

és a prenukleolusz karakterizációjához elengedhetetlen axiómákat, és megmutattuk, hogy

költségjátékok esetén a redukált játék és az imputációt meg®rz® redukált játék megegye-

zik. A következ® részben megmutattuk, hogy Sobolev (1975) és Snijders (1995) karakte-

rizációja érvényes marad a repül®tér játékok osztályán. Ez egy fontos eredmény, hiszen a

TU-játékok osztályán teljesül® tulajdonságok nem feltétlenül teljesülnek a részosztályokon

is.

Végül az utolsó részben bemutattuk Sönmez (1994) algoritmusát, és az eddigi eredmé-

nyeket felhasználva bebizonyítottuk, hogy az algoritmus kimenetele valóban a nukleolusz.

Ezzel Sönmez (1994) bizonyításának egy �nomítását közöltük. Ahogy már az els® fejezet-

ben is, itt is igyekeztünk a legtöbb fogalmat, illetve állítást példákkal illusztrálni, azzal a

céllal, hogy dolgozatunk kifejez®bb, és érthet®bb legyen.

Számos további, érdekes kutatási terület merülhet még fel a nukleolusszal kapcsolat-

ban. Annak ellenére, hogy Maschler et al (2010) már bevezettek egy algoritmust, mely

kiszámolja egy öntözési játék nukleoluszát, érdekes kérdés lehet, hogy miként tudnánk

kiterjeszteni Sönmez (1994) algoritmusát az öntözési játékok osztályára. Azonban ezen a

játékosztályon egy algoritmus már nem bizonyítható oly módon, ahogy jelen dolgozatunk-

ban igazoltuk, ugyanis egy öntözési játék redukált játéka már nem feltétlen lesz öntözési

játék. Erre mutatunk egy példát az alábbi, 4.1. ábrával illusztrált játékkal.
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4.1. ábra. Példa öntözési játékra

Tegyük fel például, hogy az 1-es játékos kilép, valamint tegyük fel, hogy x = (1, 2, 1, 2).

Ekkor a υ(234,x) redukált játék a következ® lesz:

υ(234,x)(2) = min {4, 4− 1} = 3,

υ(234,x)(3) = min {4, 4− 1} = 3,

υ(234,x)(4) = min {5, 5− 1} = 4,

υ(234,x)(23) = min {5, 5− 1} = 4,

υ(234,x)(24) = min {6, 6− 1} = 5,

υ(234,x)(34) = min {5, 5− 1} = 4,

υ(234,x)(234) = min {6, 6− 1} = 5.

Vegyük észre, hogy az így kapott redukált játék valóban nem modellezhet® egy gyö-

kérrel rendelkez® fával, ahol a csúcsok a játékosoknak feleltethet®ek meg. Hiszen például

egyedül a 2-es, illetve egyedül a 3-as játékos által alkotott koalíció értéke υ(234,x)(2) =

υ(234,x)(3) = 3. Ez alapján a 2-es és a 3-as játékos egymáshoz viszonyított helyzetét te-

kintve két eset merülhet fel. Egyik esetben mindkét játékos egy-egy, a gyökérb®l kiinduló

különböz® ágon helyezkedik el. Ekkor υ(234,x)(23) = 6. A másik esetben a két játékos

egy ágon tartózkodik, méghozzá úgy, hogy a 3-as játékoshoz tartozó szegmens költsége 0.

Ekkor υ(234,x)(23) = 3. A fentebb felsorolt koalícióértékek alapján látható, hogy mindkét

esetben ellentmondásra jutottunk.
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